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. §1. Onder een scheve afgeleide van f(x,y) verstaan we 

Jf 
cos w -7)x + sinw ( 1. 1) 

De hoek w heet de richting van de a~geleide. De scheve afgeleide 
in de richting w in een punt P0 (x09 y 0 ) kan worden verkregen als 
de limiet van 

lim 
F ---'>P . 0 

waarbij P op de lijn x = x 0 +t ~ o s w 9 y = y O +t. sin w ligt. 
Indien f het reele deel van een complexe analytische functie is, 

dus 
, z = x+iy, ( 1 • 2) 

is 
! <J f { iw dw 'L, ( ~x, y; ~ t.v = He e dz J ( 1. 3) 

Beschouw nu een contour c. In elk punt van C kan de scheve 
afgeleide betrokken worden op de coordinaten x,y van het gebruikte 
assenstelsel, maar het is vaak voordeliger de tangent en de nor
maal als hoofdrichtingen te kiezen. Duiden we de tangentiele af
gelei~e aan met ~{-5 - en de normaal afgeleide (rechts van de krom-
me ) met ~ dan is 

'bn 

l ]-c{-;-sTlw = cos w ~~ . J f 
+ sin w »- (1.4) 

Geldt weer (1.2) en is v de richting van de normaal, dan is 

1 ~ f r / = Re J e ( V + 4)) i £YL_ I • 
"lcl(U9S >w ( dz j 

( 1. 5) 

§2. Een karakteristiek probleem met een scheve afgeleide is 
het volgende 

i)2 f 
--· -- + v x 2 

= 0 in gel:ied S, ( 2 • 1) 

I}~_)<== h(z) 1 o \ n, s lw op rand c. (2.2) 



.£• 

We vermelden als bijzondere gavallen 
W::: 

w-0 

w == 
1T 

2 

Probleem van Dirichlet. 

Probleem van Newnann. 
op deel c1 van C, w == 

Gemengd probleem. 

2. 

0 op deel c2 

93. Problemen met scheve randvoorwaarden(~,2)komen voor in 
de hydrodynam.ica bij de getijdentheorie en in de electriciteits
theorie bij de verschijnselen optredend bij een gekruist elec

trisch en magnetisch veld (Hall-effect). 
Beschouw b.v. een vlak metalen plaatje waarin een electrisch 

veld met potentiaal V heerst en waarop loodrecht een magnetisch 
veld aangebracht is. Is 1 de eenheidsvector loodrecht op het 
plaatje dan is de stroomdiohtheid J a.v. te schrijven 

- • J == - "'- 'v V - p V )I(. I< ( 3. 1) 

De constanten c1... en f;, hangen af' van het medium en van het 
magnetische veld~ De continuiteitsvergelijking is -'v J = 0 - -en de randvoorwaarde is n • J = O. 

-, 
Indien Vo( = "v 0 )I. v< is V harmonisch en voldoet aan de 

rand aan een scheve randvoorwaarde n.1. 

f ;; V 1. _ o 
v (n,s) J,.._., - (3.2) 

waarbij w = arg ( o(--.. + ~ i) • 

Het stationaire gedrag van een vlakke roterende zee kan be

schreven worden door het stelsel 
.D. -~ _JJ,__ 

i't u 1 - u2 + g h 1l x = W 1 

A u 2 + ..0. u 1 + g h 

d u 1 ;:> u 2 
~~ + ~ = 

== 

0 

Vf 
'2 

waarbij x,y cartesiaanse coordinaten; u 1 , u2 componenten 
van de totale stroom; u verheffing van het wateroppervlak boven 
gemiddeld niveau; w1, 1N2 componenten van de windkrachten; /\ 
wrijvingscoefficient; .Il rotatiecoefficient ( C oriolis-kracht); 
g versnelling van de zwaartekracht; h de die:pte. 

Eliminatie van u 1 en u 2 uit (3.3) geeft 

6. u = F(W1 ,w2 ) 1 (3,4) 

waarbij het rechterlid een bekende functie is, n.1. een lineaire 
combinatie van de uivergentie en de rotatie van de windvector 
(w 1 ;w2 ). Voorlopig zij F(W1 ,w2 ) = 0 zodat u harmonisch is en 
beschouwd kan worden als het reele deel van een analytische 



functie w( z). 
Nu de randvoorwaarden. Aan de kust volgt de stroom de kust

lijn. Is weer >-' de richting van de normaal, dan is dus 
u;1 cos i; + u 2 sin t> 

Dit leidt voor u tot 

t"{Tn·,-s TL~= 0 

met w = arg ( i\ + -Cli) , of 

Re { e(>'+=)i 

= o. 

~-0 dz} -

(3.5) 

(3.6) 

Aan de grens tussen een (ondiepe) zee en een (oneindig diepe) 
oceaan is u = 0 hetgeen impliceert dat 

bu ·s-s- = 0 , ( 3 ,, 7 ) 

Re { e ( » - f ) i g: J = 0. 

Om nu de vergelijking (3.4) met rechterlid op te lossen ma
ken we op de bekende wijze gebruik van de tussenstap om een 
Greense functie te vinden welke aan de homogene vergelijking 
voldoet, m.aar die een logarit1Tiaische singulariteit bezit. 

9 4. sl• 
halfvlak 

Bepaal een Greense functie G(x,y,l.~) in het boven
Y > 0 met 

waarbij 
t'.1. G = 0 , 

G(x,;,:,£.,'7) c..n ln V (x- t.,) 2 + (y- 7 )2 in 

( 4. 1) 

( l, 'I) , ( 4 • 2 ) 

en met de randvoorwaarde 
1 2-~l - o 
1~w 

y ""' o. (4.3) 

Besehouw Gals het reele deel van een analytische functie 
w(z). De functie ln (z- ~) voldoet bijna. Spiegeling geeft 
de functie ln(z- ~). Een geschikte lineaire combinatie van de
ze twee blijkt te voldoen: 

w = ln (z-c;) -e-2wi ln(z-C.) + constante (4.4) 

In reele notatie 
G = ln ✓r:-. (-x---t,-) 2.-,--+_(_y ___ "'{_)...,.2,....,., - cos 2 w ln 

+ sin 2warctg Y• :J + c. 
X_!t, 

( x- t,)2 + ( y+ Y/ )2 + 

(4.5) 

b. Bepaal een Greense fun~tie G(x 1 y,~, '?) in de strook \x\ < a 
met (4.1),(4.2) en 

bij X =±a. 



Herhaalde toepassing van het s~iegelingsprincipe leidt tot -
w = ln sin ~~511 - e-2 wi ln cos z~; 1t + C. (4.7) 

£• Het analoge probleem bij een cirkel b.v • 

. I 2 2 1 

r = l/ X +y = 1 (4.8) 

levert een kleine mobilijkheid op omdat volgens Gauss 

J. -~JL__ ds = 21r J b n (4.9) 

Voor w /. -y is het rechterlid van (4.9) wegens (4.8) ge-
lijk aan O hetgeen betekent, dater geen Greense functie met 
de eigenschap (4.2) bestaat. Het lukt wel wanneer we ~wee lo
ga~ithmische singulariteiten met tegengestelde intensiteit 
toelaten. Aldus voldoe:1'; 

w = ln(z-C.,)-ln(z- t 2 )+e-2 wi f ln(1-1/ c..1) -

-ln ( 1-1 / ~ 2 ) J + C • ( 4 • 10) 

95. Beschouw nu een enkelvoudig samenhangend gebied R waar
van de grens C uit twee stukken c1 en c2 bestaat waarbij ver
schillende randvoorwaarden behoren. 

C 1 1 tc n ;sl-J w = O ( 5 • 1 ) 
I 

02 {trn~s-Y t w~ = o · 
Beschikkend over het machtige hulpm.iddel van de conforme 

afbeelding ku.nnen we di t probleem terugbrengen tot een soort-· 
gelijke opgave voor een halfvlak b.v. 

Re dw 0 dz = 

Re eiw dw 
ciz = 

Hieraan voldoet 

y = 

0 y = 

0 

0 

X > 0 

( 5. 2) 
X ( 0. 

C!:f c, (,,JAr t. ...,1rr l 
-~ = z - 1r { z- ~ - ~~- f lp ( z ) 9 ( 5 • 3) 

waarbij <p ( z) een gehele functie is. I-Iet hangt nu af van 
het gedrag op oneindig voor G wat voor t (z) gekozen moet 
wordeno Is G logari thn1isch oneindig voor \z I • 0o dan is 'f ( z) 

juist een constante. 

De functie Joo 
G =-Re ds. (5.4) 

z 
voldoet aan alle eisen en g-:,rl~'.:"AS~ z;ich in ( t.. > "1 ) als -z-----.. ·7 

ln V ( x- c.. ) + ( y- "') ) c • 



§ 6 o Een ui tbreiding van het in ~ 5 bestudeerde probleem 
leidt tot het volgende. Men vraagt een functie w(z) te bepa-
len welke analytisch in het bovenhalfvlak y > 0 is, aldaar in 

C, een pool met resicu 1 heeft en zich op de rand y. :::: 0 a. v" 
gedraagt 

i_ X < Xj 

- co + co 
w .• 

J 
Hieraan voldoGt 

w = P( z ) ( . p-:_~L~J -·t z- t_ cp (z), 

waarbij 
·w n 

P(z) :::: e-1 0 7l(z-x.) 
1 J 

en lp (z) dezelfde betekenis heeft als in ~ 5. 

k = 
W-w _n~. 0 

( 6 ., 1 ) 

(6.2) 

(6.J) 

Van belang is de index 
In het alg~ileen zijn er 

singen omdat voor f (z) 

'iT 
[k] +1 lineair onafhankelijke oplos-
de machten 1,z 1 ,rHZ[k] gekozen kun-

nen worden. 

lnP(z) lru.nnen we schrijven als een Stieltjes inte-
graal; w 

0 
= 0 kiezena. is 

waarbij 

Indien 

lnP(z) = 

w (x) = W. 
J 

J ln(z-x) d 6.J(x), (6.4) 
X. 1 <. X ,( X. 

J+ J 
cv ( x) continu verandert 1 dus voor y = 0 

Re \ e1 w( x) w ~ = 0 9 ( 6 • 5) 

en indien w C 00 l = 0 a.an is eveneen s de o:plossing gegeven door 
(6,2) en de Stieltjes integraal (6.4). 

Deze problemen staan in nauw verband met het probleem van 
Riemann-Hilbert dat in het boek ilSingular integral eq,uations 11 

van Iviuskhelishvili behandeld wordt: 
Bepaal een functie <? ( z) analytisch in een gebied R en 

continu in R+C (gebied +rand) zodanig dat op de rand 
Re ( a+ bi) ,P = c ( 6 • 6 ) 

waarbij a, b, c gegeven reele functies zijn. 
Hilbert heeft dit probleem oorspronkelijk herleid tot een 

singuliere integraal vergelijkingo 
In het boek van Muskhelisvili wordt ch t probleem opgelost 

voor cirkel en halfvlak waarbij voortdurend gebruik gemaakt 
wordt van Cauchy integralen van het type 



6. 

2~i J lo~-~( t) dt 
C. 

-a+bi waarbij G(t) a+bi' Het verband tussen deze integraal en die van 
(6.4}1s onmiddeJJijk duidelijk. 

§7. Indien de gezoohte functie niet meer aan de potentiaalve'rge
lijking voldoet vervalt het analytische apparaat practisch en moe
ten andere wegen ingeslagen warden. Indien echter de gegeven diffe · 
rentiaalvergelijking veel op de potentiaalvergelijking lijkt, b.v. 

2 2 
~ + 2...f_ = k 2f ( 7 .1 ) 
cix2 2>y2 

kan men nog wel W'a:t bereiken. Van de indirecte methoden vermelden 
wij 1. herleiding tot een (singuliere) integraalvergelijking. 

2. iteratiemethoden. 
Wij zullen ons hier echter beperken tot directs methodenwaarbij 

een expliciete oplossing mogelijk is. 
Beschouw b.v. het probleem om een Greense functie G(x.,y, t,, ~) 

te vinden welke in het bovenha1fvlak y) 0 aan 

o2G la 
~~=G (7.2) 
"ox "'oy 

voldoet, bi j (t,, r;) een s ingulari tei t als ( 4. 2) bezi t en waarbij de 
scheve afgeleide in de richting wop de rand y=O nul is: 

cosw oG + sinw-;,Q = O 
ilX ?;y y = 0 ( 7. 3) 

Een functie welke aan(7,2J voldoet 
singulariteit in (t,1) heeft is 00 

en welke de voorgeschreven 

~/ :t 2' j ··IY-1/Chu + i(x-£.,)Shu 

KO ( V ( x- t,) + ( y-- "7) ) = ½ e du. ( 7. 4) 

- 00 

Om nu aan(7~3)te voldoen passen wij het spiegelingsprincipe toe 
en stellen wij 

O!) 

G == ½ j exp f- \Y--~tChu+i(x-CShu 1 du-: 
-oO 

co 

1 J <.plu..) exp 1 ·•(y-:-~)Chu+i(x-t,)Shu ~ du. 
-co 

Ui t( 7 . 3) VO l,'.!, t 

tp(u) = -
icos wShu + sin c.vChu 

ices w Shu - sinw Chu 
= 

(7.5) 

Sh(u- wi) .(? _6 ) 
Sh(u +wi) 



7. 

8. Indien het beschouwde gebied een sector is kunnen we met 
behulp van de Laplacetransformatie de vergelijking (7.2) weer 
tot een potentiaalvergelijking herleiden en kan dus een expli-
ciete oplossing verkregen worden. 

In poolcoordinaten is n.1. 

d "o G 1 i>2G. _j_ (8~1) ~ (r -- ) + 7 ·~7= G r or 
Stel nu 00 

r(s,tp) = Shs J e-rChs Gdr, 
() 

(5.2) 
G(r, (p) 1 J erChs r cs, Lf) = ·2-n-T ds, 

J... 
dan gaat (8.1) over in 

()2 I' )2 I' 
= 0 (8,3) -+ 

?J Cf2 ?) s2 

Een scheve randvoorwaarde van het type 
a G ~ G 

cos w -~ + r sin w ""ir"-- = 0 

gaat hierbij over in 
(8,4) 

cosw - sinw t 0th sf ) = 0 (8.5) 
If = ex. 

Dit probleem kan nu met de theorie van § 6 opgelost worden. 
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