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In de literatuur zijn verscheidene definitles g6geven voor het 

radicaal van een willekeurige ring, die echter geen van alle ten volle 

bevredigend zijn. We zullen deze radicaaldefinities hier niet bespre

ken., maar en:Lge algemene opmc:rkingt:m maken over eisen~ waaraan cadicaal

definities kunnen voldoen. 

In het klassieke geval van hypercomplexe systemen (eindig-dimensio

nale algebra's over een lichaam) is het radicaal de vereniging van allc 

nilpotente linksidealen. In dit geval vertoont de restklassenring modulo 

het radicaal een regelmatige en eenvoudige structuur, die volledige klas

sificatie mogelijk maakt. 

De klassieke theorie is zondcr essenti01~ wijzigingen te generali

seren tot ringen, waarin de linksidealeri aan de minimumvoorwac1rde vol

doen. Bovendien komt het op hetzelfde neer het radicaal te defini~ren 

als de vereniging van alle linksnilidealen, d .w.z. linksidealen waarvan 

alle clementen nilpotent zijn. 

Het doel van sen radicaaldefinitie is het structuurprobleem van 

een ring in twee del2n te splitsen, n.l. die van hct radicaal zelf en 

die van de restklasscnring modulo het radicaal. Het is de bedoeling 

dat deze restklassenringen (die in ieder geval zelf als radicaal het 

nulideaal zullcn moeten hebben) een grotere mate van regulariteit ver

tonen, dan ringen in het algemeen. 

We zullen nu voorlopig onder een radicaaldefinitie verstaan een 

toevo~ging aan iedcre ring A van ~0n ideaal R(A) in A. In deze vorm is 

de definitie neg tu algemeen om bruikbaar te zijn; we zullen er in het 

vervolg nog nadcre beperkingen aan opleggen. 

In de eers te plsa ts moe ten we de ui td rukldng II toevoeging aa n iede re 

ring 11 nader precise:r1:::n. Daar de klasse van nlle r1ngen cen gevaarlijk 

begrip is en in ieder geval geen verzameling, waarop zonder meer func~ 

ties kunnen worden gedefinieerd, moeten w~ vaststell2n dat deze toevoe

ging in ieder geval alleen van hct isomorfietype van de ring afhangt. 

Dat wil dus zeggen dat als ~ een isomorfe afbeelding van de ring A op 

de ring Bis, R(A) door ~ op R(B) wordt afgebeeld. Dus 
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( '1) lf (A) = B ,.;n f is isomorf le~ '-P(R(A)) • R(B). 

Dit houdt ondtr m~er in dat R(A) invariant mo~t z1Jn t~n opzicht~ 
van alh, 8utomor:fid:!n van A.. 

DE g3ngbr:.1r,~ P8(Hcci,1ldL:flnit.i.(:;S wordu1 op 11 al1st:br:-i!sch1:?wiJZ'-' vast

gel~gd en voldo0n dnardoo 1 nutom~tisch a1n (1). 

Op grand v1n hct bov~nst~andt! st~llen w= bovendien de els: 

( 2) R(A/R(A) )=0. 

Om vcr'dere cowJHlcs ~p hun waarde t1;;; b1.:oordelen zulhm Wt,;: voor ... 

b~elden gubruiken. Het zal dnarbij spocdig nodig blijk~n voor deze 

voorbeel-Jen r1nc;.__.n tc.: kic,~d1, w~1:J rop d,:c k:l" ssic:k6 'Ch1.cor>it ni1::t virn to<::

passing is. We: zu11cn •:.!1nrom voor c1E.z0 voorb,.clch.·n ,:..:n van de best2::rndc 

van Jacobson. Dezc h,~ert h(:t voor·c1tov1, dat zij d..: n1,.,;:est passrnde is 

voor alc,br':'l 's> w:wri.n door rut;:hl v~n c,:n norm 1.;Cn metrh:k is vastg2-

lcgd, d.w.z. voor Bnnoch-~lG1.,;br~ 1 s, zodnt wo kunnen putten uit h~t ars~
n'.'lal V'.:n c1,in de 1n;--:lyse oni:11 .. en'.:k voorb,c:.,lden. 

HL:t r.J(Jj_c1:1J. von Jncobtrnn b,:ruGt op b,;t bi:::grip ''quasir..:,gu1iEr 11 • 

bestaat.:1 zoc'1c1 i:: sb+.1+b=O; b hc'Ct dnn Ccn rechtsquasi-i.nversE: vnn a. 

Op analogc wijze defini~ert m~n linksqunsiregulier en linksquasi-inverse. 

E2n element fl rh·,et quc1siregulicr :lls hut r.echtsq'1asir1:::guliei~ d"l linl<S

quasiregulicr 1s. In dnt gevol ziJn d~ 11nksqu8Bi-1nvcrsl en ~L r0chtD

quasi-inv0rs2 ondubbelzinnig b1.,;paalJ ~n ,an ~1~1ar geliJk; jit ~l~m8nt 

hcet d~n ck: quns1-1nvcr:=J<.:.: vein '.~. fa.n rechtsidunil of l:lnks.i.()t,aa1 ht.!et 

quasirlguli1:r ols r1l z:l.jn ,.L111-.:nti::n qur1:3lr0gu11d' z1Jr:. Htt r,,::dic2Fil 

vAn Jacobson is de vcreni~lnG van 111~ quasir~gullcr2 11nks1d~al~n. Dit 

is e~n tw~ezijdig ideoal, d• c tcv~ns de vereniging van alle quasiregu

liere rechtsidaalcn is. Bav~ndi~n voldott h~t gan (1) ~n (2). w~ zullen 

st rel ks nog op h1: ... t t18clicnD 1 v:rn Jci cobs on tt.: rugkorncn. 

Do m~~st fund8mcntclt.; op~roti~s, die op ring~n kunn~n wordtn to0-

gep2st z:Ljn hc;t toc:posstx, vnn homomorfc 1fb(;elc:ingen, het vormcn van :k~l

e:n h(,t vorr1c.n von dJ.r-sc'Cti;., sominen. D._.z--.: opcr,sti,::s ztjn trouwcns 

fundcimcntc:cl vooi::' o lh: cloor i•:f0nt i cct ten gc:d,. f ln11.:.erd,,~ 13 lgcbrr: !sche 

structur,:)n. 

He:t lig< voor ck hc·nc1 om t,, postuh·rcn dJt blJ homom.ori\.: :ifbtel

d ing hl;t r2d1caal vrn c.;en r1n~ ov~rgaat in hct rndicaal ven het be€ld 

van de ring. Als cius 'f d(; r•ing J\ homomorf' op de ring B a fbt;;,eldt, zou 

~(R(A)) = R(B) mo~t~n z1jn. Op grond ven (1) en dt hommnorfi~stclling 

kunn~n w,; dvzt: ,; :i.s ook voor ,~(in rins formuleren. fl.ls hct idt:aa l J de 

kt:rn van t' is, :Ls B isomorf met A/J (m wel op grand vrm tt:n isomor-fe 

afbt:::elding X , dit.: vastgl:lt:gci 1s door %1"= 1, w:nirin 17'dc kanonieke 

homomorfie van A op A/J :ts. Op gron:l v,rn (1) is dc:ln R(B)= X (R(A/J)) J 
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dus X, ( 1'"(R(A)) )= 'X, (R(A/J)), dus R(A/J) = u'-(R(A) )=(R(A) ,J)/J. Dus 

(3) R(A/J) = (R(A), J)/J, als J een ideaal in A is. 

H8t is echter aan een eenvoudig voorbeeld t0 zien, dat (3) niet 

vervuld is voor het radica • l van Jacobson. Neem hiertoe voor A de ring 

van de gehel8 getallen en J=(4), dan is R(A)=O, dus (R(A),J)/J=J/J=O, 
maar A/J is de restklassenring mod 4, did to,2} als radicaal heeft. 
Dit is niet als e8n tekortkoming van het radicaal van Jacobson te be

schouw0n, daar bij iedere redelijke radicaaldefinitie het radicaal van 

de ring der gehela g~tallen nul moet zijn en de restklassenring mod 4 
aan de eis~n van de klassieke theorie voldoet. 

De radicaaldefinitie van Jacobson voldoet echter wel aan de vol

gcnde verzwakking van (3): 

(4) (R(A),J)/J C. R(A/J)., Ells J 2en j_deoal in A is. 

Als n.1. a e;,:11 2lem(::nt Vern (R(A).,J)/J is., is I.Jr' e0n b 1c:.R(A) met 
b £ a. Nu is hc:t linksid2c.1al (b) 1 voortgebracht door b quasiregulier. 

Het is (;Cht2r duidolijk dc1t de kanoniekc homomorfi0 van A op A/J het 

linksidenal (b) 1 afbeeldt op hGt door a in A/J voortgebrachte links

idea8l en dat dit laotste linkside3al ook quasiregulier is. Dus 

a~ R(A/J). 
Als we echter hct g\;'vc1l be:schouwcn dat J c.R(A), dan geldt (3) wel 

voor h~t radicaal van Jacobson, dus 

(5) R(i-t/J)= R(A)/J, als J een idt~aal in A is en Jc.R(A). 

Op grond v.::in (4) boho2vcm W(:; c1llcen tE:: b8wijzen, dc1t R(A/J) c.R(A)/J. 
Dit volgt echt2r direct uit d~ volgende hulpst~lling: 

Als nb+a+b rachtsquasireguli~r (r~sp. linksquasiregulier) is met 
rachtsquasi-inversc (resp. linksquasi-inv~rse) c, dan is a (resp. b) 

r2chtsquasircgulier (r~sp. linksquasirugulier) met rE::chtsquasi-inverse 

bc+b+c (rdsp. linksquasi-invars~ ca+c+a). 
Dcza hulpst0lling is triviaal t~ vcrifi~ren. 

Door J=R(A) tc nemcn volgt uit (5) direct (2). 
Wl; b0schouw0n nu :-Jire:ctc sorr1.1nen. D0Z(; vat ten we op als directe 

vcreniging in de zin van d2 8bstrocte algebra ten opzichta van opt8l

ling en vcrl;!Z::nigvulcligtng. Voor ringen komt dit, zeals bckGnd, hierop 

neer dot ~en ring A direct~ som is van de ringen Ben C als de additie

ve gro~p vs n A d j_ r..;c t8 son is inc}.__. .zin van d1;; gro2pcntheori2 van de add i

t ieve groupsn vnn Ben van C en als bov~ndien B (;;DC elkaar annulerende 

idccllE::n in 1\. zijn. Als dan a=b+c (a'-A., bE:B, c€.C), dan is a dan (:;TI 

sl2chts dnn qu3sircgulier als b enc beide quasJ.regulitJr zijn. Hieruit 
volgt di r(:_;c t 

(6) R(A+B) = R(A) + R(B}. 

W;_; bE;.;schouwen nu (::,,n dc-.:::lring r .. 1 van A en vrae;on ons af in hoi;;V~rre 
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( 7 ) R ( A 1 ) == A '1 n R ( A ) a 1 s A 1 v v n (le c: l r>in ~!, van A is , 

vervuld is. Dit blijkt niet h8t geval t~ zijn. Neem hiertoe voor A de 

vol le 2 Y 2 matrix ring K2 ovc~ r een 1 ichaam K, da n is R(A )==0. Voor A1 
nemen we d(; ring der mn trices ).. C 12 a ls ). het lie ha am K doorloopt 

(C "k stelt de matrix voor mut een 1 op het snijpunt van de je rij en 
J '> 

de k~-kolom en ulders null2n). In A1 zijn olle element~n nilpotent, 

dus R(A1 )==A 1 • In dit geval vinden we dus dat A1n R(A)c R(A1 ) met een 

echt0 inclusie. Dit voorbeeld blijft gehcel binnen de klassieke theorie. 

Om een voorbeeld van dE: omgeke;erde inclusic: tc geven moeten we buitt;;n 

de klassiekc th0orie gaan, omdat voor ringen, waarvan de linksidealen 

aai.1 de minimumvoorwaorde voldoen, dt: inclusit.: A1 n R(A)c R(A1 ) algemeen 

geldig is, zeals makk0lijk is in te Zi8n. 

We kiezcn a ls voorbs.:e l1s~ E:en be k<:.'ndc ring ui t de theorie der Ba -

nach-alg~bra's (zi~ E. Hille, Functional analysis and semi-groups, 

blz.478). Als ~l8m~nt~n van de ring n2men w0 de complexe functies, die 

ana lyt isch zi jn voor I z I <: 1 :::n cont inu voor / z / ~ 1. Voor de opt(:)lling 

n8men we de gewon~ optelling van functiC:s; hut product van twee func

ties f(z) 1:;;n g(z) dcfiniUr8n w~ Jls de functie 

z 

J f(z-t)g(t)dt. 
0 

Het is mc.1kkelijk na te gaan, dat w0 op dez,:, wijze een commutatieve 

ring A krijsen. Dcfini~rcn w2 bov~ndi~n 

ti f II == mn x I f ( z ) I , 
I z I ~ 1 

d3n is A u~n compl~xe Ban2ct1-alg~bra zondcr €enh~idselement. Voor het 

radicoal van Jacobson gGl~t nu R(A)=A. In i8dere Banach-alg~bra geldt 
oo n 

n.l., c1at c1ls ch; ri.;eks L (-a) conv(rg1;;;Grt, c1 quasir2guli2r is m.:.:t 
co n=1 

quasi-inv,~rs..;; b= I:"(-;:i)n. In ons [!;.::val is door vollE.:digc inductie mak
n=1 

k8lijk t~ bcwijz~n, dat 
n--1 

/ f n ( z ) j ~ (l~ I_ 1 ) ! I j f /I n , 

dus llfn)I ~ (n:"1) ! /lf//n; hJ .. erin stlclt fn natuurlijk de n8 r:iacht voor 
V3n f te:n opzicht: .. : van Jc: 111':rbov,m g1c:ckfini(;erde verm2nigvuldiging. 

oO 
Hi0rui t volgt direct cL conv0rgljnth; v,rn [: (-rt voor alh) f 

I (X) llfll n='1 ( / C ( -f) n I/ ~ jJr!j 2 ) • Dus R(l\ )=!\.. Voor A1 n2mcn Wt de: polynomen 
in z?"= 1het is dui.dulijk dot JLz,_. ,.0n d,.,.::lrin.::: vsn A vormcn. De qu3si

inversen van elementen v3n A1 beho8v0n ~chtdr niet in A1 te ligg8n; zo 

heeft de constant~ functib 1 als quasi-inverse -~-z end~ functie z 

als quasi--invi::;rs.:.:-sin z. Dus R(A 1 );if'A 1 ; men knn ZE::lfs bE:WiJzen dat 

R(A 1 )=0. In ieder geval g0ldt in dit g2val R(A 1 ) CA 1n R(A) met een 



nu r 
, ... ·n 1 

va 
"i"'t 

" 

n I\ a 
m(.,n ('.1) l n J 

voor .~,., oor a voor ,, 

~ E R{J). "" t'',,; " 

C 

V 

(8) Jn R(',) C I .,. ) 
I J I! l. ' 

t,; 

s M,1 ri ~:, 

clus C V 

n , ( nlL. 

:I .-i 3 

e.G (d r 

(,)+(,),~ 

1· 
\., l_,; 

J V 

C C l 

C f ) " I. 

tlS R J) 

n) c 

b, ... , ) 
' ' 

rt 8 ls wt::: voor 

l l 

al 

+· radi "l V'l J \; .i. "· 
Jn R(A) C. R( ,J) 

artoc 

ef init!r,;;;n 

,jk Zi an 
vnn een 

) "t, 
,.!. 

is. 

( e .• n ) ( b, 1:i) :::: ( b + 1 + n b, nn) . 

tis 

lie:r 

':J.:J r(: 

k 

r·~ 
il. ! ~ ! 

ziJ 

(9) H(:,,1 )=HC ) :-1ls , 
I 

he 

Hct 

i 

XC --X € M v t' LL X E • 

op,n•r:it 

(: 

r 
I\ • (2 ~ ) C = i+ b* ) . 
B. (a ) * C "" *C + b *c 
C. * ( ) .... a* + i4· 

t 

,, 
u 

l n een r 

(;:lrl 1 

::it (r•,n) dan d, s c ~, 

uisircguli r in A, h(:tz j n"" 

)=,R ( ) • ,.~ i. t n t R( 

t)n ~--· s ;:idjunct von 

C zj ,zonls ., ootc 

, r1t'1 ... 1s doors 

i (.; V doi:.;n: i.;r' ,; " 
~ .:i t'€:ll C € r.., 

sire-

n 

links-
z t 

1.t v1:., r:HJt van 

+b. ze r'fl tic ft de vol-

. 



Als omgekeerd ~en alg~braisch systeem g~g~ven is met twee binaira 

operaties + en * , dat tcm opzichte vnn + 1,:;en commutatiuve groep is en 

dat verder aan ~,Ben f voldoct, dnn is dit systcem een ring t8n op

zichtc v,rn + s,n ten opzichtl: van dE.= vorm\..'nigvuldiging gt'-:d1JfiniE:erd door 

ab=a;¥-b-a-b. Uit ~,B , .. :n C lc.:idt m,Jn n.l. gemnkkclijk af: 

(10) 0 -¥a = a ~o = a. 
(11) (-a)* b = -a *b + 2b. 
(12) a 71- (-b) = -a*b + 2a. 
(13) (a-b)#c = a *c - b *C + c. 
(14) a~(b-c) = D *b - a *c + a. 

Met behulp hiervan zijn a~ ringaxioma's gcmakkelijk te verifi~ren. 

Op grond van (1 Q is O hct noutrale E.:lem2nt ten opzichte van *. Quasi

regulari teit is dus g~wono regulariteit ten opzichte van*. Het feit 

dat de quasi-inv~rs~ ondubbelzinnig b~paald is is met behulp van *het 
standJardbewijs voor h2t overoenkomstige feit van een inverse: uit 

a~b::::O en C*8=O volgt C=C*O::::c*(a#b)=(c-)4-a)*ba:::O*b=b. 

Een de0l van hetg0er1 we willcn bewijzen kan zelfs onder zwakkere 

voorwaarden wordcn aang\_;toond. L8at in Gen addith:-ve groE::p een operatie 

® gcgeven zijn die voldoet aan: 

(15) a@(b@c) = (a(E)b)®c . 

(16) a®o = o@=i = ;J. 

W0 d8fini~ren@ --regulariteit op de voor de hand liggende wiJze. 
Een ondergroep J hcet een @-linksideaF!l als de.: rcstklassengroep mod J 

de @ -opcrati(_; als linksoperati0 to,c:loat, d.w.z. als 

a 0( b + j ) - a ® b '- J VO Or a 1 h: R ' b (i._ I\. C n .j E J . 

In het bijzond'"'r volgt hic:ruit vJor b==O, dat a@j-a E.J voor alle 

a€ A "n j E. J. De g<::wonG som van twee 'E) -linksidealen is dnn een @
linksiduaa 1 en d0 doorsn0di-.:: van willdc(.;urig vce 1 €) -links idea len is een 

@ -linkside:aal. H1c;t heeft dur, zin om te spreken van het @ -linkside;aal 

voortg0bracht door ~~n ~1~rn1c;nt van A. Verder heet een ® -linksideaal 

J c-rcgelm8tig (c<A), c1ls ::1@c-c EJ voor allc- ae A (wt> noemen h12t ook 

rt;gclmatig). Een 0 -linkside:2al dat 'net c-re,;gelmatige @-linksideaal J 

omvat is ook c-r~g~lmatig. 

,'\ls t 1c;en c oll,Jc t iE:: d0e l v~ ,,,znme ling en van A is mt:t A ~ o/, dan 

heet B een mGximaal ,:;lcm1.;nt van ~ als BE 4' en als voor iedere XE <p 
met BC X gcldt X=B of X=A. D~ze definitic wijkt af van de gebruikelijke 

in die zin, dat A zelf ool{ cen maximaal 1:;;lemcnt van q> is. H8t voordeel 

1s, dat ieder~ 1' een maximaal clonent !)(:;zit (n.1. A) en dnt het dus 

ender alle omstandighedcn zin heeft om te spreken van de doorsnede van 

alle maximale el1;;:;mentc:n van 4' . 
A zelf is een (2) -linksideaaJ., dat c-re::gelmatig is voor alle c E. A'.'t 

Een c-r0gelrnatig ® -lj_nksideanl J is dan en slechts dan =A, als c 4E J. 



Immers 81s c E:.J, dnn is £1 ¥C-n E.J en a -Nc-c e.J., dus a E J voor alle a~ A. 

Hi:.;t ®-radicaa 1 R van f\. wordt nu gedufinieerd als de Vc;rzameling 

van die 0lem2nten van A di8 een •® ~ogulier ®-linksid~aal voortbren-

Verder noemcn we S do doorsnede van alle maximale r0gelmatige @
linksidealen. 

Nu geldt R cs. Om dit te bcwijzen is het blijkbaar voldoende om 

hGt volgende aan te tonen: 

Als M den maximaal c-rugc:lmatig @ -linksidi::aal is, als a e.A en 

als a+ M, dan is het door a voortgcbrachte @-linksideaal (a)! niet 
@-regulier. 

B-'~wijs: Omdat a 4 M, is M/.A, dus c 4, M. We::gens de maximaliteit van 

M is de som van M t.:n (a)~ ge:lijk aan A, dus g0ldt c=b+d, b GM, de. (a~. 

Voor alle xeA geldt nu x@cJ-c=x®d-x@(d+b)+x®c-cE:.M, dus x@d.,{O. 

Dus d is niet &J --regulL:r. 

D1;.; omgt::k.:.;1;,;rcle inc lush;, Sc R tont=n we aan voor de opera tie *. De 

volgendc hulpstelling g1;.;ldt Z8lfs voor ®. 
Als a llC;; cl1c;mcmtc.:n van een ® -linksid<2aa 1 J ® -linksregulier 

zijn, dan is J @-ri:.:gulicr. 

Bewijs: Bij 3 E.J bestaat cen b E.A met b@a=O. Hit;;ruit volgt 

-b-b@a-b EJ, dus b E:J. Dus is b 00-linksrc:gulier en., wegens b@a-=O, 

ook !8)-ruchtsrcgulier, dus @-r-egulh:r met ® -inverse a. Dus is 

a ®-regulic.:r. 

Als a EA dan is de verzameling der t::lem\_;nten x*a-a (x doorloopt 

A) i:.:en a-rcgclmatig *-linksidcaal. In de eerste plaats is het een 

additiE::v0 groi2p wc1nt x#a-n-(y *3-n)==(x-y)*a-a. V<::rder gE::ldt voor 

b,cEA dat b'14i-(c+x~a-a)-b*c=(b*x-b)*a-a, dus is het .,:;en *-links

ideaal, dat klaarbliJkulijk o-reg~lmatig is. 

* Om nu Sc. R aan te tonen ncmc:n w..:: 2en a E. A m0t a 4!f R, dan is (a ) 1 
niot ~ -rcgulic:r ~n bevat dus op grand van de zojuist bGwezen hulp

stelling een clemtnt bJ dot ni~t *-linksregulier is. Als we nu aanto

nt:n dot b ¢ S, dan gE.:ldt ook o ; S. Het is dus voldoendE; de volgende be

wering t~ b~wijz0n: 

Als b nh;t * -linksrc.:gulicr is, dan bestaat er een maximaal b-re

gelma tig * -links idea a 1 M m0t b f- M. 

Bc:wij s: Ui t het g1.;geven volgt da t x * b,IO voor a lle x €A. We vormen 

nu het b-regE:lmntigi_; ¥ -linksid(;aal J mut l:lcmenten x *b-b (x doorloopt 

A). Nu is -b 1,J, dus b 1,J. De collectic van dG * -linksideal-2n van A 

die J omvntten 2n waarvan b gcen element isJ voldoet aan d<::: voorwaard0n 

van d8 stelling van Zorn en bevat dus een maximaal el8m0nt M (hier is 

naximaal bedoeld ind~ zin van de partiele ordcning door inclusi~). Nu 

is M b-regelmatig, omdat JC M. Maar Mis ook maximaal als * -linkside

aa 1, want a ls K een * -linksideaa 1 is met Mc K en M/.K, dan geldt b GK., 

maar t~vens is K b-regelmatig, dus K=A. Dus voldoet M aan de gestelde 
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1,dsen. 

Ht.t * -radicaal is ,_chtc,r h'-t rc1cl1c~rnl van Jacobson, want *-rE::

gulicr is hctzclfdo als quasl-rcgulier ~n een * -linksid8aal is het-. 

zelfde als uen gewoon linksidcaal. Dit laatst~ volgt uit 

c.1 ~(b+j)-8 *b=a *J-G=aj+j. Vcrdcr volgt uit X¥ o-a=-(x(-a)-x), dat als 
we een g~woon linksideaal J a-recelmatig nocmcin als xa-x eJ voor alle 

x E: A, dan blijkboar een 8-rege:lmatig ¾-linksi.deaal h0tz1;.;lfde is als 

een -a-rcg~lmatig gewoon linksidcaal. 

Hiermce is dus uen bewijs geg2vcn v~n de bckende stelling, d• t 

hct radicaal van Jncobson de doorsnede is van allc: maximalc: rt;gl;lmatige 

linksidcal~n. H~t b~wiJs wijkt niet cssentieel af van h~t gangbare, maar 

is ln e:en vorm gcgot~n, die de: wc:g naar mogclijkc g8neralisatic wijst. 

w~ mLrken nag op, d:Jt in Gen ring m~t ~enhcidsel1...:m0nt e l~d0r links

id1..;a2l e-rcg1..;lmatig is, wa • ruit volgt, dat in dat geval h~t radicaal van 

Jacobson a~ do0rsnLldt: 1s van allc maximal~ linksidcal2n. 

We b,:sluitcn mi:t -.::Ul opr.krking over d,; mogelijkht:id om in (:;en ring 

,;en met d ,::; gz,won<; Vt.:: rmcn :Lgvuld igJng samcnha ngc:nd1..; gewij zigde ve rmenig

vuld iging in tc vo~r~n. Hicrtoc g2an We uit van een endomorfie van de 

:Jc)::JitL.:v,~ gro,.p V,'.'ln c:lc ring;, dot is dus ::..:en a.fbc:elding y>van A in zich

z,:-lf., dL: v0Jdo1...:t aan t_p(D+b)::::: 1.f(a)+ lf>(b). Vl:rdcr eisen we:: dat 

'f ( ~ (::1b) c )== i.p ( a 'f (be)). 1\1s Wt; nu cJe ni,,UWc! ve::rm0nigvuldigingsopcra tie 

o invocrcn door a • b= ~(ab), dan g~eft hat stcls~l op2raties + 1..;n o weer 

cen ringstructuur in A, die voor cen radicaaldefinitid kan warden ge

bruikt, Op d~ conscquunti~s hi~rvan gaan wv ni8t in. We mcrk~n sl~chts 

op~ dat nls n ~an g~h~el g~tal is dd afbeelding f(a)=na aan de ~1s~n 

voldout. In L8n matrixring zijn nog and~r~ afb~cldingen mog~lijk: als 

P 2n Q v~stc matrices ziJn m~t P2=Q2=0, dan voldoct ook f(X)=PXQ aan 
cl C' ,; isc:n. 


