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Volledigheid van holomorfen 
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Voordracht in de serie "Actualiteiten" 

28 September 1957 

zw 1957-016 

Een groep G heet volledig, als het centrum van G· alleen uit 

het eenheidselement bestaat en alle automorfie~n van G inwendig 

zijn. 

Een volledige groep is isomorf met ziJn eigen automorfie~n

groep.Voor iedere groep G geldt n,l., dat de afbeelding, die aan 
ieder element de corresponderende inwendige automorfie toevoegt, 

een homomorfe afbeelding van G op de groep van .zijn inwendige auto
morfieen oplevert; de kern van deze homomorfie is het centrum van 

G. Als dus G geen centrum heeft is de homomorfie een isomorfie; 
als er bovendien geen uitwendige autcimorfie~n zijn, is het e~n 

isomorfie op de automorfieengroep. 
Deze bewering is niet omkeerbaar: er bestaan niet-volledige 

groepen, die isomorf zijn met hun eigen automorfie~ngroep, b.v. 
het directe product van een groep van orde 2 en de symmetrische 
groep s3 . 

De volgende eigenschap is echter karakteristiek voor volledige 
groepen. 

Een groep G is dan en- slechts dan volledig, als iedere groep 

G\ die Gals normale ondergroep bevat, Gals directc factor bevat. 
Een van de groepen, die een gegeven groep Gals normale ~nder

groep bevat is de holomorf van G. Deze kan als volgt ged0finieerd 

worden. 

We noteren automorfie~n van G. als linksmultiplicatoren; dus 
het beeld van·het element. a van Gonder de _automorfie ~ wordt met 

c,( a aangeduid·. Dienovereenkomstig betekent o../S de automorfie, die 

ontstaat door eerst/3 en dan 0( uit te voeren. Elementen van G wor
den met L~tijnse letters ~eschreven (eenhei~selement =e), automor
fie~n van G met Griekse letters (identie_ke automorfie =1)·.· De auto

morfie~ngroep van G wordt met A(G) aangeduid. 
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Als clcmentcn van du holomorf K(G) van G nemen we alle paren 

(a,u<) met a E G, o-::E..A(G). V(:::rmcnigvuld:LgJ.ng wordt in K(G) geckfini

(?erd c7oor 

( a , c'>() ( b ,;3) ;::; ( a ( c~ b ) , n< ;3) , 

Het is eenvoudig te verifitren, dat dcze vermcnigvuldiging 

K(G) tot e::en groep maakt; hct eenheidsel(:;ment van K(G) io (eJ1) en 

de inverse van (a,o) is (~-1a- 1 ,~-1 ). Vcrder bevat K(G) de normale 

ondergro~p G', bestaande uit de paren (a,1), walke isomorf is met 

Gen dus met G kan warden go!d8ntificeerd. De belangrijkste eigen

Gchap van de holomorf is de volgendc: 

Iedere automorfie ~ van G wordt ge!nduceerd door de inwendig8 

automorfh· van K( G) .1 corresponderend met (0 ,oz). 

Men kan nu de vraag stellen in hoeverre icdere groep, die een 

dirccte factor in zijn holomorf is, volledig is. Een partieel ant

woord op deze vraag is bevat in de volgende stelling van Ridei: 

Als een groep G directe factor in zijn holomorf is, dan is G 

volledig of het dirccte product van een groep van orde 2 en een vol

J.edig0 groep. 

Van deze stelling heb ik de volgende genE.ralisatie bewezen. 

Stelling 1. Een gro~p G is dan en slechts dan directe factor 

in zijn holomorf als G volledig is of het directe product van een 

groep van orde 2 en een volleclige groep zonder ondergroepcn van ln

dex 2. 

Op grand van dezc stelling verkrijg0n we een niet-volledlge 

groep die directc factor in zijn holomorf is door uit te gaan van 

een volledige grocp zonder ondergroepen van index 2 en dezc direct 

te vermenigvuldigen met een groep van ordc 2. Een triviaal voorb~eld 

krijgen we door een groep van orde 1 te ncmen; deze is volledig en 

heeft geen ondergroepen van index 2. Inderdaad is een groep van ordc 

2 dircctc factor in zijn holomorf, want hij valt samen m~t ziJn ho

lomorf. Wu citeri:::m nu ,~n 1~r:le vooPbcelc]en van volledige gPo8pen uit 

de literatuur. 

De symmetrische groep Sn met n een willekeurig cindig of om,:tn

dig cardinaalgetal is volledigJ behalvc voor n=2 en n=6. Voor on

eindige n heeft S geen ondergroepen van index 2 (Hblder, Schreier 
t1 

en Ulam, Baer). 
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De automorficc:ngrocp van ,.;en nict-nb(;1.!3c clcmcntaire groep is 

vollecHg (een groc~p hcet clcm,.:1tair a1G hij r:1:een ccht,_ karakteris

tlclw ondergroepen hc,eft)(Bucn;.:;i.cle). 

Als Geen eindige grocp zond~r centrum is, dnn is er ecn na

tuurliJk g0tal n waarvoor de nc gciterccrde automorfh,01ngrocp 

A11 (G) (gedefinieerd door An(G)=A(A11 - 1 (G)) en A1 (G)=A(G)) volledig 

i:.:; (Wielandt). 

De holomorf van een eindige abelsc groep van onevcn ordc is 

voll0dig (Miller). 

We gaan nu probercn dit laatstc voorbccld tc gencraliseren. 

We merken daartoe eerst op, dat uit bekende eigcnschappen van de 

holomorf makkelijk volgt, dat de holomorf van een niet-abelsc groep 

nooit voll0dig is. We beperkcn ons dus nu verdcr tot abelse groe

pcn G on gebruiken voor de groepoperatie in G voortaan een additie

ve notatie. De productdcfinitiu in de holomorf K(G) wordt dan 

(a.,r:,z)(b_,/3) = (a+ c',b, ,x,13), 

het eenheidselcment van K(G) is (0,1) 8n de inverse van (a,d) is 
( -1 -1) -o, a ,c,< • 

Het algemene problc8m., welkc abclse grocpcn een volledige ho

lomorf h12bben :1 kDn ilc n:1.\.:t oplorrner,. Hct Of.Hjrercn met cle r10l0morf 

bliJkt echter bijzondcr glnd tu verlopen ols we mogen verondLrstel

lcn, dat d~ afbe~lding x • 2x in Geen automorfic is (deze automor

fic duidcn 1.,;ie met 2 mm). Di t be tc lwn t, dn t G gL:en c lemc-mtcm van 

ordc 2 hceft en dAt iccier clement van G ccn twcevoud is, Voor cln

digc G beteksnt dit, dat G oncvcn orde heeft. M~n zou nu de volgcn

de: gcrieroli:3,Jtie van de stc:lling van Miller kunnen vcrmO(:c:dcn: icck:-

ru abclsc groep, waarin 2 ccn automorfic is 1 hceft een vollcdigc 

holomorf. Dit vcrmo8d8n bliJkt cchter onJuist tc ziJn. Ik hcb cch

t-: r wo 1 l'.Cn nood za kci lij le.: en vold ot:nde v oorw,1a rd (J kunnen op:s t,:llcn 

opdat een grocp, waarin 2 cen automorf i • J ecn vollcd1ge holomorf 

heeft. Let wel dat over grocpun, waarin 2 g2cn automorfic is~ nicts 

bewcerd wordt. Voor hct gcmak van formulcring gcven we voorwaard~n 

voor hct niet-volludig zijn van d~ holomorf. 

Als G1 en G2 abe:lsu groepcn zijn, dan kan du collLut van 

311a homomorfe afbeeldingcn van a1 in a2 op ~en voor de hand lig

gende wi.jzc tot E:en additic;ve abelse: grocp warden gem-:1akt, 0 d we 

met Hom(G1 ,G2 ) aanduidcn. 
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Stelling 2. Van ecn abelsc groep G, waarin 2 eun automorfi~ 
is, is de holomorf dan 0n slechts dan niet vollcdig, als G directe 
som is van tw0e ondergrocpun B 0n C, waarbij Ben C aan de volgen

dc voorwaardun voldoen: 

1° BIO. 

2° Hom( C ,B)=O. 

3 ° Er bes taa t ,;<::n isomorfe a fbeeld ing x -• ,F( x) vnn B op Hom(B,C). 

4° Er bestaat C:;en functic f(x) (x EB, f(x) 12. B), dil: B ~ B af-
beeldt dusdanig dat c/(x)y= c::l"(y)f(x) voor alle x,y£B. 

De stelling V8n Miller is gomakk2lijk uit stclling 2 aft(.; 

l0iden, Het is n.l. cenvoudig int~ zien dat Hom(G1 ,G2 )=0 voor uin
digu groepen G1 un G2 dan en slechts dan geldt als de ordes van G1 
en G2 relati~f priem zijn. Verondcrst~l nu dat Geen eindige abelse 

grocp van oneven orde met een niet-volledige holomorf is. Dan is G 
volg~ns st~lling 2 dir0cte som van groep0n Ben C, die aan 1°-4° 

voldoen, Uit 2° volgt dat d2 ordes van Ben C relatief priem ziJn. 
D• n is Hom(B,C)=O en op grand van 3° is dan ook B=O in strijd met 
'10 • 

Aan de andere kant kan ~en voorbt:eld van cGn gro~p die oan de 

voorwaard2n van 3tclling 2 voldo2t en dus een ni~t-volledig0 holo

morf ht:eft ols volgt word(.;n vcrkrC::gcn. Net:m ec:n onevun priemgC;tal 
pen ne0m voor Buen cyclisch~ groep van orde pen voor C ecn qua3i

cyclische gro2p van type p (e~n realis~ring van dezc grot;p in mul
tiplicati2vc schrijfwijzu kan m~n v~rkrijgun door all0 pn~ cenh2ids

wortels voor variabelu natuurlijk~ n te n~men). Hct is makkelijk tu 

v~rifi~ren, dat dcza groepen aan 1°-4° voldo~n en dat in hun directu 
som 2 oen automorfie is. 

Dat d~ voorwaarden, diL in stulling 2 voorkomen, vriJ zwaar 
zijn blijkt uit de volgcndc stclling, w• arin ~nkule klassen van 
groepun word en 8§3 rigogev,.;n die ccn voll,;d ige holomorf hebbcn. 

Stelling 3, E(:;n 3belsu gro~p G, w• arin 2 c~n ·Automorfi8 is, 
heeft een volledige holomorf, als aRn minst8ns 6(n van de volg~nde 
driL voorwaard8n is voldaan: 

A. G is direct onontbindbaar. 
B. G is directe som van cyclische groep~n. 

C. G is een deelbare groep (d.w.z. G=nG voor alle natuurlijke n). 
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Bet sprt::ckt vanzc,lf' cl2t cc:vn1 B opnh:uw ck ~,tr::111ng vnn M111 r 

levert. E~n anrdig voorb<.::eld v1n con grocp die aan A en C voldott 

js de additieve group R van de rational~ g<.::t8llcn. Ht::t is buk~nd 

cL':it A(R) i::rnmorf LJ met dt.:: mu1tip1ie::1thvc: grocp van ell: r>ationalc 

ge:tn llc:n ,Jo. Vo rmci·i we nu de g ro,.:p bt: s ton nclc ui t dE: pa r,:.'n ( C:1 , b) 

met a en b rationale gctallcn en b/0 met ve:rmenigvuldiging gC;dufin1-

c::8 rel door 
( <-1 , b) ( c , d ) = ( 2 +be , bd), 

d:rn is doze group volluUg. 

Tcr illustratie van het gebruik, dat we van do automorfic 2 

1cunrn::n mukcn, zu1lc:n We.: nu hct bcwiJr, van ecn k.le:in (en rc-,.:d~J lnnc; 

buk~nd) gedceltu van stclling 2 g8ven. 

L2at G eGn abelse group zijn, waarin 2 een automorfie is; laut 

A d0 automorfic~ngroep van K(G) zijn, I du gro~p van du inwcndigc 

automorfici:Jn van K(G) en J d groi::p van die: automorfieCn vnn K(G) 

di8 G op zichzclf afbeeldcn. Omdat G e~n normale ondergrocp van K(G) 

ir3, E;~ldt IC J CA. Er moct onckrzocht worcL.:n in ho2ve:rre I=A is. 

Dit ondcrzoek knn g0;splitst worcL~n in de vragcn in hocovc.rru I=J (.:il 

in ho8vcrre J=A is, We zullcn nu bewijz2n dat I=J is. Als dat gt

bcurd is is de vraag in l1oevcrrc cen Jutomorfic inwendig is,t~rug-

gebracht tot dG ve,rng in hoC:.'vcrru een uutomorfi, 0 G 

bl:01dt. 

Laat { e:en :1ucornorfic van K(G) z:LJn, dh, G 

zj_chzclf ,if-

z l ch z ,_ l f 'l f -

b(:.::eldt; we motctC.:n bc:vii z n dat X :Lnwcndlc iG. Hc::t DpI'(;2k:t v::inzt 1f 

dnt w<::: )(rnc,t cen irrwcnd c nutr)mor-fH: vnn /,:(G) mogL:n v .. rmc:nlgvulcLl

g,_::n ,:n bcwijzcn dnt hvc product i11w0:ndi6 j_:::;, Nu incJuc ert ;r op G 

con automorfie von G; omdnt K(G) de holomorf v• n G is, bLGt1nt er 

ook c,<.:11 inwc:ncligc .'1utornorfic v,:n1 K(G), dh.: op G dc:Zt.:1:t'd tiutomorfL,, 

induc:.>::rt. Door )' m:,t d,:;; tnv<:.:rci,:: vnn ckz," inwcndig": Dutomorfic L: 

v,.::rmcntgvuldig,.:n, krijgcn vJl; 1.::cn automorficJ cJi( op G d,c: 

nfb~clding induc ert. 

nti(:: 

WC:.' mog,.~,n dur-1 zond,.r b,.·pcrklng van clc ,'..1 , .. ·mc:enh,.~Ld 02nncmcn rJrit 

;t op G c:lu identi1:k,,: Dfbcclding induc00rt. Du8 

) (a_.1) = (D,1). 

;.:;tel nu 
.:( (O,o<) =- (f((,"\L y;(u)). 

Omd[it (n,o<.)=(a;1)(o,u.) is X door de funct1L:S f(c".) ....:n rn(,;.;) v•1c•t r .. .. " o ,I 
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h:gd. Nu iG 

(0,•Y'.)(::i,1) = (u.n,,:".) = (c:,1.:.::1,1)(0,o<), 

(f(c<), f'(o.))(::1.,1) == (u(1,1)(f(c,z) 2 </(c'A))~ 

(rC~"-) + f( )a, ~?(r",)) = (:i<.n + r(r:,.), 9,(cx.)), 

(/i ( tY.) Q = Cl, C! , 

Orn cl a t cli t Vo or a 11 c C1 E G (!_; t.: 1 d t i G y,1 ( c.<) = oz v o or a 1 h: cd:. A ( G ) . 

( 0 , 0 1~ c/2 ) "" . ( 0 , •~ ) ( 0 , °2 ) , 

CJUS 

( f (o( ) ,c"'-.1 ) ( f(c~), o<2 ) 
1 C. 

( 1) 

Bcschouw nu uen inwuncligc automorfic v2n K(G), dat is 0en nf

bi..:elcling vc:n ck gt:dmint,; 

( D , 01) ·- · ) ( m ~/ ,u ) ( J ., ex.) ( -/A'· - '1 m., /!< - 1 ) . 

WL ciscn dnt dczc nfbuclding op Gd~ idcntiuk2 afbcelcling induc~crt: 

(n,1) = -'1 -'1 m, .U ) :;;;; (_.: C cl , 1 ) , 

C)1ndot dlt VC)or n1lc rJ E.Ct e>,-ldt, is ='1 . Nu is 

(m.,1)(0_,c.-:1)(--m.,1) = (m-cx_m.., r), 

zodn t ch:: biJ cJcz,.; ,1 g2v0n wo t Joor 

(2) f(,:<) = m-..:.>',m. 

Om hct b~wiJs tc voltooicn lo hct bliJkb1ar voldo~ndc om 8an 

tc:.: toncn, d,1t j_,Jlt_:rc: functic f(o:.)(,,<CA(G), f( .. ><.) ,~ G); dh, aan (1) 

VO 1 Cl O e t in d l: VO rm ( 2 ) t (::: s Ch r i cl V C n i s . sub 8 t it u (; e r «1:::: 2 , c<r, = C( 
c'. 

in ( 1) : 

( 3) 

Substitucer nu 

f ( 2 o,) = f ( 2 ) + 2 f ( C'.',) • 
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(4) f (o<.2) == f ( c:>Z) + o( f ( 2) . 

Hct is cchter duidclijk dat 2 met 8lle ander8 automorfi~Un 

v• n G v~rwisselbnar is; door liJkst~lling volgt ult (3) en (4): 

f ( cl.) = O( f ( 2 ) - f ( 2 ) 

(;n dit is v3n de gedAantc, (2) rnst m=-f(2). 

W-, wijzc.:.n nog even op hi.:t vcrband met de cohomologii:;theorie 

van groepcn. Ali we al • op~rator~ngrocp bij G de automorfie~n

gro~p A(G) ncm~n, dan is cen functiu f(~), die aan (1) voldoet, 

juist cen 1-cocykcl ~n een functic, die de ged8ante (2) hceft, 

Juist ,:.:d1 1-corand. We h,~bb,·n duD bcwc:z,:.:n, dat alD 2 ecn nutomor

fi(; van G is en A(G) als opLlrstorengroep wordt genomen, dG cerstt: 

cohomologiegrocp nul is, 

Ten slotte mcrken we nag op, dnt bij h~t b~wijs var st2lling 

2 nls nevenrcsultnat hc:t volgt:nde vcrkrc-gen wordt. Als 2 \.:::en 3uto

morfic van G is, dan is het kwadrnat van ledere automo?fic van 

K(G) inw\.:::ndig. Hi~ruit volgt dat de gro~p van de nutonorfieklassen 

van K(G) (d.i. de fnctorgroep van de grocp van de automorfi~0n 
naar d'-' groep von dE.: inW(;ndigl: autornorfidin) cen (ewntw.::el l0eg) 

d:'i..r•.;ct product vrrn gro(_.:pen van ord,; 2 is. 

Bcwijzen von de hicrboven gcgevcn st~llingon ~ullen worden 

gepubliccerd in de Proceedings van de Koninklijke Ned~rlands~. Ako

demie van Wetenschappcn. 


