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Uber die Nichtexistenz ,,stetiger" Borel-MaBe 
Von 

GILBERT HELMBERG 

Es sei X ein lokal kompakter Hausdorffscher Raum, 58 die Klasse der 
Borel-Mengen in X (d.h. der von allen kompakten ·untermengen von X er
zeugte a-Ring) und µ ein Borel-MaB auf X, d.h. eine nicht negative reell
wertige a-additive Mengenfunktion auf 58, die jeder kompakten Menge ein 
endliches MaB zuteilt. Filr M (X sei M 0 der offene Kern von M, M- die 
abgeschlossene Hillle von M und M' das Komplement von M. Jede Borel
llenge ist a-beschrankt ( d. h. in einer abzahlbaren Vereinigung kompakter 
Mengen enthalten [2], § 51 A). Unter der Voraussetzung MESB gilt daher 
stets M8 E58 und M("'\A =M\A'E58 fiir jede abgeschlossene Untermenge A 
von X (\ bedeute mengentheoretische Subtraktion), jedoch nicht unbedingt 
M-E58. 

Eine Menge MEIB heiBt ilblicherweise µ-Stetigkeitsmenge (s. z.B. [5], S. 2, 
[J], S. 94), wenn µ(M?)=µ(M) =sup{µ(£): E(M-, EE58} gilt. Die in maB
theoretischen Fragestellungen gelegentlich auftretende Notwendigkeit, von µ 
zu verlangen, daB gewisse nirgends dichte Randmengen Nullmengen sind, 
legt die Versuchung nahe, dies fiir eine unnotig groBe Klasse solcher Rand
mengen zu verlangen und ,,Stetigkeit" eines Borel-Ma.Bes µ durch eine der 
folgenden Forderungen zu definieren: 
( 1) J ede B<>rel-M enge ist µ-Stetigkeitsmenge. 

(2) Jede Borel-Menge mit nirgends dichtem Rand ist p-Stetigkeitsmenge. 

(3) J ede abgescluossene Borel-Menge ist µ-Stetigkeitsmenge. 

Offen bar ist die Forderung (3) schwa.cher als (2) und (2) schwacher als 
(t). In einem separablen Raum X ohne isolierte Punkte i.st (1) ilberhaupt 
nur <lurch das triviale MaB µ = O erfilllt, wie man sieht, wenn man filr ME 58 
eine abza.hlbare ilberall dichte Untermenge von X setzt. Tatsa.chlich ist, wie 
im folgenden gezeigt werden soll, unter diesen Voraussetzungen. (speziell also 
auch in einem endlichdimensionalen euklidischen Raum) bereits die Forderung 
(l) nur filr das triviale MaB erfilllt. Der Nachweis hiervon und einiger damit 
zusammenhangender Aussagen grilndet sich auf eine bekannte Konstruktion 
nirgends dichter abgeschlossener Mengen positiven Lebesgueschen MaBes auf 
der Zahlengeraden nach dem Muster der Konstruktion der Cantor-Menge 
(s. z.B. [4], Kap. III, Aufg. 7). 

Die Forderung (3) ist nur scheinbar schwacher als (2), in Wirklichkeit 
aber aquivalent zu (2). Um das zu sehen, bemerken wir, da.13 zufolge der 
Zerlegung M-=M0 v(M-\M6) die Forderungen (1)-(3) die folgenden jeweils 
aquivalenten Formulierungen ( 1 ')-(3 ') zulassen: 
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(1') sup{,l(E): EEm, E((M-\M0)}=0 fur fede Borel-Menge M. 

(2') 11,(M) =O fur jede nirgends dichte Borel-Menge M. 
(3 ') µ (M) = O fur jede abgeschlossene nirgends dichte .Borel-Menge M. 
Es sei (3 ') erflillt und M irgendeine nirgends dichte Borel-Menge. Dann ist M 

00 00 00 

a-beschrankt,etwaM( U K,.(Knkompakt)undM= U (M'"'Kn)C U (M-,-.,K"). 
n:=1 n•l n=l 

Da die abgeschlossene Menge M-,-.,K 11 fi.ir jedes n kompakt (also Borel-Menge) 
00 

und nirgends dicht ist, gilt µ(M)~ Lµ(M-,-.,K,.)=O. 
n=l 

Wenn X isolierte Punkte enthalt, dann gibt es tatsachlich stets nicht-
triviale Borel-Ma&, die sogar (1) erfi.illen. Es sei namlich Y ( X die Menge 
aller isolierten Punkte in X und µ konzentriert auf Y, d.h. ,.,(E)=O flir 
alle Borel-Mengen E ( (X\Y). Fur jede Untermenge M von X erhalten wir 
(M-\M0 ) ( (X\ Y), also gilt (1 '). 

Wir betrachten im folgenden deshalb lokal kompakte Hausdorffsche Riiume 
ohne isolierte Punkte. Unter ·der zusiitzlichen Voraussetzung Cler Separabili
tat {d.h. der Existenz einer abzahlbaren ilberall dichten Menge) beweisen 
wir dabei etwas mehr als die eingangs erwahnte Behauptung, namlich (fUr 
jedes Borcl-Ma!3 /t) die Existenz einer offenen, i.iberall dichten Borel-Menge 
von beliebig kleinem Ma/3. 

Hilfssatz 1. Es sei X ein lokal kompakter Hausdorff scher Ra uni und µ 
ein Borel-Ma/J au/ X, das der Forderung (3') genugt. Existiert zu jedem e>O 
eine of Jene, uberaU dichte Borel-Menge B, fur die µ(B)< e gilt, dann ist µ 
das triviale M a/J. 

Beweis. Es sei ME 18 und µ (M) > O. Wir wa.hlen eine offene, iiberall 
dichte Borel-Menge B so, dal3 µ (B)<p (M) gilt. Dann ist M\B mel3bar, 
nirgends dicht in X und ,u(M\B)~µ(M)-µ(B)>O, im Widerspruch zur 
angenommenen Gilltigkeit von (2'). · 

Die Tatsache, daB wir weder das erste Abza.hlbarkeitsaxiom noch Regu
larita.t des Mailes µ voraussetzen, macht einige Hilfsuberlegungen notwendig. 
Filr xE X sei Q3 (x) cine Umgebungsbasis von x. Ohne Beschra.nkung der 
Allgemeinheit konnen wir im folgenden immer voraussetzen, daB ll3 (x) aus 
offenen Mengen mit kompakter abgeschlossener Hulle (also Borel-Mengen) 
besteht. Fur xEX definieren wir d(x)=inf{µ{V(x)): V(x)EQ.l(x)}. 

Hilfssatz 2. Es sei X ein lokal kompakter Hausdorffscher Raum und /t 
ein endliches Borel-Map au/ X. Dann ist die Menge D={xEX: d(x)>O} 
abzahlbar und L d(x)~sup{µ(E): EEl8}. 

,:ED 
Beweis. Sind die Punkte X;f. D (1 ~ i ~ n) beliebig gewahlt, dann gibt es 

zufolge des Hausdorffschen Trennungsaxiomes n paarweise zueinander fremde .. 
Umgebungen V.(x,)E~(x1) (1 ~i~n) .. Aus der Ungleichung L d(x.) ~ 

K n . t-1 

L p (V.(x,)) =µ(.U V.(x,)) ~sup{µ(£): £Em} folgt die Behauptung. 
•-1 ,~1 
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Hilfssatz 3. Es sei X ein separabler lokal kompakte, Hausdorffscher Raum 
okne isolierte Punkte und µ ein endliches Borel-M a/3 au/ X. Dann existierl 
zu fedem e>O eine offene, uberall dichte Borel-Menge B, fur die µ(B)<e gilt.' 

Beweis. Es sei C eine abzahlbare iiberall dichte Untermenge und D ~ 
00 

{xEX: d(x)>O}={x,: i~1}. Ferner sei N so gewahlt, da3 L d(x;)<.!... 
••N+l 2 

Da X keine isolierten Punkte enthiilt; ist die MeI)ge C\{x,: 1 ~i~N}= 
{yn: n;;;;; f} iiberall dicht. Filr jedes n existiert eine Umgebung V,.(y..)E!U(y.) 

00 

derart, dal3 µ(V..(Yn)} <d(y,.) + "8+1 gilt. Die Menge B= U V,.(y,.) ist eine 
2 n-1 

offene, iiberall dichte Borel-Menge vom MaJ3 

µ(B)~ Iµ(V,.(yn))< I (d(y,.)+ 2,.\1 ) ~ f d(x,)+·; <e. 
,._l n-1 ,-N +1 

Wir bemerken filr spater, dal3 die Aussage von Hilfssatz 3 und damit 
auch die des folgenden Satzes 1 richtig bleibt, wenn in X isolierte Punkte 
zwar vorhanden, aber (als einpunktige Mengen) Nullmengen sind. In diesem 
Falle geh6rt niirnlich kein isolierter Punkt der Menge D an. 

Satz 1. Es sei X ein separabler lokal kompakter Hausdorlfscher Raum ohne 
isolierte Punkte und /t ein (nicht n<;>twendigerweise endliches) Bord-Ma/3 au/ X. 
Dann existiert zu fedem 1:>0 eine offene, uberall dichte Borel-Menge B, fur 
die µ (B) < e gilt. 

Beweis. Es sei C = { xn: n ;;;;; 1} einc abzahlbare iiberall dichte Untcrmenge 
von X und fi.ir jedes n sei V,,(xn)Em(x,.). Da V..(x,.) eine offene Untermenge 
von X mit kompakter abgeschlossener Hillie ist, geniigt der in der relativen 
Topologie lokal kompakte Raum X,.=V,.(x,.) und das auf V,.(x,.) beschrankte 
Mal3 µ den Voraussetzungrn von Hilfssatz 3. Wir wahlen eine offene, in 

V,. (x~) dichte Untermenge B,. ( V,. (x,.) derart, daJ3 µ (B,.) <~gilt, und setzen 
00 2 

B= U B,.. Die Menge B ist eine offene Borel-Menge in X. Ist W eine be-
n-1 

liebige offene Menge in X und x,.E W, dann ist W n V.. (x,.) offen in V.. (x,.) 
und (W r.B)) (W 0B") = (W n V,. (x,.))r.B,.=f=O. Also ist B iiberall dicht. Au3er-

oo 

. dem gilt µ(B)~}:>(B,.)<e. 
n-1 

Korollar 1.1. In einem separablen lokal kompakten Hausdorflschen Raum 
X ohne isolierte Punkte ist das einzige im Sinne von (3) ,,stetige" Borel-Map 
das triviale Map. 

Die Schlul3folgerung von Satz 1 gilt speziell fur jeden lokal kompakten 
Hausdorffschen Raum X ohne isolierte Punkte, der dem 2. Abziihlbarkeits
axiom genilgt. In diesem Falle kann der Beweis auch ohne Heranziehung 
der Hilfssatze 2 und 3 folgendermal3en gefiihrt werden: Ist Q3 = {V..: n ~ 1} 
eine Umgebungsbasis von X, bestehend aus offenen Mengen mit kompakter 
abgeschlossener Hiille, dann enthalt jede Menge V.. wegen des Fehlens iso
lierter Punkte u~d zufolge des Hausdorffschen Trennungsaxioms unendlich 
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vie le paarweise iueinander fremde Umgehungen V,, k ".: Q3, also auch solche mit 
beliehig klcinem Maf3. Wahlen wir flir jedes n ei~e solche Umgebung V.. .•• 

00 

derart, da!J 11 Wn k) < e , dann ist T3 = U v.i k eine ·Menge mit den gewtinschten 
' " 2n n 1 • 11. 

Eigenschaften. = 

Die im Ikweis von Satz 1 konstruierte Menge B ist, wie man dem Beweis 
von Hilfssatz J cntnimmt, die Vercinigung von Umgebungen einer iiberall 
dichten Untermmge der Menge C. Wir merken daher als weitere Folgcrung an: 

Korollar 1.2. Es sei X ein separabler lokal kompakter Hausdorj/scher Raum_ 
ohne isolierte Punkte und p ein Borel-M afJ au/ X. I st C eine abzalubare uberall 
dichte Menge in X, dann existiert zu fedem e> O eine ilberall dichte Untermenge C, 
von C derart, dafJ ri(C,)<e gilt. 

Korollar 1.3. Es sei X ein separabler lokal kompakter Hausdorj/scher Raum 
ohne isolierte Punkte und µ ein Borel-MafJ au/ X. Dann gibt es eine Menge 
1. J{ategorie in X, deren Komplement cine Nullmenge ist. 

Beweis. Es sei fiir jedes n Bn eine offene, iiberall dichte Borel-Menge, 
00 

ftir die fl (Bn) < 1 gilt. Dann ist das Komplement der Nullmenge B = n B,. 
n n~l 

eine Menge 1. Kategorie in X. 

Nach dem Baireschen Kategoriesatz ([3], S. 200) ist die in Korollar 1-3 
erwahnte Nullmenge iiberall dicht in X; iiber ihre Machtigkeit wird jedoch 
nichts weiter gcsagt. Tatsachlich existiert unter der zusatzlichen Vornus
setzung des 1. Abzahlbarkeitsaxiomes cine abzahlbare tiberall dichte Null
menge in X. Allerdings wlirde man erwarten, dal3 eine entsprechende Aus
sage auch ohne diese Voraussetzung gilt. 

Satz 2. Es sei X ein separabler lokal kompakter H ausdorf/scher Ramn ohne 
isolierte Punkte, der dem 1. Abziihlbarkeitsaxiom gen-ii.gt, 1md 11 ein Borel-M a/J 
au/ X. Dann existiert in X eine 7,bziihlbare uberall dichte Nitllmenge. 

Beweis. Es sci C = { xn: n;:;; 1} liberall dicht in X und fiir jedes feste n 
sei Q3 (xn) = {Vi (x"): k ~ 1 }. Da X keine isolierten Punktc enthalt, ist jede 
Menge V.(x,.) 11;1, h dem Baireschen Kategoriesatz iiberabzahlbar. Wegen 
p(V.(x"))<oo gil,t es daher m v~(xn) einen Punkt xn,k• ftir den µ({x",k})=O 
gilt. Die Menge E = { xn, k: n ~ 1, k ~ 1} ist dann cine abzahlbare N ullmenge. 
Ist W cine beliebige offene Menge in X und x"E W, dann existiert ein index k 
derart, dal3 T',, (x,.) ( W und weiter xn,k E W gilt. Also ist E liberall dicht in X. 

Wir klaren nun noch den allgemeineren Fall, in dem die Existenz isolierter 
Punkte des Raumes X zugelassen ist. 

Satz 3. Es sei X ein lokal kompakter Hausdor/fscher Raum, Y die Menge 
der isolierten Pimkte von X und X\ Y separabel, so·wie fl ein Borel-M a/3 au/ X. 
Dann sind /olgende A ussagen aquivalent: 

1) µ ist .,stetig" im Sinne von ( 1). 

2) µ ist ,.stetig" im Sinne. von (3). 

3) µ ist konzentriert au/ Y. 



. Bewe0· ·!)ie Irnplikation 3) =} 1) hahen wir l>t·rt~its 
die Imphkat1on 1) 0 > 2) ist trivial. Es sei nun 2) t'riiillt. 
fiir_ XE X\ Y,. spezicll also auch fiir die in dcr reiativen 
we1se vorhandenen isolierten Punkte von X\ Y. Nadi der dt•m S..tz 1 
gestellten Bcmerkung existiert eine in dn rdativ<'n 

dich~e Bor_el-~ntermenge des topologischcn Raumes X\ Y, deri•n ~fal\ 
a_ls em beheb1g vorgegebenes c> O ist. \Vie im Heweis von 1 
s1ch aus der Annahme, /t ware nicht konzentriert auf y h. t";!1. 

Borel-Menge M ( X\ Y mit positivem Mal3) ein Widerspruch ,ur 
setzten .,Stetigkeit" von fl im Sinne von (H, also gilt die nP'll'llll'm ... ,, .. .,.. 

Zurn Abschlu8 fiihren wir zur Illustration der am Ende de,,i; en..t~ Ab
satzes gemachten Bemerkung ein Beispiel einer Borel-Menge an, 
schlossene Hiille keine Borel-Menge ist. 

00 

Es sei X = l] X; <las topologische Produkt einer abi:ahlbar un~nd!it·hat 
i=l 

Menge von Exemplaren des diskreten, aus zwei Elementen oe:stet1~11\11t,~n "'""'""""" 

X;={O, 1} (i~1). Wir bezeichnen die i-te Komponente eines vm~11..r,_ 

mit x, und _schreiben x= (xJ Die Umgebung {yEX: x'f, 1 
Punktes x m X bezeichnen wir mit V(yi,=x,,, ... , Y.,,=xJ. $k 
offen und abgeschlossen. Nach dem Satz von TYC.1-!0NOFF ist X Krnnn1un 

00 

Wir betrachten die Untermenge Z=[[Z, von X, wobei , fur i-lk 
i-1 

und Zi={O} fiir i=2k-1 ist (k~1), und ihr Komplement z•..,0/1 Di1e 
Menge Z ist (ebenso wie Z') iiberabza.hlbar. Fiir xEZ' gilt Xiu-t = 1 filr w1ili• 

destens ein k ~1 und weiter xE: V(Yu-i=i)(Z', also ist Z' often 1,.md Z 
schlossen in X. Ist z=(z;)EZ und V(Y;,=z;,, ... , y,.=z~) eine 1..,n""..,""" 
gebung von z (wir setzPn immer i1 < i2< • • • < ik voraus), darm gilt [ 
z,,, ... , Y;.=Z;k)nZ'])l'(y;,=z1,, ••• , Y;k=z;., y2 ~+-I=1), also ist Z' 1:U~ail 
dicht in X. 

Wir definieren nun in der Menge al!er Punkte von X eine neue- H>no,10il!iie 
auf folgende Weise: eine Umgebungsbasis fi.ir einen Punkt x;;Z' sei f'.e11tel)(•n 

<lurch alle Mengen von der Form W(x) = V(y,, =x,,, ... , y,.= 
solches fiir einen Punkt zEZ <lurch alle Mengen von der Form ,., 
[V(y; =Z;, ... , Y;k=z;,)nZ'J. Die Klasse aller so erhaltenen Mengen er-

·fi.illt ~lie A.xiome fiir eine aus offenen Mengen bestehende Umgebungsbasts 
eines topologischen Raumes ([3], S. 47), den wir, um ihn von X zu unter
scheiden, mit X bezeiclmen. 

Da es bereits in X fur zwei verschiedene Punkte getrennte 
gibt, gilt das gleiche fi.lr X, also ist X Hausdorffsch. Die M~nge Z' ist, sow,l>h; 
in X als auch in X off en und auf ihr stimmen die Topologien von X und X 
iiberein. Insbesondere ist jede Umgebung W eines Punktes xEZ' offon, 
schlossen und kompakt. Das gleiche gilt dann fiir die jeweil-; nur dur:b 
Hinzunahme des Punktes z erhaltenen Umgebungen W emes Punktes zEZ. 
Also ist X Iokal kompakt. Die offene Menge Z' ist in X wie in X 11-kompakt 
( es gibt tiberhaupt nur abzahlbar viele Umgebungsmengen V(y., "'" , .. •. 
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Y;,1:=X;,1:)), also Borel-Menge, und au.13erdem dicht in X. Eine kom~kte 
Untermenge von X kann nur endlich viele Punkte von Z enthalten, eine 
a-kompakte Untermenge von X also hochstens abzahlbar unendlich viele. 
Die Menge Z enthalt aber i.iberabzahlbar viele Punkte, also ist J{ nkbt 
a-kornpakt. Die Menge M =Z' ist daher eine Borel-Menge in X, de-nm a.bge-
schlossene Hi.ille keine Borel-Menge ist. 

Eine leichte Verscha.rfung der gemachten Aussagen ergibt sich, '"1\n w 
statt eines Borel-Mal3es jeweils ein Bairesches MaB, d.h. ein auf dem .,_Ring e_ 
der Baireschen Mengen definiertes Mal3 /L betrachten (hierbei ist ~. der VOii 

allen kompakten G.,-Mengen erzeugte O"-Ring). Ohne Eins.chrlnkung der AU.
gemeinheit konnen wir narnlich annehmen, dal3 jede Umgebungsbuis 8(s) 
aus offenen Baireschen Mengen mit kompakter abgeschlossener Hiille besteht 
([2], § 50 D und S. 220). Dann bleiben die Hilfssatze 2 und 3, die Si.lit t 
und 2 und die Korollare 1.2 und 1.3 richtig, wenn wir stets ,,Borel-MAB" 
<lurch ,,Bairesches Mal3", 1B <lurch IB 0 und ,.Borel-Menge" durch ,.Ba.iresche 
Menge" ersetzen. Ebenso ist die zuletzt konstruierte offene Menge Z' aowobl 
in X als auch in X sogar Bairesche Menge, da der kompakte Raum X daa 
2. Abza.hlbarkeitsaxiom geni.igt ([2], § 50 E}. 
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