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Uber die Nichtexistenz ,,stetiger Borel-Mafe

Von
GILBERT HELMBERG

Es sei X ein lokal kompakter Hausdorffscher Raum, B die Klasse der
Borel-Mengen in X (d.h. der von allen kompakten Untermengen von X er-
zeugte o-Ring) und p ein Borel-MaB auf X, d.h. eine nicht negative reell-
wertige o-additive Mengenfunktion auf 9B, die jeder kompakten Menge ein
endliches Maf3 zuteilt. Fiir M X sei M° der offene Kern von M, M- die
abgeschlossene Hiille von M und M’ das Komplement von M. Jede Borel-
Menge ist g-beschrankt (d.h. in einer abzihlbaren Vereinigung kompakter
Mengen enthalten [2], §51A). Unter der Voraussetzung Me%® gilt daher
stets M%e®B und M~A=M\A'eB fir jede abgeschlossene Untermenge A4
von X (\ bedeute mengentheoretische Subtraktion), jedoch nicht unbedingt
M-e®. .

Eine Menge M ¢® heiBt iublicherweise u-Stetigkeitsmenge (s.z.B. [5], S. 2,
(1], S. 94), wenn u (M) =pu(M)=sup{u(E): ECM~, EcB} gilt. Die in maB-
theoretischen Fragestellungen gelegentlich auftretende Notwendigkeit, von
zu verlangen, daBl gewisse nirgends dichte Randmengen Nullmengen sind,
legt die Versuchung nahe, dies fiir eine unnéotig groBe Klasse solcher Rand-
mengen zu verlangen und ,,Stetigkeit’* eines Borel-MaBes ¢ durch eine der
folgenden Forderungen zu definieren:

(1) Jede Borel-Menge ist u-Stetigkeitsmenge.
(2) Jede Borel-Menge mit nirgends dichiem Rand ist y-Stetigkeitsmenge.
(3) Jede abgeschlossene Borel-Menge ist u-Stetigkeitsmenge.

Offenbar ist die Forderung (3) schwicher als (2) und (2) schwicher als
(1). In einem separablen Raum X ohne isolierte Punkte ist (1) iiberhaupt
nur durch des triviale MaB u =0 erfiillt, wie man sieht, wenn man fiir M9
eine abzdhlbare iiberall dichte Untermenge von X setzt. Tatsichlich ist, wie
im folgenden gezeigt werden soll, unter diesen Voraussetzungen (speziell also
auch in einem endlichdimensionalen euklidischen Raum) bereits die Forderung
(3) nur fiir das triviale MaB erfiillt. Der Nachweis hiervon und einiger damit
wmsammenhdngender Aussagen griindet sich auf eine bekannte Konstruktion
nirgends dichter abgeschlossener Mengen positiven Lebesgueschen MaBes auf
der Zahlengeraden nach dem Muster der Konstruktion der Cantor-Menge
(s. z.B. [4], Kap. III, Aufg. 7).

Die Forderung (3) ist nur scheinbar schwicher als (2), in Wirklichkeit
aber dquivalent zu (2). Um das zu sehen, bemerken wir, daB3 zufolge der
Zerlegung M~= M0 (M -\M?®) die Forderungen (1)—(3) die folgenden jeweils
iquivalenten Formulierungen (1')—(3') zulassen:
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) sup{u(E): E€B, EC(M\M®}=0 fiir jede Borel-Menge M.

(2") w(M)=0 fiir jede nirgends dichte Borel-Menge M.

(3") u(M)=0 fiir jede abgeschlossene nirgends dichte.Borel-Menge M.

Es sei (3') erfiillt und M irgendeine nirgends dichte Borel -Menge. Dann ist M

o-beschrdnkt, etwa M ¢ U K (K" kompakt) und M = U (Mf\K )( U (M‘r\K ).
Da die abgeschlossene Menge M-~ K, {ir jedes n kompakt (also Borel -Menge)
und nirgends dicht ist, gilt u(M)< Y u(M-~K,)=0

n=1

Wenn X isolierte Punkte enthilt, dann gibt es tatsichlich stets nicht-
triviale Borel-MaBe, die sogar (1) erfiillen. Es sei ndmlich ¥ ¢ X die Menge
aller isolierten Punkte in X und u konzentriert auf Y, d.h. pu(E)=0 fir
alle Borel-Mengen E(X\Y). Fir jede Untermenge M von X erhalten wir
(M\M® C(X\Y), also gilt (1.

Wir betrachten im folgenden deshalb lokal kompakte Hausdorffsche Riume
ohne isolierte Punkte. Unter der zusitzlichen Voraussetzung aer Separabili-
tdt (d.h. der Existenz einer abzdhlbaren iiberall dichten Menge) beweisen
wir dabei etwas mehr als die eingangs erwihnte Behauptung, namlich (fiir
jedes Borel-MaB ) die Existenz einer offenen, iiberall dichten Borel-Menge
von beliebig kleinem MaB.

Hilfssatz 1. Es sei X ein lokal kompakter Hausdorffscher Raum und p
ein Borel-Maf auf X, das der Forderung (3') gendigt. Existiert zu jedem £>0
eine offene, diberall dichte Borel-Menge B, fiir die u(B)<<e gilt, dann ist u
das triviale Map.

Beweis. Es sei M<®B und u(M)>0. Wir wihlen eine offene, iiberall
dichte Borel-Menge B so, daB w(B)<p (M) gilt. Dann ist M\B mefbar,
nirgends dicht in X und w(M\B)=u(M)—u(B)>0, im Widerspruch zur
angenommenen Giiltigkeit von (2'). '

Die Tatsache, daB wir weder das erste Abzidhlbarkeitsaxiom noch Regu-
laritdt des Malles u voraussetzen, macht einige Hilfstiberlegungen notwendig.
Fur x€X sci B(x) eine Umgebungsbasis von x. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit konnen wir im folgenden immer voraussetzen, daB B (x) aus
offenen Mengen mit kompakter abgeschlossener Hiille (also Borel-Mengen)
besteht. Fiir xe X definieren wir d(x)=inf{u(V(x)): V(x)e ¥ (x)}.

Hilfssatz 2. Es set X ein lokal kompakter Hausdorffscher Raum und pu
ein endliches Borel-Mafp auf X. Dann ist die Menge D={xcX:d(x)>0}
abzihlbar und z d(x) Ssup{u(E): Ec®B}.

Bewers. Smd die Punkte x;2D (1<7<mn) beliebig gewahlt dann gibt es
zufolge des Hausdorffschen Trennungsaxxomes n paarweise zueinander fremde

Umgebungen V-( ) %(x) “ SzSn) Aus der Ungleichung ) d(x)=
i=1

Z,u (V(x) =p ( x)) = E): E€®B} folgt die Behauptung.

f=1
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Hilfssatz 3. Es sei X ein separabler lokal kompakter Hausdorffscher Rawum
ohne 1solierle Punkie und p ein endliches Borel-Mafi auf X. Dann existiert
zu jedem £>0 eine offene, iiberall dichte Borel-Menge B, fiir die 1 (B)<<¢ gilt.

Beweis. Es sei C eine abzidhlbare iiberall dichte Untermenge und D=

{»€X: d(x)>0}={x;: i =1}. Ferner sei N so gewihlt, daB Z d(x ‘)<
t=N+1
Da X keine isolierten Punkte enthilt, ist die Menge C\{x: 1Sz$N}

{y,: m =1} iiberall dicht. Fir jedes 7 existiert eine Umgebung Vo (¥.) €B(¥,)

derart, daB u(V,(y,)) <4 (y,) + 5’7+1 gilt. Die Menge B= UII/;(y,,) ist eine

offene, iiberall dichte Borel-Menge vom Maf

SZH(V yn)<2( ’1 2n+1) Zd +-"'<E
=N+1
Wir bemerken fiir spiter, daB die Aussage von Hilfssatz 3 und damit
auch die des folgenden Satzes 1 richtig bleibt, wenn in X isolierte Punkte
zwar vorhanden, aber (als einpunktige Mengen) Nullmengen sind. In diesem
Falle gehort namlich kein isolierter Punkt der Menge D an.

Satz 1. Es sei X ein separabler lokal kompakter Hausdorffscher Raum ohne
isolierte Punkie und p ein (nicht notwendigerweise endliches) Borel-Maf auf X.
Dann existiert zu jedem e¢>0 eine offene, diberall dichte Borel-Menge B, fir
die u(B)<e gilt.

Beweis. Es sei C={x,: n =1} einc abzihlbare tiberall dichte Untermenge
von X und fiir jedes » sei V,(x,)eB(x,). Da V,{x,) eine offene Untermenge
von X mit kompakter abgeschlossener Hiille ist, geniigt der in der relativen
Topologie lokal kompakte Raum X, =7V, (x,) und das auf V,(x,) beschrinkte
MaB u4 den Voraussetzungen von Hilfssatz 3. Wir wihlen eine offene, in

V,(x ) dichte Untermenge B, V, (x,) derart, daB u(B,) < — gilt und setzen

B= U B,. Die Menge B ist eine offene Borel-Menge in X Ist W eine be-

heblge offene Menge in X und x,eW, dann ist WnV,(x,) offen in V, (x,)
und (Wr\B)D(Wr\B =(WnV,(x ))r\B 0. Also ist B iiberall dicht. AuBer-

" dem gilt u( Sz,u W) <&

Korollar 1.1. In etnem separablen lokal kompakten Hausdorffschen Raum
X ohme isolierte Punkte ist das einzige tm Sinne von (3) ,,stetige’’ Borel-Maf
das triviale Map.

Die SchluBfolgerung von Satz 1 gilt speziell fiir jeden lokal kompakten
Hausdorffschen Raum X ohne isolierte Punkte, der dem 2. Abzdhlbarkeits-
axiom geniigt. In diesem Falle kann der Beweis auch ohne Heranziehung
der Hilfssitze 2 und 3 folgendermaBen gefiihrt werden: Ist 8={V,: n 21}
eine Umgebungsbasis von X, bestehend aus offenen Mengen mit kompakter
abgeschlossener Hiille, dann enthilt jede Menge ¥, wegen des Fehlens iso-
lierter Punkte und zufolge des Hausdorffschen Trennungsaxioms unendlich
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viele paarweise zueinander fremde Umgebungen V, <%, also auch solche mit
beliebig kleinem Maf. Wihlen wir fiir jedes n eine solche Umgebung V, ,

o0
derart, daB i (V, ,) < .-, dannist B= U V, , eine Menge mit den gewiinschten
Eigenschaften. 2 n=1
Die im Beweis von Satz 1 konstruierte Menge B ist, wie man dem Beweis
von Hilfssatz 3 entnimmt, die Vereinigung von Umgebungen einer tiberall
dichten Untermenge der Menge C. Wir merken daher als weitere Folgerung an:

Korollar 1.2. Es set X ein separabler lokal kompakter Hausdor[fscher Raum
ohne isolierte Punkie und i ein Borel-Maf auf X. Ist C eine abzihibare diberall
dichte Mengein X, dann existiert zu jedem e>> 0 eine siberall dichte Untermenge C,
von C derart, daf u(C,)< ¢ gilt.

Korollar 1.3. Es set X ein separabler lokal kompakter Hausdorffscher Raum
ohne isolierte Punkte und p ein Borel-Maf auf X. Dann gibt es eine Menge
1. Kategorie in X, deven Komplement eine Nullmenge ist.

Beweis. Es sei fur jedes #» B, eine offene, iiberall dichte Borel-Menge,

(o]
fur die ¢ (B,) < :1 gilt. Dann ist das Komplement der Nullmenge B= ﬂl B,
eine Menge 1. Kategorie in X.

Nach dem Baireschen Kategoriesatz ([3], S.200) ist die in Korollar 1.3
erwihnte Nullmenge {iberall dicht in X; iiber ihre Michtigkeit wird jedoch
nichts weiter gesagt. Tatsdchlich existiert unter der zusitzlichen Voraus-
setzung des 1. Abzdhlbarkeitsaxiomes eine abzihlbare iiberall dichte Null-
menge in X. Allerdings wiirde man erwarten, daB eine entsprechende Aus-
sage auch ohne diese Voraussetzung gilt.

Satz 2. Es ser X ein separabler lokal kompakter Hausdorf{scher Raum ohne
isolierte Punkte, der dem 1. Abzihlbarkeitsaxiom geniigt, und pu ein Borel-Maf
auf X. Dann existiert in X eine bzahlbare iiberall dichte Nullmenge.

Beweis. Es sei C={x,: n=1} iberall dicht in X und fiir jedes feste n
~sei B(x,)={Vi(x,): k=1}. Da X keine isolierten Punkte enthilt, ist jede
Menge V,(x,) nach dem Baireschen Kategoriesatz iiberabzihlbar. Wegen
#(Ve(x,)) < oo gibt es daher i Vj(x,) einen Punkt x, ,, fiir den u({x, ,})=0
gilt. Die Menge I={x, ,: # =1, k =1} ist dann eine abzdhlbare Nullmenge.
Ist W eine beliebige offene Menge in X und x,€ W, dann existiert ein Index &
derart, daB- ¥, (x,) C W und weiter x, ,€W gilt. Also ist E iiberall dicht in X.

Wir klaren nun noch den allgemeineren Fall, in dem die Existenz isolierter
Punkte des Raumes X zugelassen ist.

Satz 3. Es sei X ein lokal kompakter Hausdorffscher Raum, Y die Menge
der isolierten Punkte von X und X\Y separabel, sowie u ein Borel-Maf auf X.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) u ist ,stetig'’ im Sinne von (1).
2) w st ,stetig’’ im Sinne von (3).
3) w ist konzentriert auf Y.
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e }I?;wiz; t-.I)io I)mplikﬂtion 3) = 1) haben wir bereits eingangs besprochen
plikation 1) =5 2) ist trivial. Es sei nun 2) erfiilit, D ilt )
i ) S < 2 - Rann gt g () -
fur. xeX\Y, spezwl'l al:%() auch fiir die in der relativen Topologie ;’m(iig;i;(?}w;}
weise vorhandenen isolierten Punkte von X\Y. Nach der dem Satz { voran
g?stellten Bemerkung existiert eine in der relativen Topologie offene, tiberall
dichte Borel-Untermonge des topologischen Raumes X\Y, deren MaB kleiner

a.ls ein beliebig vorgegebenes &> ¢ ist. Wie im Beweis von Hillssatz 1 ergibt
sich aus der Annahme, {t wdre nicht konzentriert auf Y {d.h \es gitbe gim
Borel-Menge M ¢ X\Y mit positivem MaB) ein Widerspruch 'zur \mu. -
setzten ,,Stetigkeit* von # im Sinne von (3), also gilt die Behauptu %g;;

Zum AbschluB fithren wir zur lustration der am Ende des cﬁtmmﬁh:
satzes gemachten Bemerkung ein Beispiel einer Borel-Menge an, deren abge-
schlossene Hiille keine Borel-Menge ist. ’

(=]

Es sei X= I 1X ; das topologische Produkt einer abzéhlbar unendlichen

i
Menge von Exemplaren des diskreten, aus zwei Elementen bestehenden Raumes
X .,~=={0, 1} (i=1). Wir bezeichnen die i-te Komponente eines Punktes yc X
mit x; und schreiben x=(x;). Die Umgebung {yeX: Yy=%y, 1575k} des
Punktes x in X bezeichnen wir mit Viy,=1x;, ..., Ya=Zxy). Sie ist in X
offen und abgeschlossen. Nach dem Satz von TycHONOFF ist X kompakt.

00
Wir betrachten die Untermenge Z= [1Z; von X, wobei Z,=X ; for g2k
im1

und Z;={0} fir 1=2k—1 ist (k=1), und ihr Komplement Z'=X\Z. Die
Menge Z ist (ebenso wie Z') iiberabzihlbar. Fir x€Z" gilt x4, _,==1 fiir min-
destens ein k =1 und weiter x¢ V(ya4~1=1)<CZ’, also ist Z’ offen und Z abge-
schlossen in X. Ist z=(z,)¢Z und V(ya=2, ..., y,=2,) eine beliebige Um-
gebung von z (wir setzen immer 4 <1y<.-- <1, voraus), dann gilt Viy, =
Zip oo Y =2 )2 IOV (y =12, ..., Ya=2Z, Yag1=1), also ist 2’ dberall
dicht in X.

Wir definieren nun in der Menge aller Punkte von X eine neue Topologie
auf folgende Weise: eine Umgebungsbasis fiir einen Punkt x¢Z’ sei gegeben
durch alle Mengen von der Form W(x):V(y;,—m:x,v,,...,y“mx“)f\l', ein
solches fiir einen Punkt zeZ durch alle Mengen von der Form W)= {z} v
(V(y,=2,, ..., yy=2,)nZ"]. Die Klasse aller so erhaltenen Mengen W er-
fillt alle Axiome fiir eine aus offenen Mengen bestehende Umgebungsbasis
eines topologischen Raumes ({3], S. 47), den wir, um ihn von X zu unter-
scheiden, mit X bezeichnen.

Da es bereits in X fiir zwei verschiedene Punkte getrennte Umgebungen
gibt, gilt das gleiche fiir X, also ist X Hausdorffsch. Die Menge Z' ist sowohl
in X als auch in X offen und auf ihr stimmen die Topologien von X und X
iiberein. Insbesondere ist jede Umgebung W eines Punktes x€Z’ offen, abge-
schlossen und kompakt. Das gleiche gilt dann fiir die jeweils nur durch
Hinzunahme des Punktes z erhaltenen Umgebungen W eines Punktes z¢Z.
Also ist X lokal kompakt. Die offene Menge Z* ist in X wie in X o-kompakt
(es gibt iiberhaupt nur abzihlbar viele Umgebungsmengen V(y,=x,,...,
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Yu=2x,)), also Borel-Menge, und auBerdem dicht in X. Eine kompakte
Untermenge von X kann nur endlich viele Punkte von Z enthalten, eine
o-kompakte Untermenge von X also hdchstens abzihlbar unendlich 'viek.
Die Menge Z enthilt aber iiberabzihlbar viele Punkte, also ist X nicht
o-kompakt. Die Menge M =Z' ist daher eine Borel-Menge in X, deren abge-
schlossene Hiille keine Borel-Menge ist.

Eine leichte Verschirfung der gemachten Aussagen ergibt sich, wenn wir
statt eines Borel-MaBes jeweils ein Bairesches Ma8, d.h. ein auf dem o-Ring @,
der Baireschen Mengen definiertes MaB ; betrachten (hierbei ist B, der von
allen kompakten G,-Mengen erzeugte ¢-Ring). Ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit kénnen wir ndmlich annehmen, daB jede Umgebungsbasis 8(x)
aus offenen Baireschen Mengen mit kompakter abgeschlossener Hiille besteht
([2), §50D und S.220). Dann bleiben die Hilfssitze 2 und 3, die Sitze ¢
und 2 und die Korollare 1.2 und 1.3 richtig, wenn wir stets ,,Borel-Maf‘*
durch ,,Bairesches MaB'‘, B durch B, und ,,Borel-Menge'* durch ,,Bairesche
Menge‘* ersetzen. Ebenso ist die zuletzt konstruierte offene Menge Z’ sowohl

in X als auch in X sogar Bairesche Menge, da der kompakte Raum X dem
2. Abzihlbarkeitsaxiom geniigt ([2], § 50 E).
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