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~(The zeros of :polynomials converging to D.n entire function and its 
! . i~onical representation). 

,~punar~ .. In its simplest form the problem treated here is as follows. 
1Let { fn(z)} be a sequence of. polynomials ·converging uniformly in every 
;:finite domain. The limit function f(z) will be an entire function., Now 
;if the :polynomials fn(z) furthermore satisfy the condition that their 
~ros, for all n, lie in a certain (infinite) domain D, wb:at can we say 
~bout :f ( z) 7 

t The limit functions f(z) 
\for the fol.lowing domains D 

have been completely characterized. before· 

(See the survey by N. Obrechkoff [3} and 

frcompare § 1) ; 
"' t1, 
1t2. 
ti' 

1r3 i-- • ,; 

A half-line (essentially by E. Lagµer_Fe, 
A sector with aperture (1r(Polya) 
A half-plane (P.oga and Obrechkoff) 
A line (~s,Rerre and P•l;t:a.) • 

completed by~. Polza) 

k. , 
i Here we shall give complete characterizations of the limit functions 

;f(z) for the following domains D; 
5. A domain "corresponding as_ymptotically" with a seeto:r < 11" 

6. A sector with aperture > fr 

•7. A "double-sector" with aperture ( f11"1, " 

·s. A domain "corresponding asymptotically" with such a double-sector 
9. A strip ("corresponds asymptoticallU6 with a line and is therefore 

re, particular case of 8) . 

jlo. A "double-sector" with aperture; 1( or > fff 
111. Tlle ·domain consisting of the k half-lines arg t = j(2'1t/k) ilz! ~ 0 

{j = 1 1 2, ••• ,k) 
~2 • .A.domain consisting of k arbitrary half-lines starti.tig from one 
4· . 

J>Oint • ~ r Just as J?6'ly:~• s and Obrechkoffl s theorems, our theorems a~ 
't;slightly more complicated than purely ~h~racterizing theorems would be~ 
1our theorems are of the following form. Let {fn(z}} be· a sequenc~ of 

f':polynomials all zeros of which lie in D as hofore (Condition (Z)). Be-
; oau.se of the restriction oh the zeros of th.e fn(z) it will he unnecee" 

f f3ary,. in many cases, to sup-pose e~licitly that the sequence {tn(z) ! 
loonverges unifo:nnly in.every :finite.domain in order toQ.fLfiUre that 
I f{z) will be an entire function. Thus we impose on {fn(z)J only 

l'l·.·w··• .• ····e· a.·.k .. ·.er·····o. • .. ··n···.•.d.i .. ·t····· .. • .. 1.·· o.ns .... ··. of ·c·o .. ··11.··.v ... · e·r ..... ge.in .. ·.o·.••·.~ .. ·• ' .. (C).· •.'.·.·· .. wh. i.e.· h .ar.·e ... ·····.·.• .. c.~. b.·. os·e. 1isu.ch ·t.·ha. t.·····•.tbey ,imply unifo:rln convergence in eveey finite .d.oma1n in the particul~ 
,/)·' .'·, ·, ' ·,,, . ' :: ' ' ' ' ' ' ' 
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case B considered. We then make a statement on the form of the limit 
function f(z), which is a complete characterization in the sense that 
every entire function of that form is the uniform limit in-every finite 
domain of a sequence of :polynomials fn{z) all zeros of which lie in D. 
Our conditions (C) are related partly to older conditions, introduced 

~ -~ 
by Polya, :partly to newer conditions given by O. Szasz (See [4} and 
compare§ 1). 

For our methods o:f proof see§ 2. The proofs of some of our theorems 
have been omittedJ all proofs will be given in a Leyden thesis. 

I. 

/ 
/4 

J 

§ 1. S,tellJ.ngen van E. Laguerre, G •. Po_JJ.r.§, . .z..)I, ,Obrecbko:f:f en O. Szasz. 

Voor een uitvoer;igere historiscbe i.nleiding, dan bier wordt gegeven, 
zie men Obreobkoff t3],. waal;' men ook de literatuur tot 1941 vindt opge-
geven. 

Stelling 1 is in hoofdzaak afkomstig van ,I:§,g~erre. 
Stel;tj.p.g 1. Ala de rij veeltermen { fn(z~ J voldoet aan ,. 
(z,) alle nulpunten van fx/z) zijnreeel·en~O (h=1, 2, 3, ••• ), 
(C ) ft (z) J co.nvergeert uniform in elk eindig domein, 
da~ isnde limietfunctie f(z) ,ran de r:i.j { fn( z)J een gehele fu;nc,tie van 

z, die te schrijven is in de gedaante 

( 1 •1 ) /I. 4 X, ·. ~ n/ f J Ar / · ). 
€ Z I- .I I, , - 'I[. ·. ~ £, ) 

4, - , 
was.rin . 1 

( 1 • 2) At-~· 0 , , m geheel ~ 0 > 
In he-t volgende \itelt C (r) voor 

sector t~f ~O>\arg t\ ~ :fct- (<x ~o}. 

-I . 
fl > a > . ~ ... Xt < 1x, . 

de cirkeJ. t' !t. \ IJ1t' t {~ >o}, .S(oc)de 
Stel1ipg 2 is van J?•ly9-. 
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.st~llip_g 2. Als de rij veeltermen { fn(z)jvoldoet aan 

(Zz) alle nulpunten van fn(z) .liggen in de sector S (0<) (1zilt:/~J,"-1 · u}J 
waarin 

(1.3) O ~ ~ < 7r 
(Ci) {t1/z)} convergeert uniform in een cirkel C('t-), 
dan geldt (01 ) steeds als de limietfunctie :f( z) van [ :.fn (z)j in Cl"r:.) ~Ois" 
De limietfunctie f(z) is dua altijd geheelJ hij heeft de gedaante (1.1) 
met le'\. 

/ € 'C"" I 
(1.,4) -~ . ...)(O<) , m geheel ~ o > tJb E S («.) > Z t z,- }- < oo. 

Omgekeerd is elke gehele functie van de gedaante (1.~) + (1.4) + .(1.,3) 
de uniforme limiet, in elk eindig domein, van een rij veeltermen 
{fn(z)J die aan (Z~) voldoet. · 

Het gr.ensgeval o<.:::1T(halfvlak) is behandeld door ?oli[a en 9.E.rechkoff. 
Stelling..3.. Als de rij veeltermen tfn(z)1 voldoet aan 

~Z3) alle nulpunt.en van fn(z) hebben niet-negatief reeel deel (n :::: 1, 
2, 3, •• ), 
~n aan (CJ) =(C~), dan geldt (01 ) steeds als de l.imietfunctie f(z) :van 
lfn(z)j in C(r) ":fo O is. De l~mietfunctie :f(z) is dus altijd geheel; hij 
heeft de gedaante O ~ I 
( 1 • 5) . /i e 4 ~ + <> x ~ ~ rr { I - z./ ~) e., !G ~)> 

n~~ , ~ ~ 

( 1.6) j lS/. ( 1x.,,-1) ~ 0, f lr/_(~ -I} convergeert met som S. - ~ (a.)., 
( b re€el ).O, m gebeel ~ 0 :i L \ z,.l~~ < f»,. •. 

Omgekeerd is elke gehele functie van ae gedaante (1.5) + (1.6) de· 
uniforme limiet, in elk eindig domein, van een rij veeltermen f fn(z)l 
die aa.n (z.3) voldoet. 

✓ . • 

' . 

Uit een. artikel van Szasz[4<Jvo.lgt .. • . A~,J.,, ~J .. L 
§t~lf-J.AB i• Men ka~.~n stelling 3 (03 ) vervangen d~or een~~: 
(CL ) l:i.m ff (o) =: ,i ! A/,j. bestaat voor J = O, 1, 2, •• ., en 

T -11-• 411e>:.. d o 
.,(),,0 '# 0 t . 
'f(z) kan nu natuurlijk niet ~O zijn), • : · 
1-.;(c;) l fr/z) l convergeert in de punten van een ~erzameling E met ee.n 
eindig verdiobtingspuntJ als niet in alle :punten van Ede limiet f'(z) 
van£ fl/z)J nul is; dan bestaan er consta.nten il1 , d..z .zo dat , . ·. ·. 

o < .4,i < \ f n-(0} \ < a-< .> Ir..: (0) l < f J .. , ff~' (0)} ( d~ >('11, -:.I~.,,) 3> · · , ). 
(In plaats van C(r) ieze men in stelling 3 nu E.) 

Tot slot de volgende stelling van ~erre en P9li~• 
?Je].]..ing .5. Als de rij veeltermen,{fn(z)jvoldoet aan. 
(Zs-) alle nulpunten van fn(z) zijn r:eeel (n = 1, 2, 3, •• • ), 
en aan (Cs-) = { C.t), dan geldt ( o1 ) steeds als de limietfunctie f( z) v::u 

[fn(z)l in C(r) -,. O is •. De limiet.functie f(z) is dus altijd geheelJ 

hij heeft de gedaante (1.5) met 
. . .. ' "'::~ <' (1.7) a; b reeel, b~O. m gebeel~O., Zp reeel, ,,c._ '"; oo, 



Omgekeerd is elke gehele functie van de gedaante (1.5} + (1.7) de 
uniforme limiet, in elk eindig domein, van een rij veeltermen L;/z)} 
die aan (Zs) voldoet. 

In het vo1gende word,en bewijzen gegeven va.n stelling 1 t.e.m. 4 
met algemenere voorwaarden (C). 

§ 2. !J:ulpmiddelen, die w~j in p.~~ volgende gebrµiken., 
' 

Wij beginnen met een stelling, die in hoofd.zaak afkomstig is van 
{1._. Thl~ii_~_{Vgl.[5] :p. 119). 

f)telling 6:t Laat de functies fn(z) (n = 1, 2, 3, ••• ) regulier zijn in 
een domein D, gevormd door een enkelvoudig samenhangend ge"b~_ed ea zijn 

rand. Laat fn(z) • f(z) uniform in D. La.at tenslotte f(z):j.o. 
Nu geldt: een inwendig punt z/ van D is alleen da.n een nulpunt van f( z) > 
l'ls zl' de limiet is. van een rij nulpunten f zn., ! ( f,i,(Jz:h1}=0 voor n ~ n0 _). 

rreciezer geldt: z1 is alleen dan m-voudig nulpunt van f(z), als er m 

rijen nulpun~en { ~1t.,! >.lk~~J, ... ) ftn-,-~J n~~r z1 co~ve~geren .. (/,,.{Ztti,_)=O 
voor n? ~., l. = 1 1 2, ••• ,m; z 11G en z11 • z1Jn voo:r 1.f. J steeds i;rscbil
lende nulpunten van fh.(z) - niet noo~akelijk verschillende punten). 
Is. z,., m-voudig nulpunt van f( z), dan geldt uniform in D 

( 2 • 1 ) 1f ~ ('~.) = /n ( tJ / ![ (?.. - z 'b.i.) --+ j('t) : /(~) / ( t.-t,) ,,,,,,,, 
1'.fet eerste deel van de stelling is een eenvoudige toe:passing van de 

stelling van RoucheJ wat het laatste stuk betreft merken vre op, dat er 
~n cirkeltje ~ om z, bestaat, binnen n, waarop geen andere nulpunten 
liggen van f(z) dan z,,. Voor voldoende grote n van fn(z) dus geen an

dere dan z1u•••·•,z.,0 ,1.• In D - c, zal gn(z) uniform naar g(z) oonver
geren; wegens de maximum-modulusstelling dus ook op Ci. 

Wij zullen enkele malen de produet· stelling van J. Baa.am~ ge

bruiken (Vgl.[5] p. 251). · 
Stelling l• Als f(z) een gehele functie is van de orde (~) o d.w.z. 

I .. • 9~ ) 
( 2 • 2) f(z) ;::: O( e1~•l ) voor elke E.) o., 

met z = O als m-voudig nulpunt, en met m:Upunten + 0 z1 ,. z~, .... , 

zo,. dat voor een zekere gehele k ~ 1 . . i 
(2.3) J_ ,~,- < {>(j;, ' 

(men h.an altijd .~ ~ f?+l kfezen), dan heeft :f( z) . de kanonieke repre-

se~tatie. . ~ ) . · .~ ·... . ·. . k/.f{ + t<1/~~~.., . ., +«*-'/tk-i)t. k-1 
< 2. 4 Y I (t> = e z. ~'""" l l (1~ t.l'x,o) e ;A ~ .. 
waarin P(z) een veelterm is Pvan de graad ·~ 9 1 

Onze bewijzen zullen in hoofdzaak berusten op de volgende stellingen. 
van E. Lindwart e.n ;p6ll~, die 'wij bier geven in een v-orm ol:!geveer V£U: 

P. Mantel (vgl. .. [3]). -§jelling 8. 
(2.5) 

Ala de rij veeltermen 

1nm: '{r(t- ~h,,,,,) , {~,y,#c) , (,,,::: 1,-2J ,,)) 
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voor een zekere gehele k ~ 1, d > 0, M >O voldoet a.an de voorwaardenr 

( 2 • 6 J I 1,: { o) } < rf: ) .f p,i Co) \ < d , , , . ·i I ~f -1 {o) l < ti, ., ("2 :: J,, .f, , . ) -' 

<2 .1) ~ lt,.,1 i-l S: M.) en= 1, 2; ... ), 

• dan bestaan er constanten B en C zo, dat 

( 2 • 8) 11,,, (Z) l ~ B e C l 1: )'':· , (voor alle n en z). 

· ptel..,l_i.BLI• Als alle nulpunten z-nJ- van de gehele functies gn ( z) ,/: O 

zijn (n:::: 1, 2, ••• ), als (2.7) geldt en (2.,8), en als de rij f1-n,.r4/ 
convergeert op een puntverzameling E met te.tminste een eindig verdich

tingspunt, dan convergeert[ gn( z) ! uniform in elk· eindig dome in. De 

limietfunctie g(z) is dus geheel; hij heeft de gedaante 
( ) lJ . · -~ I. ~ . · k-1 1 --L k-1 
2.9 /) e r'{z) Tr (f-zJ,x/.') e.t/~ t-·:t.1~~ + ,u *;; /(JK.-1)k,h ) 

waarin P(z) een vfelterm is va.n,_ de graad ~ k, en waarvoor (2.3) geldt"' 

\ Wij Willen J:>6l;y!3-•~ bewijs (zie [2]) voor deze gedaante der stel-
, lingen. geschikt maken. 'iv'ij geb:ruiken de volgende z;eer eenvoudige lemmai s'°' 

Lemma 1. Voor all~ complexe w en vaste gehele k ~1 geldt .,f 
(2. lo) \ ( 1- w-) e -w/ 1 + ..,.-;,.t .,_ · " + ,..,_k -1/f_R-t) I ~ e E 3 _, 

0 

E een constante. , 
Beyirij~. Be·achouw afzonderlijk de gevallenlwl~1/2k en /wt >Z/2k. 
;tem;n,,~. £• Als . ~· 

C 2 • 11 ) , .{[ w) = 1-f A-1 w-+- 11 • +.A J-:,= 7r(l-w/11Ji.) = e e,.~~ ~ '41" +- •• · 
? ~ ~ > 

dan is · . 

(2.12) <:;;.,.;: -.! ¾ -i, Wj, (i 

een veel·term in a/, a-<, ••• , ?; • 
BeV'[..:LilLY..an stelJ.:ing 8. Uit' lermna 2, toegepast 

verband met (2.6) dat 

(2.14) 

op gn(z), volgt in 

Ui.t (2.14} volgt (2.8) . . 
. ~eyvijs van ste~lling 9. De rij,£.~(z}J is wegens (2.B) uniform be-. 
rensd in elk eindig do:mein. J)aar {~(z)Jcornrexgeert op E oonvergee1•:; 

[g (z)/volgens de stelling van Vitali uniform iti ell< ellldig domein •. _ 
De nl:imietfunctie g(z} is dus geheelJ }lij voldoet aan dezelfde ongeliJ):'."' 

heid {2.8) a.ls de gn(z). g{z) is du,s· van cle.,.orde {<: )k. 
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Laa.t g(z}lo. Danie 11 =Ogeen nulpunt van g(z), omds.t er anders 

en rij nulpunten z1t.1 (g•(z..1 ) = O voor n :;t..1;0 ) zou zijn die • 0, hetgeen 
nmogelijk is wegens (2.7). Le.at de nulpunten van g(z) zijn z1 , z,, ••• 
la {-r,,,f ,ft,,, l> ,, , ,, rijen nulpunten der g,,(z) zij.c die resp. oon-
ergeren ns.s.r z1 , •t•••• (vgl. stelling 6) dan geldt voor elk.e P 
egens (2.7) .... ,t -,": · 
2.15) 'Y It,. I = .I~ C It.,, ~ fl. 

f!l"'P ,,, ·~ - f>;( p 
zeggeni (2.3) geldt. 

Toepasaing van etelling 7 voltooit het bewijs. 
~,e geven nu enkele toepaesingen ve.n etell.ir.ig a. 

t. l 10. Last V de verzs.meling zi.jn \·a.n da nulpunten der veeltennen 
. .... /11) (n = 1, 2 1 • •• ) • Als er een punt l_; is, van wei.aruit men V ziet onder 

en hoek /4 (1f, terwijl voor zekere con~ts.nten o.1 , d..t 

2.16) o < "'(: If,, t~,1 <f~ , 'f:(?;'JI < d~, ("-::.. 1,a., ,,)., 
an zijn er ooneta.nten B en C zo, c.e.t 

. 2 ,l7) f-/,,.Ct)I ~ Be(?W, (voore.lle n en•>, 
ewiJJ!. Door een bewegi.ng ku.nnen we berGiken d~.:.i; t; = 0 rn da.t alle nul~ 
unten Z1t,p der f 0 (z) liggen in de sector S(/1) { i-t.l ~ O; /~9 ti~ -l.f,}. 

t nu gn(z) = fn(z)/tn(O). De veeltermen gn(z) hebben de gedaante (2.5) 
n ze voldoen a.an (2.6) en (2.7) met k = 1. W1=1.t betreft (2.7) blijkt dtt 
ls volgt: "•; E S ( (J), due 

ij ( t,,;1) = I .-,,,,,,-, e .. {~ t.,,,J ~ It,.,,-, ~:113 > 

{ L I Zn},-,~ .SSC f 1d ~(I:. ~1;J.,):: . 
~ ~U f / of (-7:(o)) < S'U f(J ('4/t/,), ("1=11.J 11'), 

gene (2.16). Uit stelling 8 volgt nu., da.t (2.8) geldt (k=1). Hieruit 
olgt een dergelijke ongelijkheid voor fn(z). Door een beweging in bet 
-vls.k ge.at de vonn van de ongelijkheid niet verloren. 
tel11 11. La.at V de verza.meling zijn van de nulpunten de~ veeltermen 

, n(z) (n = 1, 2, ••• ) Als e:r een pu.nt ~ is, van wa.e.ruit men V eiet onder 
::en hoek T( • terwij 1 voor zekere oonstanten d/ , d .t 
·. 2 .19) O ( ~ < t f,. (~)I<. ol~ ·, Jf,, 1 (¢'; J < ti:,, _, '-f ''rt;) J ( el.t , ( 'It : I, 2, • u), 
. a.n z1jn er consta.nten B en O · zo, dc,:t . 

2.20} fj,i (tJ1t Be C /'x/'-, (l't••W alle n en z) • . .• 

ewij s Door een bewegibg ku.nnen we bereiken da:t J: == O' en dat alle r.n1l--
i.-,-...,;;;.u. ... • . . 

u.nten z der f (z) liggen in het balfvlak lit{z)~ O. La.at nu &n(~~ • 
n(z)/fn(b), ~e :eeltennen .1n(r.) b~ .bben dt' godaante (2.5) en_ ze vol
oen a.an (2.6) en (2,7) met k = 2 .. Wat betreft (2.7) blijkt dit ala. 

J.gt .. (vgl. s~z (4]). Wt:lgane lemma 2. en (2.19) bet'taat. er e,11 con!!OI 

1;ant~l d3 · '° dat 
,,, 'J, , > ,, 



" 

Noemen we 
(2.21) 

(2.22) 
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even 'X,;~ =: Ar -,. ..i, /''I> (lp ~ 0) > dan vinde-n we uit 

L I t'h; r-t :Ir I A;+ }"_r} =-2 2. ,1f-f rtA,t-;4;,~)j ~ 
< f~ "\ )~ ·J I'" ( 'L:.;: 2 J l -, i l~ 11p r "- ,'1p-;4/•' / j ~-

. 9 (x:t ~ ... , ·)t 1 ,., r.- -~ f _1l ) = "' '"'l ~ .~"'-f'. +- i vz L 'Z;1P < .J aJ , {~ 2 62.., , •· , 

Uit stalling 8 voigt nu, dat (2~a) geldt (k ~ 2). Voor fn(z) geldt 
dus een dergelijke ongelijkheid; ook nog n&. ee.n t~ansformatie 

I . . 
z = az + b, .la\~ 1. 

~m.,erk1BS• Uit § 5 volgt dat. een stalling .zoals 10 of 11 niet gel- · 
dig kan zijn als men V ziet onde1· een hoel~ ). ?7"'. , 

We noemen tenslotte de volge.ude ee.mrond.ige· hulpstelling. 

~Lemme. 3 • .Als enerzijds C Z ·l· C, ·,l:: ~·- .., 1 

( 2 • 23) ./(f j-: e I .~ . .) 

waarin de reeks oonvs4~eert. in C(I') C}z; i r), e.n als anderzijds 
uniform in. C{:r) 

(2.24) ~.'1/t);:: .t.;_ ../,. .. {tJ. l'' 'ft • oo In ) 
o . 7>_,, / I . ·)· / . . ). -/-;.,; {~.J :. /l ,. . (. I- t ~,.,~ > c.,. t ... ,J., J.. 0 .. 

1 ,. · it ,· Ii . . • . l'fi<r 'T', ., 
/I l ~ 'i,,, ·. , . 

. dan is 

(2.25) 

. ' 
. ... ' . . . I r· ... ,, . ) 

"" . •· .· ~ , ,+ IF 11·, - /_ • ' , , -... -i,. 2 ..., - '7 ,_.. · · • ,),; b ; l ,I, ~ J ""J ' 
17 n • oo l ,~ ,1,.,,. r . . · 

I . 
pewij~. In O{f r) oonvergeert log fn(z) uniform riaar log f(z) .. ".,,fe 

, hebben dus .C~j = ~ C'i. als C'ifde ooefficieht is van ~·~in .de 
m~chtreeks vo~r Lc;t f~t,). Toepassing ve..n lemma 2. voltooit bet bewijs • 

. ·~ 3. ?.ector met o;ee.nins,( ~ en ha},00~~2!E~J@.eJ.d me:t. ~vtakkere oon-
.f .. ersen.,t}-eVool:'Waal"den. We •bewij zen voor de sector S(Q() ( \z \ ~ 0; . 

J arg z \ 'f f. ()(. ) .de volgende uitoreiding· van stelling 2 (en 1) ~. . 
Stell;!ng 12., Als de rij veeltermen { :fn {z) j voldoet aan (z,~) = (Z,i) . 
twaa.rin O ~ «- <tr, en aan . . . . . 
~~Pt~) 1.fn(z) j eonvergeert in de punten van een ve:rzam.elillg l!l m:et een · ·· .··. 

dig verdiohtingspunta ala de limietfunctie f(z) van ftn(z.)j op> E 
O is, bestaat er ofwel een punt !; dat nfet behoort to~ S ( o<.} ;,.,. O ,· z<f, 

' voor zekere constanten ·d✓ en a..( . . 

·f:11 a< 4~ < lfr./;11 < d.t J lf111c .. ~.1i_ ~ «t > {~= 1,~>~,J> . · , · 
·,1 eep punt~ f O; .a.rg l;~f:Jt!.,zef, dat .voor zekere oonstanten d1en a.,i, 

'; " <A, < I fod:H < "~· > _If '<tJ l :(d.t ~ f f!'f I: I I <.'4 }(~. ~\~ih 
ldt (C1) steeds als d.~ ll.m:Letfunctii:3 :(~) op E$0 itl !(~} ~s .. 

ltijd: geheelf h;ij 'heeft de gedaante ( 1 ".1) + (1.4) . · · ·· 
g~keerd is elkegeh~re functie f(z) van de g~4Mllte. 

1~.3)··.de .. uniform~ ·linli~t;·.•1µ•· .. ·ellc· eiu~ig··•••q.~,.:tn, ... v~<ee#i···•rj_j.· . 

.. ~~~~ . .f~~~~>:J:;•df~ aan~:(~':~)· !,~.i) f91doe\\:: ... ·. 'i <~,•.;••. . 



-8-

~~wi~s.,. We beginnen met bet directe gedeelte. J.,aat f(z) ¢ O., 

(i). Laat t = O. Dan geldt (3.1). Uit stelling 10 volgt dat (2.17) 
geldt, uit bet bewijs van stelling 10 (zie (2.18) 1 /3:: ot,) volgt dat 

(2.7) geldt (k=1). We ku.nnen dus atelling 9 (k = 1) o:p de rij {f (z)/ 

toepassen. We vinde!l dat (c1 ) geldt, en dat f(z) de gedaante (1.~) 

beeft met m = O, Z.. 1 ~j>l-1<0c:1 . Dat z;., E S' {o() volgt onmiddel-
lijk uit stelling 6 • 

. Rest te·bewijzen -4 E S(«},Le:mma 3 (§ 2). geeft 

(3.3) ~- "E- tj' =:. ~ -!. ~;;. 
Zorgt men dat 'l-,, 1 • t 1 ; t 11 ..( • ~~ >.,,;,<:a.> 'l.,.p • zp ( vgl. stelling 6) 
dan beeft men . 
(3.4) ~ .... I ti. -..:- . ~--I 

~~P tzp :: ~ £- ~ ~,,IJ • 
1? - '11 • I><, 1tJ ~ /..f r -1 () 

Bij gegeven ~ > o 'kan men P zo groot ltiezen dat L..fo > p ~ - ::::: 17 l > J 1Jl tl 
bit (3.3) en (3.4) volgt dan ' 

( 3 .. 5) -4- .,_ :J £ ::;:. ~ L. t;-j · 
11 • lie:> !_>P 

Daar het rechterlid van (3.5} in S~J ligt, moet .- -,a, t. S&.), 
(ii) Als.l;niet E.$6-;,.) geldt (J.1); men ziet S(o<) u:i.t l:; onder een 

boek J<7T • Uit stelling 10 volgt dat (2.17) geldt. Uit bet eerste 

deel van bet bewijs van stelling 9 volgt du.a, dat voor tfn(z)} (C/) 

geldtJ f(z) is dus gebeel. La.at nu. z = 0 een m-voudig nul:pu.nt zijn van 
f{z). We kunnen a.ls in stelling 6 een rij veelter~en Fn(z) constru

eren die uniform in elk eind:tg domain naar F(z) =:f(z)/~ 117 co.nvergeert, 

terv1ijl F'?i(O) f: 0 (n = 1, 2 1 .... ) • Daar ook F(O) * 0 voldoet 'f Fn(z} ! 
aan de voorwaarden van stelling 12 met t:; = O. Uit (i) volgt nu a.at 

f(z) de vereiste vorm (1,1) + (1~4) heeft. _ 

(iii) A.ls/; f O, arg ~ =tf 04. geldt (3.2); me~ z:t\ S( o() uit 
}; onder een boek 'Ir .. Uit stelling 11 volgt dat (2.20) geldt. Uit bet 

eerste deel van het bevdjs van stelling 9 volgt dus, dat vour 

~n(z)j (C/) geldtJ f(z) is dus geheel., Zie verde7 (ii). 

We bewij zen nu bet omgekeerde· deel van stellihg ·1.2. Als f( z) = 0 

voldoet fn (z) -= n-1 • Stel f(z) fr 0.: Uniform in e_lk ei.ndig domein geld-t 

( 3 • 6) tz~1 ::: ~ fl;,,,,, (I+ atl'}i) 12.--_ 71 ( 1-tl~). 
' '11 • . l)o_ -- )~,.,,, - - - ' 

Daar -4 € -~J > ~ E S{?(..) liggen alle nulpunten van de veel term in 

bet rechterlid in ~J. . , ' 
Wij bewijzen nu een overeenkomstig resultaat yoor het halfvlak _ 

S('ff'), dat een uitbreiding is van stelling 3 en 4 (met c.;). 
Stelling, J,3. Als de rij veelterUlen {fn(z)} voldoet a.an (Z/J) = (ZJ), 
en aan (Oil ) :~n(z)j convergeert in de punt en van een _verzameling E met -
een eindig verdi~htings:punt; als de• limiatfunctie f(z) ve.n tfn (z) J . 
op E -;/:;. O _ is, bestaat er ~en _punt /; da1 geen inwendig punt ie van -

.,,,,. - - --•--- -· - : --- - __ -:----- ·•_--_ -,, ,- i _- __ -, -

S (17) zo, dat .voor zekere e;on(:ltetn~~ .d/ en d,..2, · 
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( 3. 1) o < d1 < If r~; J< a'-<) 1/,f c~1J < d.r., I /.['r~JI <~,(in=~~ , ,: l> 
d:an geldt (c1 ) steeds ala de limietfunctie f(zf o:p E :{= O is. f(z) is 

dus geheelJ hij heeft de gedaante (1.5) + (1.6). 

Omgekeerd is elke gehele functie f(z) van de gedaante (1.5) + 

+ (1.6) de uniforme limiet, in elk eindig domei.n, van een rij veelter-

men{fn(z)5 die e,an (z13 ) = (Z,1) voldoet" · 

Bewijs. Stel f(z) f O .. 1fe beginnen met bet directe gedeelte. Als in 

het be•trijs · van stelling 12 blijkt, dat we 011s tot het geval <; = 0 kunnen 

beperken, Uit stalling 11 volgt dat (2"20) gelc.t, uit het bewijs van 

stelling 11 (zie (2,.22)) vblgt dat (2.7) ge.ldt (k=2). We kunnen dus 

stelling 9 (k=2) o:p de rij { f ( z) 1 toepassen. We vinden dat (01 ) geldt, 
n ~ -? 

. en dat f(z). de gedaante (1.5) heeft met m = O, ,J.. f ~) • .,. < CO. 

~at ~ e S ('!Y) is duidelijk. -
· Rest te bewijzen dat z. ¥t,{~j1) convergeert met· som ( .:....01,_~en 

dat ·b ~ 0 is .. Zorg weer, dat {~'.'lo:,], ~.,, .~ f ~» pJ . convergeren naar 

z1 , .... 1 zp- Dan geldt wegens o-/, (-);.,y)'::! Oen lemma 3 (§ 2) 

(3 • s) Z:'° ?Ji { ~') = &,;.,, ~ P oft~,--:) !( 4. Z q ft:";:) = - ?Jy ~. 
Daar P 1~ (3.8) willek~cirlgpis en -~l l°'1c}?-bg1ldt: _I. q (yi-') conver-

geert met .som ~·-~) .. Uit lemma 3 volgt verder 

• ( 3. 9) .t -i ~ y-:2 = 111~ ~i .r:. ~~;:l , 
B_ij gegeven £ >O kan men :P zo groot kiezen dat 

·(3.10) -t 1-- J-[, = ~ -~ L . ~lih2. J s-,~ I. 
"1 • Ac> ...... ;> p 7,:. .) 

(Vgl. (3 .5).} Laat nu t,-,/' ~ :l:'...,. -,.. /: 1-f-,,p {'k':),~o),We schatten a.ls volgt 

,(3.11) -r. t~; ,. ·· t ~~ Jz,.,r\,.1 · {.i,:,,,,F~/'I~'?izyf:. s; 1-J;, 
fa>P fa>l.J fa>P . "" 

(3.12) I .sf If { ~ (tl;;,..,Jt-.:t-"j)fi"P,-.21 L-p ~ .. fJ'),,,;-J-~, 
"'" i>P - · fa> 

Als :P• ilo zal f ~~/'I • A:;.., du.s bet. ~ax •. in (3.12) z~l.->.0. De som in 

( 3 .. 12) is begr~nsd; ~ J:.. Of (~njo) =. - (ff, {A..-).' H1er~1 t volg~ de.t. . 
~-> o ( P ..... > Gb) Voor· voldoende grote P verschilt b willekeur1g we1n1g 

vanf S1 J daar S/~- 0 moet b ~ 0. 
We bewijze.n nu het· omgek~de gedeelte,.· Uniform in ,elk eindig domein· 

geldt: I l ~ J 
(3.13) .;/(~ ~ ~ Ii e4 ~-, ~ it~ /J {1-~!~J e '-t ~ 

!)'-- 11 • (b . fa~'M- , ) 
r •/ en J 4 +..., ~ :. 4 1 s-tellend, 4 

c3•14) ~~~ _ J'. · /;-,. ~ 1 -.,NJ fl . ef~,,_ ~ If;.; (11- it}/IJ': 
'C- - k~ t' > 

Da6.l' ~,) .ft J:/te...J .,-.,i (ft.....,} ~O; -G~o;heb~en de :veel~ermen achter 
d_e limi ett eke ns in {.3 • ~4} arbun nulpunt en a.n S ( Tr) , U1 t ( 3 • 13) e,:1 

(3.14) volgt bet ge~~eldE3~ , · 
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' . 
~ 4-. Domain "as~ptotisch ov~reenstemmend" met een sector <?T: • . 
C( r) betekent weer de eirkel /z/ ~ r ( r ) 0) , S( (X,) de sector lzl) 0, 

• 
Ja.rg z/ ( j <X- (O(.~ 0). Onder T=T( Of) verstaan we een on.ej.r.idig domein 
(gebied + rand), dat ''asymptotisch met S( «) o·.rereenstemt". D.w.z. Ot 

is de onderste grens van de geta1·1en ;$ , v,a.arbij ovn C(r) bestaa.t zo, · 

dat T - T x C(r) C. S(/J), en ct is t~g<}li.jk de bovenste grens van de ... 
getallen J' ~ tJ waarbij een C(r) bestae:t zo, dat S(b')- S(/)x C{r) C T,. 

De halve strook R(z) ~ O, jr(z) J ~ fl is een 70?rbeeld van een T(O). 
Wij bewijzen nu de volgehde uitbreidi:ig van a-telling 12• 

Stelling 14. A.ls de rij veel te~oen t f 11( i ) ! voldoet a.an• 
(z14 ) • alle nulpunten Yan f'n ( z) liggen :i,n T( -:.'{) (ni:: 1. 2 ,3, • • •) 
· wa&rin 

en aan 

(c,~} 1fn(z)J oonvergeert uniform ine(;n C(r) met een r zo groot. 
dat C(r) een inwendig punt heeft d1at nj_et €- T( oc), van waar uit men 
T( o< } ziet onder een hoek '- 1t', 
of aan de zwakkere voorwaarde 
{c!) i fn·(z)f oonvergeert voor z ~ E, v1a.ax-in E een verzameling is 
met een eindig verdichtingspunt; a1s de limietfunctie f'(z) van {fn(z)! 
op E-,. O is, dan bestaat. er een pur.rt ~ , niet inw~nd~g punt van T(oi:'.), 

· va:a waar uit nien T(c() :~+et ond:r een ho?kr /P < 7t' ( cp = -,;: / , terwijl · 
(4•?) 0 <idi <, ,f f11 {s)I< d.;;. ) . 1.f~ {c;) I< ii~ -1, 

(~4•3) .. o_<d,< J{h\,C~Jt< cl~_, t~f,:ttJl< a,.) lf,~(t)J< ~) 
'too:r zeke~e : ¢?nsta.nten d1, d2 en alle :r,,. ( eventueel alle .n ~ n0 ) , 

~d~ )geldt (c~p. st,eeds als de limietfu.uctie f(z} van f fn(z)f op C(rt 
: resp• E_, j;: 0 :1,s• f(z) is dus geh':)el; hij heeft de. gedaante 

, < 4 • 4 > A 4Z tt,.% z""'. [T (1 - ¾ ) . - ·. . 
.waarin P · · r · .. · ~ _, 
(4•5) -A- f S(or) , ~. geheel ~o ~ •. ·zp f Tr(;)(), =~ _} 4r I < ex:,_ 

Omgekeerd is elite. gehele,,:funciiie van de ge°a.aante (4i4)+(4•5~+(4•1) 
de_unii'orme limiet,··in elk. eindi,g domein, van ee~ rij' ~eeltermen die. 
a.an ( Z UI ) vold¢et • · .. 
Bewij.s• Stel f(z) ¥" 0 • We beginnen .met h~t di~ecte gedeel te • Ui t (C; )' 
vol gt dat er een punt ~ i a ip C( r) met f' ( -~ ·) #. O • dat · a.an· de · voo:r
wa~rden van (C 1~ ) voldoet {zelfs :met tf><1t) '\' "¥1e kutmeh on~. dµs tot, · 
(C ,y ) beperken• Precies a.1'3 'bij stelling 12 beitjst mei:.-uit (c,: >) 
dat (c1) geldt• :t'(t). is. d.us geheel.• . · • - . · · . . ·· •·. . . ~·. .· 

Laat nu c,<</1< ·~··-·.·. Bepaa1·n zo grootf ~at .T ~ .. ~-i.:t O{R) C s{A·r~ : 
~!d~<:1~::r~!~;;~, .. 4~~:v;n ee5!j~;":e!i:!r~:n°'f ~ ~t::n~ · ·• 1 

F=~r;;~~i~. r.;:li};~t~i~l-.%~;~;:f:;::~;p~en 
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heaft in C(R)(n= 1,2 •••• ). Op f Fn(z}}kunnen we nu atelling 12·toepas
sen met ,/; in plaats van er• We vinden dat f(z) de gedaante (4•4) heeft 

met - a E ){/3}, m geheel ~-o, £ fipJ-fco<:>. Dat zp E T(O<) volgt 
pnmiddellijk ui t stelling · 6 • Daar /3 willekeurig dicht bij C( kan warden 
gekozen, moet -a € f (a)• Ook (4•5) geldt dus• 

En nu het omgekeerde gedeelte• Als z = 0 nulpunt is van f(z) moet 

0 €- T{of) • zpt T(o(), dus alle nulpunten van Sn(z) = zm TT (1-z/zp) 
IT p~71 

behoren tot T( 0(), en gn( z) ~ zm ( 1-z/ zp) uniform in elk eindig 
domein• Tenslotte is 8 az= lim ( 1+az/n)n de uniforme limiet, in elk 

?t...,"" 
eindig domein, van een rij veel termen waarva.n de nulpunten{ v.oor n ~ 1'1"') 
alle in T(o() liggen, steeds als ct= 0 of als -a E- S(r) met t'<rx • 
Ala arg(- ,= ± i o< (o<)O) kunnen we eerst ea3 ·benaderen met functies 

-e, .fJ-,Z , a, -> a, , - a,,1 '€- . S {/'/ met / <<X • 
'§ 5,. Sector met' opening;> 1l • La.at de rij veeltermen[fn(z)~ voldoen 

.am · 
(Z 1, ) a.lle n~punten van fn ( z;) liggen in 5 (o<) { 0(;? 1l: / "'>2 ;;t:. 11 2, -'.1 · · ·) 
en a.an (02). Wat kunnen wij zeggen over de limietfunctie f(z) vanffn(z)} 
in C(r)? Het za.l blijken (voorbeeld 2) dat f(z) niet geheel behoeft te 

zijn. Dit ia missohien onverwaeht1 gezien de stelling van~~~!~~~ (zie 
[5] p .. 238) die met zich brengt da.t een machtreeks in z, met posi tiBve 

nvergentiestra.al, waarbij de nulpunten van de partiele sommen alle 

·. ggen in een sector Sf«/ met opening 0( < ~n:; noodza.kelijk een gehele 

ctie voorstelt. 

Ls:at dan f f'n(z)} aan (_! I'> ) voldoen, en aan (c1). Dan is f(z) zeker 
heel. Wat kunnen we zeggen over de orde van f(z) ·? Uit voorbeeld 1 

blijken, dat f( z) de orde ..:,neindig kan hebben• •Ook elke eindige 

e k ( k geheel # /) kan veorkomen ( .-voorbeeld 3) • Dit leidt tenslot
tot de_karakterise~ende stelling 15• · 

orbeeld 1 • De functie 
•1) f(z) = 
de uniforme limiet, in elk eindig domein, van een :rij veeltermen 

f'n(z)} die aan (Z15 ) voldoet.• 
· Immers, uniform in elk eindig gebied geldt 

5•2) e e::_ ~ e Sz(1 + !'I-2_) f 
&ro,p7oc.. . · ... ·.• ... ··• p 
z. . . t {z..,.. ;}'.,.;,, p + ~lJ -~ . ~ .tJ 

l+ £ = 2 e :r -; ~ /(z~~;J- rri) 
· .. ·.· /J .. ·,,: .· flt:- L.· ,t>,. ni)···t . .. L.· •·. . . . ~). 11 ..... ( .· {z---'7·p·.,;.-· ,· .. * •~ e. -, £2~ 7 1>-n, , ll+· · · ,-:-· 

f-1c,if •. . / Sc f I/ JC2;/ ~ 

c"z~ t.P~.. L. • •.· .. ·. · .. · ... ··.·.·.· ... · ..• ~ l +- 8zZ+ .± pz .z ..•. < . 
s~~/ l .. . <! J 
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0m een benad~ veelterm f -(z) te vina.en, die bv• in C(n) minder dan n . ·. 
1/n van f( z) afwijkt, kieze men eerst d;> o klein gehoeg en J? groot 

genoeg, dan q groot genoeg en tensloti;e s g:root genoeg• Neemt men da...'11 

s nog zoveel groter, dat ·de nulpunten { ·-P ± (p2 _. //, 6-<S ) 'i-i-J / f/- f; 
van de veel term in 't rechterlid van ( 5 .4) in S( 0( ) liggen, dan is de 
zaak in ordEi• 
Voorbeeld 2, De fu.:nctie 

( 5 ,.5) {(2}= e.i<p {{e1-2_ ;)~1} 

is de uniforme limiet in C(r) (r <J ) van een rij veeltermenffn(z)}die 
aan (Z 15 ) voldoet • 

., Immers, door de substitutie z -t- k z volgt ujt ;oorbeeld 1 dat 
exp ( e,kZ) (k geheel > ~ I ) de uniforme_).~~i~t is in jz + 1 f ~ r 
van een rij . veeltermen die aan ( Z /f>- ) v~oet. exp ( -e k{z-,J) is het 
dus in C(r). Maar dan is ook het in C(r) uniform convergente product 

TTkJ/ e~ ( e kfz-iJ )= f(z) de uniforme limiet in C(r) van een 
rij veeltermen die aan (Z 1) ) voldoet. 

Vo@rbe·eld 3. De functie l:z* 
(5.6) f(z) = e ( b complex, k geheel ~ /). 

is de uniforme limietJ in ·elk eindig domein, van een rij veelterme:b. 

{tn(z)!die aan (z,s-) voldoet 11 

Immers, uniform in elk eindig domein geldt 

(5.7) ,e_ lz"_ ~ e <iz1.£!K/) ( t z lr-e. EZ) ~ 
S' Jro J t. J. t) 

(5-8) · 

Volgens de stalling van Hadamard geldt verder 
z 

(5.9) I+ ,§zk~F.Z.= --e. <1.z /7(· .. · I - ~ ) 1 .e. "ii,# 
" . Cf. . . .· .. · . zf 

Hierin zijn a en zp natuUflijk a.:fhanlcelijk van f ... en 'l. • Bij vaste . 

l ;?o. kan men· eohter q zo grtot kiezen, dat de nulpunten zp ,van ( 5o9; 
alle in S(O() liggen• In:uners, laat z = x + i y· een nµlpunt zijn van 
( 5•9) l]let X < O • Dan geldt lb 2 k .e. t2. PJ = q of, /g/ b j \= t It stellencl 
( ) 2 2 k 14.X k t > o , .(x + y ) e = t • _ . 2 4-
Hierui t volgt { { X.) 2 l ~ t I - ~ k - 2. ~ X , i k( {!- ) 

l J + )( 1 - . x e ~"' k / ' 



Als q, dus t, voldoende groot is liggen alle zp dus in S(c() • 

Tenslotte geldt uniform in elk eindig domein L 

e•z n {1- z )e. ij, - /:;,,,,,, e " 2 /l (1 - ; ).e ·"_. 
(5•11) 2, S ··3 ,;.,C p ~ s f> 

stellend, 

( 5 • 12) § z '-+ z: ~, z_ J : 
'(A_,, 

waarin de veelterm in het rechterlid voor voldoend grote u zijn nul-
• 

punten in S~o() heeft. 

•.ptelling 15• Nodig en voldoende, opda,t de gehele functie f(z) de uni

fonne limiet is, in elk eindig domein, van een rij veeltermen :fn(z) 

waarva.n alle nulpunten liggen in S( ,x' ) ( c.1 > n~ n = 1 , 2, •• •) J is dat alle 

nulpunten·van f(z) in S{o() liggenll 

~.ewijs• Dat deze voorwaarde nodig is, is evident ( Stelling 6). Hij 

is ook voldoende. Volgens de productstel.ling van Weierstrass kan men 

namelijk schrijven ,., 1- , X kl' 

f f (2.) f7 / Z ) . ~ + :/'; p + ... + f l kr 
< s .13) ( zJ:::: -€. . . l I -- 2 - . e f I' 

. p p ~ 

waarin. g( z) 

domein, Wil 

trleren door 
Moor 

(5.14) · 

geheel is en het product uniform convergeert in elk eindig 

men nu q.e veel term f ( z) zo bepalen dat hij in C(n) {6ena-
q ~ n .... · .. e, >t maal een eindig r,roduct ( gn ( z} een veel term) , du.s 

--g;i{z/ n 
.e_ A" 

f~ ;i 

(r- t) 
zeg, h (z) een veelterm. Z; .£._·· S (c:(}, en uit voorbeeld 3 volgt dat men 

e -f,.Ji.Jn in C(:n) zo goed .men wil kan benaderen door een veel term met 

a.l zijn nulpunten in S(o(). Dit voltooit het bewijs. 

minder dan 1/n van f(z) 
C(n) 

verschilt, dan kan men eerst f(z) in 
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§ 6, 01,)ubbelaector" met. opening T ll en_clq]llein asYIDPtotisoh daarme~ 

lli];"eenstemmend. Strook• Door een een·•,roudige kunstgreep (voor een deel 

te vinden bij Lind wart en P61,.,;Y.§ [2 J kan rn8n het directe gedeel te van 

stelling 5 afleiden uit het geval Ci== 0 -:_ran stelling 2• Uit het algemene 
geval van stelling 2 ( die in de c1.cor ons 1:ewezen stelling 12 begrepen 

is) volgt op dezelfde wijze het direct':.l ge.deelt0 van stelling 16 over 

de 11 dubbelsector0 U(d} die de s0m is van de tegenover elkaar liggende 

seetoren / / ..,,,.., 1 J ({,11,,0. ~ _ z ;t < L ot., ( [z. J ~ 0 ) . c 6-1) -~? x.. :::::- r c(,, J o· l · ·. • ·,_ 2. · ) 1 

Stelling_ 16• Ala de rij veeltermen {:fn(z)} voldoet aan 
(z 1, ) alle nulpunten van fn(z) lj.g3131:1 in U(ri) t (n= 1,2,••·), 

waarin . 7r: 
t,{ 6•2) O ~ o<, < 2. > 
' en aan {C 11, )= (Ci_ ) , dan geldt (C 1 ) steeqs als de limietfunctie :f(z) 

van { fn( z)} op C( r) f O • In elk ge;~!~. /}-;,. :( z.) gehe~l; hijz heeft de ge
daante (6,3) Ae Ji /1- z )e zp. wa<n-,.,.ri 

(6·4) -.& E 5 {c<) , m geheel ;,?.- O 1 2 ? /Uk-<)) Z- }21'/-i < o0. 

Omgekeerd is elke gehele functje va.u de ge,~ae . .nte (6•3)+(6•4)+(6•2) 

de uniforme l±miet, in elk eindig d.Gmej r,, van i::e:n rij veel term.en lfn( z)3 
die aan (Z ,, ) vold•et• · 1 · • 

Bewijs• (directe gedeelte) • Laat f(z)~O· We mogen dan wel fn(o)= 1, 
. f( o) = 1 onderstellen• (Verwijde:r. 0en e.va:ntueel m-voudig nulpunt z = O 

· van !(z) als in stelling 6)• Definieer:n.u gn(w) als volgt: · 
gn(z )~ fn(z) :fn(-z)• De veeltermen gn(vr) ~~-bben a.l hun nulpunten 

w-rt.p . = z:;p ( z· 11./> nulpunt "fa.n fn( z)) ii} ~) (J .. cr/ • Bovendien conver-

fge~rt ~(w} uniform in C(r2) • Daar ,2 o<: •< 11: volg-t nu uit het be-
! wijEJ van stelling 10 dat er _een constante M bests.at zo, dat 
t 
t (6.5) Z /2,,/> ,-2. =- z } W,,p ,-! < 1'1 -j (-,,,,::. l,12/ , .. ) 

L W!> passen nu stalling e en 9 to, op { fn(z) J (k=2). We vinden dat 
f;tfn(z) f V<:_ldoet arui ( C 1 ) e~ dat :f ( z) is van de vorm ( 6 .3) met . 

t.:.· .. •··•·· ....•... ·•· 2 l2p/. < o,:;; • D!it zp t U (o</ apreekt vanz1>lf1 rest te bewijz1>n 
i'tr~ ···e- S{of) • . 1.;. . £ £ ) . I ,1;:. Bez.,/Jwwn, 11/i- ~) (G. t / 
f~Eichouw g(w): . jfz = T (z} ~(-z 1 71w1 . , . ,p ·. •z, 1 · · 

g(w) is de uni~rme limiet in C(r c\ ,rfntgn(w)] • Uit atelling 2 
dus - 2bc- .t2 (20(); zodat -b E- -~ td/ • 

\pmgekeerde gede~lte)• Laat f(z)/ 0° Hat oneindige pi-oduct 1n (6•3) 
~ren we eerst de-or een eindig produc-¾., We. moeten dan nog bekijken 

. . . -e a, z+ ~ z;.. ;_ L e. "-1 z + ( ,_ ; /z. i. { if' ~ o). 

_E * o 



Voor voldoende grote n liggen de nulpunten van [ 1 + f tL., 2 + (t- 3Jz"5/111.- \ 
zeker in /i/,.,t/(Toevoeging van Sis nodig a.ls b·= O of steeds a.ls -b op 

de rand ligt van 5/«J; als c( = 0 is 1,-i, rei1'31.) r 

Men kan ook stelling 12 ·voor een <:.r,:t>~-els~ct:cr "vertalen°, maar dat 

word t iets gecompliceerder • Wel · z, . .,1.11 c~n v.·e ;,n:elJ.ing 14 "vertalen'', ten

minste bet geaeelte met (c;'I ) • J;e.at V ~ V(~x') een·oneind.ig domein _ 
iiJllt dat ttasymptotisoh met' l<.-{c.</ ·,)7~:reensten::-t. 11 ~ 1) •w•z• (X ia de 

? ~ 
onderste grens van de getallen /~ 1 wi•.arbij een C(r) bestaat zo, dat 

, I 
V - V x C r) C U(~), en cl is tegelJ. _jk: de bove.nste grens van de getallen 

/'~ t) waarbij een Q ~:r) bestaat zo_ dat U(/") ·• U(f)X C(r) C. V• Wij 

hebben 

Stell:i:ng 17• A.ls de rij veel termen f fn( z) }voldoet a.an 
i (z,-,. ) alle nulpunten van fn(z) 15.ge;en in Y{O(), (n= 1,2,•• •), 

waarin o< aan ( 6•2) voldoet, en a~.;1 

(c 11 ) £tn(z)J convergeert uniforri1 ::.n ee.:1 cirkel C(:r.) met een r zo groot, 
dat C(r) een inwendig punt ~ he(,f~> 1]a1_; ::Lnv.'8:t::dig punt is van een do--mein D, dat noch met V(o(), noch mE."ri bet 5.1.: C gespiogelde domein V( p() 

van V( o<} een punt gemeen hee.ft, en dat door de transformatie w = z :z... 

-0verga.at i;i een halfvlak( aan (c .... ) -:J. s zeker vo1daan als r zo groot is 

dat V(O() - V(o() x C (r-5) c_ 11 U. {:f/voor: een zekere d.,)O)., 
dan geldt (C) ) steeds als de lin.dot:fu.--ictie f(z) van ftn(z)} op 
C{r) -;f; 0 is• f(z) is geheel en vs.11 de gedaan.te (6•3), waa.rin 
(6•8) -b E S{ofj, m geheel ~ 0 , z:p( V(o.(), L. I ~I-~< Oo ' 

Omgekeerd is elke gehele functie vsn de gedaante (6•3) +(6•8) 
( a< o(. < f 'TC) de uniforme li.miet, in ~J.k ei:nd.ig domein, van een rij 

veel te:me:ia die aan ( Z,1) voldoet" . . _ 
Bew1js .. (Directe gedeelte) .. Laat als bij stelling 16 :f' (o)z= 1,. 1'(o)=1 

. 1 . . n ,, 
gn( ~2 )= fn( z) :f'n(-z) • Alle nulpunten w np = z ,,p { z,,,.1 nulpunt van 
fn( z)) van Sn(w) liggen in de T( 2CX,) gegeven door da punten w = z" , 
z E t(O(;)" { Sn(w)} conve:rgeert uniform in C( r~); C(rz.) heeft een:in-

' wendig punt "?;2- van waar uit men T( 2~) ziet onder een hoek s; re-. 
Yolg:.7ns stelling 14 convergeert[gn(w)Jdus uniform in elk eindig domein• 
Daar alle nulpunten w 1'1}' van ~(w) met vold(,end.e grote modulus in. 

f, S ( ~~) liggen ( ~ v~st, 2 « < 2 ~<tr) en de 1iL1ietf'unotie g( w) van 
~fSzi(w)} geheel is, geldt (6•5). Zie verdar h0t bewijs van stelling 16, 

::11recte deel; in plaats van op stalling 2 doe men ee:n beroep o:p stelling 

\1:;~f.om te bewijzen dat -be; 5 ~., 
H!.;(Omgekeerde gedeelte) •. Vgl" de overeenkomstige gedeelten Yan de be

,, en Van stelJ_ing 14 en 16• 
· fl 

e ve.rt~ing van stelli.ng 14 met (C/i/ } wordt me te ingawikkeld• 
oem ik hat ~volgende bijzcl'.ldere geva.J., waarbij ook 1n he) omgekee'rde 

elte c( = O. 



~:te,lJJ.B!L 18 • .A.ls de rij veeltermen frn (z)1voldoet a.an . 
(z11 } alle nulpunten van fr/z) liggen in de strook /I(z)/ ~ A (4~ c;; ,-;~ 

1,2 ••• ), • 
(O,J ) [tn(z)\ convergeert in de :punten van een verzameling E met een 
eindig ve:rdichtingspuntJ alsde limietfunctie f(z) 1rar~ 2f13 (z)jop i/..o_ 
is, bestaat er een punt z; dat geen inwendig punt i.B van a.e strook zt;° 
de.t voor ~kere constant en d1 eh d 2 _, , ·. . . . ;, . · · r·. 1 
, 6. 9) o < d, < 1 r'>'I c t J 1 '- ct :l ) , ~ rz;, ; 1 < d.2- ) 1 r-- rt ) t < d 4 11 ~ · , 2.., 

dan geldt {01 ) .. steeds ala f(z) op E $- Oi :f(z) is dus geheel; hij heeft 

de geda.ante (6.3}, waarin £ J .Y{:i:-p) I~ Li 1 LI 2 r 1-·~ OC',; t ~ ~ o , 
· {6. 10) ;;,. A.t:,~ J(a/ + f 1 (zp-'J.~ ·-~2--~ > 0 
(~e&_/ . ~ -._;;; - .Q .. D • · 

Omgekeerd is elKe,riunotie van de gedaante (6~3)+(6e10) de uniforme 
limiet, _in elk eind.ig domein, van een rij veeltermen £tn(z)} die aan 

{Z ,f ) voldoet. 
9:ppier~-~ Een bijzollder geval van. stelling 18 werd a.ls een vermoe

den uitgesproken door K~g• de BruiiE [1]. Dit vermoeden werd de aan
leiding tot dit artikel. 

Wij laten bet bewijs van stelling 18 bier weg. Wij merken alleen 

nog op, dat men het directe deel van stelling 18 ook kan a.fleiden door 

stalling 13 toe te paasen zowel voor het balfv1r>.k I(z) ;?-Ll a.ls voor 
bet halfvlak I(z) ~ 4. (het eerst voor het half.vlak dat ~ niet als 

inwandig punt be vat) • 

J.. ,re > j_ 1t § 7. :Q...UR.,belsector met OI?eniµg ;i.. . of... .z __ ,. We noemen eerr.tt 

S,tel,lj.ng 12,. De functie 2 3 4 
(7.1) f(z)= 0 az+bz +c.z +dz 

is dan en alleen da~ dG uniforme limiet, in elk eindig dome in, van een 

ri~ veeltermen £ fn(z)} waarvan alle nulpunten E lt { 'J!-Jala 
(7.2) (/l(,l/~o ., d reeel 7--0,. 

Met behulp van stelling 19 ka.n men afleiden 

~tell_gig 2Q. Als de rij veeltermen{fn(z)J voldoet aan . 
(Z;i0 ) alle nulp11nten van f· (z} liggen in U{ -f 7r), (n=1,2, •• .,) 
en aan (C20 )=(C2.. ) , da.n geld~ (c1 ) steeds a.ls de\ limietfunctie :f(z} 
van {f (z)} in C(r) 4. o is, f(z) is dus gebeelJ hij heeft de vo.rm 

l'l · . 'f"' • . 4 · .· zL . . -z3 .,. 

(7.3) Ae <2utz,.+al+dz~.., V [t- ~)-e Zp f iZ; + az.~ 
waarin 

(7,4)·.i 4 f 6-·. u··. u. 1r), d. i. ~.f2;,
1·Y .. ~°' ZR. /z,-'/4on.ve .. r·,·•.g····e·.··•··e··. r·:t······ ...... ·::1.;·•· .. ··t···•·t.Qm . ( <-1. ~(,&) ; d rel/el ~O , m geheel ;Ji:, 0 1,LJ'Zf/ <·r;o 



.,.. 1. ' 

Omgekeerd is elke gehele functie van de geda.ante (7 .3)+(7 .4) de 
uniforme limiet, in elk eindig domein, vane en rij veeltermen die a.an 
(Z _, 0 ) voldoet. 

Voor een dubbelseotor met opening > f ff geldt (vgl. § 5 ) • 
§.t~\llm.,gj_ .. Elke gebele :functie f(z), waarvan alle fl1:l:9unten liggen in 

een U(a:' ) met c< > f, is de uniforme limiet, in ell: eJ.mi::Lg dome:tn, van 
aen rij veeltermen fn(z) waarvan aJ.le nulpunten lie;\se.1.1 in U(OG) 11 

§ a. k halfJijn_fil1. We beginnen met 

Stel].J..~~-_gg• De functie k 
0-.. 2. + 41. zl+ . .. + a.., Z 

(8.1) f(z) = e 1 

is dan en a.lleen dan de uniforme limiet, in elk eindig domein, van een 

rij veeltermen f fn (z)f waarvan alle r.1.:tlpunten behoren tot bet domain 
D 1, bestaande uit de k halflijnen arg z == j (2 'it'/ k ) , } z} >- o :;;,,,- > 
(j= 11 2 ••• ,k) als 

(8.2) " 
{ 

ak reeel ~ 0 (k oneven) 
II II { ) ak reeel ,::SO a1k reeel k even. ,. 

i,et 'tebul:p_ van stelling 22 kan men afleiden 
1-,,~pg 2,i• Als.le.rij veeltermen {fn(z)J . volddet F.'"'!l 

[IZ.23) alle nulpunten van fn(z) liggen i.n het,do,neinDt van' stel+ing 

~2 (n = 1,2, •• ), 
i-.n aan (CB,)= (C,1 ) , dan geldt (c, ) steeds als de limietfunotie f'( z) 

(tanffn(z)J in O(r) t.o is. f(z) is dus geheel;-zhij heeft2.1?, vorm 

··(8.3) Ae 4',z.+ ... + akz*z~ n {1- f) e z.,.+ . .,+ {J:~i)z.; ... , 
. r ., , 

•aarin 
, ' -k 

(8.4) a,k -uJd ~ 0 1 '1n, r ,?- 0 1 Zp € ]) , L. Zp < o<:> ' 

en a.ls k even is bovendien 

(8.5) a.1k retel . 
.l ' 

Omgekeerd is elke gehele fu.nctie van de gedaanta (8.3)+(8.4)+(6.5) 

de uniforme limiet, in elk eindig domein; van een rij veeltermen die 

aa.n: (Z ~~ ) voldoet. . 
Bet geva.J. van een domein :O,' gevormd. door k willelceurige halflijnen, 

beginnend in O, eist wat omzioht igheid. We noemon hie:r alleen 

§.t~ .. ~;b.ipg ~i• Is de gebele funotie f( z) de un:Lfo:rme limiet, in elk 
ei.t:J.t\ig domein, van ee.n rij veeltermen{ fn{z)}vuae.rvan alle nulpurrten 
lig$en in D, da.n is f(z) van eind.iga orde q. 

Is.at w1 , w2 , ••• wk d.e a.rgumenten zijn van de k halflijnen. L$at. a 
het kleinste na.'f;u.urlijke getai zijn, waarvoo:r de halflijnen ~t 
UiiUllnal'.rtell· ,SW,t ,s'«g, .... ,,e:wk tot een sectoz- met opening < ,Cbtboren. 
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Waarvoor de halflijn~t In laat t het kleinate natuurlijke getal zijn, 
a;rgumenten tw1 , tw2 , ... twk tot een sector met openj .. ng 

geldt 
{a.6) q_ ~ min (s, 2t) ; 

(Vgl .. stelling 10 en 11). 
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