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%%The zeros of polynomials converging to en entire function and its
eanonical representation).

Summary. In its simplest form the problem treated here is as follows.
et {fn(z)} be a sequence of polynomials converging uniformly in every
?finite domain, The limit function f£(z) will be an entire function. Now

?if the polynomials f (z) furthermore satisfy the condition that their
zeros, for all n, 11e in a certain (infinite) domain D, what can we say

g%out £(z)?

: The limit functions £(z) have been completely characterized before’

for the following domains D (See the survey by N. Obrechkoff [3] and

‘compa:ce § 1)

1‘ A half-line (essentially by E Laguerre, completed by G, Polxa)

2. A sector with aperture‘<7r( dlya)

*3. A half-plane {(Po ;xg and Obrechkoff)

%4. A line ( guerre and olxa)

 Here we shall give complete characterizations of the limit functions

f(z) for the following domains Dt .

‘5. domain "corresponding asymptotically" with a sector <f17

6. A sector with aperture >Tr ‘ :

¥7. A "double-sector” with aperture < ;”7’ , L -

8. A domain "corresponding asymptotically® With such a double-sector

i9. A strip ("corresponds asymptotlcally" with & line and is therefore

v, particular case of 8)

10. A "double-sector" with aperture ﬂfor"> L?T : ,

‘11, The domain consisting of the k half-llnes arg & = j(27/k);}zl2 0

(j = 1? 23".’k) .

12 A domain consisting of k arbitrary half-lines starting from one

¢p01nt‘

? Just as 51 's and Obrechkoff‘ - ‘theorems, our theorems are

Wsllﬁhtly more compllcated than purely characterlzlng theorems would be,

Our theorems are of the following form. Let i* (z)} be a seguence of

‘polynomials all zeros of which lie in D as beiore (Gondition (Z)). Be-

cause of the restriction oh the zeros of the f (z) it will be unneces:-

'sary, in many cases, %0 suppose explicltly that the sequence {f (z)i

 converges uniformly in every finité domain in order to he sure that

lf(z) will be an entire function, Thus we impose on‘if (z)} only

\weaker conditions of convergence, (0), which are chosen such that they

timply uniform convergence in every finite domain in the particular
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case B considered., We then make a statement on the form of the limit
functlon f(z), which is a complete characterization in the sense that
every entire function of that form is the uniform limit in every finite
domain of a seguence of polynomials f (z) all zeros of which lie in D.
Our conditions {C) are related partly to older conditions, introduced
by Polya, partly to newer conditions given by 0, Szasz (See r4] and
compare § 1).

For our methods of proof see § 2. The proofs of some of our theoremé
have been omitted; all proofs will he given in & Leyden thesis.

«N\\\ \\ N\

§ 1. Stellingen van E, Laguerre, G. Pélva, N,:Obrechkoff en O, Szééz;

Voor een uitvoerigere historische inleiding, dan hier wordt gegeven,
zie men Obrechkoff [3] 3 waar men ock de literatuur tot 1941 vindt opge—
gevena, R

Stelling 1 is in hoofdzaak afkomstag van Laguerre.

Stelling 1. Als de rij veeltermen {f,(z 31 voldoet asn

(Z;) alle nulpunten van f (z) zijn rreel en » 0 (0 =1, 2, 3,...),
(Ci){f (z)} convergeert unlform in elk eindig domein, :

dan is de limietfunctie f(z) van de. rij {fh(?}, een gehele functle van
Zy dle te sohrlgven is in de gedaante

-

A ey 7\ (1=k/5) 5
waarin * ; " :
“1.2) 4(0 o B geheel o 5 fcﬁ >0 2 x < .

‘In het volgende stelt C(r) voor de ca.rk.el P AR 4 z(fno), S(rx)de
sec’tor Mi?l?,\arg z) <§.‘°“* (oc ) Si:ellmg 2 is van Pol;za, ‘
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Stelling 2, Als de rij veeltermen {f (z)ivoldoet aan '
(Zz) alle nmulpunten van f (z) liggen in de sector 9 () (=2/421,3, )) '
waarin
‘(1 3) _— 0 &« K7
; (Cz){f (2)} convergeert uniform in een cirkel C(2), SRS
dan geldt (C,) steeds als de limietfunctie £(z) va.n{f (z)}ln C(Z) folso |
De limietfunctie £(z) is dus altijd geheely hij heeft de gedaante (‘1 1)
met €
(1.4) ~,o,/\5(o<) » m geheel > O, 1, € 5(«) 2 iz

Omgekeerd is elke gehele functie van de gedaante (1, 1) + (1. 4) + (‘LB}
de uniforme limiet, in elk eindig domein, van een rij veelhermen

(z)_f die zan (Z5) voldoet, :

Het gremsgeval X=7(halfvlak) is behandeld door P X en Obrechkofi.
Stelling 3. Als de rij veeltermen{f (z)} voldoet aan .
<Z3) alle nulpunten van f (z) hebben niet-negatief recel deel (n = 1,
25 3004)y E
en azn (Cy) =(Cy), dan geldt (c,) steeds als de llmletfunctle f(z) van

if (z)f in C{r) 9": 0 is. De limietfunctie f(z) is dus ali‘lgd geheels hl;j
heeft de gedaante ‘

(1.5) , ’g 841*82 m// (/ f"-/'%») Z/Zp
waarin
(‘i 5) { ‘32(%/:') 20, Z 32(4;)"’/) convergeert met som ﬁ‘d{(au
b retel0, n geheel20 , F 12l < 00, |
Omgekeerd is elke gehele functie van cfe gedaante (1.5) + {1.6) de
uniforme limiet, in elk e:md:.g domein, van een rij veelbermen {f (z)f
die aan (23) voldoet.,

Uit een.artikel van Szasz[#]volg*b ‘ : ;» 4
Stelling 4, Men kan :m stelling 3 (C;) vervangen door een\ 2 s Pg ‘
(G‘I‘) l:un {n ({?) g,’.“ »d/] bestaat voor j = 0, 1, 2,...; en
4, # Oy '

f(z) kan nu natuurlijk m.et 0 zijn), | .

(04) {f (z)} convergeert in de punten van een verzamelmg E met een

eindig verdlchtlngSPun't; als niet in alle pun’sen van E de limiet f(z) ,

van {_f (z)t{ nul is, dan bestaan er constanten d/, di zg dat i
o< &, <‘fn(0)‘< a/,a > ‘f © | ; t) ‘5%(0) (dz;(”& 13’ 3, ’}

(In plaats van C(r) leze men in stelling 3 nu E.) , ’

- Tot slot de volgende stelling van .J_i,__w;_lerre en olxa.

Stelling 5. Als de rij veeltermen {f, (z}_}voldoet aan

(Z2g) alle nulpunten van £, (z) zijn reeel (n =1, 2, 3,004)) ey a

en aan (Cg) = (Gz), dan geldt (0!) steeds als de limietfunctie f(z) TeNT

if (z)} in G(r) ¥ 0 is. De llmletfunctle f(z) is dus al“c13d geheel;

hij heeft de gedaante 1. 5) met . Y
1.7y a, b recel, b<0, m geheel 0, z«'}, ;t'e?ée,l,‘ Z &)‘ < oa. :

O
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‘Omgekee:f'd‘is elke gehele functie van de gedaante (1, 5) + (1.7) de
uniforme limiet, in elk eindig domein, van een rij veel'termen [%(Z)}
die azan (Zé.) voldoet, |

In het volgende worden bewijzen gegeven van stelling 1 t.e.m, 4
met algemenere voorwaarden (c).

§ 2. Hulpmiddelen, die wij in het volgende gebruiken.,

Wij beglnnen met een stelling, die in hoofdzask afkomstig is van
A, Burwitz (Vgl.[5] p. 119), |
Stelling 6, Laat de functies £.(z) (n =1, 2, 3,...) regulier zijn in
een domein D, gevormd door een enkelvoudig samenhangend gebied en zijn
rznd., Lazt £ (z)-» £(z) uniform in D. ILaat tenslotte f(z)ﬁéO
Nu geldt: een 1nwend1g punt z, van D is alleen dan een nulpunt van f(z)
1s 2z, de limiet ia ven een rij mulpunten §z,,{ (#, (,/=0 voor n>no)
rreciezer geldt: z, is alleen dan m~voudig nulpunt van £(z), als er m
rijen nmalpunten {&nlg Zzﬂz} TN zkh.mf naar z, convergeren. ( ('«'no) o
voor nxn,, i =1, 2,...,m; Zy,g OB Z, . zijn veor i#j steeds erschll-,
lende nulpunten van f (z) - niet nood@akell;}k verschillende punten).
Is.z, m-youdig nulpun‘b van f(z), dan geldt uniform in D

(2.) G = fn () /) T (2-25¢) = 9lc)= f”&)/(x 2,

He'b eerste deel van de stelllng is een eenvoudige toepassing van de
stelling van Rouchés wat het laatste stuk betreft merken we op, dat er
ren cirkeltje C om z, bestaat, binnen D, waarop geen andere nulpunten
liggen van f(z) dan z,, Voor voldcende grote n van f (z) dus geen an-
dere dan z ns? 3 Zyme D - C zal gn(z) uniform nac,r g(z) conver-
geren; wegens de maximum-modulusstelling dus ook op G .

Wij zullen enkele malen de product: stelling van J . Hadsmard ge-
bruiken (Vgl. I:S] De 251) '

Stelling 7. Als £(z) een gehele functie is van de orde (<1? d.w.z,
(2.2) f(z) = 0( e“ﬂ?‘,‘&

mé’b z = 0 als m-voudig nulpunt, en met nulpunten $0 gz ? Zgyeees
z§, dat voor een zekere gehele k"'!

) voor elke £ >0,

(2. 3) . 2: Mf/,t < 06, B » ;
(men kan altijd € < 9-{-1 k:{%zen) dan heeft £(z) de kanonleke repre- |
sentatie.  &/r + 2%/ a*,.,*,‘ /(k_-;)z -/
(2.4) ) = GP&') i // (/ k,/ kp)e » % /’

wasrin P z) een veelterm is van de graad < o ‘ | ,
Onze bewijzen zullen in haofdzaak berusten op de velgende stelllngm

ven E, Iindwart en P6’1va, die W1;| hier geven in een vorm oxrgeveer vail

P, Montel (vgl. [31). | i

Stelling 8. Als de rij veeltermen

(QfS‘):;}’: = ?”@) ZT[,“ *’/Z,,},) > ( 950) (oz-»/‘?)'u )




r =5-
Voor een zekere gehele k2 1 d>o, M}O voldoet aan de voorwaardeh

2.6 |9l <, g o)<, ..., g ’%0)10& Ge=1,2,-2),

(2Q7) . %’ {k” ,_ﬁ < M ( = 1, 2,’.55);

dan bestzan er con&tanten ZB en ¢ zo, dat

P
- (2.8) , [,gn&,} <’ 5 e , (voor alle n en z),

fStelllng 9. Als alle nulpunten Z np van de gehele functies 8 (z) £ 0
2ijn (n =1, 2,...), als (2.7) geldt en (2.8), en als de rij {9l
~convergeert op een puntverzameling E met Tenminste één eindig verdich-
ttlngspunt dan convergeer’c{gn(z)g uniform in elk elndlg domein, De
limietfunctie g(z) is dus geheel; hij heeft de gedaan’se

Y / - k’/
(2.9) A e P(z) T (/- z/z) .i‘/kﬁf-z,/zk/g,f— » 25k 1) %

waarin P(z) een véelterm is van de graad = k, en Waarvoor (2.3) geldt
‘ Wij willen P81 ya's bewijs (zie [27) voor deze gedaante der stel-
- lingen geschikt ma.ken. Wij gebruiken de volgende zeer eenvoudige lemma's,

‘Lemma 1. Voor alle complexe w en vaste 'ehele k 21 geldt

K~/ £
(2.10) | {(f"f"') ew/‘/ + &%/ {~~4+u ,f(ce__,)! 5 e J

E een constante,

Bewijs. Beschouw afzonderllgk de o*evallenfw{““l/2k en| w})’lék
.»Lemma 2, Als

(200 - Llos)= 14, 10+ +A15,'ao~ 7’0-—:0/44:5) €

dan is

(2.12) | = _.., ;

‘een veelterm in a,, a_z,...,

 Bewijs ven stelling 8. U:Lglemma 2, toegepast op gn(z), volgt in

verband met (2.6) dat J

(2.13) t S”Cf) k;, 5 > }'{f Z 2};/5

voor zekere constanten K <en alle n (J 1, 2,...,1:—-1) U:Lt lemma 1 ‘
' 2

volg"b nu in verband met (2.7) 0’27[5;,;»’%*’“*‘%;; :z )+ & M*f{f

tgn(x)i = // (1 x/w}( % ;

(210 ,ly,,(z/R ialy *'//"" = /%:EM,(”%@:*;}' |

Uit (2 14) volgt (2. 8)
Bewns van stelllng 9. De rij. {,gn(7) 2; is wegens (2 8) unlfonn be- .
grensd in elk eindig domeln.,Daa.r {gn(z} b cmnvorgeer‘b op E convergeay z, T
(z)jvolgens de stelllng van Vitali unli‘orm in elk emdlg domein., =
Da llmietfunctie g(z) is dus geheelg hl;; voldoe't aan dezelfde ongell;(lw-;t«

he:Ld (2 8) als ae gn(z) g(z) ig dus van ée orde ({ )k

o) w-#(‘gw + e ,‘
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Laat g(ﬁ)#O Dan is 2 = 0 geen nulpunt van g(z), omdat er anders
Ken rij nulpunten Zy) (g,,(z,",) = 0 veor n2n, ) zou zijn die —»0, hetgeen
nmcgeli;jk is wegens (2,7), Laat de nulpumen ven g(z) zijn z,, zy,...
le {’&mf {i'm f; TRy rijen nulpunten der g,(z) zijn die resp. con-
ergeren naar z,, Zgyrens (vgl. stelling 6) dan geldt voor el}ce P
Wwegens (2.7)
(2.15) z 1317 = Lo, L Ry
! a-’t &0 f’i
‘&t wil zeggen: (2.3) geldt.
| Toepassing van stelling 7 voltooit het bewijs.
#e geven nu enkele toepessingen ven stelling 8.
tellinp; 10. Laat V de verzameling zijn van d: nulpunten der veeltermen
41(95) (n =1, 2,...). 4ls er cen punt & is, van wearuit men V ziet onder
en hoek /3'(??’ terwijl voor zekere constenten 4, s d
216) O<d< f[e;”<d2 2 ‘[k,?‘)i</‘a) /‘}z-»/Z uo)

fan zijn er constanten B en C zd, det

(2. Pl
g{‘? 17) {ﬁt&‘)l < A ¢

', (voor alle n en z)

' ewijs. Door een beweging kunnen we bereiken doh ) 0 en dat alle nul-
punten zg,der £ (2z) liggen in de sector 5/7) /Hrl 20, |4 2) Iﬁ}
Laat nu gn(z) f (Z)/f (0). De veeltermen g (z) hetben de gedeente (2.5)
Bn ze voldoen zan (2.6) en (2.7) met k = 1, Wa’c betreft (2,7) blijkt dit
ls volgt: 'I,,’ & S[/?), dus

-~/ "’/
g 5 (%ny ) = | #npl “*"’(‘“j 'X'»/) [npl "‘"‘fﬁ;
' %
&2.18) {L ‘ﬁ'n}‘ £ S&‘ci"ﬂ 52( f(w/aw
= fec f‘/@ (’ﬂ 1/“;;,(’0)) < sec Ip (dﬁ/a&) /”3 51 w);
wegens (2.16). Uit stelling 8 volgt nu, dat (2, 8) geldt (k=1). Hieruit
olgt een dergelijke ongelijkheid voor fn(z). Door een beweging in het
-vlak geat de vorm ven de ongelijkheid niet verloren,
telling 11. Leat V de verzameling zijn van de nulpunten der veeltermen
n(z) (n =1, 2,.,.) Als er een punt }, is, van waaruit men V ziet onder
Qen hoek 7, terwijl vcor zekere cmnstanten ds , dx’
‘ 4 r . ,h’\ 4 A /
dan zijn er constanten B en C 20, dat 7
, 2.20) f{ (g)}ac E&C“‘f {voor alle n en z), S
@_e_wi‘!e. Door een beweging kunnen we bereiken det é’ = 0 en dat alle nul-
punten Zz,, der f (z) liggen in het halfvlek ¥(z)> 0. Leat nu g (z) =
: z‘/f (5)‘ De veeltermen 8y (z) he bhen de gedaante (2.5) en ze vol-
oen gan (2,6) en (2.7) met k. 2. Wat vetreft (2.7) blijkt dit als
algt (vel. Szasa [4]). Wegens lemma 2 en (2.19) bestaat er een con-
' ama 63 76 da‘h -
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I(Ioemen we even % ;, = 7\,9 fno’/uﬁ [R/b 2 0) , dan vinden we uit
2.21)

, Sz I +>:/¢,, BT B Yy A
(2.22) 22 3/,) * Z‘-u(/'";-'“‘“/ P = |
=2(8 Tl Eafl<adf, (nas2e),

Uit stelling 8 volgt nu, dat (2.3) geldt (k = 2). Voor f (z) geldt
dus een dergelijke ongelijkheid; ook *fmg ne sen tw ansforma*ble
z’ = az + b, fal = 1,
Opmerking, Uit § 5 volgt dat een stelling zoals 10 of 11 niet gel—-
dig kan zijn als men V ziet onder een hoek > 77 ‘
We noemen tenslotte de volgende senvoudige hnlpstelling,
‘Lemme. 3, Als enerzijds I Y PE N
(2.23) | te)=e 7 U7 i
wazrin de reeks convergeert in C{r)(lz{{ r), en als anderzijds
uniform in C(r) , o | S
A OEP N AP SRS (- 2/’«'»;;4; Cop# o)y
dan is v ‘ -

(2.25) s = B L X "'m ; //~ 2, co)s
4 n-360 {;i 1"5"3:, !
Bewijs. In C(-L r) convergeer'h log £ (z) uniform nasr log f(z)
~hebben dus &mz Cy als de co&fficiént is van zdin de ,
Vmachtreeks vogr &m. %(z) Toepassing van 1emma 2 voltooit het bewijs.

§ 3. Sector met Openlng g?f en halfyvlak, behancield met zwak’aere con—
vergentievoorwaarden. We bewijzen voor de sector s(e) (\ \2

|ere 2| g o ) de wvolgende uitbreiding van stelling 2 (en 1).
Stelling 12‘ Als de rij veel‘cermpn {f z)} voldoet asn (Zm) (Zz
‘waarin 0 £ X <7, en aan , e
?;(sz)i_f (z)j convergeert in de punten van een verzameling E met een
‘eindig verdichtingspunt; als de llmletfunctle £{z) van [f (z) f op B
0 is, bestaat er ofwel een punt t,, dst niet behoort tot S(o() o 0; ZO"

t voor zekere constanten 'df en 'i,(* v
; ;
;‘1) 0<4,< | &<y fin si f\ a/z > (‘” 525 001),

el een punt g £ 0, arg t_,-,‘uzo, dat voor zekere constanten d,en G

o< 4, <;}¢,@/<ag, HZ,(«‘“ <ff: s u&kr& ;(h~,z,,
geldt (C,) steeds als de llmlebt‘uncuz ‘ {Z} op Eio 13; f(z) is
,qaltljd geheel; hij heeft de geéar,.n*bb {113 + {14 4) . |
” o*ekeerd is elke gehele func‘tle f(z) van de gedaan‘be “1.1) + (1 -'ﬂ
(,(‘1@3) de un:x.forme limiet, in elk emdlg domein, van een ri3 veel—- i

émgn {f (z)} dle aan (ZIZ) .n(Z ) voldoet a »«

Qs
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Bewijs, We beginnen met het directe gedeelte., ILaat £(z) %O.

(i). Laat g = 0. Dan geldt (3.1). Uit stelling 10 volgt dat (2.17)
geldt, uit het bewijs van stelling 10 (zie (2.18),8 = o ) volgt dat
(2.7) geldt (k=1). We kunnen dus stelling 9 (k = 1) op de rij {fn(z)}
toepasgen. We vinden dat (C,) geldt, en dat £(z) de gedaante (1.1)
heeft met m = 0, Z |44/ <00 . Dat 2, € § (o) volgt onmiddel~
1lijk uit stelling 6, ‘ ‘

_ .Re‘st te bewijzen -4 € S@(},Lemma 3 (§ 2) geeft
(3.3) e-X 2 = %»Zrz;/:.

, Co .
zorgt men dat Xy, = %, , 74, =>4, ‘>“ » AxpP > %o (vgl, stelling 6)
dan heeft men :
: ~/ . o
(3.4) 2ty = tan 2 ks
3 is/’ moo0 <R > _ 9 o
3313 gegeven £ >0 kan men P zo groot Kiegen dat Z/,>/J 'z/-’ = 5)}791{1‘:’
§

Jit (3.3) en (3.4) volgt dan .

(3.5) Q. +PE = Liin ZP 2,;;/.
414 ©
Daar het rechterlid van (3.5) in S’Z) ligt, moet - & 5@()

(ii) Als Qniet E.S{;t} geldt (3.1); men ziet S(oX) wit § onder een
hoek /3(77’ . Uit stelling 10 volgt dat (2.17) geldt. Uit het eerste
deel van het bewijs van stelling 9 volgt dus, dat voor {fn(z)} c)
geldt; f£(z) is dus geheel, Lesat nu z = 0 een m-voudig nulpunt zijn van
f(z). We kunnen &ls in stelling 6 een rij veel‘berrpen Fn(z) constru-
eren die uniform in elk eindig domein naar F(z) =“f(z)/z’"convergeert,
terwijl FTL(O) # 0 (n=1, 2,.:.), Daar ook F(0) 3 0 voldoet ‘{Fn(z)g
azn de voorwsarden van stelling 12 met (?: 0. Uit (i) volgt mu dat
f£(z) de vereiste vorm (1:1) + (1:4) heeft. _ -

(ii1) 41s & 4 0, arg & =24 geldt (3.2); men 2% s(o) uit
& onder een hoek #. Uit stelling 11 volgt dat (2,20) geldt. Uit het
eerste deel ven het bewijs van stelling 9 volgt dus_,' dat voor
{fn(z)i (C/) geldty £(z) is dus geheel, Zie ve;c'de? (ii).

We bewijzen nu het omgekeerde deel van stellihg 12, Als £(z) =0
voldoet fn(z)"= n? . stel £(z) ?O. Uniform in elk eindig domein geldt
(3.6) f(a} = don A& (1 zwc/n)'";z (1-%/24).

Dear -# € $&) )gﬁﬁéﬁfo&) liggen alle ;iulpungen van de veelterm in
het rechterlid in S&). . ‘

Wij bewijzen nu een ov\ereenkoms’cig resultaat ‘groor het halfvlak
S(7r), dat een uitbreiding is van stelling 3 en 4 (met G/ ). ‘
Stelling 13. Als de rij veeltermen {fn(z)l voldoet aan (Z/s) = (ZJ)’
en aan (Cyq ):éﬁn(z)fconvergeert in de punten van een verzameling E met .
een eindig verdichtingspunt; als de limietfunctie f£(z) van {fn(z)}
op E 3/'-20 is, bestaat ér een punt gda‘l; geen inwendig punt is van
S(%) 2z, dat voor zekere constanten d, en dg
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3.7 o<a,< jf,(;’; [<2e, I )] <de 5 |41 <4 Gofm=42, 1)
dan geldt (C ) steeds als de limietfunctie f£(z) op E#EO is. f(z) is
dus geheels h13 heeft de gedaante (1.5) + (1.6).

Omgekeerd is elke gehele functie f(z) van de gedaante (1 5) +
+ (1.6) de uniforme l:l.mlet, in elk eindig dowmein, van een rij veelter-
men {f (z)§ die zan (2/3) (43) voldoet, A
Bewijs. Stel £(z) #O. We beginnen met het directe gedeelte, Als in
het bewijs ven stelling 12 blijkt, dat we ons tot het geval é‘ = 0 kunnen
beperken, Uit stelling 11 volgt dat (2.20) geldt, uit het bewijs ven
stelling 11 (zie (2.22)) vblgt dat (2,7) geldt (k=2). We kunnen dus
stelling 9 (k=2) op de rlg{f (z)i toepassen. We v1nden dat (C, ) geldt,

.en dat :f:'(z) de gedaante (1,5) heeft met m = O, f’k/,) 2 < o9,
&at 2 £ 5(77"/ is duidelijk, -

' Rest te bewijzen dat n(ﬁ”pg convergeert met som 5.—&?(9&)91’1
det D20 is. Zorg weer, dat {%.;}, .. -{%Pf convergeren naar

ZyyeassZpe Dan geldt ‘wegens F {’:{“,,,) > 0 en lemma 3 (§ 2)

(3.8) : .

Z (2p") = %/JZ 97l <a‘imZdZ(z/ -07i@).
‘DaarP in (3 8) w1llekeur1g Is en &? [4&,},>ggeld‘b < a3 (% ""/j conver—
geert met som <~m) Uit 1emma. 3 volgt verder

; ‘ - / %;" ~2
1B13 gegevené‘)a kan men P z0o groot klezen dat

G0 fpdes i - T at J8ls s

(Vel. (3 5) ) Leat nu fzh}’ ,x,w # 51{?’/2 (’x :po)We schatten als volgt

3(3.11) ..Z 5
,b>P » =

(3.12) {W(Z!?a/.}f'?"”))ttnp }Z Xnp ﬁb/,i

Als p—peo zal 12;,/,1‘4;&' dus het max. in (3.12) zal ——)0; De som in
(3.12) is begrensd: £ X J?{fz,,"’/— Jf(,a,} | Hieruit volgt dat
]»S:z—-) 0 ( /3-> ao). Voor VOldoende grote P V@rachllt b w:.llekeurlg welnlg

L >0,
vandE S/; daar S/>Omoet b2 0

We bew:.g zen nu het omgek&de geaeel‘ce, Unlform in elk elndlg domem
- geldt: : 2 ‘
| " axs «f %

(.13) 3?&)* 4}_;» Ae i // ﬂ»k/«/,/e
en &‘,n-f, ;‘t/: 4, stellend,
") ;

% /+ 4 4
(3.14) ‘gA/%_ &‘& (/fa,z/,gf@ ot ;, Z‘w(’ z /f)
Daax 5’{@,) (&k} "iJY s <o, £<o}hebben de. veeltermen achter ,,

de llmie'b'tekens in {3 14) al/’hun nulpun‘fzen in 8(7‘“). Ult (3 13} en
(3.14) volgt hot gestelde. SOt e e

y 3‘}’9 ’k;y- 7‘-/4}' ['917:1/) xn/b)x"*y 2’}&’ 57‘£~ v
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§ 4, Domein "asymptotisch ovéreenstemmend" met een sector <7 . .

¢(r) betekent weer de eirkel [z/ <r {r > 0), 8(®¢) de sectorlzl 0,
jarg b4 \{ 5 2 0 (%3 0). Onder T=T(& ) verstaan we een oneindig domein
(sebied + rand), dat “asymptotisch met S(X ) overeenstemt". D.W.z. Of
is de onderste grens van de getallen /'2 , wazrbij wen C(r) bestaat zd,-
dat T - T x C(r) C S(A), en & is téegoiijk de bovenste grems van de
getallen > ¢ waarbij een C(r) bestas’ zo, dat ()= S(¥)x C(r) C 7.
De halve strook R(z); 0, ]I(z) ] < 4 is cen 7oorbeeld van een T(0).
Wij bewijzen nu de volgehde uithreiding van stelling 12«

Stelling 14. Als de rij veeltermen i:ﬁn{z )g‘ voldoet aan-:

(ZM) ‘alle nulpunten van fn(z) liggen in T{X) (n= 1,2,3,¢¢5)

waarin : - _
‘:\(4.1) g 0 L XL

en aan ‘ |

(C,f,) {f (z}} convergeert uniform in ee¢n C(r) met een r zo groot,
dat C(r) een inwendig punt heeft dat niet & T(), van waar uit men
T(X ) ziet onder een hoek <7, '

of aan de zwakkere voorwaarde . ,

(C,,;} gf (z)} convergeert voor z € I, vwaarin E een Veraamellngls
met een eindig verdichtingspunt; als de '11m1=,tuznct1e f(z) van {f (z)}
op B #O is, dan bestaat er een punt £ , niet 1nwendlg punt van T(X),
van waar uit men T(o() ziet oncler een hom: <.9< 7~ [(f?—- /, terwijl
(442) o< d, < If,(¢)l<4 , [£(5)]|<

((4:3) o< d, < if,,,(é)k da , Maie)l< o s I{m:) < )
yoor zekere c¢onstanten d,!, d2 en alle n {eventueel alle n )no),

bdan geld‘b (C,{) steeds als de limietfunctie f(z) van ,ifn(z)i op C(r),
‘resps B 7=§O is. f(z) is dus geheel; hij heef% de gedaante

(48 Ao T g™ T'r(/..,-—z--)

waarin ol -/ i
(4+5) —a & 5[Q’/ ,mgeheel> Zf.é 7?0( ;;Z)ZI’I <=0
Omgekeerd is elke gehele functie van de gedaante (444)+(4- 5)+(4- 1)

de uniforme. llmiet, in elk eindlg domein, van een ria Veeltermen dle
aan (Z,,, ) voldoets - : ‘
Bewijse* Stel f(z)—,of 0+ We beginnen met het dlrecte gedeelte- Uit (C,,, Y
volgt dat er een punt § is in c(r) met £ (&) *Z: 0, dat aan de voor-
waarden van (G ,9 ) voldoet (zelfs met YTy Ve kunnen ong dus tot
(C 1y ) beperken-* Precies als b:x.,) steT 1J_ng 12 bewi;;st mer .uit (C ) '
dat (31) geldt* £(z) is dus geheel" ‘ '
Laat nu o((ﬂ< 7C Bepaal R zo groot, dat T = T x G(R) C S(ﬂ} ,
Als O(m keer); z1,....z_P de nulpunten zijn van f(z) in C(R) kunnen we
op ‘de wijze aangegeven in stelling 6 een rij veeltermen fF (z)} con-
si:rueren die uniform 1n elk eindlg domein convergeert naar SRR
E‘(z) f(z) / 5 it L . *‘*,‘ ter‘wial F (z) geen nuipunten  ‘ 

L

|
b
s
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N - -11=~

neeft in C(R)(n= 1,2....)- Op zF (z)} kunnen we nu stelling 12 toepas-
gen met /3 in plaats van 9 - We vinden dat f(z) de gedaante (4+4) heeft
met - a € gqj/ m geheel 20; Z ]2/;.] <°0 Dat 2, € T(X) volgt
omnlddellljk uit stelling-6- Daarﬂ willekeurig dicht bij & kan worden
gekozen, moet =-a &€ S{t) « 0ok (4-5) geldt duse

En nu het omgekeerde gedeelte* Als z = 0 nulpunt is van f£(z) moet
0€ T{cX)* 2 é—T(a’), dus alle nulpunten van g (z) = z" 7-7 (1-z/z )

behoren tot T(O(), en g, (z) ——7 z= TT (1—-z/z ) unlform in elk eindicg
domein* Tenslotte is e = lim (1+az/n) de uniforme limiet, in elk
eindig domein, van een rij veel%ermen waarvan de nulpunten(voor 'nZ ,)
alle in T(eX ) liggen, steeds als of = O of als -a & S[I/met f<o¢*
Als arg(- a}: + % X (0()0) kunnen we eerst €°° 'benaderen met functies

§ 5. Sector met opening} 7Z‘ . Laat de rij veeltermen{f (z)g voldoen
aan

(% i ) alle nulpunten van f (z) liggen in Stx) [0() T, m=/,2,3,. )
en aan (C ) Wat kunnen wij zeggen over de limietfunctie f{(z) van{f (z)}
in CG(r) ¢ Het zal blijken (voorbeeld 2) dat f(z) niet geheel behoeft te
zijn. Dit is misschien onverwacht}gezlen de stelling van Jentzsch (zie
[5] p. 238) die met zich brengt dat een machtreeks in z, met positieve
nvergentiestraal, waarbij de nulpunten ven de partiele sommen alle
iggen in een sector 5[0(/ met opening X 27, noodzakellak een gehele
unctie voorstelt. .

‘ Laat dan {f (z)} aan (Z e } voldoen en aan (C ). Dan is f(z) zeker
'heel Wat kunnen we zeggen over de orde van f(z) ? Uit voorbeeld 1

al blijken, dat f(z) de orde oneindig kan hebben. -Ook elke eindige
rde k ( k geheel 2> /) kan veorkomen ( -voorbeeld 3). Dit leidt tenslot-
e tot de karakteriserende stelling 15.

oorbeeld 1. De functie g%

5¢1) ' £(z) = €

s de uniforme limiet, in elk eindig domein, van een rij veeltermen

f (Z)} die aan (%, ) voldoet-

Immers, uniform in elk elndlg gebled geldt

. z . a
5+2) e - ﬂm [/+ e’

?
!
|
|
L

5*07/0‘?‘”

jigts ’/""%f”""‘/mxi £ (2~ 4y p- 7

‘ 7 : ,..'
(5°3) &m e ;[z e?'o*-ﬂ [2~%P- ”‘/TT{ {Z /3
e e 7t 6/7‘/

‘_'-z ‘ | 2, 1
Sl Ry S

o




. =12~
Om een bena.dé% veelterm f (z) te vinden, die bve in C(n) minder dan
1/n van £(z) afwijkt, kleze men eerst J‘.)O klein gehoeg en p groot
genoceg, dan g groot genoeg en tensl otte <] groot genoeg‘ Neemt men dan
s nog zoveel groter, dat de nulpunten {a—p + (p -~ 76 4% ) f /4 g
van de veelterm in 't ret¢hterlid van (5.4) in 8(& ) liggen, dan is de
zaak in orde.
Voorbeeld 2+ De functie

(5.5) f/z/~ exp {[42/2« /) 't

is de uniforme limiet in C(r) (r </ ) van een rij veeltermen {f (z)}dle

aan (Z ) voldoet.

w Immers, door de substitutie z — k =z volgt u:‘b roorbeeld 1 dat

exp (6/(2) (k geheel, 2 / ) de uniforme llmie‘b is in z + 1] L<r

van een rij-.veeltermen die aan (Zfs ) veEdoet, exp ( 6 ) is het

dus in C(r). Maar dahn is ook het in C(r) uniform convergente product
k31 ©¥D (e '("[z'-’) Y= f(2z) de uniforme limiet in C(r) van een

rij veeltermen die aan (%, ) voldoet.

Voerbeeld 3. De functie 421‘

(5.6) f(z) = ( b complex, k geheel > /) |

is de uniforme limiet, in elk elndlg dompln, van een rij veeltermen

ff (z)%dle aen (Z - ) voldcet®

Immers, uniform in elk eindig domein geldt

. _g k " é-. 2 “ £z )
(5.7) 2 Z_.: /gm e Zék’/b [gz e ‘},
§bo,elo0 T

- /,{eéz
(5-8)--&)”/7['6%65) j’fmv(/ﬁ‘ Z/

7

2“"""

Volgens de stelling van Hadamard geldt Verder

‘ &
on e AT (- gt

N

Hierin zijn a en ZP natuurll;;k afhankell;}k van € en z ¢ Bij vas*{:e .«

£ 70 kan men echter q zo greot kiezen, da't; de nulpunten z_ van (SM;
alle in s{ o ) liggen. Immers, laa:t z = x + i ¥y een nylpunt gi;jn ven
(5+9) met X<0 + Dan geld,‘b Lbz. et / =g of ]q/b]zz t“''13‘%31143:.101L
(t>0), (2 + yH)¥e o

Hieruit volgt { } . [Z) f f" -kéqé ‘~26X>¢ f"( _{f ,\
dus E ;

& S 20




Als q, dus ¢+, voldoende groot is liggen alle z dus in S(e()-
Tenslotte geldt uniform in elk eindig domeln

s e 2 [](1- ‘zg/;)e o b e /7( 'ZZ})Z

5 e PSS

en, a + 2 Zﬁ = a, stellend,
p<s

(5-12) 652"‘6 ,é, %/_,L M}

7 ad

waarin de veelterm  in het rechterlid voor voldoend grote u zijn nul-
punten in St ) heeft. '
-Stelling 15. Nodig en voldoende, opdat de gehele functie f(z) de uni-
forme limiet is, in elk eindig domein, van een rij veeltermen fn( 2)
waarvan alle nulpunten liggen in Sted) (&{>7Z n = 1,2,..-)) is dat alle
nulpunten-van £(z) in S{(X') liggen- .
Bewijs+ Dat deze voorwaarde nodig is, is ev:l.den't (stelling 6). Eij
is ook voldoende. Volgens de productstelling van Weierstrass kan men
namelijk schrijven 7 A

. x ’
2,,;..3.'-__.;.,..-;. .

(5.13) flz)= e;[zjg /- ;%/e LA £ %

7

waarin.g(z) geheel is en het product vniform convergeert in elk eindig
domein. Til men nu de veelterm f (z) 7z0 bepalen dat hij in C(n) ﬁ:)ena-

Ederen door e;" maal een elndlg rroduct ( &y (z) een veelterm), dus
Fdoor
: fn[zl
(5.14) - € - £
,04/1
Zé% h (z) een veelterm. 6 5("(/, en uit voorbeeld 3 volgt dat men
(z)

in C(m) 2zo goed-men wil kan benaderen door een veelterm met
al zijn nulpunten in S(o( ). Dit voltooit het bewijs.

minder dan 1/n van f(2z) verschilt, dan kan men eerst f(z) in
C(n)



-

§ 6. "Dubbelsector” met opening 77 en domein asymptotisch daarmee
svereenstemmend. Strook- Door een ceunvoudige kunstgreep (voor een deel
te vinden bij Lindwart en Pol\[__ L_.z kan men het directe gedeelte van
stelling 5 afleiden uit het geval = 0 w7an stelling 2. Uit het algemene
geval van stelling 2 (die in de dcor ons iewezen stelling 12 begrepen
is) volgt op dezelfde wijze het direct> gedeelte van stelling 16 over
de "dubbelsector" %[oé/ die de som is van de tegenover elkaar liggende

sectoren il / Iz =0
are{-2)1 < 5 o Z120/.

(6+1) lang x| < y jargzil < g5 ( )

Stelling 16+« Als de rij veeltermen {f (z) ¥ voldoe’c aan

(Z ) alle nulpunten van f (z) liggen in Ul ), = 1,2,°°%),

waar:.n _ I

(6 2) ‘ O < X < SiD)

en aan (C, )= (Cq ), dan geldt (C, ) steeds als de limietfunctie £(z)
van {f (z)} op C(r) #O In elk geval fv‘ f(z) geheels; hl;; heeft de ge-
daante (6.3) A" e ’*T//‘ -—)e z/’,waarm

(6+4) 565[0(/ , m geheel > , 2, ( i/\e(), Z 1zpl™ < o0

Omgekeerd is elke gehele functis van ae gedaente (6°3)+(6°4)+(6+2)

de uniforme limiet, in elk eindig df)mw:“, van sen rij veeltermen‘tfn( z)}
- die aan (Z,4 ) voldcet- ; : -

Bewijge (dlrecte gedeelte) * Laat f(z) «-O We mogen dan wel f (o)._ 1,
 f£(0) = 1 onderstellen* (Verwijder cen aveniueel m~voudig nulpunt z = 0
van f(z) als in stelling 6)* Definieer nu g (w) als volgh:
| gn(z ) £ (z) i (-z) De veeltermen g, (w) ’qe*ben al hun nulpunten
W np = Z“P (z np nulpunt van £ (z)) in (°,CY/ * Bovendien conver-
hgeert gn(w) uniform in C(r Y Daar 22X L T volgt nu uit het be-
wias van stelling 10 dat er een constante M bestaat zo, dat

(6rs) D N2yl = 2 Il My (= 1,2, )

We passen nu stelling 8 en 9 tce op {f (z)j (k=2) . We vinden dat
{f (z)} voldoet aa.n (C ) en dat f(z) is van de vorm (6.3) met
Z {2,] i« Dat z & éé(o(/ spreekt vanzelf; rest te bewi;;zen

> & Slu) » m )
],Beschouw é(w) ;[2‘/ f{z/ 7[‘(_.2/ {?/w/: Be ]7// 32 (6. %

L g(w) is de uniforme limiet in C(r ) van,:g (W)} ¢ Uit ste}.ling 2

gt dus - 2b¢& ,§(20{), zodat -b & S~("’/ . ‘
.Omgekeerde gedeelte)+ Laat f(z)}f O- Het cneindige produet in (6-3)
>\eren we eerst dcor een eindig product* We moeten dan nog bek:.,)kep

a0 PRl sy
LR
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Voor voldoende grote n liggen de nulpunten van '[1 + {4‘72-# [4*572%/’"'
zeker in.ﬁdky(moevoeging van © is nodig als b'= 0 of steeds als -b op
de rand ligt van Sﬁd; als X = 0 is & reeel) "

Men kan ook stelling 12 voor een Cubtelszcher "vertalen", maar dat
wordt iets gecompliceerder® Wel zullen we svelling 14 "vertalen”, ten-
minste het gedeelte met (0:4 ) Leat V = V/2(') een-oneindig domein
2ijn; dat "asymptotisch met (¢(et) overcenstemt”: Deweze of is de
onderste grens van de getallen 13, waarbij een C(r) bestaat zé; dat
V-VxcCr)C U(ﬂ), en ¢/ is tégelij.& de bovevste grens van de getallen
/2;- O waarbij een 0 {r) bestaat zo dat U(JM) - ‘U(//)x C(r) C Ve« Wij
hebben ' . '

Stelling 17« Als de rij veeltermen ffn(z)}voldoet aan
&(Z,z ) alle nulpunten van fn(z) liggen in V(i ), (n= 1,2,++7),
waarin & aan (6-2) voldoet, en azx
(C,} ) {;n(zlf convergeert uz;forn in een cirkel C(r) met een r zo groot,
-dat C(r) een inwendig punt heaf*, dat inwverdig punt is van een do-
mein D, dat noch met V(¢{), noch meh het iv £ gespiegelde domein'VfEFS_
van V(X)) een punt gemeen heeft, en dat door de trénsformatie W = zz'
: overgaat in een halfvlak(aan(blw } is zeker voldaan als r zo groot is
Cdat V() - V(X)) xC (x=8) fﬁé (_/:':_f'/’voo: een z ckere J) o).,
dan geldt (C; ) steeds als de limictfunctie £(z) van §f n(z)} op
- o(r) ﬁé(>is- f(2z) is geheel en van de geasante (6+3), waarin
(6°8) b€ Sfor/, m geheel 2 0 , z €T, T I%lTHg @0

Omgekeerd is elke gehele functie van de gedaante (6°3) +(6°+8)

(0<xX< £7) de uniforme limiet, in elk eindig domein, van een rij
- veeltermen die aan ( 2;) voldoet®. v
Bewijs. (Directe gedgelte), Laat als bij stelling 16 fn(o)= 1, r(o)=1)
: gn(zz)z fn(z) fn(—z)‘ Alle nulppnten W“P = z;; (zm’ nulpunt van
fn( z‘)) van gn(w) liggen in de T(20X) gegeven door de punten w = 72 ’

z € V() {gn(w)}convergeert uniform in C( r*); C{(r*) heeft een:in-

. wendig punt 2Z van waar uit men T(2cC) ziet onder een hoek < 7T
EVolgans stelling 14 convergeert{gn(w)}dus uniform in elk eindig domein-
fDaar alle nulpunten w, van gn(w) met voldoende grote modulus in

‘5‘(1/5) liggen ( /) vast, 2t/ < 2#)(77-’) en de limietfunctie g(w) van
?Zgn(w)} geheel is, geidt (6+5), Zie verdar het bewijs van stelling 16,
directe deel; in plaats van op stelling 2 doe men een beroep op stelling
Miﬁ;om te bewijzen dat ~b & S.Qx)'
\ {Omgekeerde gedeelte) * Vgls de overeenkomstige gedeelten van de be-
en van stelling 14 en 16° '

e vertaling van stelling 14 met (C,,/ ) wordt me te ingewikkelds
noem ik het:volgende bijzcudere geval, waarbij ook in het omgekeerde
elte O = 0. ' :



gtelling 18. 4ls de rij veeltermen {rn (z)ivoldbe‘c aan _

(z,g ) alle nulpunten van £,(2) liggen in de strook {I(z)f < 4 (A} C,

152004) s , . |

(€3 ){fn(z)} convergeert in de punten van een verzameling E met een

eindig verdichtingspunts alsde limietfunctie f(z) van ‘ifn(z)f op E.#O_

is, bestaat er een punt é dat geen inwendig punt is van de sbtrook 20/,)

dat voor mkere constanten d, en 4 -_ 7 .

(6,9) o< d’/ 4 }f,n [g} ]4’:‘ 0{_2 )2’"{:,[[25/}( 5(2_) /](v, {QL/ (< d.z, [1"7' 2,

dan geldt (C,).,s‘teeds als f(z) op B £ 0; £(z) is dns geheelj hij heeft

de gedaante (6,3), waarin ] J(z/,/lg Aﬂ, 2 fzfv’—'}< o, b weitd Lo,
(b L aals Ju/eZ )< gpet >

Omgekeerd is e iI«Eéy‘func‘i;ie van de gedaante (6,3)+(6.10) de uniforme
limiet, in elk eindig domein, van een rij veeltermen ifn(z)} die aan
(2, ) voldoet,

Opmerking, Een bijzonder geval van stelling 18 werd als een vermoe-
den uitgesproken door N,G, de Bruyn [1}. Dit vermoeden werd de aan-
leiding tot dit artikel, : : ‘

Wij laten het bewijs van stelling 18 hier weg. Wij merken alleen
nog op, dat men het directe deel van stelling 18 ook kan afleiden door
stelling 13 toe te passen zowel voor het halfvick I(z)_2>—4 als voor
het halfvlak I(z)< 4 (het eerst voor het halfviak dat Z niet als
inwendig punt vevat), ' | ‘

. ) . ,
§ 7. Dubbelsector met opening I 72‘of > 2 7“, We noemen eerat

Stelling 19, De functie 3 4
(7.1) £(z)= eBZ+PZ 402

1s dan en alleen darde uniforme limiet, in elk eindig domein, van een
rij % ten € U (ZkL
J veelfermen fn(z) waarvan alle nulpunten € /o8

(7.2) /ﬂ[é’/éo 4, d recel ZO.
Met behulp van stelling 19 kan men afleiden
Stelling 20, Als de rij veel‘bermen{fn(z)} voldoet aan
(Zlo ) alle malpuntem van £,(z) liggen in U( 7’_71'), (n=1,254.4)
en aan (C,,)=(C, ), dan geldt (C,) steeds als de limietfunctie £(z)

van {fn(z)} in C(r) ? 0 is; f£(z) is dus geheelj i;ij he;ft dezggﬁrm
L $ S

1) Ae <A [ (1 2)e” )" am

waarin ‘ ' P

(7";4') 5 % € i [7‘( ﬂ-/ St W/Z/:/ 29, Z 4 /%‘%onvergeert met som
<-—-’2 Q[g/ ; 4 redel )0 , m geheel 2 012_)2},/‘2.@.

+dz




Omgekeerd is elke gehele functie van de gedaante (7.3)+(7.4) de
uniforme limiet, in elk eindig domein, vaneen rij veeltermen die aan
(z,, ) voldoet,

Voor een dubbelsector met opening > 77 geldt (vgl. § 5 ).
Stelling 21, Elke gehele functie f(z), waarvan alle nulyunten liggen in
een U(Q( ) met o(> s is de uniforme limiet, in ell: eindig domein; van
een rij veeltermen f (z) waarvan alle nulpunten ligzea in U(oC),

§ 8. k halflijnen. We beginnen met
Stelling 22, De functie
a2+ 4, 224+ Z

k
(841) £(z) =

is dan en alleen dan de uniforme limiet, in elk eindig domein, van een
rij veeltermen {f (z)} waarvan alle rulpunten behoren tot het domein
ZD?, bestaande uit de k halflijnen arg z = J (27 ’t‘//’ Y, lz2) P o,

(j= 1,2...,k) als

(8.2) ay reeel 0 (k oneven)
8y reéel L0 a,k reéel (k even).

Met tehulp van stelling 22 kan men afleiden

Btelling 23, Alsderij veeltermen {“" (z)} voldoet ern

(2,3 ) alle nulpunten van f ,(2) liggen in het domein D! van stelling
%2 (n = 1,2,..),

gm aan (Cz3)= (C; ), dan geldt (¢, } steeds als de 1im1etfunctie £(z)

‘Van{f (z)} in G(r) :;éo isy f(z) is dus geheel; hl:j haeftzde vorm

f
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waarin

(8.4) Q&Luel 0 MW >0 ZPG'D ZZ <c><>

en als k even is bovendien
(8.5) @iy reeel . |
Omgekeerd is elke gehele functie vande gedaante (8. 3)4'(8 4)+(8.5)
de uniforme limiet, in elk eindig domein, van een rij veeltermen die
aan (Z,, ) voldoet.

Het geval van een domein IJ ' gevcrmd door k mllekeumge hal:flz.gnan;
beginnend in 0, eist wat omzichtigheid. We noemen hier alleen L
Stelling 24. Is de gehele functie £(z) de uniforme limiet, in elk -
eindig domein, van een rij veeltermen{ f (z)}waa,rvs,n alle nulxnmtw
liggen in D, dan is £(z) van eindige 01‘69 Qe

Laat w,“ WoraeaWy de axgumen‘ben zijn van de k halflijn@n. Laaft 8
het kleinste natuurlijke getel zijn, wearvoor de halflijnen met .
m:'gmnﬁn"ben aw‘, ,ﬂwg.,..,awk tot een aactcx me‘k opening (‘ T heheran. S
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 En last t het kleinste natuurlijke getal zijn; waarvoor de halflijﬁ?ggt
argumenten tw,, tw,,...tw, tot een sector met opening Tbehoren. Dan
geldy :

(8.6) . q € min (s, 2t) .

(vgl. stelling 10 en 11).
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