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(Interpolatory methods applied to functions of exponential type).

§ 1. Introduction. Summary of results.
A function f(z) defined on a set E is said to be of exponentisl

type if there are constants A and B such that )
(1.1) 22| ¢ 3 e/l

for all z € E. An entire functlon £(z) is said to be of exponential
type if an inequality (1.1) is valid for all z. Ve say that £(2z) is
of type X on E if to every £ >0 there exists a B(E ) such that

(1.2) [2(z)] <3 (g) & &TOIx
for all z€ E. An entire function f(z) is of type o if an inequality
(1.2) holds for{every £>0 and)all z. In this sense -

ag . ' 2 az .
e , 8in 8z, cos az, z e , 2 8in a =

are all of type Ial » While

%2
cos J = ““ 4, T eses g Sin 22
are of type O, and not of exponential type, resPectlvely. 8in 22 t

mzu )

however be called "of order 2 and exponential typvelf(a)]<’B e

By & theorem of S. Bernstein 1:1] (see § 2) an entire function of
type O can not be bounded along a line, if it is not a constant. In
1931 G, Péiza. [14] set the problem to prove that an entire function
ef type O can not be bounded on the set of the integers, except if it
is a constant. Several proofs have been given. See for example G.Szef’’
18], L. Tschakeloff [20], RsE«AsC. Paley .and N. Wiener [11]p. 81-83.
N. Levinson [9] Do 127—129 and J. Korevaar [§]. The proof which will
be given in § 3 reduces Polxa s problem to the theorem of S‘Bernstelu
mentioned above: it is shown that f(n) bounded implles f(x) bounded”

(x real).

The conclusion f(n) bounded — f(x) bounded is valid not only
for entire functions c¢f type O, .but for all entire functions of type
<, This was proved by Miss M.L. Cartwright [4] . Other proofs were
given by A. Pfluger [12], A.J. Macintyre [10] and R.P. Boas Jr{37] .
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In § 4 we prove a somewhat better result (type <MW only on the imagina-
ry ax(is) by means of an interpolation formula due to Boas Ysj « This
interpolation formula is proved in a new and much simpler way (see § 4,
we start from the "cardinal series" (3.2)). The most important result
of §4 is, however, that we could prove the following theorem of Miss
Cartwright [4] in a similar way: if f(z) is analytic and of exponen-
tial type <77 in R(z) 2 0, then'f(n) bounded implies (x) bounded
(n = 1,2,00¢3 x20)e It is sufficient here also to suppose that £(z)
is of type < T on the imaginary axZis. This theorem further leads to
an improvement of a theorem of V. Bernstein [21 (see § 4). In § 5 we
prove the following extension of Miss Cartwright's first theorem: if
f(z) is an entire function of exponential type, of type k™ on

z =iy (y real), if f(n), f'(nf,..., f(k"1 {n) are bounded (n integer)
then £(x) is bounded (x real). (Compare f(z) = z sink T2z, however).

V. Ganapg thy Iyer EB] and N. Levinson [:8] ’ [91 p. 122-126, have
proved some results on entire functions bounded on two "orthogonal"
sequences. For example, if f(z) is of type <*1T’)}2\ , bounded on in})
and{im% (n,m integers), then f(z) is a constant. Several generali-
zations are given in § 5. One is as follows. Let )1,;\2,... —Ak (k > 2)
be complex numbers eof different arguments (mod Tr). Let /.oj =Y i
Let sin"IT/u,z.,.,.... sin'yr/ukt,( be of type t on the line p.

If £(z) is an entire function of exponential type, of typed < t on p,
and if li‘ (K‘n)lsc(j = 1,2,..kX3 n integer) then £(z) is a constant.
An interesti%g result for a half-plane is also given.

In § 6 we finally mention a result of Po/lxa [15] and Pfluger DZI

on functions of order 2 and exponential type. »

Our proofs depend on theorems of E. Phragmén and E. Lindeldf E3]
combined with interpolation formulae which are partly new. More de-
tails will be given in a Leyden thesis.



& 2. Stellingen van E, Phragmén en E. Lindelsf met enkele toepassingen:
een stelling van S, Bexrstein en enkele ongelijkheden veor functies
wan_het exponentisdle type.

p—

T - . D T o T - iy wn n Cn o ——— -

is in een eindig samenkensend gebied G, en continu in G = G + I (I de
rand van G), darx volgt uit

(2.‘1) may (£{z)] =6
: z op 2

dat If(z)} < C overal in G, tenzij f(z) een constante is. Steeds volgt
wuit (2.1) echter

(2.2) l2(2)] € ¢©
wveor alle punten z van G, De volgende stellingen van Phragmén en Linde-
9L 2ijn uitbreidingen van de maximum-modulus stelling tot zekere
oneindige gebieden. : :

Steiling 1. (Zie [13] of t193 pag. 177). Laat f(z) analytisch zijn

in, en op de rand I van, eensector G met opening -gp('n“. Laat £(z)
wvan het exponentidle type zijn in G = G + I, d.We3.

(2.3) |£(z)] < B e Al2l

wvoor zekere constanten A en ﬁ%or alle z van G. Dan volgt uit (2.2)
wvoor z op [ dat (2.2) geldt voor alle z van G. :
¥ ) Bewijs. Laat G zijn de sector
| arg zf(%gﬂ. Laat

4 (2.4) gg(2) = 6%, ng(z) =
T Ky, = £(z) gg(z),

—  Hierin is §>0 , /<A< 7/ ender-
1y 9’5 steld. z A zal die tak zijn van
de functie, die 1 is in z=1.
hé-(z) is analytisch in G, continu
in G. Op Ky, (z=r e"yl, W/i{% 50)
T' - geldt _ 5{_ (Stae&)yxj <
e L= x+iy }g&'(”)); e 5
L oh c.a)ﬂ?b < e‘& wi—lya |

) %
3¢ N

ces i—) g&)odaar é%?( 17 . We jngbﬁnldnsszg‘egzns (2.3) op Ky
: : —{(dcen +Ar

(2 5). |[254)] < Be ZAP) T = jele),

waa_rin\ /tét).:,o ( 'i—-)oo). ép T g‘eldt?‘(zie het onderstelde)

2.6) el g CoTEEP 0
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Pas nu de maximum-modulus stelling toe op hg(z) in G, (\ z[< %y [arg z| <
2-50). We vinden ' '

(2.7) lhg{z)\Smax {/u,(r)', C} , z in '(";® .

Laten we in (2.7) bij vaste z r-00, dan krijgen we ]hé‘(z)l'\fc
(z in G), ofwel Y — |
(2.8) 2l < ¢ 1e®] Lz G,

Laten we tenslotte bij vaste z Jd-0 , dan geeft (2.8) }f(z)] <
overal in G. |

Opmerking. De voorwaarde dat f( z) van het exponentiele type is .
in G kan door een zwskkere vervangen worden ([13]of L19J) De voor-
waarde 504(77" is essentidel: eX % (< >0) is begrensd op de imaginaire
as, maar niet in het halfvlak &{( z)2 0. We zullen wel een stelling voor
.een halfvlak bewijzen, maar dan moeten we de greotte van f(z) sterker
beperken dan in (2.3),

Stelling 2. (zie [13 lof 19] p. 178). Laat £(z) analytisch zijn
in, en op de rand I)W%‘ﬂ%&%aat f(2z) van het exponentiele type O zijn
inG =6 + 79, d.w.z. bij elke £>0 bestaat er een constante B(£)
z0, dat ' ’

(2.9) l{.’ ()] < B(g) e £ ¥l | |
voor alle z van’G. Dan volgt uit (2.2) voor z op 2 dat‘(2'2) geldt
voor alle z van G -

Bewijs. Laat G zijn het halfvlak x>0 . We beschouwen de hulp-

functie :
3, : T , | (2.10) kg(z) = f(2) 'ef.é'z) ‘
%’ 8 >0 . Dear we in (2.9) £=4d

mogen nemen zien we dat kg(a)—iou(:t-&q).

‘ké‘(:};)l heeft dus een maximum op

0Lx <000 \

(2.11) k50| < 1 R5 (o) = &,

Zl’-? JC +‘53" : ze’g. Op »de 1mag1‘m‘a.1re ‘,,?a gf:a.ldt ‘
lkg(z)f 'f(z) <C. Hieruit, uit
(2.11) en uit het feit dat kg( z)

zowel in het eerste als in het vierde kwadrant van het exponentiele

type is volgb wegens stelling 1 :

(2.12) |ks(2)} < max.{c,p! , zinTG. Ce g

Rest te bewijzen D € C. Stel D> C. Dcn kan x, niet op ! 11ggen, e

dus X,>0 . Op de cirkel |z -Xo)= X, geldt {ks(z)|< D =les(q)|

Maar dan moet volgens he-h maximum~modulus pmneipe kg(z) een constan-r

te zijn: 11:3( z)] =D veor alle z, ook op 1‘, in S‘brljd met 'kg(z)* < c

voor 2z op }.‘. : s ‘ B

: TOEPASSINGEN. We 'bﬂwijzen eers't: de volgende stelling van S.Bern-

stein [‘{]



. : 5.
Stelling 3. Als }f(z) een gehele functie is van het exponentiele type
0, en als |£(z)| < C op een zekere lijn, dan is £(z) een constante,

Bewijs. Pas stelling 2 toe op de beide halfvlakken, waarin de
lijn het vlak verdeelt. Een begrensde gehele functie is een constante.

De volgende ongelijkheid levert een shatting voor gehele func-
ties van het exponentié'le type &X , begrensd op een.lijn (Zie E‘l6]
deel II p. 35, 36 (urs. 201, 202) en [17],val. [7'_}.)

Stelling 4. Als f(2z) analytisch is in/f(z) > O en daar van het
exponentiele type X 2 O p d.wez, £(2) = 0 ( e@""g)“’d ) voor elke
€0 , z in I{2) 2> 0, en als }f()t)!ﬁ' A(—09< %<0 ) dan geldt

(2.13) \ é&)} SA™?, (4=0t)20)

Bewijs. £(2) e“’ ~“5)’(( €>0) is begrensd op de re'e'le.as en op de
+ y-as, dus begrensd in J@);O (stelling 1), dus (stelling?2)

| fiy *C¥0% ] < A (5320
ofwel 2o\ < A MG (4320).
Door &= 0 volgt hieruitV(2,13) :
' De volgende stelling blijkt ook vaak nuttig.

Stelling 5. Als £(z) analytisch is in &< sz <P-§ (0<d: Si'—'ﬁ)en
daar van het exponentiéle type, en als veor een zekere recleX en voor
een Vi >0 -

(2.14) [ﬂ"z e’

dan geldt

219 . |[deetD)] < AEXT (120, Fsp<m-d),

Tenslotte noemen we de (opzettelijk w2inig scherp geformuleerde)

' Stelling 6., Als f(z) analytisch is in een sector@ﬂﬁ“ﬁM zg%
en daar van het exponentiele type (), en als f(z) van het type p (Zz0
is op de +y-as, dan is f(z) op een halflijn in de sector, die een

kleine hoek maakt met de +y-as, 0ok nog "ongeveer" van het type /3 :

~ VRG +
(2.16) )féz/){* C o (xt&)x +(B e)?)z;“de )
voor elke £ >¢& en bijpassends C. w2
Bewljs. De functie
e{«&ec O (w+&)+ LB+ % g@

&
1 stelling 1 toe.

is begrensd 0p' de randen van de sector. Pas

§ 3. Interpolatie in de gehele getallen: enige klassigke formg;g_g.
Toenassingen: een steilin,g van Ge Pglya en een van S. Bernstein.

De functie f_js_in W{5-n)§/{w(x->9§ heeft de waarde 1 inz =n
en de waarde O in alle andere punten z = geheel getal. Wanneer nu f£(z)
een gehele functie is, waarvoor f(n) =0 (I~ ) (|7l»> o ), dan stelt :
de in elk eindig gebied uniform convergente reeks van gehele func{:iesk /
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oo o ba
(3.1) F(z) = _._57: £(n) 31;3%&?;?1 = sin ”Z% (-1¥(§9ﬁ%

"een gehele functie voor, die in de gehele getallen met f(z) overeen-
stemt., Als f(z) van het exponentiele type X <7r is, is F(z) overal
gelijk zan f(z). Dit is onder andere een bijzonder geval van een re-
sultaat van J.M. Whittaker (Vgl. [22]13. 68). Wij bewi;)zen hier

Stelling 7. Als f(z) geheel is, van het exponentitle type X(=>0),
van het type /:"\ 77 ep de imaginaire as, en als f(n) = 0([n}~ )((nl—éoo).
dan is oo ‘

(3.2} f(z) = sin T z Z (=17 £(n) |

4 1 (z=)

Bewijse. Daar f(n} = F{un) (zie (3.1)) is

£ 1 - ‘n .
(3.3) g(z) = 42) =Mz _ flz) Z (D" £(n)

= gint @ T sin // Z 7( z-n)

geheel. Op de cirkels jz| = X + % (k geheel > 0) geldt

A 1
\sin _‘D’zl"‘1 <1, }f{z) S,'Bgcu‘"'&)(k*"é')

(3.4)
o 4
po
-1\ £(n) ‘ 1
\ Z g""?}‘"TZ «rﬂésc 2. o FIy AT & 1] ﬂ;\‘,(D 3
———m ’ H h
dﬁs 1y o
(3.5) | & 2)\ <E o (X+8) (Tet5) (E onath. van k).
Passen we de maxa.mumwn dulus s‘telling toe op g(z) tussen de cirkels
met stralen k + -é'- en ¥ + (k =0 1,...) dan vinden we uit (3.5) dat

g(z) van het exponentiele type is (en wel van het type o ).
g(z} is begrensd (nadert zelfs tot nul) op de halflijnen

< argzzz‘:f,—‘\'..‘*lef~ ,‘argz-—-—-g , als &§>0
6~k voldoende klein isi Immers,f(z) is daar "onge-
% veer® van he‘b type ‘3 < (me stelling 6), en
) s ( sin Tz )~ is dadr nog "bijna" van het
type ~7r ; tenslotte is daar (voor jz] > J k9

; a7 J i
. (‘1)1'1 ffr) o : » |
(3+6) % ‘77-(2:}- ) t<h§kl }n(-H){z; cos{ + }Z-\Z]( ;n;-m) )nlcosg
( Og}zl )‘
Uit stelling 1 wolgt dus, dat g(z) begrensd is in de drie door de

bslflijnen gevormde sectoren, g(z) is dus een constante, die alleen
maar O ken zijin.
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Verwant met stelling 7 is stelling 8. De daar genoemde interpo-
latieformule wordt wel naar L. Tschakaloff genoemd (zie- [?O]) Vel.
echter G« Valiron's "reeksen van Lagrange"[?1]

Stelling 8. Als f(z) geheel is, van het exponentlele type, van
het type F'(?T op de imaginaire as, en als f(n) = 0(1) Ca geheel),
dan is

in T £ \ 1 ,
(3.7 £(z) = 2 i 20) 4 £1(0) + Z (1" f(n)( z__n z

BeWJ.] « Pas stelling 7 toe opSﬂ(Z) {f(z) - f(O)}/ z. We
vinden

_sin s, 137
3.8 2(a) - 2(0) =-S~3=-I~1ﬂ—:'——-z-[fv(0) +§ (-1)" {r<n)—f<o>§( + 9]

Hieruit volgt het gestelde daa&;
(3.9) 1 =81n77’z[-1 ( 1)11(__,,..1_)1
-ao z-n

We merken nog op, dat ook (3.9) uit stelling 7 afgeleid kan
worden., Neem maar voor £(z): % /A - £ 235aA%(0<A<M. Ve vinden

fo .
A m}\% AnTTZ S g™ B.-M-»Zh) L4 .l...)
™ Tz e _%C f) (7r ™ (’h Z-n

Laat A « De reeks convergeert bij. ﬁ*éé’te z uniform in A , dus

AT _ wm 7/ /.,_____..),

Toepassingen. We noemen eerst de volgende stelllng van olxa. ([_141
vel. [18],]20], [11)p. 81-83, F9] »pe 127-129, [6]) die een ul'tbreldlng
1s van stelling 3.
) Stelling 9. Als f(z) een gehele functie is van het exponentiéle
type 0, en als If(n)! XC =0, +1, £ 2,4i.), dan is f(z) een con-
stante. ’
Bewijs. Pas stelling 7 toe op ? (z) -—{f(z) f(O)f / z. We win-
den voor X reéel

(3.10) }<f> (0] = lsih ﬁ’x% %I <C Zﬂnw)('!x-wlf/)\‘b

Stelling 3 levert na -3& {2) = const&nte. .Dadr P(n) > 0(n->060) moet
deze constante nul zijn, dus f{z) = £(0),: -
De volgende stelling is id hoofdzaak afkomstig van S. Bernstein
E‘l] (Vel. ['16_] deel 1T ps 35 (nrs 201)a )Ook deze stelling omvat stel-
ling 3« T !
Stelling 10, Als f(z) een gehele funetie is van het type o >¢-
die vuldse’c zax |£7x)] < C (x redel), dan geldt ff(x)!( K Co
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Bewijs. Laat A = 77/{ x+48), >0 . Pan is n(z) = f(Az) een
gehele functie van het type AT, en ]h(x)l<’ Cs We bewijzen dat
|ht(x) [ TC. Volgens stelling 8 geldt, na differentiatle,

n'(z) = cos ;/z i /444477'*26-/) ’gé’l)

e T e (.k’”)
(3411) '&’[Q)MW%JY»Q&) Con TFZ =~ 4int 77‘%2 )" %@L
~ - o0 7"/5(-79)

In het bijzonder geldt

(312) ) < 7r[«n £)2 =rC

Daar h(z+a), a reeel, san dezelfde voorwaarderi voldoet als h z), moet
dus [h'(x)]<u C. Anders geschreven

(3.13) }((Ax)) <wl ff(bc) <(x+8)C.

Daar E>O willekeurlg was, volgt hieruit [f’(x)[ <&C.,
Voorbeeld. Neem f£(z) = C elo( z,

§ 4. Een interpolatieformule van R.P. Beas Jr __en een verwante.
Toepassingen: een steliing van Miss M.L. Cartwright; een stelling van
V. Bernstein en nog een van Miss Cartwright.

Boas [3] heeft ©en andere nuttige interpolatieformule gegeven
voor het geval f(z) aan de voorwaarden van stelling 8 voldoet. Wij
zullen van Boag'stelling een heel kort bewijs gevens
| Stelling 11. Als f(z) geheel is, van het exponentigle type, van
het type [3(’?7" op de imaginaire as, en als f(n) = 0(1) (n geheel) dan
is
(4.1) £(z) = sin TR Z ) {@«,,) ¢in (2-n)

"o ¥ (x-n)*

voor elke 8)0 28, dat (H-E (‘Tf
Bewiis. Een bewijs als bij stelling 7 gaat niet, omdat sin J(Z 'n_}

a2

de zaak in de buurt van de imaglnalre as bederft. Laat © <a<"7"..ﬁ -8,
De gehele functies ~

(4,2) g, (z)= £(z) . M._:E_’f-z . sin A% , gz(z)zf(‘;’) M;:f)z ‘o A%

voldoen voor Ofﬁﬁé\ aan de voorwaarden van stelling 7. "e v1nden dus

(4 3) £(z) Mﬂ';z = g4(2) sin Az + gz(z) cos %
T 20
- Si?’"’” Z (-n= f(nlﬁ'}_?{nnggs A (g-g)_

o o



Integratie over A van 0 tot ) geeft (de reeks convergeert uniform in

) .
(4;4) 5 £(z) %Eé—é = sin rZZ (-1 "f(n) sin &z sin & {z-n)

7 (2=n)" £n
Deze reeks convergeert uniform in ¢ o Laat = © : we vinden (4.1)

Toepassing. We bewijzen de volgende stelling van Missg Cartwright
([4] , val. [12] , [10] , [3]) zoals Boas het deed.

Stelling 12, Als f(z) voldoet aan de voorwaarden van stelling
11, dan is £(x) begrensd (x reéel).

Bew13 . Als [£(n)l <c geeft (4.1)
x)~7

(4.5) [fr)] € {Z m“} TRt IS (3'2?+’Z C,

Opmerkingen. 1)/5<72’ is essentieel:.z sindz is van het type 7T..
op de imaginaire as, f(n) = 0 (n geheel). Maar f(x) is niet begrensd.
2) Stelling 9 volgt uit stelling 12 en stelling 3.

3) De £(z) van stelling 11 is van het type /3 « Ja, zelfs geldt (zie
stelling 4) lf(z)} < K {_ﬂ'y} (y = I(2)).

4) Het bewijs van L, Pfluger [12] is ook heel eenvoudlg, het berust
op stelling 8. Pfluger merkt nog op, dat f(x) bijna-periodiek isg, als
£(n) het is, en dat flx) — £ als f(n)—> £ (x resp. n—»oo).

Wat blijft er van stelling 12 over, als we alleen weten dat f£(2z)
analytisch is in R(z)22 0, aldaar van het exponentié'le type, en van h'et
type /5< 7w op de imaginaire as ? Dan geldt de volgende oudere stelling
van ¥, Bernstein ([2] p. 230 ). | ‘

Stelling 13. Als voor een zelere reels o

(4.6) . 1im sup L log {£(n)] = .&
'h-no % -

dan is ! ; ; .

(4. 7) 11m sup —j- log [f(x){ o .

A2

(De groei van f(zj op. de positieve x-as wordt ‘bepaald door zijn groei
op de natuurlijke getallen). , : :
Het is minder bekend, dat uit een stelling van Miss Cartwright
< [ 4_7, vgl. [10]) het volgende scherpere resultaat volgt s Waarvoor nog
geen "eenvoudlo‘" bewijs bekend scheen te zm;;n,
Stelllng ‘M. Als voor een zekere reele X -

(4¢8) ) | f(n) = O(p ™, ( ngeheel)o),
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dan is ,
’ X -
(4.9) Cf(x) =0( e "), (X200 ) . ,
—Z
Bewijs. We mogen wel of=¢ nemen ( beschouw anders f(z) e ).
Laat nu P
. BIyI ‘ X
(4.10) [f(ly)/ <Ae ’ }f(n)/é c (B« 7, y reeel, n geheel 2™
We beschouwen
oo
-1\ T
(4.11) _.f.(.."ﬂ_ - gin 7 zZ (=17 £(n) - sin ' 2 g(z)
- Vzed - > ZVn+1 (z-n) z+1

g(z) is analytisch in R(z) 2 ¢ en daar van het exponentié'].e type (vgl,
het bewijs van stelling 7), en wel van het type Oe Immers, g(z) is be-
grensd op de drie halflijnen arg z = + E‘—— ,argz = 2—-& & 7a
voldoende klein., (Vgl. (3,6)). Volgens stelling 2 is dus in R(z) >
[g( z) < bov.gr. ]g(:r.y)}. De laatste hangt alleen af van A,B,C. In het
bijzonder hebben we
(4.12) le(x)| < K (4,B,0), (x20).

Laat nu o é{<7c B, en laat o A< S Beschouw (4 11) met
£(z) cos Az resp. £(z) sin M z in plaats van f(z}g de bijbehorende
functies o(2z) mogen zijn 84 (A s Z), 8 (A ,%Z)» We hebben wegens (4.12)

(4.13) l[e; (2, 2] < €+, 0, (2 = 124 X20).
We stellen

G(},Z) = g1(?f Z) cesAz + 32(} 2 ) sin Az =
(4.14) . £/ Ve Z (—7/ [[h/C—MA/Z n/

———

fn 7 T Yo+t (2—2/
Dan is
7[/2/ (1) " tnf fin (2 - n/
(4.15) gffff) z/d 4 = e Z_ o Pads (2]

Voor z = X3 & hebben we wegens (4.14) en (4.13)

(4.16) | £ /g/a PN < 2 K(A, B3, CJ

Uit (4.15) en (4.16) volgt na een korte berekening dat £(x) begrensd is

(x20). |
Opmerkineens1) Uit stellzng 14 met X= O volzt étellinﬁ 12.

2) De som in (4.11) maal sin 7T z blijkt op de pos. x-as O(x z),

Hi erult volgt iets over de verdeling der f(n)®s.
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§ 5. Intex;polatle in de Hun'ben n en im (n, m geheel), Toepassing:

een stelling van V, Ganapsthy Iyer en N, levinson. Een vergaande ge-

neralisatie, en een generaligatie van een stelling van Migs Cartwright.
Stelling 15. Als f(z) geheel is, van het exponentiéle type, van .

het type 5( 7z”%, oy de halflijnen arg z = V.4 ) 27T of op de
halfll;;nen arg z = 3—’:? en Zf y €n ﬁls ¢ 7
RO ff»»/ MO el Gy
-0 Sand TN -~ 00 JM T 7

convergeren, dan geldt

gf f__ ngyrz dﬂwé?f'Z-_{;’ ("{) ”?ff"/ v»_f_Zj/"/jM—«g
(5.2), (2= z #onk TR 2‘/2-»*1/ = gk T

Bewijs. Het rechterlid P(z) van (5.25 is gelijk adn f(z} in de pux'i-—

ten n, im (n,m geheel}. De functie

(5.3)  7(2/= [ /12)— FL2) ] % fldwn 2. - sh w2

is dus geheel. Door de cirkels |[Z/= kfi (k geheel20) te beschouwen
vindt men als in stelling 7 dat g(z) van het exponentiele type is, ILaat
f£(z) van het type <7{1{2" zijn op arg z = 3?%/ 7”/5/ . Voor vol-
doend kleine ()>»f zal //z/ tot O naderen op arg z = 37/y ¥ J, |
arg z = 7'71'/5/ » {(Vgi., het bewijs van stelling 7). Hieruit emn ul‘b
stelling 1 volgt g(z1=0,

Toepassing. We bewijzen eerst de volgende stelling van Ganapathy
Iyer en Levinson (Zie [S] [8] en [9] p. 122)

Stelling 16, Als £{z) geheel is, van het exponentlele 'bvpe, van het
type ﬂs{ Ve op arg z = 37/Y en ,7"'/y s en als

5.y Ifnil< &, Jf1tem)l < C (n, m geheel),

dan is f(z) een constante, ‘
Bewijs. We passen (5.2) toe op f£(z) sin oz , o< o< e - }3’

We vinden dan, dat £(z) van het type -3 is op de imaginaire as, Uit

ff(n)}<0 en stelling 12 volgt nu dat f£{x) begrenpd is, Hieruit en uit

]i‘(lm) <C volgt wegens stelling 12 dat f£(iy) begrensd is, £(z) moet

dus een constante zijn, (Stelling 1), _
Opmerkingen. 1) Voor f(z) = sin %Xz sinh 7z is I op arg z =

3InSS 77/, (5.4) geldt, maar £(z) is geen constante!
2) A.ls f(n) 0, f(im) 0 moet natuurlijk f(z)= 0.

Men kan stelling 16 *gemakkelljk generaliseren voor twee puntenrl;jen.
waarvan de dragers esn hoek & met elkaar meken,
; S'tella,ng ‘1'1 Teat O wl 73'/3 oy A= et® . Laat I(z) een ge-
hele functie zﬁm va.:z het expcnentiele type, van het type
ﬂ( iz*rwa"z Qp\de halﬁ.l;nen arg z I.,L “’?‘Z“"Z 4 ¢ lew,

(a m gonee1) ,
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dan is f(z) een constante,. X
Ook deze stelling is "scherp": kijk masar naar sin 77< Slnﬂl(ﬂ-— e‘m).
We leiden stelling 17 af uit een overeenkomstige (diepere) stelllng voor
een halfvlak, ‘
Stelling 18, ILaat O <W< . Laat f(z) analytisch zijn in het
halfvlak %’z/; © en dsar van het exponentlele type, van het type

P Lew op de reele as, lLaat T, W
VAL AFe T/

¢ i"»..&’ .
~?\/::'-8— < /9{'2&@
Als

.1 [fAll< C , 1HA)< C (ne=o iz, ]

: a
dan is er bij elke Z)O een constante D zo, dat

(5.8) l{/z} < L, [_......J.E<a/(72 72’4:-—-£)
Bewijs Met f(z) is ook oo " th{),-r?n)(’z»»:%
(5.9) % f/z/ ) A {/),n){ ‘ '

Ot )Pm ), (2= D) sin Yo

[2""'1)5/54««»77) Z 4/m7z’)z ]
it =)z A w)

[““/.)%).a” {,//)z ”‘)ﬁ
T (i) % 701, (2= dn] S5 7,

N

analytisch in I(z)_2 O en ven het exponentlele type We zullen bewijzen v
dat op de halflijnen arg z = &, erg z = T~ 9 voor voldoend kleine 5’")0 ‘

‘(5 .10) (/a{z/g ﬁ(fz/ 4 .,uz-.sw lw s d, /z})

Laten we arg z = fybe%houwen. De ;y-de term van het llnkerlld van
(5,9) is kdaar’, voor een zekere '7{5“} > a, [12! 2o ¢ ,/wa,arln
A::ﬂ”z" cesy [‘}”’""7["/ ”‘ (7o als 3\"‘“’ Ve
Az Ay = B{xi(d- )/e“*g,,..zyr.rm..wmz‘ i
Het is duidelijk dat we >0 zo klein kunnen nemen, dat A < A

- Pas nu stelllng 5 toe op (z-ﬂ) ;[2/ We vinden dan

G0 gr2) < O (12172 gmimiomie ot 2] 5 oo "‘”;2 n’r*??;;
waaruit het gestelde gemakkelijk volgt. Men vn.ndt ook :

Gan fhx)e Ollyx) (7 L2ix>0)

Vermoeaellgk geldt (5.8) ook nog voor 4? =0 ,maar thans ontbreekt mig .
de tijd om dat na te gaan. ke ‘ ' ~
Uit s‘belllng 18 en qtell:mg 1 volg‘b stell:mg 17.
Stelling 17 is a“ia valg* tot k puntenrljen te generalmeren. S
Sfellmg 1_9 I.ad&v A‘, , ?s'{.v ké ; ;_,,”-;(‘k>2> complexe getallen mgn
-met mod’z ..m» ; en ax:‘gumenﬁa mod“?!“ vemahillend z:.jn Laa‘h /’5'
‘ 5 5 2 'n_y{va.n het ’cype t, I;ae.t
yan het type A< ¥ op p.

£ ( ") gehee}.



Laat verder
(5.137 /7[/(} ;) /{: e ; (7 =1, 2,...k§ n geheel),
Dan is f(z) een coznstante, .
De stelling is "scherp": sin T4 2z ... sin T Z heeft op p het
type t, (5.13) geld® voor Geze functie, maar het is geenl constante.
BSWZLL" We mogex we- aannemen dab 7[[3; ”1/ @//hf z ] (Beschouw
anders | {(z)-77%0/7 /2 ) . Oox wel, dat R de getallen V)
bevat. (Ande‘lmftfaé?‘fff?z‘ we ietsy op een 1lijn nabij p heeft f(z) nog een’
type <dat van sin7C4, Z .., sin /z/a,(Z). Definieer nu

f(z)={. {2/
fi=/ 201 W = ﬂ(z/v

STz S T (2= A

- e e e A e e

o | IO .
fo 2/ _ > Y oot (P = /o)

Sy, 2 T2 Tphes (2= N )

, =)o (D)
el S el gy
§n Tptf Z —eo W (2 — e n/

f{z} (3 =1, 2,...k)isgeheel, van ket exponentiéele type, van het 1
< dat van sin i Z... sin Qa2 op p, Yerwijl 7/ (//’i(;n/.. é’({ul’ /
€ 9. /

Op p en op liimen die een kleine hoek met p maken nadert 7/41,‘, /Z/
tot 0, dus (stelling 1) 7[:”, /z/c . T¢ (2z) is dus begrensd op de lijn
door O en 24( « Op p is het type van 7{/(/2/ < dat van sin 7Ty T,
Hieruit volgt dat het type van f, (z) op_elke lijn kleiner is dan dat

van sin 197!’/61 X 4, voor een zekere , << 19’< /. Cvgl het be-
wijs van stelling 4). Gpvolg, . 7/,'/,_/ [k/ is op elke lijn van het type <dai'
van sin iy x sin 77-/%4 . In het bizonder op de lijn, waar

sin 7/, 2 sin 7"/4{ 3 , zijn maximum-type bereikt. et (g, ¥/ en
ﬂ oy [24%/ Zijn 0“[ “i . Uit stelling 17 volgt dus dat f,é_/ (z)=o0 .
Verder is nu /; (Z) van het type van sin 74y , & » wat te
weinig is ( ]/Z’—:z /2/ is begrensd op drie rijen) om aan 0 zijn te

ontsnappen enz,

We besohouwden"cot nu toe puntenrijen van gelijke dichtheid. Men
mag ook mulrunen van sin 77/}“% toela‘te met {/t/ £/

Stelling 29, Tast 3} ;22) .t (fk ‘complexe getallen zijn van ver-~
- schillend argzmznt {mod © ). Iast S /}' %) Laat
sin T4 % o,, sin 7 /% op de iijn P » z13n van het type t. Ieat

f(z) geheel zijn, g'ax re‘b exponen‘blnle ‘bype, van het type ﬂ( 1 op p.
Taat Vemexm* fo : : : el . -

'{) -L')Lf

P,

3 = 1.,  2 yeadlty m ‘»ggneel



Dan is f( z) een constante. :

Ook deze stelling is "scherp" Het vewijs gaat net als dat van
stelling 19, alleen moet het geval k = 2 ~ het analogOn van stelling
17 -~ afzondeﬁi;tk bewezen worden,

In plaats van deze "mooie" puntenrijen mooen ook "V, Bernsteln"
rijen £ 2, wordengebruikt:

(5.16) /ﬁaw %&x/ [Zn=2m ]| > | 'w—m}d (d;@ vast),
M-t 00 no }_f(+,zh)§<c .

In de plaats van sin A4 Z komt een gehele functie , waarvan de eigen-
schappen voldoende bekend zijn om de met stelling 20 corresponderende

stelling te bem,;; zen,

Het is wel aardig het grensgeval van btelling 19 te bekijken als all
lijnen waarop we puntenrijen hadden tot de reéle as naderen, We krijgen
dan de volgende generalisatie van de eerste in §‘4 bekeken stelling van
Miss_Cartwright (de tweede kan 00k 2z0 gegeneraliseerd worden):

Stelling 21, Als f£(z) geheel is, van het exponen‘blele type, van het
type <k op de 1mag1nalre as, en als {t ; ~

-1

dan is f(x) begrensd (x reeel)¢ R
Het bewijs gaat als dat van § 4 (zonder veel nieuwe trucjes)., In de

‘plaats van sin 7% treedt s.mkﬂ‘fz ., Uit ait vocrbe%:lt tevens

dat de stelling "scherp” is. Het 1s misschien aardig op te merken, dat

de algemeenste puntenrij op de reele as, tot nu toe in de stpllmg van

Miss Car’cwrlght gebruikt, is van de vorm :

-] < A, IXWX»,»I*PL"”'

(Ui‘b !{[Xw}{< C , type :E(z) <,/(;, : '

volgt dan £(x) begrensd). e

§ 6. In‘cerpola‘ble in de gehele getallen van Gauss. Tee;gassing. een
stellmg van Pol;ya en Pfluger, |

Voor 1n’cerpola‘b3.e in de pu:rzten m 4+ in (m, n geheel) heb'ben we . een
gehele fu.nctle nodig met enkelvoudlge nulpunten in die punten. Zo'n
funetle is de O-functie van Welerstrass me*l: de perloden 1, 1. e
J.M. fhl’ctaker (Z'le [22] p. 72) bewees ’ : ' '
Stelling 22. Als f(z) geheel 18, /1

(5_1) i l{{z) 's} /46 -
mot B 47, 5o ; (= ,j’”‘*‘ i

o

i

(6;2}'3;; f (z] " ?’ﬂgﬁ‘/{) |

i e g T

'Bew:tgg,,.-; T fomt ()=
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a1, Z w5 o [ s
(6.3) 7(z) G TYmecn)(mein- z/b 27 Y, at2)(¢-z/

Daar op V,{ U/f/!van de orde & Fel is, volgt hieruit voor h— o0
(6.2) ‘ |
Stelling 23. Als £(z) voldoet aan de voorwaarden van stelling 22,

en als .
(6.4) [f (ntin /g

dan is f(z) een constante,

Pc'flxa [,lSJ bewees dit voor het geval dat (6.1) geldt voor elke
B>0 (en een bijbehorende A), Pfluger [12_7 bewees stelling 23,
Pfluger's bewijs is als volgt,

Bewijs van stelling 23, Pas (6.2) toe op 7/-/2 r M+ /V) 2 M/ N
geheel, in plaate van f(2). Ieat z een punt zijn van het vierkant
;{'(:& /:é'rt'/ . Dasrop is [Z~Tm ~( /2‘/% ) ozl € D, aws

(6.5) l{{2+~M¥ 1/‘/)1 < ZC.D Ze,% 7r{n,unz/: £_}

E onafhankelijk van M en N, Ook binnen dit vierkant -:—(t& :’/ geldt (6.5),
dus overal,

Opmerking, Stelling 23 is "zo goed mogelijk" in de zin dat de stel—-
ling niet juist is met = {7+ E , E2O | Maar als B=Z —

Er bestaan ook resultaten voor secectoren analoog aan stelling 23.
We gaan daar thans niet op in, |
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