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1. Wat 1s een Tauberstelling? Laat gegeven zijn twece sommatiemethoden P
en Q zodanig, dat uit de P-s (ommecrbaarheid) van een reeks steeds zijn
Q-8 volgt, en wel tot dezelfde som. Laat bovendien de methode Q tenminsce
één recks sommeren die methode P niet sommeert. Voorbeeld: P-s zlj gewonc

convergentie, Q-s zij Cesaro- of Abelsommeerbaarheid.

Uit "> a  is Q-s" zal niet voor alle reeksenigian volgen "3la_  is P-s”
De conclusie geldt misschien wel voor die reeksen zman waarvan de termen
a, voldoen aan een zekere voorwaarde, die bLv. hun grootte-orde beperkt.
Zo'n voorwaarde Tiank heet cen Taubervoorwaarde en ccn Tauberstelling voorn
recksen heeft de gedaante:

Uit ”E;an is Q-s" en ”T§a€}” volgt " an is P-s"

De kunst is natuurlijk om de voorwaarde T zo licht mogelijk te maken.
A.Tauber bewees in 1897 (zie [4], p. 149) dat uit

"E:anxn convergeert voor Ixl < 1 terwijl Eianxna+ s als xT1" en
“nan-% 0" volgt ”sn—a s"

Bewijs. Laat {nanté Ky voor alle n > N. Kies N en x zo dat (1-x)N = 1.

Dan geldt
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2. Grepen uilt de geschicdenis. De eigenlijke geschiedenis der Tauberstel-
lingen begint als Littlewood in 1910 bewijst dat

NundP n - -
Uit ”4Manx convergeert voor x| < 1 terwijl Ewanxnmw¢s als x 71" en

”lnan;< K" volgt ”sn~» s". (Zie 38}).
Tussen 1910 en 1930 bewijzen Hardy en Littlewood nog vele andere Tauber-

stellingen, onder anderc de volgende voor Lambertrecksen:

n n
— x
convergeert voor ixi< 1 terwijl (1'X);“an o

Uit " a

-.——) o
5 s als
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1-X 1=%

x T 1" en ”}naniﬁ K" volgt ”sn~v s, (Zie L51).
Dezc laatste stelling kan worden gebruikt om de priemgetalstelling te
bewljzen, maar Hardy ¢n Littlewocod gebruikten in het bewijs van hun Lam-
bert-Tauberstelling een getaltheorctisch resultaat dat de priemgetalstel-~
ling omvat.

Littlewood's stelling werd in 1930 op verrassend eenvoudlge wijze bewezen

door Karamata. (Zie _6); vgl. [ 71). Nog onlangs werd dit bewijs opnieuw

vereenvoudigd, en wel door Wiclandt in 1952 (zie 110:). Wielandt weet

Karamata's omweg over Ccsaro-sommeerbaarheid te vermijden.

Wiener zocht en vond in de jaren 1928-1930 cen bewijs van de Lambert-

Tauberstelling onafhankclijk van getaltheoretische resultaten in ziljn

zeer algemene Tauberstellingen, die de bovengenoemde stellingen over macht-

recksen en Lambert-rceksen omvatten. Wiencr's bewljzen (zie (113, 121)

zijn vooral vereenvoudigd door Pitt (zie [ O, p. 202-222); Wieners resul-

taten zijn onder anderc gegeneraliscerd door Beurling |1 en Godement | 3.

Voor we een van Wiener's stellingen formuleren enige definities.

% (t) « B betekent: Vf(t) begrensd op -00 <t 200, d.w.z. er is een constan-
te M zé dat | ¥ (t)l< M voor alle t.

y’(t)é C betekent: y(t) gell jkmatig continu op -00 < t<mw, dw.z. bilj elke
© > 0 behoort cen 4 >0 zé dat g (e+T)- @(t)] <% voor alle T
waarvoor |7l £ ¢ ¢en voor alle ¢t.

?(t)éis betekent: 4 (t) is langzaam schommelerd op - <t< 00, d.w.z. bi]
elke < - O bechorcn cen - >C en cen A zd dat {y(t+1)- gle)] ¢z
voor alle = mct 17} <« 5 en veor alle t > A.

Blijkbaar geldt 5 - C.

V(t)é&L bgfekent: yf(t) is intecgreerbaar over elk cindig vak, en

//ﬁ | (t)]dt bestaat.

Een van Wiener's algemene stellingen in een vorm gegeven door Pitt 1is:



, QO
Uit "K(t) ¢ L, g(t)e SB en/ K(t) g(T-t)dt—0 als T->o00" en
=0

@ iNt

"o K(t)e
-

dt # 0 voor -oco<A < oo" volgt "g(T )+ 0 als T > @ ".

3. Onze centrale stelling. We beschouwen in het volgende functionaal-
tranidformaties L(y9) = Li%“(t);u; die aan elke functie ¢ (t)€ B toevoegen
gen functie van u. L(y9) moet de volgende eigenschap hebben: als

yh(t)v—%cy(t) gelijkmatig op elk cindig interval, terwijl de getallen
M, = suplyDH(t)( een begrensde rij vormen, dan geldt L(}un)~6 L(£ ) voor
elke vaste u.

00
Voorbeeld: Laat K(t)« L, en definieer L(y‘) =j/ K(t)}ﬁ(u—t)dt =
-00
/OOK( £) & (t)dt
= u- 97 o
/o 4

STELLTING. Uit

"g(t) €& SB en ng(t+5);u:ﬂ_>o als T-—» 00 voor elke vaste u"
en

"L Sy(t);uj = 0 heeft geen oplossing f(t)'#:O in CB"

voléﬁ

"g(T)—0 als -3 ",

Dit resultaat komt in minder scherpe vorm voor bij Beurling [11 en dient
blj ons om de afleidingen in QIM en €;5 mogell jk te maken.

Bewijs. Onderstel dat niet g(T )~ 0. Dan bestaat er een ¢ > O en een rij

T ,> zodat |g(T ) >c voor n=1,2,... Stel g(t+ T ) = g, (t). Dan is

sup \gn(t)] = sup |g(t) | en lgn(o)lj>c voor alle n.

De rij*}gn(t)} bevat een deelrij die, gelijkmatig op elk eindig interval,
convergeert naar een limietfunctie @ (t)< CB. Men kan zo'n deelrij als

volgt verkrijgen: kies voor Sg (t)| een deelrij vean {gn(t)} die convergeert

n !
voor alle rationale t (pas het giagonaalprocédé toe). Voor irrationale ©'

convergeert de rij dan ook:

| . :
(%) JBy (81) - gy (8] ey (81) - gy () +|ey (1) = oy (8] +|g, (8-, (5!
| n, n \ ‘ n, n, I . n, J \ g, o,
We hebben
g, (£1) - g, (B)] =|e(t'+7 ) - gle+T )lee
‘ nk nk l ) nk nk
mits lt' - tl<-5 en Zn > A. Kies nu t rationaal, |t' - tl445: Voor alle

k
voldoend grote n, en np zal

nk(t‘) - gnp(t‘)l L3¢

Dezelfde redenering toegepast op willekeurige t' en op punten t op af-
standen <‘2<5 over de gehele lengte van een eindig interval bewijst dat

\g

%gn (t')k gelijkmatig convergeert op elk eindig interval.
k



Voor de limietfunctie ¥ (t) geldt met willekeurige t, t'
L (t) = ¢ (8) )= 1lim | g (t')-g (t)|¢ &
K ¢ \ k»oo\ 0y, n,

mits |t' - tj<c, dus 4 (t)¢ C. Ten slotte geldt

sup | o (£) | < sup jg(t)l 5 ¥ (0) = e,
dus ¢ (t)e B en ¢(t)# O.
Uit de definitie van L volgt nu dat ngn (t){~e L iy (t)] voor elke u.
Maar ook geldt L%gnk(t)} = Lig(t+ an)?ﬁg,o voor elke u. Dus L f(t)}=0,

hoewel 7“(t) ¢' 0. Dit is een tegenspraak.

4. Zeer eenvoudig bewijs van Littlewood's stelling via de centrale stel-
ling. We voeren gemakshalve eerst een nieuwe veranderlijke in de centrale
stelling in. We zeggen dat i;(v)é%B‘, resp. C' of 8', op O« v <_00, als
® (e%)e B, resp. ¢ of S. Zo betekent £ (v)=S' dat bij elke %> O een
¢'> 0 en een A behoren zo dat

CVEBew) - SnjeE
voor alle{ met I *1)4;5 en alle v > A, L'(P) = L‘§Q7(v);u} voegt aan
elke @ (v)<€ B' toe een functie van u. L' moet de eigenschap hebben dat
L‘Qf n)-e L'(j3) voor elke waste u steeds wanneerfi n(v)~t?§3(v) geli jk-
matig op elk interval v, < v & v, (v, > 0), terwijl sup‘\iin(v)\<; M.
De centrale stelling luldt na deze transformatie (en we hadden deze
nieuwe vorm gemakkelijk direct kunnen bewijzen)
STELLING. Ult

"G(v)e S'B' en L'{G(yv);ug—EC)als y — oo voor elke vaste u"

en
“Iﬂ%gy(v);u} = 0 heeft geen oplossing §5(v)g¢ 0 in C'B'"
volgt

"G(y) — 0 als y =",
Het gegeven van Littlewood's stelling luidt: E:anxn convergeert voor

(X -A, E:anxn = f(x) -»s als x 1 1, en ina < K. We mogen hierin voor s

wel O lezen: verminder maar a  met s. Definieer nu s(v) = 2 a,. Dan
ne v
geldt dat s(v)e B' (zle g 1), terwijl voor £ . 1,
N . S 1
\s(§>v)—s(v))§ 2 la | <K < % L K log o + o
VLn<ov Ven <gv )
dus s(v)esS!'.
Men heeft voor w > O, 547 0 nemend,
00 @
- < - < -nw
fle™ = 7 ae™=5"(s -s_ e _
5 ‘5 nn 1
P s (e”BW e-(n+1)w) 3 ;298 //n+1we‘vwdv ~
= S - = 5 -
o~ " 0 “n
00

=// we s (v)dv—>0 als wi O,
0



»
»

dus
& -v
//, s(yv)e "dv--»0 als y -»00 .
0

Aol m"‘
Kiest men nu L'(p) = ujé l(“?(v)e"uV dv (u > 0), en G(v) = s(v),

dan zal
@

v m [
L'BG(yv);ug = u/o s(yv)e ~'av =/5 s(%v)e Vav—s 0

als y = o voor elke vaste u > 0. Aangezien de vergelijking
‘i/ &/f:(v)e"uv dv 2 0 (u >, 0)
0

geen oplossing @;(v)'# O heeft in C'B' (er is zelfs geen begrensde op-
lossing die continu is voor v >» 0: momentenstelling !) blijkt uit de
centrale stelling dat s(y)— 0 als y —» o, h.t.b.w.

Opmerking. Het aldus verkregen bewijs van Littlewood's stelling 11ijkt
sterk op een bewljs van deze stelling dat onlangs is gegeven door
Delange [QJ.

Men kan de algemenere stellingen van Hardy en Littlewood voo&}machtreek-
sen ook ult de centrale stelling afleiden. Voorbeeld: uit ”2» &y x"

0
convergeert voor |x|«1 terwijl (1-x)" > anxn » 0 als x 1 1”
"\nanl<_Kn " yolgt "n " Sn** 0 als n—lco™". Als x> -1 neme men in de
centrale stelling

-uv

L' = /’ g— (v)( uv) e Vav, a(v) = v 's(v).

Uit het gegeven volgt dat// G(yv)vxe—vdv.~>o als y »00, waaruit volgt
G(y)— 0 als y— . 0

5. Wiener's stellingen via de centrale stelling en de theorie van Beurling.
g L0g

Laat L(y’) voldoen aan de voorwaarden genoemd in ¢f3; laat L( ) bovendien
lineair zijn en zodanig dat uit T !y»(t);u =0 volgt L\ #(t+7);u}l =0 voor
elke regle T . Als dus ¢ (t) een oplossing is van L(y )*a 0 dan voldoet

ook elke lineaire combinatie by ?(t+7k)

Beurling (1) bewljst nu dat voor elke functie ﬂ(t)é CB die # O 1s de
lineaire combinaties z_bk f«(t+( ) een klasse van functies vormen die
tenminste één limietfunctie (”11miet” in passende zin) e DT pezit ( 7 regel),
Hileruit volgt dat uit L(¢ ) = O voor eiytzekere ¢ (t)< CB, p(8)E O,

) = 0. Uit de centrale stelling
volgt dan de volgende verscherping van Beurling's resultaten:
STELLTING. Uit
"g(t) € SB en L&g(t+t);u}-»0 als T—j; covoor elke vaste u"

(waarbij L nu aan meer voorwaarden moet voldoen dan in 453 ) en
"L\*{(t);uj 0 heeft geen oplossing e eIt

volgt dat voor een zekere re&le A, L(e



volgt

"g(7 )= 0 als T—>o"
Past men dit resultaat toe op

L (t)sul = 7 K(t) ¢ (u-t) at = /, K(u-t) £ (t) at
7 /403 7 /=co ¥
waarin K(t)e L dan krijgbt men: uit
- 00 -
"K(t)e L, g(t)< SB en / K(u-t) g(t+z) dt = / K(u+ 7 -t) g(t) dat
/=00 /-co

—> 0 als C-»00 voor elke vaste u"

g OO s N - ’?\‘ 0 - N
"//' k(t)el (U-t) g¢ = o1 u//' k(t)e % at £ 0
/-0

-00

en

voor alle »"
volgt

i i
°

g(c)->0 als T—
Dit is de stelling van Wiener genoemd in J 2.
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