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Decompositie van rulmten

Twee verzamelingen P en Q gelegen in een metrische ruilmte
heten eindig-decompositie-gelijk. (notatie P TQen?Pn Q) als
er n disjuncte delen P, en evenzo @y (i = 1(1)n) bestaan zodat:

o n
P=uUl_4 P
_un
Q _nu_i__.,1 Q,

P, 2Q; (1=1(1)n).
(Tenzij anders vermeld, zal A = B aanduiden, dat A in B kan worden
getransformeerd door een isometrie, die de orientatie invariant

laat).

PTQ=3n (Pna).
De relatile f Ls reflexief, symmetrisch en transitief, de
relatie n is niet transitiel. Wel geldt:

Pm®Q &Q i R - P mn R,
(cfr. Banach & Tarski [3] ).

Z21J B een begrensde verzameling gelegen op de rechte 1lijn R'.
Dan geldt:
R' z R'\B.
213 D een hoogstens aftelbare verzameling gelegen in R'.
Dan geldt:
R! Z R'\D
Z1) P de verzameling der rationale getallen,A die der reEle
algebraische getallen. Dan geldt dus: .
R' 2 R'\ P en R' 7 R'\A.
Bovendien geldt:
R'\ P 7 R'\A,
Daarentegen geldt niet (als qu de verzameling der eindige deci-
maalbreuken en F2 die der eindige binaire breuken is):
PTA
PF Py
F1O f FE’
(Sierpiriski [14] Th 1 t/m 6)
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Zij 82 het boloppervliak gedefinieerd door
xZ + y2 + 2% = 1 en D een aftelbare (of eindige) deelverzameling
van S°. Dan geldt ([14]) Th. 8):

5% 3 s%\p

Bewlijs: kies de z-as zd, dat geen punt van D er op 1ligt.
Z1iJ ﬂ@ een draaling om de z-as over een hoek,G . Dan 1is er eemn
/3 zodat:

D, Pa D, pzpD,
twee aan twee disjunct zijn.

Bewijs: Z1J péD en w(p) de hoek tussen vlak opz en vlak
oxz. Stel nu voor een zekere [3

at pAD N p}zp (k,1 geheel, 0¢k< 1),
Dan geldt:

= (q) Df(p,‘) + k3 - 2k'TT zok(pg) + 13 - 21'7,
waarin Dy pgéD; k',1" geheel. Dus

o« (py) - > (py) + 2(1' - k)7

1 -k
Kiezen we/G buiten de aftelbare verzameling

it

3=

ot (py) - ot(py) + 2sm

n
waarin p,, pEGD; s,n geheel, n>0, dan zijn blijkbaar de verza-~
melingen p; D (k = 0,1,2,....) twee aan twee dlsjunct,.

Stelnu T = Ug o PADenV = 85\ T.

k
Dan geldt:
PaT = TND, ma.w, T £ TN\ND, en verder N
s®=tuv , 8°\D = (T\D)UV
TNV = 0 (T\D)NV = 0,
2 2

Dus S° 2 8°\D. g.e.d.

SE kan worden verdeeld in 4 disjuncte delen A,B,(,D, zodat
D aftelbaar is en

AE B=eC s BUC

(F. Hausdorff [ 77).

Hieruit volgt, dat het onmogelijk is aan ledere deelverza-
meling A van 52 een niet-negatiel redel getal m{A) als maat toe
te voegen met de eigenschappen:

(a) m(Sg) =

() A eB_m(h) = n(B)

(¢) ANB =0 m(AUB) = m{a) + m(B)



...3...
Bewijs: Omdat D aftelbaar is, geldt S°\D 3 8°,
Dus moet m(AUBUC) = 1 zijn. Wegens A2 B2C zou dan m(A) =7
moeten zijn en wegens A £ BUC zou m(A) = 3 moeten ziljn, wat
blijkbaar onmogelijk is,

2

Hieruit volgt, dat evenmin iedere begrensde deelverzame-
ling van de n-dimensionale Euclidische ruimte R" (n»3) een
niet-negatieve re&le maat kan hebben, die voldoet aan (b), (c)
en (a'):m(E") = 4,
waarin E een n-dimensionale eenheidskubus is.

Bewijs: stel er is cen maat in R (n>3), die voldoet.
Dan is het duidelijk, dat er ook een is in R°.

Z1j nu A<182 en A‘CJR3 gedefinieerd door: xtA' « x%(o,p],
waarin o de oorsprong is en p de verzameling A doorloopt.
Definieren we nu u (A) = m(A'), dan is p (op een constante fac-
tor na) een maat in Sg, die aan (a),(b) en (c) voldoet, wat
onmogelijk is.

Daarentegen kan aan iedere begrensde deelverzameling van .
R',R2 en S' (= cirkel) een re&le niet-negatieve maat worden
toegekend, die voldoet aan (a) c.q. (a') en aan (b) en (c).

(s. Banach [ 2] ). |

J. von Neumann stelde het volgende algemene probleem [410]:

Z21] gegeven een verzamcling M, een deelverzameling E en
een permutatiegroep G van M (d.1. een groep van een-eenduidige
afbeeldingen, die M afbeclden op M).

Een door E genormeerde, onder G invariante maat in M,
kortweg een (M,E,G)-maat is per definitie een functie, die aan
iedere deelverzameling A van M een maat m(A) toevoegt met de
elgenschappen:

(a)  m(A) redel 2 O (inclusief oo ),

(b) o ¢ G sm(A) = n(oh).

(c) ANB =0 »m(AUB) = m(A) + m(B).

(@) m(E) = 1.

Waaraan moeten nu M,E en G voldoen, opdat er een (M,E,G)-
maat bestaat?

G kan worden opgevat als een permutatiegroep van G zelf
door te definig&ren: ¢ (T) =0T (o,T ¢t G). Als nu een
(G,G,6)-maat bestaat, heet de groep G meetbaar. O.a. geldt:
ledere oplosbare groep en iedere eindige groep is meetbaar.
Maar een groep, die een vrije ondergroep van rang 2 bevat, is
niet meetbaar.

n n on

In geval M = < - gt resp. En, bewees von Neumann:



b

Er bestaat een (M,E,G)-maat, als G meetbaar is en E af-
beeldt op verzamelingen van Lebesque-maat 1.

Toepassingen: M = R! R2 St', G = bewegingsgroep

M = R" G = translatiegroep.

In geval M = 82 R (n; 3), G = bewegingsgroep, kunnen we
de stelling niet toepassen, want G bevat een vrije ondergroep
van rang 2 en 1is dus niet meetbaar. In deze gevallen bestaat,
zoals we gezien hebben, geen (M,E,G)-maat.

J. von Neumann bewees nog, dat er geen (M,E,G)-maat bestaat,
indien M = R2, E = E2, G = affiene groep, d.i. de groep van alle
lineaire transformaties

| —
xt o= a,x + 2,0y + a,
| E—
V' = 25X T oagsy +oa,
waarbilj de determinant a__,a - 8pa8yp = 1 is.

11722
A. Tarski komt o.a. tot het volgende resultaat [16]:

Een (M,E,G)-maat bestaat dan en slechts dan, als E niet
"paradoxaal’ verdeeld kan worden, d.w.z. als E niet kan worden
verdeeld In twee disjuncte delen Eq en E

E 7 E,1 en E T E2

03 zodat
T wor ier gedefinieerd met een u ebreider congruentle-
dt hi defint d T itgebreld T
begrip: A¥B =4 . Jo ¢G(B=04h)).

Men kan van &én bol twee bollen maken, d.w.z.: 82 kan worden
verdeeld in twee disjuncte delen 81 en 82, zodat:

s°Fs, en 275,
(Banach & Tarski [3]

Bewiljs: Beschouw de verdeling van Hausdorff:

§2:AUBUCUD,

Wegens AZRBUC kunnen we A verdelen in twee disjuncte delen
Aq en Ag, zodat Aq_.B hn2C, waaruit volgt AqtiAzﬁquL/Ag
Evenzo B en C. Dan hebben we:

s A,UBLUC,UD ge

it

17 Y % ° 5
82 i A/?)UBEUC2 323 \ND I 3
Dus 82 6 3% en S,t v S

Robinson bewees [11), dat 82 kan worden verdeeld in 4 disjuncte
delen A,B,C,D zodat:

AeBE2AUB, C€D=ECUD.
Hierult volgt: S° 7 AUC en S° T BUD.
Hieruit volgt weer, dat een volle bol kan worden verdeeld in 5
stukken (waarvan een uit &én punt bestaande), die na geschikte
verplaatsingen 2 volle bollen opleveren.
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Deze verdeling van 82 is een bijzonder geval van ecn alge-
mene decompositic-stelling, die - aangevuld door J.F, Adams [1])
- aldus kan worden geformulecrd:
52 kan worden verdeeld in n (n = 2,3,....) disjuncte delen
A, (1= 1(1)n) zodat alle sommen

S
Uk=1 %1 (1¢s¢n)

(dus de lege som en de alle—Ai~omvattende som uitgezonderd)
congruent zijn.

Voor deze congruenties zijn niet alleen rotaties, maar ook
splegelingen nodig, Indien alleen rotaties gebruikt worden,
moet bovendien geeist worden, dat geen congruenties optreden
tussen een som en zijn complement.

Robinson en Adams gaan uit van een vrije rotatie-groep
waarvan de rang gelljk is aan het aantal voorgeschreven con-
gruenties, Omdat er ook een vrije rotatie-groep van continue
rang bestaat (cfr. J. de Groot [6] ), geldt deze stelling ook
voor een verdeling in oneindig veel (uiteraard hoogstens ¢, d.i.
continu veel) delen, mits het aantal sommen, dat we congruent
willen maken de machtigheid ¢ niet overschrijdt.

(J. Mycielski [ 9], Dekker & de Groot [5]).

In het bijzonder kan S8° worden verdeeld in aftelbaar veel
disjuncte delen Ay (L = 1,2,....), zodat alle sommen A, - de
lege som en de alle~Ai~omvattende som ultgezonderd - congruent
zlJn,

Bovendien kan e¢r voor worden gezorgd, dat de delen totaal
imperfect, samcnhangend en microsamenhangend zijn, als het aan-
tal voorgeschreven congruenties kleiner dan ¢ is. [5]

Toecpassingen: 82 1s de som van een stijgende welgcordende
rij van machtigheid m van onderling congruente deelverzamelingen,
indien ';\’O smg¢c,

Men kan van 82 continu veel bollen maken.

Bewljs: beschouw de verdeling
5% - gop (BgUCy) T =c
die voldoet aan de congruenties

Bn¥ ¢pBys CpZ ol (mtT)
Dan geldt S< 2 B, Y C, (meT) g.e.d.
(zie ook Sierpirdski [12] Th.2).

Dit gaat enigszins gewljzigd ook met een volle hol,

Er 1is een verzam~ling EC:SQ, zodat voor iledere n(2<nce¢c)
82 kan worden verdeeld in n disjuncte delen, ieder congruent met
E door een rotatie,.
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Genoemde decompositie-stellingen gelden ook voor de
n-dimensionale bol % (n>3), behalve voor n = 4, waarvoor
het probleem onopgelost is. Eveneens gelden deze stellingen
in de n-dimensionale elliptische ruimte (n> 2, n # 4) en in
de n-dimensionale hyperbolische ruimte (n» 2), mits we eilsen,
dat geen congruentie optreedt tussen een som van delen en
zijn complement. [ 4],

In deze algemene vorm is het probleem onopgelost voor
Rn(n:>3). In R' en R° gelden de stellingen natuurlijk niet.

Wel geldt in RE:

Er bestaat voor iedere m ¢c een verzameling Vc;Rg, die
kan worden verdeeld in m disjuncte delen, die congruent met
V zijn (Serpidski(13] )

Het is duildelijk, dat V een maat nul moet hebben,.

De stelling geldt niet, als bovendien geeist wordt, dat
V begrensd 1s of gelegen is op een rechte.

Een verzameling ECR' bevat hoogstens €én punt p zodat
ENp2E. (Sierpinski [15])
Dit probleem 1s onopgelost voor RQ. Het geldt niet in RB.
Daar geldt zelfs:

Er is een nlet-lege verzameling EC_RB, zodat

ENpPp=2E voor alle pé E.
Ja zelfs:

Er is een verzameling EC382 van contilnue machtigheid,
zodat voor ledere hoogstens aftelbare deelverzameling D
geldt END gE

Voor iedere m (}{Osrnsc) s er een ECS° van machtigheid
m zodat ENFZE voor iledere eindige deelverzameling F .
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