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1. Inleiding. |
Stel dat m waarnemers onderling onafhankelijk ieder één waar-

neming verrichten aan elk van n objecten. De waarneming van de
o waarnemer asn het 1° object z1] JC o Wij onderutellen, dat
;x@Oeen waarneming is van een StOChaStLSCDC variabele . C met ver-
delingsfunctie /ﬁkfkj WiJ beschouwen hier toeftsen voor de hy-
pothese :

&) () Co<) C«) \
g =% (= = £ = 67700
tegen alternatieve hypothesen:
&, M,\ < \
(1) £olx = d/xung , (4w@ =)

waarbij tenminste één c9.¢:0
In het Bbijzondere geval:
/ )JJCJ = F(JC+7+/U’D9

waarbij A=) de verdelingsfunctie van een normale verdeling is

/ kan hl@rvoor een standaardtoets uit de variantlileanalyse worden
gebruikt. Blj benadering kan deze toets ook worden toegepast in
het geval /ﬁﬁﬁ een verdelingsfunctie van een ander typeip,doch es-
sentieel is de voorwaarde dat de verdelingsfunctie niet mag af-
hangen van o, Om deze moeilijkheden te vermijden heeft RRIED
MAN (1937) een toets opaestcld deike berust op rangschikking
van de grootheden gx @* J% nacw opklimmende grootte voor
1eder’6&.{3e toet51ngsgroothe1d is invariant tegen monotone

transformadties van de waarnemingen en de toets kan dus ook wor-

- ; v . . & &)
gen toegepast, indien de grootheden.Jgsf...,Q% niet gemeten, doch

alleen gerangschikt kunnen worden. Vandaar de naam: methode van

m rangschikkingen.
KENDALL (1948) heeft

van Friedman een lineaire functie 1s van de som van de ra

n SPEARMAN (1904), berekeno VOO

(58, 5en PPLEA. =)

[
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3
Gw"

getoond, dat de toetsingsgrootheid
ng-
r

coprelatie colficiénten v

¢
aile/7“‘ paren vectoren X c,

Dit, heeft FHRENBERG (1952) er toe genrucht een andere bOeto te
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onderzoeken, welke gebaseerd 1s op de som van de rangcorrelatie
codfficiénten van KENDALL (1938) (eigenlijk van LIPPS (1905)),
van genoemde vectorparen, Onafhankelljk van Ehrenberg, is deze
toetsingsgrootheid ook voorgesteld door TERPSTRA (1955-1956),
die haar in een meer algemecn geval dan het bovenstaande onder=-
zocht heeft. Hij heeft aangetoond, dat haar verdeling onder de
hypothese HQ voor grote n convergeert naasr een normale verdeling.
Het bestaan van het artikel van Ehrenberg, was door ons tot voor
kort niet opgemerkt. Vandaar het feit dat de toets in de aankondi-
ging -an deze goordracht naar Terpstra was genoemd. In deze voor-
dracht zullen wij niet ingaan op de generalisatie van Terpstra;
het hoofddoel is hier voor hetdoor Ehrunberg beachouwde guwrl na te
gaan wat er gebeurt met de verdeling van de toetsingsgrootheid
onder AQ als m toeneemt.

§. Definltie van de toetsingsgrootheld van Ehpyenberg.
De rangcorrelatiecoéfficiént wvan LIPPS-KENDALL voor de vectoren

x¥ en kggis op een factor na gelijk aan:

g7 kb ST e B
/D(ﬁ = ‘Z'* Zc{'/' th (%xé%"‘sm:«/gm/’gé“': ™
waarin oY CEA 2y p =42 ) T

) el )
Z{) = sugn. (XEO()‘” 3& ) ‘

[
J

Op dezelfde constante factor na, word{ EHRENBERG's toetsingsgroot-
held gedefinieerd door:

mg?f}" 7 Z <7 (&) / /50 /c<)\'2~ g z( ‘:24
(2> 7‘,,:«: _'Z_JZ ZZ& 2,a-l Z

o< Y (<j A<p T J
Wij zullen nu aannemen, dat voor iede“e<miae waarden Jan de groot—

e
heden Jasjverqchlllend zijn., Dit 1s behoudens een kans O het ge

. : . ~&, . . . .
val, indien de verdelingen f? () continu zijn., Het hier volgende
betoog kan met kleine wilijzigingen ook gevoerd worden voor het ge-
val, dat er onder de grootheden &%?Qgroepen gelijken optreden;
hiervoor wordt verwezen naar een binnenkort te verschijnen publi
catie (VAN ELTEREN (1957)).
.- &)
Onder de gestelde voorwaarde zijn alle Z =t 1.

Dus isg “J

— P ST 2 / ;
(3) T e 5 :._;,; Z‘{/‘ “”[;rm n(h«u’,

2/
als Zg’gedefinieerd wordt door:
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De grootheid Z,;. is behoudens de factor m 2 de toetsingsgroo?s
¢ o
heid van de tekentoets toegepast op de verschiller . Xfxl«la.

Uit (3) volgt, dat men de toetsingsgrootheid van Ehrenberg kan
berekenen door(f?) maal de tekentoets toe te pessen in plaats
van ; ) maal de rangcorrelatietoets van LIPPS-KENDALL.

Onder de in de inleiding genocemde altermnatieve hypothese
zal/ in het algemeen grotere waarden aannemen, dan onder de
hypothese/%). Bij een onbetrouwbaarheidsdrempel £ zullen wij
dus een kritiek gebied van het type7 & /; kiezen, waarbij 7
de kleinste wearde is, die door?ﬁ kan worden aangenomen, waar-

voor geldt: 73[2? 2 /¢ , ﬁg] < &

Voor de bepaling van.YZ dienen wij de %ansverdeling van
?"onder de hypothese /ﬁ althans bij benadering te kennen. Aan-
gezien A/ de hypathese /// impliceert, inhoudende dat vg?r ie-
&)

dere o alle permutaties van de gevonden waarden x: 575, gver
de n objecten even waarschijnlijk en deze m permutaties onafhan.
kelijk ziin, kﬁﬂ men volstaan met het onderzoek van de verdeling
van?ﬂonder}¥

Voor dit onderzoek maken we gebrulk van de eenvoudige iden-

titelt:

M2 Fﬁgz' s (/Z]?‘ p J«Jé,‘)

) i< 2 Sk «.’8 JJ
waarin ¢
def —
en J o
7. el -

Jk /C k.@ {9j
In de ultdrukklng (4) is EZ zl op een constante factor na
de toetsingsgrootheid van PRIEDMAN (1937).

—r i
3. Momenten van de variabelen Z; en 2,.kJonder Ho .
Men bewiljst gemakkelijk:

L ST (=
%éy$7m22;%%/“0§
bz =m 28 ) =1,
e, Y “‘ ‘ S5 6 /
- -
By g = mt T B2 =1 (i), 4) 5
gzg ZpL= 0 (op kbl




Daaruit volgt:
(5) Lz, = Hz

4 .
(6) &ng?%Skg =0 voor iedere i,j, k en 1,

J (éj'./ 4 - 'L:.l‘g =, J’G.#L)J'—f“:tk) .—(}j £ y
z Z | + 2 L= ) T (n- N W
{@u-hk)% Bl ,mfk\{) Zij Ly = — 1+ 3 men)-Fina)=—F{nt)

Dus wordt de covariantiematrix van de varilabelen Z. gegeven door:
(1) B = ) (n ;1)

met &, ﬂﬁ 0 als it/
1 als L—;J'

Nu is: Z{** - 2 =0

< ’J ({
dus is: 2? Tt n~\ z)
1S 2 2
nT 2 Z = n! {Z,,_ z” + >f
=l ot =t
= n-t[9 > 22 -
= n — z, - Z. 7.
{“  fe T ‘?; 52;@0 == 5'

Dit is een kwadratische vorm met matrixjgcuaqygedefinieerd door:

(8) i S PN |
%= T (14 5)

Men toont gemakkelljk aan, dat het product van deze matrix en de

matrix (7) met ¢ = 1,2....n—1;d£:1,2,....n—ﬂ een diagonazl matrix

. , i .

is, met diagonaal elementen::g(n+1). Als u dus de vector

(z,2,,...,%ny ) voorstelt, is:

Io] .
% i A ~

(9) A Huy'= 3 (n+1) S .

waarin CZ ¢ eenheldsmatrix met p rijen en kolommen voorstelt.
ri

De covariantiematrix van de variabelen ZJngwordt gegeven door:

/ 7 —p
éﬁj,e = ”’8(;"#2' +;2{'L‘;(;‘Z—LJ = Z_/)'e’{" _z;_g‘{‘) =

— 2 A

De covariantie van twee varvﬁbeWenZ' KlS 0O, als zij minder

I)
b

0 _2 V2 2
BZ = gfz-k +Za+zy,) =382 +682:02,,=3-8=1
‘g ! 4

dan &wee indices hetzelfde hebben.

Dus is:

(’lO) gZLJgn Zk'g‘nz é—{‘é[ﬂi‘c - c{gﬂ*%‘)k ‘y’“({j}f + é‘)k {S.;;‘Q . d'(::‘é (gf k\




indien geen der indices 1i,j,k en 1 gelijk is szan n.
Nu is: '

ZJIJCJ‘Q = ZJ.;lCJn + %f;nyg -+ 'ank)ﬁ
waaruit volgt:

-2 L=/
2 2 -2 S X
e Z
kL ﬁké h’ S Rajl mfn
T~ —t ot
J=! ’*5.£ﬂ$l%k) bl J')*“
Pit is een kwadratische vorm in de variabelén 75 e met
/ <YL~ a : = /ﬁ £ -1 <k /ggn”‘l
1 gx‘(t/ < { ,met matrix B OC&J)‘(k_Q) @g <5gn \ b )

gedefinieerd door:

"?%@,}){k,ﬁjﬁ n (=5, +4, g+§(k )+ dik o8- 5;£§;¢

Men ftoont nu emakkelldk aan aL het produot van dege
matrix en de matrix gedefinieerd door (10) met de beperking:
18 ¢<y & n.—1 een diegeonaal matrix 1s met diagonaal elementen

;’ . Als V dus de vector( len, 3«3”\ _______ zn-y.,n-t,n,) voorstelt is
dus:

N N e
(11) —B“&!x -3 J’fh(h«;) .

2
4, Limietverdeling van Z; Lo .
Wij beschouwen nu nader de in de vorige paragraaf gedefinieerde

vectoren K en v Volgens «in bekende stelling ult de matrix -
rekening bestaan er vierkante matrices C en D nct resp, -1 €n

$(n-1)(n-2) rijen en kolommen, zodanig dat:')

- 1 s
L@(C__w}(ﬁg}:@f’&gggcfﬁ :J’«hw( en

"‘f

% {Z]l/..} CDE’}/:*E /“g! V’/ D = o SL e n-2) -
Uit (9) en (11) volgt nu ( GMOﬂt gu'—-C' )T 1):

3 )

] e —as

C'e ”n+:'/\ en
DD = 3B

Lagt nu Wde gecombineerde vector(C,,Dy) voorstellen me
: n-2) ;q(n -1) componenten. Deze vector heeft onder

H, de volgende eigenschappen:

&, Het 1s de¢ som van m stochastisch onafhankelijke stochastische

vectoren,

b, De verwachtingswaarden van al zijn componenten zijn O,

'} zie o.2. C.R. Rao (1952) p. 18.
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¢. De waarden door deze componenten e2angenomen, liggen in e€en
begrensd interval en dus voldoen ziJ san de Liapounoff-
voorwaarden voor de geldigheid van de Centrale limietstelling.
d. Hun coveriantiematrix is voor iledere m de eenheldsmatrix
&gn6m~&.
Hier ult volgt, dat voor W de centrale limietstelling voor
stochastische vectoren geldt, en dus dat ce gimuliftane verde-
ling van de componenten van W voor m=> nadert tot de multi-
monale verdeling met covaeriantiematrix vadn,o Dit 1s de
simultane verdeling van gn(nmﬂ) onafhankelil jke normaal verdeel-
de variabelen met verwachtingswaarde 0O en variantie 1.

Nu is: 0xom—d

S wie w2 (Cu)(Cu) + (1) (0v) -

¢=1
=u'CCu + V' DDy =-2 W Auw+3v By

4l -
Belde termen zijn sommen van kwadraten van componenten van (J

dus hun verdelingen naderen tot‘Q’&—verdelingen met aantallen
vrijgheldsgraden gelijk aanc de aantallen kwadraten die in de
sommen voorkomen (resp: n-1 en z(n-1)(n-2))

Dus nadert de verdeling van:
- - S )
Z.[ G‘ig. ﬁg‘;“ A v/é, e ‘“ﬁ‘*'z;%{"':;“ ‘%m Z::;“‘ 2,
tot de verdeling van e:n.X§~vsrlaoele /ﬁ met 5(n-1)(n-2) vrij-
heldsgraden, waarbi) Zaenjgzonczh n&ell)k Z1in.

De verdeling van
(12) £=3 0 2" =3n" YO z5 Vel )Z R 7

o< o N ked T T s ~2

nedert dan tot de verdeling vean

P

(13) ) ::Q_-“,:JLN~M\XI~;» X,

5. Nader onderzoek van de verdelingsfunctie vanl& .

Het is van specilaal belang de verdelingx&w:& Te ondo rzolken voor

kleine waarden ven v . Voor grote weerden van Yuv, wordt de ver-

deling van QK bij benadering normas omdat dit het geval is

met E; en ék . Dit volgt trouwens ook ult de onderzockingen van

TERPSTRA (1955), die de limietverdeling van E? VOoOor n-+ws be-
ouwd he

heid >< kan beschouwd worden als cen kwadratische

ot
vorm in normasl verdeelde grootheden. In de literatuur worden




-7~
verscheidene mefhoden gegeven om de verdeling van dergeliljke
vormen in een reeks te ontwikkelen welke echter in het geval
van E{ slecht convergerenVoor eke e kleine waarden van n, is
de ontwikkeling van ROBBINS en PITMAN (1949) te gebriiken.
Hierbilj wordt de verdelingsiunctie FYRQ van é’ontwikkeld in
verdelingsfuncties ;;<>( van,ﬁcz-verdelingen met ¥ vrijheids-

graden: oo

FIX) = 2o 1y (X))

waarin

. , . ‘ Ain-
it frgenart) o (v30a) Y0
. : 4 . 2 net .

Voor oneven waarden van n kan een ontwikkeling in een eindig

aantal termen worden gegeven. WiJ beperken ons hier tot het geval

n=3, Dan is volgens (13):

X = )/ + 72’
waarbl] kf Penyz VdeHbEl% met VY vrijheidsgraden vocrstelt, waar-
van wi)] de verdelingsdichtheld aanduiden mcu)ﬂ,ﬁg en de verdallngs—
functie (als boven) met; {k . De verdellngsfunctie van 4%? wordt
nu gegeven door: %,
) % -7

73[49( <3Q]__F[L/)m_9é{f(’z§;)«/€ E e,

¥

en de verdelingsdichtheid van#ﬁf wordt ¢

o x\ _ Loprx) -27 -
it Al { # X
Ozxf/:f//»/ G A {F f P (4‘)
Nu geldt voor de verdelingsdichtheid van de mom van 2 onafhankelijk

verdeelde continue variabelen, die alleen positieve waarden aan-
nemer, met 01Lhtheden.9/¢,zn%OV))

fla)= 546 %

Slye e 27T 2
Dus in ons geval met: gg@g/ J,{A)=:;§?? 2, Vfr

=

o D)= dh )= o7

Y I
Jp)m e [ 2% H e
j(acj &W}"u/ 2 (x-g) Ty,
0
of met: 7= Z%/I,Lﬂ ; c%,._,~§‘~@lf;:

R e e gy S S e b e S o e w0 e e e

Zie b.v. H. Cramer (19406), p 191.
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’_/”
2//)__“__::/%/@2 r Vot =
&larw %% 2
=55 e (i
Dan is
X X

o ~E e 5 oz )
-~ [0 ] + 7/ A dn-
va - X e © X  x /
-2 7B T xR da

2 - 3
FX) = EX)— 7= € 7 F(2X)
Voor grote >< wordt dit&

FIX) = 71— \/Qé— L8,

Wij hebben dit resulteat vergeleken met de exacte verdeling

van :;.voor n=3 en m=3,4,5 en 6. Men vindt b.v,:

=3 i= 3 1 19 2t
PlzzX] 1 0,53 0,19 0,03
PrX 2X] 0,77 0,29 0,11 0,04
m=4 i= 12 o4 27 36
fpgi“;;: gx] 0,30 0,069 0,042 0,005
P X2 X] 0,26 0,058 0,040 0,013
m=5 | = A1, 4 25,8 30,6 35,4

1

"T‘Pif“% —;’, >< 7] Oy 38 (:/j) 047 Oj 02}4’ O; COQ
Pr X 2X] 0,28 0,046 0,025 0,014
m=6 §x= 12 ol 28 36
Pz K] 0,31 0,061 0,037 | 0,008
D [ >>Q 0,26 0,058 0,035 0,013

Men, ziet, dat de benadering van de verdeling van :g door die van
2§ inderdaad veter wordt bilj toenemende m. Verder blijkt de benade:-
ring het beste te zijn bij overschrijdingskansen in de buurt van
0,05 ()(in de buurt van 25).
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©. Enkele opmerkingen over het verband tussen de toetsen van

Friedman en Ehrenberg.

De grootheid Z in (12) is een lineaire transformatie van de toet-
singsgrootheid van EHRENBERG Zfeen dergeli jke transformatie van
de grootheid van FRIEDMAN.

Uit de definitie van Zl volgt dat deze grootheid voor n=2
identiek 1s aan 0. De ?vatsk van EHRENBERG en FRIEDMAN zijn dus
equivalent voor n=2 en komen dan overeen met de bekende Teken-

toets. Z1iJ zijn eveneens equivalent, indien de waarnemingen groe-

. . , (o0 GO
pen gelijk vertonen en wel zo, dat de grootheden X ,...,Xx, voor

iedere o< niet merr dan 2 verschillende waarden aannemen. Bij be-
nadering geldt dit ook voor grote n, immers de bijdrage van_EZZ
tot £ gazt voor grote n naar O (de variantie van Z,is van de orde

3> -

De asymptotische relatieve doeltreffendheid van de toets van

2

n”, die ven (n+1) £ ven de orde n”).
Friedman ten opzichte van de corresponderende variantie-analyse-
toets is onderzocht door van door VAN ELTEREN en NOETHER (1957).

Het gast hierbij om de limiet voor m-»eo sn de verhouding van de

waarde van m nodig voor de variantie analyse toets en de waarde

,.

m verelst voor de toets van Friedman, om bij dezelfde onbetrouw-
baarheldsdrempel eenzelfde onderscheidingsvermogen te bereiken

ten opzilchte van alternatieven van de gedaante:

P $ N
@‘ == L;;" = ("/ V—m) 5

& L
. . L S0
waarlndeé;gegeven congtanten zijn me,fﬁwé =0 .
Genoemde limiet blijkt te worden-
o) N
1l
o = O ._“f;;m,
B 7T Lt
als /() (zie per.1) de verdelingsfunctie van een normale verde-
ling is.
Bij n=2 geldt :ﬁ%» overeenkomend met de aymptotische doel-
. . ( 3 e
treffendheid van de tekentoets., Voor grote n wordc\exfia en dit

geldt dan zowel voor de toets van Friedman als
Ehrenberg., Een onderzoek is nog gaende naar de ‘oceltreffendheid
van ghrenherg‘s toets voor kleine n=3; deze h

all van de gebruikte onbetrouwbearheidsdrempel en van de waarden
derci.

Fen ander L~langrijk vergelijkingsobject vormen de bruikbaar-

~
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heidseigenschappen van beide toetsen. Men stelt zich dan de vraag

pij welke glternoticve hypothesen de toetsen met zekerheld
tot verwerping van HO gaan leiden als m toeneemt. Het blijkt, dat
de verzameling van alternatieve hypothesen, waarvoor de toetsen
bruikbaar zijn, uitgebreider is, dan de door (1) gegevene, In-
dien wi] ons beperken tol continu verdeelde grootheden en de
vectoren %ﬁxétatistisch onafhankeli jk onderstellen vinden wij,
dat het bruikbaarheidsgebied van de tToets van EHRENBERG bestaat
ult alle alternatieve hypothesen waarvoor
I i

- = ﬁﬁff;%—@;??wu < * Jz’r%
voor tenminste één paar (i,])(/€e/S70 ),

BiJ de toets van Friedman wordt dit gebied gegeven door alle
alternaﬁieven waarvoor:

A

J%J 7 # £ (nmi)

‘1‘_ (5
voor Ttenminste &én 1.

Het bruikbaarheidsgebied van de toets van Ehrenberg bevat dat
van de toets van Friedman, doch niet omgekeerd. Bij n=3 behoort

bijvoorbeeld het geval:

P L
%Zz’: T3 = Ri/:%:%
tot het brulkbasrheidsgebied van de toets van Ehrenberg, doch

nlet tot dat ven de toets van Friedman. Dit geval doet zich
biljvoorbeeld voor, indien voor iedere ol geldt:

~ e CY (Q‘f: ) ) (24 (0’)
TDFVC@(\ Lo L x| = 7[Jc - () JW.

g - K

I (‘3‘) (4] =7
— !} - P mm b J A - ——
i [%3 < ‘f_cl <\ ';:2 ‘J/ - 3
Men kan 01T grotere brulkbaarheidsgebied van de toets van

Ehrenberg niet zonder meer als een voordeel voor deze ftoets be-
schouwen, in het bijzonder niet indien men de toets wenst te ge-
bruiken voor de modellen in de 111c1d1ng beschreven.

Concluderend kan men zeggen, dat de etsen van FRIEDMAN en
EHRENBERG elkaer weinlg ontlopen, wat betreft hun eigenschappen
onder alternatieve hypothesen. Om practische redenen zal de toets
van FRIEDMAN, omdat zilj een eenvoudiger fte berekenen toets’ngs-
grootheid bezit, waarvan de verdeling onder de hypothese!@ ge -

makkelijker te benaderen is, althans voor kleine waarden van n

en grote van m, de voorkeur verdlenen.
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