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Zeer geachte Professor Loonstra,

In het volgende geef ik een elementair bewljs van de door
U gevonden getallentheoretische stelling, waar U donderdag ng.
met mlj over sprak,
s all, , Z1J n een natuurlijk getal en laten x,3,... elementen

silen van de additieve groep van de restklassen module n,

Lnat m@x, aangeven een willekeurige funetie, die gedefinieerd
is voor a x en 2, als waasrden gehele getallen heeft en
daarbij voldoet aan het volgende drietal betrekkingens

(1) w{0,0} = m{x,0) » 0

(2) mlorsp) = m{ps)

(3) = {«+s)) +mle,p2) = ml,ley) + m{payle

Laten twee functies m{«,3) en m*{«,s3) die aan bovenstaande

elsen voldoen, @ valan heten als er gehele getallen e{~)
bestaan, zodanig |

(3} mxup) - m'Mﬁ) = elx#p) - clx) - e{p).
Dan geldd: aixn:gn precies n nilet-aeguivalente stelsels

oplosei o 5/3
Om < vaa stel te bewijzmen voeren we earst een reductie

yens uit. We zullen steeds (3) gebrulken in de vol-

{3°) R oo gPe)) = ml{asp,y) ¢ ml{e,s) - m{fy).
We tonen vu de volgende bewering agnjg

ringt ﬁmd mtdm@ een functie met gahmla ‘waapden
Understel dat m(0,0
Dan ls g) aigemeen geldig en gelden m ~.,‘ﬂ

Js, gegeven dat {3} wma voor /2 wl. Opderstel dat
I"g619% voor een hﬂv&ﬁ%@i waarde van 2 . Den vinden we, door
 toe te passen met 4+ ) in plaste van j ,

n{ety 2 H{47)) = mlxagytey) ¢ ml<es) - mlp, g
Passen we op de eerste en de derde term in het rechteriid, (3)
toe med /Qmﬁm dan vinden weg
mfx o3448} & wlatpete)) + il sse1) - wltay)
# nla o )nlstyy ) - nleat) ¢ wth

H@“*@**wyﬁ *’ﬂﬁd*ﬁmﬁi *‘ﬂ@%ﬁﬁﬁ @*H@Pw’:

,35 ?emu vm




Hieruit volgt door volledige inductie dat m(2,3)=m{s,2); want
d@w mlatie is sriv%u}. voor (=2 en reeds bewesen voor 2=,

van op {3,3:3), enz, vinden we zo dat al-
@W mmt

t:m mw toapaaaing nn 33-0 met f= yw=d dat
%& Qv B @.&). Wegens m{ is dus algmw
a,é)m Daarmee 1s de bemring aengetoond,
m&amtulemn dat we voor m slechts hoeven te eisen dm;

(1*) n{0,0) = 0
(3") m{o, p+1) = m{«+1,)) + m{x,1) - m{1,y)

en dat hieruit o,s. volgt dat steeds uia,a)ue. Dan kunnen m
als de waarden m ; 1)} voorgeschreven zijn, met behulp van
de mamien m{wy ) t 0 ;1) aucmaaimlmk *berekenen; voor %
hebben we preciles &én, vergelijking die m{w,y uitdeult

thmarﬁm voor lagere J » Dus leidt elk stelsel waar-
ni 1) tot precies één oploaamg van de vergell] n
(1}, s '3}. We zullen nagasn onder welke omstandighe dege
ene cvplesa ng eequivalent is met de nuloplossing,

Voor zulk een oplossing m{«,2) geldt wegens (&)

(5) mlo,5) = elw4p) - (=) - e(/A),

met zekere gehele getallen c{x). Aan deze betrekking is voldaen
als gelds

(5') m{x,1) = cl{«+1) - efo) - c{1),

AW, alﬁré&“a) geldt voor MB=1, Dmmers, is (5) wwi\lg voor een
mk%m waarde van 0, dan hebben we ook, krachtens {3"), (2) en

m{x,441) = m{x+1,2) + ml(x,1) - n{1,p)
= m{o41,8) + m{~,1) « m(3,1)
= of{«+pe1} ~ cl{a41) - e(p)
v cles) = o) - o(1)
- e{p+1) + e(p) + c{1)
w el +p#1) - ef{«) - c(p+1).

We moeten dus nagasn, wanneer aan (5') te voldoen is, d.w.z.
aan

(6) E = Any F
waar (n-4)~vector is met componenten ?(1,& u(ﬁ,iz,.,
Mm n--% ¥y tor met componenten o1 me
% nfg - matrix
n“! m‘i 14
An P =4 S | 4
il e i G N
-4 -1 1
-4 -4

M%m | m’% 4




mazw

We mien dus dat de stellen m{«,1) die tot een
voeren, wolke seguivelent is met maloplossing, gogeven WOPw
den doow de punten x in de Cartesische W@&‘" wollke uib
de punter y met gehele colrdinaten ontatesn @ tospaseling
von g:g ﬁgam. Wi?lﬁﬂ : *::ammmgu A qz: detorminant

) Wl 8is @ @ groep w.v. ap« op

on be o1 318 B¢ do x -8 cor potar Mo
n mwa wm de modulus, bestagnde tm: am roosterpunten in

. Vordor zi)n twee x-gn sequivelent, als hun verschil teb
dﬁ dmodulus behoort., rult volgt &at er preciss n nlobe
aapivalente oplossingen m{«,s) =zijn, -

Met hartelijke groeten,

&.6. lekierkerker
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Zeer geachte Professor Loonstra,

Hieronder geef 1k nog een tweede bewljs voor Uw stell
Dit bewijs wijkt welliswaar niet essentieel af van het hierwv
gegeven bewlijs van Lekkerkerker, maar verloopt in de details
toch wel enigszins anders.,

laat Z de addltieve groep van de gehele getallen zijn en

Zn de additleve groep van de gehele getallen modulo n, waarin

n een natuurlijk getal 1s, Leat K de klasse zijn van de fune~
ties m{<,8) met o, €2, m{x,A)cB, die voldoen san

(1) 45, )) # m(xop) @ mloyptp) + mlfs )

(2} mlecsp) = l(/},“),

{3) ‘ u‘d,ﬂ) w O

voor alle X,(3,fc% . Noem twee elementen m{x,3)} en m*iﬂtﬂ; "

van equivalent “alla er een functie e{x) met e« ta, efx
best tg zo dat

(8)  mtp) = w(p) + olx) - ofx) - off)

voor alle X,0cZ , laat L de verzame van de mummsw
MW van K oBder deze"equivalentie zijn,

Ly heaft n elementen,

”?: 33 grjjlg&li dat, Q%G.LHS’ :K:Zf&m een

) tmm ts m m* oq,
Stel mix,s) e K s mum.gc efx) amr |
(5) cfd = c(1)=0, c{k) = - M(JM’ voopr M&w&ﬁﬁ*‘li
en m¥{«,3) door {4}, ban gnl%i
‘6) mt{k;1) = 0 voor Mg#*e&ﬁﬁﬁaﬁ
want uit (!} volgt

at{s1) = mics1) - i alds1) + z wl1i1) & 0 voor
@) 4043085

a*(‘im ti%*%} - ﬂ’Ml - 04

Zeder element ven L, bevat dus cen nt«,/s) die w&amt m*

» ml{k,;1) = 0 voor Wbed,,..,0-8s : b

(N fﬂa««ﬂ;ﬁwkm |
. 1jger - o m ledere lt‘*&é‘?é K, die sap 6?3 mw

v - .0 m O<k=nely 0 <1 <n=ty M‘W

gl 3 . ﬁ‘k‘M@# i‘MQ,g M’ns




Uit (7) en 0<1 <n-2 volgt dat m{1,1)=0, We ondersecheiden
nu drie gevalleng '

1° kel <n-2, dan iz m{kel,1)=d vo en m{k,1)=0 volgens
muahmnggluﬁs, n “-a (k,1)=0

2° kelen-1, dan 1s m{iksd,1)sN vol.gmm 7} en m{k,1)=0 volgens
Mmtigwmmm ing dus m{k,1 m{ks2)0

3 nm Z2n, Ult k<n~-1 en 1<n-2 volgt kﬁ.ﬁkw 3. Ui%
5 kﬂ. <£n-3 volgt k«v}. n-1 (mod ng, dus n(k@-l,‘l)-e volgens
3 ;agag ia m{lcy 1 e volgmm tieveronderstelling,
2191 el

We bewijzen nu dat iedere funotie m{~,?) met «,A € &, en
;é‘- 2, die ssn (B) voldoet, een element van K 1is, Dat” (2)
‘3 vervuld zijn, tﬂvﬁa&l, We moeten bewlJ dat

&(Mtal) + w{ik) = m{J,ked) + m(ic,1)
voor 0<j<nei, 0 “k=n=q, 0<1<n-1 geldt, We ondeprscheiden
vier gmallem
1° jek <n-9, k¢l <n-1, dan is m{Jek,1 kel) om m{J,k
i l(k,l}:ﬂg ® (J4ic,1) = m{J,ked) (Js ) -
2° Jek <n-q, ksl zn, dan is m{J,k k #g, )=l en
m J, kel J,k#lﬁn)-b mex‘xg’jm l '-&‘“ )
3% jJekZn, k4l <n-1; analoog 2°,
5° jek zn, kel 2n, dan is m{J,k 1) » ¥ en mfJek,l) =
Pl Ay B Pl LU ot mlases

We hebben dus bewezen dat er bi)] leder element ult lh aen
daarmee m«m element uit K bestaat, dat sen (7

voldoet en dat er bij ieder getal N
slechts mmﬁm@ uit K, 20 ?at dat aan z?) voldoet 1t
element is bepaald door s

We moeten dus nu nog nagean welke funoties wit K , die a 3

wwm onderling m&wlsm zijn, Isat o(,,A) @ n’ {~
n gulke functies sijn met bijbehorende N, resp, N'.
ondor !m, dat ze valent :m bestast w een mm
g,j m <eB , efx, éa en «’6 » 2o dat {8) vervuld is, Dit
geed van (8) en (7):

() 0 = ofks1) » efk) - (1) voor ed,...,n-2,

W'l » -ofn-1) - c{1),
want c(n) @« 6{0) = 0, Door optelling vinden we hieruit:

{‘lﬁ) Bl » “m“)*
m
(11) w'=N (wod n).

Laat nu omgekeerd ) vervuld sijn, n dan ef1
{10) bepalen, e{f e msm mrﬂm n(ﬁ?mqwﬁmﬁg sue~
¢ ) vernta 3 3 o

cesslevelljk #v hepalen, da
de functie m*(«,4) door’

B = m{%a) ¢ ﬂ«w’) - ﬂ("‘) - e(3),

{ h <, ) met N e
wnwm uit {9 Q“'n{’h W m:‘zm

ﬂ«ﬁ mmmw Q’




