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Ra p:port Z. W. 195 1- <>IQ 

Scrias Elementaire onderwer~en van hoger stand~unt uit. 

17 October; voordracht door 
H.J.A.Duparc 

over: 

De stelling van Ptolemaeus zegt dat voor 4 punten A,B, C en D, 
gelegen op een cirkel n, v,aarbij A en C door B en D warden gesqheiden, 
geldt 

t4ctBn=t~ntBc+t~Btcn· 

Hierin ?eeft tAB q.e afst1;1nd van A en B aan. 
De stelli:ng van Casey zegt, dat deze relatie oak blijft bestaan, 

a];s de vier punten worden vervangen door vier cirt:els, die allen aan 
R raken, en hun afstanden door de lengtenvan hu.n gemeenschappelijke 
raaklijnen. Hierbij neme men de gemeenschappelijke uitwendige of inwen­
dige -raaklijn, alnaargelang die twee cirkels gelijksoortig of ongelijk­

~oor~tg aa~ ~· rak~n. 
Deze stelling volgt uit de stelling van Ptolemaeus. 

Beschouw nl. 4 cirkels A,B,C en D, die b.v. alle uitwendig raken aan 
Rinde punten A',B',C', resp. D' met st~al~n a,b,c end. Zij r de 
lengte van de straal van R, Dan haoit men zoals men meetkundig of 
algebra~sch gemakkelijk inziet 

t.IB =tA'B' Y ( 1+ ;>( 1 + ~), enz. 

waarn~ uit de Ptolemaeusrelatie onmiddellijk de Caseyrelatie volgt. 
Men kan de stralen a,b,c end tot nul laten naderen, waarna de 

Caseyrelatie weer overgaat in de Ptolemaeusrelatie. Van belang blijken 
ook die gevallen, waarbij een of meer, maar niet alle stralen a,b,c en 

· d gelijk zijn aan nul. 
Wij geven nu een aantal toepas :::: ingen van de stelli~_g van Casey 

en bewijzen allereerst de volgende stelling: 
Beschouw een driehoek ABC met zijn twee ~ang~schreven cirkels 

,. I • -. • •1- ,, • • 

Ia en Ib. Laat een witlekeupige cirkei U gelijksoortig raken aan deze 
cirkels. De vier snijpunten y~n cirkel U en de voldoende verlengde ,, 
zijden AC en BC zijn dan de hoekpunten van een volledige vierhoek, 
w~~rvan twee overstaande zijden evenwijdig lopen met de beide uitwen­
di ge gomeenschappelijke raaklijrien van de cirkels Ia en Ib. 
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Voor het bewijs 

IaPQib. Hicrin is 
punt van cirkel U 

- 2 -

passe men do stelling van Casey toe ·op do figu.ur 
P cen snijpunt van de cirkel U en BC en Q dat snij­
cn AC, waarvoor do figuur I PQib in de nccrgeschreven a . 

volgorde een Casey-figuur is. Dan heeft men volgens Casey 

{CQ+s-b) (CP+s-a):;:PQ·(a+b ),- i-(.CP-s+b')"(CQ-s+a), dus. (CP+CQ) :PQ7 (a+b): c, 

dus PQ is parallel of antiparallel met AB. In hct laa\; ste geval loopt 
PQ evenwijdig met de andorc gemeonscha~polijke uitwendigo raaklijn van 

de c±rkcls Ia en Ib. 
Wij gaan nu iets prcciescr de r olatie tussen PQ en AB na. Hicrtoe 

houden wij de driehoek ABC en zijn aangcschrcven ci~kols vast, maar la­
ten de cirkel U varieren (deze blijft cchtcr golijksoortig rakcn aan 
de ctrkels I en Ib). Cirkel U snijdt BC in 2 punten; door het ene gaat a -
zoals in de zojuis~ bewczen stclling bleek, een koorde cvenwijdig met 
AB (dat punt nocmen wij con P-punt), door het andere · eon koorde anti­
parallel met AB (dat punt noemen wij e0n R-punt).Tussen de afstanden 
CP en CR bestaat een bilineair verband, dat men onmiddellijk vindt door 
op de figuur IbPiaR de stelling van Casey toe te passen. 

Bewcegt dus cirkel U, dan doorlopen Pen R collocale projectieve 
puntcnroekscn, Het projocticvc verband tussen Pen R is hyperbolisch 
want R valt met P samcn zowcl indien P gekoz3n wordt in hct raakpunt 
Ta van cirkel Ia en BC als in hot raak:punt Ua van cirkel Ib en BC, 

Laton wij nu cirkel U, dus P,bcwegen over BC. Valt Pin B, dan is 
R oneigenlijk; loopt P van B naar Ua, dan beweqgt R zich via B naar 
Ua en haalt hier Pin. Loopt P van Ua naar Ta, dan blijft steeds R 
liggcn tu.ssen Ta en P om pas we er in Ua door P te warden ingehaald.Is 
P on~igenlijk, dan ligt ' R in het snijpunt S van BC en de andere uit­
wendige gcmecnschappelijko raaklijn van cirkel Ia en Ib. Wij vinden 
dus: 

Snijdt een cirkel u, die de aangcschreven cirkels Ia en Ib van een 
driehoek _ABC gelijksoortig raakt, de zijde BC ten minste eenmaal tussen 
Ben c, dan ligt hot op BC door cirkel U bepaalde P-punt dichter bij 
het raakpunt Ua van cirkel Ia en BC, dan het R-punt. 

Hieruit volgt onmiddellijk do stelling: 
De cirkel N, die de drie aangoschrcven cirkels van oen dricho'ek 

uitwcndig raakt, is de negcnpuntscirkel van die driehoek. 
Allereerst merke men op dat cirkel N, ieder der zijden van de. drie­

hock in t on minste e6n punt zelf moet snijden. (Immers cirkel N raakt 
cirkcls Ia en Ib uitwcndig, dus P ligt tussen Ben S; zou P niet tussen 
Ben C liggen, dan lag P tu.ssen C en Sen_ ook R lag op het aan de zijde 
van C verlengdc de el van BC; .on;'gelijke redonen zoudon echter P en R op 

I 

hot aan de zijdc van B vcrlongdc dc cl van BC moeten liggcn.) 
Zook nu de 3 snijpunten van cirkcl N en de zijden op, die hct dichtstc 
liggcn ~ij de raakpunten dcr aan dio zijdcn aangcschrevcn cirkels, 



Doze vormon dan pen drichock waarvan ·de zijdcn parallel zijn met die 

van driohoek ABC; de 3 snijpuntcn zijn dus do middens dcr zijdcn van 
dri~hock ABC. Cirkcl N is dus de nogonpuntscirkel van drichoek ABC. 
Dg ovcrigc 3 snijpunten van cirkcl N cm de zij den van driohook ABC - •. 
vormcn oen driehock, waarvan de zijdcn antiparallel zijn met die var.~~: 

drichock ABC, zodat cirkol Nook gaat door de voetpunten dor hoogte­

lijnon van driehoek ABC. 
Uit de omkering van de stalling van Casey blijkt tcnslotte nag, 

dat de cirkel Noak raakt aan de ingeschrcven cirkel van driehoek ABC. 
~Qn ~~n zich afvragcn, wclke de 8 raakcirkels zijn dcr 3 aangeschre­

vcn cirkcls van driehook ABC. Bekend zijn: 
1°: de dric zijden van de driehoek zclve. 
2°: de ncgcnpuntscirkol N. 

Wij kunnen nu zoeken naar de 4 overigc raakcirkels. Zoals ·bekend ont­
staan die ui t de bovenopgcsomde 4 cirkels door een invorsie die de 
cirkels Ia,!b ~n I

0 
invar~ant +aat (dus eon · ipvcrsie ten opzichte van 

hun gcmccnschappelijke orthogonaalcirkcl T). 
Hiertoe onderzo okcn wij oerst do ligging van die cirkql T, Men 

heeft de volgonde e :nnaldcolijk to bcwijzen eigenscha:ppcn: 
Projcctoer A,B en C op de buit onbisectrices van driehoek ABC. De 

zes voetpunten liggen dan op con cirkel, de cirkel van Taylor van drie­
hook IaibI

0
• Hot middclpunt T ervan ligt zo op hot vcrlongde van ZI, 

dat TZ-}ZI (I is middolpunt ingcschreven cirkel en Z is zwaartepunt 
van driehock ABC). De cirkol van Taylor staat inderdaad loodrccht op 
elk dier cirkcls Ia,Ib en I

0
• De uit cirkel N door invorsie ten op­

zichte van cirkel T ontstane raakcirkel U heoft zijn middolpunt dus 
op de rcchte TN, dat is op de rcchte door N evcnwijdig mot OI (0 cen­
trwn omgeschreven cirkcl van driehoek ABC). De cirkol U raakt Ia,Ib en 

1-c{: 
I

0 
inwendig, De ecrst afgclcide stelling l"cert ons dat dezc de vcrlcngden 

der zijden van driehock ABC snijdt in 6 punten, drie verbindingslijnen 
waarvan evcnwijdig lopcn mot de zijden van driehoek ABC. (Drie der 
anderc zijden van de ~eshoek dier 6 punten lopen antiparallel met de 
zijden van driehoek ABC en blijken, alweer door Casey toe te passen, 
een lengte s te bezitten.) Een gevolg hiervan is dat do cirkel U zijn 
midde'lpunt heeft op de rcchtc OK (K snijpunt der symmcdi~en van drie-
, ) V I "-· 
hock ABC • \ \~' 

Trckt men nl. door K rechten /\ '/ "-,_ 
evenw.ij dig met de zij den van drie- .- .- \/,..,..-/ iv 
hoek ABC, dan heeft men ( zic teke- .. _g' _./A(' 

/ I . . ' · . I \ 

ning):B1A2 antiparallel AB. Liggen ,£,, /<' "'·,JD\ 
V en W op _cirkel U en is VVl anti- / 1/.~ , 1, ',._ \ A 

/ T ,, / "- -~ -, 

parallel met AB en VW=s, dan ligt ·-~'4;.-4"!-..:..__s;< ~,::J IJ.< 
het midden Y van VW op CK en men _)s'"'·---·:~=-~~-~-~----- , .!~ • 0-~ 
hecft1 voor het snijpunt U van OK en de L ·· ----- . . ··· · f \ '-,\ 

middenloopijn van VW de eveiiredigheid A C C C
1 < (.l 
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UK:0K=YK:CK=(YC+2CD):2C]}.;; 2-p,8x + 1. 
1 2 

Vcrder is 
2b abc ·BC a •BA 

• 1 = 2 2 2 ' 1 2= 2 2 2 • 
a + b +c - · a + b +c 

Dus .-OK is symm.etrisch in a, b en c, dus het punt U is middclpunt van 
de gezochte raakcirkolf · 

Wij- drukken verder de straal u van cirkel U ui t in de element en 
van driehoek ABC. Aller eerst ma.ken wij hiertoe op dat voor de straal 
t van de cirkel T van Taylor geldt -4t2=r2+s2 , zeals meetkundig direct 
blijkt ui t het i ei t da·t een koorde ter lengte s van die cirkel op een 
afstand ½r gelegen is van zijn middelpunt. 

Laat nu TN de negenpuntscirkel snijden in X en z. Door inversie 
met T als centrum gaan X en Z over in twee tegenpunten X1 en z• van 
cirkel U, dus de straal u van cirkel U is gelijk aan 

t 2 
t 2 

1 t 2 t 2 
)- 2t2

R U-~X'Z'=½(X'T+Z!T)- iH~ + 'fflff)=2(iR-TN + .,.~- - 2 = 
A~ u~ ~R+TN R _4TN2 . 

t2 
=r = • 

Voor de straal u van de raakcirkel, die door inversie ten op­
a 

zichte van cirkel T uit de zijde BC ontstaat, vindt men 
t2 

Ua= 2e t 

waariin e de afstand aangeeft van T tot de zijde BC. Zij f de afstand 
van Z tot BC dan heeft men op grond van de ligging der punten T,Z en I 

20 .... 
r+2e=3f'= c' 

dus 

dus 

(,'1 .. (J· C9" ( a+ b ) 
e~ c - _a_+_b_+_c_ = c(a+b+c) = 

r(a+b) 
2:c·· - t 

2 
t C (r2+s2 )c 

= 4r(a+b) , enz. cycl. 

Analoge beschouwingen geven ans de cirkels die raken aan de cirkels 
I,Ia en Ib, welke blijken te zijn: 

De drie zijden van de driehoek; de negenpuntscirkel; de hieruit 
door inversie te vinden cirkels waarvan er weer drie gaan door het 
centrum van inversie, da·i; is het middelpunt Ta van de cirkel van Taylor 
van driehoek IIaib. De vierde cirkel heeft zijn middel::punt nu liggen 
op de rechte TaN en de rechte OK. 

Op de rechte OK vindt men de volgende 15 merkwaardige punten: 
O,K,L (centrum ~irkel van Lemoine), _Q_ (midden der verbindings­

recht.e~der punt en van Brocard .Q1 en ..52 2 ), centra van 4 raakcirkela,, 
door inversie uit de negenpuntscirkel te vinden; 

:,) Verg. Rapport ZW 1950-002 van G.W-.Decnop uit deze serie. 


