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$ 0. Inleiding
Wanneer in een vierkant met n x n hokjes.in elke ri] ecn pevr-
mutatie van n symbolen (objecten of officieren) is geplaatst,
dusdaniz dat in elke kolom ock een permutatie van die symbclen
staat, dan noemt men dit een Latijns vierkant (afkorting L—vn)

e s . . 112
Bijvoorbeeld van een L-v2 5147

De rijen en de kolommen kunnen wij op één of andere manier

nummeren bijvocrbeeld van boven naar beneden, resp. van links naar
rechts. Het element uit het hokje gelemgen in de 1-de rij en de J-de
kolom duiden wij aan met aiJ. Bij elke (vaste) i vormen dus de
symbolen aiJ (3 = 1,...,0n) en permutatie van de n symbolen evenals
bilj elke (vaste) j de symbolen a; ; voor 1 = 1,00.,0.

Twee L-vn's aij en agj heten orthogonaal als de n2 paren
(aij,agj) (1, = 1,.4.,0n) alle verschillend zijn. Een k-tal
L-v,'s aij (1 =1,...,k) heet orthogonaal als elk tweetal dat is.

Bijvoorbeéld voor k = 4 enn =5,
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Een ander voorbeeld is, beknopt geschreven,

rarten selieppen ruiten klaveren De Kaerten zijn ult vier
Caas ] Ay T U ? ho

wao(.) heer (+) Vi _u‘fL( ) OCEBIL (X) spellen (‘.),(?),(X),(+)
schoppen herten klaveren rulten zodanig gekozen, dat
boer {?) | vrouw(x) | heer (1) aas(+)

er uit geen enkel spel

ruiten | klaveren harten schoppen twee van dezelfde kleur
heer (x) | aas (?) | boer (+) | vrouw(!)

i

of hetzelfde plaatje zijn

klaveren ruiten schoppen herten genomen,
vrouw(+) | boer (1) | aas (x) heer (?)

Wanneer men uit twee orthogonale L—vn’s dij en a, een vier-
kant vormt met op de i,j-de plaats het paar (mij,ai.) dan spreekt
men van een Grieks-Latijns vierkant (afkorting G-L-vn). Euler [1]
heeft (voor zover ons bekend) voor het eerst het probleem van de
constructie van zulke vierkanten gesteld, Hij vroeg nl, 36 officieren
van 6 verschillende regimenten en 6 verschillende rangen, waarbij
geen twee officieren uit eenzelfde regiment dezelfde rang hebben,
dusdanip in een carré op te stellen, dat in elke rij en in elke
kolom zowel elk regiment als elke ran.: vertegenwoordigd is. Dit
staat bekend als het probleem der 36 officieren, ongetwijfeld een
van de moeilijkste opgaven waar 36 officieren oolt voor gesteld
zijn; Eerst in 1900('01) werd door Tarry {2] de onmogelijkheid
agngeboond, Hij deed dit door alle mo,elijkheden te proberen (zie
ook Fisher and Yates [6] , 41934, en Yamemoto [5] , 1954). Euler
had reeds het vermoeden, dat voor n = 2 (mod.4) er geen oplossing
zou bestaan. Men noemt e€en G-—L—vn ook wel een n x n-Buler vierkant.

Slaagt men erin om de nggetallen 0,1,...,n2-1, in het n-tallig
stelsel peschreven, z5 in een carré te plaatsen, dat zowel de
eerste als de tweede cijfers per rij en per kolom een permubatie

van 0,1, «e.,n vormen, uan heeft men een Euler-vierkant, bijvoorbeeld
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In het 10-tallige stelsel (elk getal bovendien met 1 verhoogd)



15 dit Het is een 4 x 4 tovervierkant.
1 6 11 16 A , .
Dit geldt algemeen, daar uit
= A
12 3 14 9 Aij n dij + 3 + 1 ('ij en
a, . beide L-v_'s)
1] n

10 |13 | | 7

15 12 5 2

volgt %g% Aij = nfg-qij fn+ g, = %ng(n~1) + n + sn(n-1) =

1 71

n
E:: Aij‘ Het "tovervierkant zijn" is een kennelijk zwakkere eis,
J=1

Er bestaat immers geen G-L-vg en wel een 6 x 6 tovervierkant,
zoals

23 18 22 15 13 20

O

30 11

26 25 10
35 6 3 - 3 32
2 | 36 | 33 | 3% L 5
8 7 27 20 12 29

17 19 16 21 2l 14

Bovenstaande beschouwingen laten zlch generaliseren voor
< k . .
kubugsen en hyperkubussen, Voor n = p- (p = priem) laten deze zich
remakkelijk (d.w.z. zonder veel denkwerk) construeren.

Er rijzen nu drie vragen.

e

2

megelijke orthogonale stelsels L—vn's?( $1)
L€

£

Er geen G—L«vn's bestasn voor deze n? ( § 2)

e . . , A
3~ . Hoeveel essentieel verschillende G—L—vn‘s bestaan er voor vaste

. Hoe contruecert men Grieks-Latijnse vierkanten of zelfs zo groot

. e . o
. Indien 17 niet lukt voor bepealde n,kan dam bewezen worden, Gzt

n? Met deze vraay zullen wij ons hier niet bezighouden.

$1. Constructie [7,9,10,11,14] o

T
Stel de ontbinding van n in priemfectoren is T Dy B . Wig
oL, 1=1

zullen een stelsel van o0 = m;;m(pi t-1) orthogonale L-v 's constru-
eren (voor n = 2 + 4m doen wij dus eigenlijk niets) Voor n = 3
vinden wij direct en

13 P2 NERE

2 1 3 2 3 1

3 2 1 3 1 2

voor n = 4 of 5 voldoen de bovengenoemde voorbeelden.



De pevallen n = 3 en n = 5 suggereren voor n = p(riem) de oplossing
a?j =1+ k] (k="1,...,0-1); a?j s een L-v, daar kj met j een
olledlg rest systeem mod p doorlecopt. Z21j zijn onderling ortho-~
coneal, Cenrultfi + ky = r + ks en k # 1

b{i+13=r+1s O<k,l<p'§

volgt (k-1)(j-8) =0 mod p, dus J = s en 1 = r,

Men ken de bovenstaande onlossing en die voor n = 4 zd zien:
Eén der vicrkanten is de Caley tabel van een groep (voor n = p de
cyclische groep van de orde p en voor n = 4 de groep van Klein).
Het 1,j-de element is dan 13“1 (vermenigvuldiging in de groep,
cemaksnalve noemen wij de rijen en kolommen naar €lementen ven de
desbetreffende groep). In de andere vierkanten is 2y 4 = (G’i)g‘“1
waarblj 0 een automorfie is, die peen enkel element behalve het
cenheldselement op zijn plasts laat. Zelfs is het zo, dat het l-de
L-v, ontstaat door a1 toe te passen, waarbij at voor 1 = 1,
2,60,0=2 automorfictn zijn die alleen de eenheid inveriant laten
(k.nv"n"’1 =1).. Uitereard zijn dit L-v_'s Zijzijn .k crihogonaal daor ulk
iV wte)s™ 1,k = 0,...,0-2 }
)7V = (oF

r)s-

r*)s"/l volgt

(@ ) ()7 = @By ety T = @M c BT Ty ety of wel
(Vlr)'q(vlr) =¥ (17T
17y - Gk"l(i~1r) dus 1 =ren j=s .
r &,
Nu het alpemene geval n = TT P L. Als sroep nemen wij het
i=1
directe product (som) ven cyeclische pgroepen van prlemorde

G:—" (pl],p/],ocug]g/]j E)Egn-o,pgy 2 s o 5 pr,.'.,pr)

\—__\r t R e
(o8 S en (e ] s e oA kuer
4 keer o Keer . K€
Voor de ;roecpen G. = (DP.ree.5D:) L = 1,..,,r is gemakk.lil
’ . 1 S L ,_-.("—"”*-—.]:/
*y keer

ex .
- : k i :
wmeautonorfie @ can te peven, zodat 0 voor kK = 1,...,04 -2 de

cenbeid Invariant laat, en dat U‘k = 71 voor k = Pi%i - 1., Hiertoe
cebruiken wl,j de volrende stellingen uit de theorie der elndlic
lichamen, ,

19. Het aantal elementen van cen eindipg lichaam K is een macht van
cen priemgetal en bij elke p en elke k hoort een eindig lichaam

met pk elementen.

gé, De additisve groep K' van een eindig lichaam met pk glementen

is isomorf met de directe som van k cyclische groepen van de orde p



~E . ; ) .
3. De ¢lementen # 0 uit K vormen t.o.v. de vermenipsvuldiging ecn

3 o
cyclische groep K& van de orde ok— 1.

¢
E?. De vermenizvuldi ing met een element uit K* werkt op K+ ale
een automorfic, dic alleen de nul invoriant laat,

Krachtens 36 vestaat er dus een autonmorflie o zodat U'l voor
1=1,...,p%-
1

2 allcen de nul invariant laat en zodat Tl vVoor
% , e ea
p -1 de identitelt is, Dit zeelt dus voor elk der groepen G1
1°H L- 1 automorfietn (machten van o, ) Voor G = (Gq’Gg"-'sGr)
kiezen wij nu de a2utomorficen <Tl. Gl (X, 35X s enasX ) =
1 1 1 1272 r’ oty
(quqﬂo-gxgﬂ'vvﬂqrxr)ﬁ x;€0G; en 1 =0,1,0005p) P= m%n(p, T=1) .

i
Deze geven @ orthoponele L—vn‘33 zoals beloofd was,

2y

Opmerking:

Men kan ook laten zien, dat ult een izezeven Grieks-~-Latignig
vicrkantenv.crn = 2 enn = b er ¢én voor n = ab geconstrucerd
kan worden,

Bovensteande coplossingen ontstaan dus door in een groepstabel
bijvoorbeeld de koloumen "voliens een automerfie" te permutere..
Deze permutaties benceven echter geen automorfie¥n te zijn, zoois
het volgende voorbecld leat zlen: n = 12, G = (2,2,3). De besis-
elementen zign P,Q en R met de relatics P2= R2= Q3 = 1,

De permutatie van de kolommen is:

(4, P, R PR, Q , PQ, A, PR, 0°, Pa®, mQ® , PRQS

. 2 .2 2 : o 2 ,
/] » RQ) PQ‘ 9 R(C'v 9 Q 5 Pazy PC\ 9 R", Q 3 PRQ‘ 9 P 3 R

en dit is pgeen automorfie. Derpelijke oplossingen heten gebnseerd
op €en groep.

H.B. Mann [11,12] bewees, dat, als n = 4m + 2 er geen Grieks-
Lati jnse vierkanten bestaan, die op cen proep gebaseerd zign, HLJ
bewees verder, dat voor n *1 er met de "auvomorfie-methodd!
niet meer dan p = mln(p —1} urth'fﬂnﬂlc L-vierkanten gecon-
strucerd kunnen woréun.

$2, Non-existentie bewijzen

Buler vermoedde: voor n = 2 (mod %) bestaan er geen G-L-v .
Wernicke [3] , 1910 gaf cen b WiJS“ van dit vermoeden in de

verscherpte vorm. Voor n = ‘r[ oy *1 bestaan er hcoogstens P =
(=8

m:‘jin(pi i-ﬂ) orthogonale L- Vn. Tct in 1921 Mc Neish [¥] (en in
1938 witt [8] ) dit "bewijs" untzenuwde, waande men dit probleem
van de baan, In 1921 gaf Mc Neish [5] ze¢lf een ander "bewijs”,
dat echter ook niet Jjuls bleek, Voor zover ons bekend, staat

het probleem dus thans weer open.



Zoels reeds boven vermeld, heeft Tarry Bl tn het zveln= 0
probererenderwi js de onmorelijkheid asngetoond (zle ook Yamzmote
[15] ). De resultaten van Menn [11, 42] zijn reeds in de vorige
$ ter sprake gekomen,

Er bestaat cen zeker verband tussen eindige projectieve
meetkunden en systemen voor crthoponele Latijnse vierkanten.

Een eindige projecticve meetkunde is een projectieve mectkunde

met e¢indi: veel punten (Axiome's: I, Door twee punten gaat éln

en slechts één lijn, II,Twee lijnen bezitten julst één pemeen-
schappeli jib punt. III, Er zijn (minstens) vier punten wearven

er pgeen drie op ¢én 1ijn lirpen.). Bekend is, dat elke lijn
evenveel (stel n+1) punten bevat en dat door elk punt den n + 1
lijnen geoan, Het totazl aantal punten is dan n2+ n+ 1. Als er
zo'n meetkunde gegeven 1s (n 23), dan kunnen wij n - 1 orthogo-
nale L~vn’s aangeven, Kies nl, een punt O en noem de n + 1 lijnen
¢rdoor rcs?: a, b, 11512""’1n—1‘
punfen op cén of aondere wijzZe, 0p e€lk der n + 1 lijnen, Wij
vormen nu n - 1 L-vn‘s Lk alg voelete In het 1,Jj-de hokje ven Lk
met de lijn, dic

Nummer de van O verschillende

plaatsen wij het nummer van het snijpunt van lk
het punt 1 van @ met het punt J van b verbindt.
Al deze vierkanten zijn Latijns, daar bij vaste i (resp J)
het snijpunt op lk met J (resp. 1) alle punten doorloopt.
Twee van dezc vierkanten L.)en L zijn orthogonzal, daar de
combinatie r,s slechts ¢in keer voorkomt. Verbindt het r-de
punt van 17 met het s-de punt von 1, . Deze 1lljn snijdt a en b
in punten i' en j' waaruit moen ziet, det de combinatie r,s slechts
voorkomt op de 1',j'~-de pleats,

Het kan bewezen worden, dat omrekecerd een crthegonagl stekscel
van (n-1) L—vn's cen projecticve mectkunde bepaclt met n o+ 1
punten op elke 1ijn (zic bijvoorbeeld [16] ). Men kan zo cok
bewijzen, dat er in lc¢der geval noolt meer dan (n-1) orthorunale
L-v_'s kunnen bestaan ( nel , p. 291 ).

Men kan gemekkelijk ecen eindi.e projectieve meetkunde bouwen
met n 4+ 1 punten op e€een rechte, mits n = pk. De meetkun@e is dan
de analytische meetkunde over het eindige lichaam met pk ¢lementen,
Er zijn ook eindige projectieve meetkunden bekend, die nict opge-
vat kunnen worden als analytische meetkunden over een eindig
lichaam. n is in die gevallen echter wel een macht van gen priem-
getal, zodat al deze meetkunden aanleiding geven tot pk~ 41 ortho-
gonale L~vpk's. Reeds lang bestaat het vermoeden, dat/egn

A & 5 1
3 st



projectieve meetkunde slechts kan bestaan voor n = pk.

Bruck and Ryser [13] hebben bewczen, dat als n = 1 of 2
(mod 4) en als bovendien het kwadraatvrije deel van n deelbaar
is door een pricmfector p =3 (mod 4), er geen projectieve meet-
kunde bestaat met n + 1 punten op elke rechte.

Hun methode is ruw geschetst als volgt:

Nummer de lijnen ¢n de punten cp een of andere manier van
1 t/m n® + n + 1. De metrix (aij)= A met

{aij = 1, als het i-de punt op de J-de 1lijn 1ligt
aij = 0, als dit nicf{ zo is

heet de incidentie matrix. Br seldt dan AAT = ATA = B, = (gij)
metg pij = +-£ijn. De kwadratische vorm 1s blijkbaar raticnozl
gquivalent met de eenhecidsmetrix En. Door berekening van de invo-
vientgn t,o.v. de rationale cquivalentie van Bn en En volgt hun
stelling,daar voor bovenginoemde waarden van n deze inverianten
nict overecenstemmen, Hicrult volgt dus tevens, dat voor deze
waarden van n ¢r pgeen (ne1) orthepgonale L~vn's bestaan, Ulterzard

1c het probleem van deze $ hilcrmee nog lang nlet opgelost,
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