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Grieks-Il,ati,1m,e vierkanten 

Wanneer in een vierkant met n x n hok,;es. in elke rij ecn P(H'."'­

van n symbolen (objecten of officieren) is geplaatst, 
dusdani.; dat in e lke ko 1om ock een permutat ie van die symbo len 

staat, dan noemt men dit een LatiJns vierkant (afkorting L-v 0 ) 

E "" bl" L l1j2J ,i Jvoor ee ei van een -v 2 -2·-1_1 • 

De rijen en de kolommen kunnen wiJ op ~Jn of andere manier 
nummeren bijvoorbeeld van boven naar beneden, resp. van links naar 

rechts. Het element uit het hokje gelegen in de i-de rij en de J-de 

kolom duiden wij aan met a1J. Bij elke (vaste) i vormen dus de 

syrnbolen aiJ (J ;:::: 1, .•• ,n) en permutatic van de n symbolen evenals 

biJ elke (vaste) j de symbolen a., voor i =:. 1, ••. ,n. 
lJ 2 

Twee L-v 's a! . en a\' . he ten orthoQ_onaal als de n par en n lJ 1,1 c 

(a! ., a 1i .. ) ( i, j == 1, .•. , n) alle verschillend zijn. Een k-tal 
lJ lJl 

L-v 1 s a 1 . (1 = 1, ... ,k) heet orthogonaal als elk tweetal dat is. n ,J 
Bijvoorbeeld voor k = 4 en n = 5, 

1 5 lj. " 2 _.) 1 5 4 ., 
2 ) 1 5 4 3 2 1 5 4. ~, 2 ) 

2 1 5 4 3 3 ') 1 [.-, 1+ (_ _,, 1+ 3 ? 1 5 5 J+ 3 2 1 

3 () 1 5 l+ '·- ~) 4 J 2 1 0 1 1·· 4 3 :;, lt :J, 2 1 r:. 
_.,! _,) 

4 3 2 1 5 /"') 1 ';J 4- ,•") 

C. .) 5 4 3 2 1 3 2 1 5 4 
-

5 4 3 2 1 4 3 2 1 r· 
) 3 ,-:, 

(._ 1 r-
:J lj. 2 1 :> \4 3 
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Een ander voorbeeld is, beknopt ceschreven, 

harte:-i ::chc..:ppen 
8DS ( 1) beer ( +) 

schoppen harten 
boer ( ? ) vrouw(x) 

ruiten klaveren 
heer (x) aas (?) 

klaveren ruiti:-.~n 
vrouw( +) boer ( l) 

ru:1.ten 
---·· .. n\·' ( •? ) V .l, . I , 

' 
klaver•en 
heer ( ~ ) 

harten 
boer ( +) 

sohoppen 
aas ( X) 

klaveren 
boer ( X) 

ri.,;_iten 
aas( +) 

" 

schoppen 
vrouw( l) 

hvrten 
r1cer ( ? ) 

De ~ctart(;;n zijn uit vier 

spellen ( l),(?),(x),(+) 
zodanig gekozen; dat 
er uit geen enkel spel 

twee van dezelfde kleur 

of hetzelfde plaatje zijn 

genomen. 

Wanneer men ui t twee orthogona le L-v 's o(. •• en a .. een vier-
n lJ 1J 

kant vormt met op de i,j-de p laat s het pa ar ( o1. •• ., a. , ) dan spree kt 
lJ lJ 

men van een Grieks-Latijns vierkant (afkorting G-L-vn) • Euler ~] 

heeft (voor zover ons bekend) voor het eerst het probleem van de 

constructie van zulke vierkanten gesteld. Hij vroeg nl, 36 officieren 

van 6 verschillende regimenten en 6 verschillende range~waarbij 
geen twee officieren uit eenzelfde regiment dezelfde rang hebben, 

dusdanig in een carre op te stellen, dat in elke rij en in elke 

kolom zowel elk regimentals elke ranJ vertegenwoordigd is. Dit 

staat bekend als het probleem der 36 officieren, ongetwijfeld een 

van de moeilijkste opgaven waar 36 officieren oo1t voor gesteld 

zijn·, Eerst in 1900( '01) wt-rd door 'rarry [2'] de onmogelijkheid 

aengetoond. Hij deed dit door alle moGelijkheden te proboren (zie 

ook Fisher and Yates [6] , 1934, en Yamamoto ~5] , 1954). Euler 

had reeds het vermoeden, det voor n • 2 (mod.4) er geen oplossing 

zou bestaan. Men noemt een G-L-v ook wel een n x n-Euler vierkant. 
2 n 2 

Slaagt men erin om den getallen r,1, ... ,n -1, in het n-tallig 

stelsel geschreven, z6 in een carr~ te plaatsen, dat zowel de 

eerste als de tweede ciJfers per rij en per kolom een permutatie 

van 0,1, .. ,,n vorrnE:ms c.'.cm hceft men een Euler-vierkant, bijvoorbeeld 

00 11 22 33 
/: ') 0 ~2 31 20 I_) 

21 30 OJ 12 

32 23 10 01 

In het 10-tellige stelsel (elk getal bovendien met 1 verhoogd) 



lS dit 
1 6 

12 3 

10 13 

15 12 

11 

14 

4 

5 
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16 

9 

7 

2 

Het is een 4 x 4 tovervierkant. 

Dit geldt nlgemeen 3 dnar uit 

Aij = n ~ij + aij + 1 ((J\ij en 

aij beide L-vn's) 

volc,t F:1 A1 j = n 2r- °'ij + n + ~ ~:ij = ½n2(n-1) + n + ½n(n-1) = 
n 

C A1 ,. Het ntovervierlrnnt zijn 11 is een kennelijk zwakkere eis. 
j:::::1 J 

Er bestaat immers geen G-L-v6 en wel een 6 x 6 tovervierkant 1 

zoals 
23 18 22 15 13 20 

26 25 10 9 30 11 

35 6 3 !+ 31 32 

2 36 33 34 1 5 

8 7 27 00 
c..() 12 29 

17 19 -16 21 24 14 

Bovenst2ande beschouwinren laten zich generaliseren voor 

kubussen en hyperkubussen. Voor n = pk (p = priem) laten deze zlcl' 

~em~kkelijk (d.w.z. zonder veel denkwerk) canstrueren. 
Er r:l jzen nu drie vragen. 

18 • Hoe contrueert men Grieks-Latijnse vierkEmten of zelfs zo groot 

mogelijke orthogonale stelsels 1-v 1 s?( ~'1) . ~ n 
i='. Indien ,,t nit:t lukt voor bep2c1lde n, ksn dan bewezen warden, d::::t 

er geen G-L-vn I s beste.:.in vooP deze n? ( ~ 2) 

J8 • Hoevee l es sentiee 1 ver::; ehi l lende G-L-v n I s bG st ~:i 2m er voor v as tc 

n? Met deze vraag zullen w1j ans hieP niet bezighouden. 

t1· Constructic [7 22,10.,11,14] r o<i 
Ste1 d<.::: ontbinding van n in pru.::nfc::·ctorc:n is TT p 1 • WiJ 

az, i =1 
zullen een st~lsel van p = m}n(p 1 
eren (voor n = 2 + 4m doen wiJ dus 

vinden wij direct en 
1 3 ~ 2 

2 1 3 

3 2 1 

l-1) orthogonale L-vn 1 s constru-

ei nlijk niets) Voor n = 3 

'1 l 2 3 

2 3 1 

3 1 2 

voor n == 4 of 5 voldoen de bovengenoetnde voorbe.e<Lden. 
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Db gevallen n = 3 en n = 5 suggereren voor n = p(riem) de oplossing 

aki'j = i + kj (k = 1, •.. ,p-1); a~. is een L-v daar kj met J een lJ p 
volledig rest systeem mod p doorloopt. Zij zijn onderling ortho-

goneal, ('.c.z:r uitf 1 + kJ = r + ks 

l i + 1 j = r + ls 

volgt (k-l)(j-s) ~O mod p, dus 

en k -1- 1 J 
0 <. k, 1 < p 

J =sen i = r. 
Men ken de bovenstaand~ oplossing en die voor n = 4 zo zien: 

E~n d6r v~erkanten is dt Ccley tabel vsn een groep (voor n = p de 

cyclische groep van de orde pen voor n = 4 de groep van Klein). 

Het i,j-de element is dan ij-1 (vermtnigvuldiging in de groep, 

~emaks~alve noemen wij a~ riJen bn kolommen naar elementen v2n de 

desbetreffende groep), In d.a c:mdere vierkc:mti2n is a1 , j = ( er i) j--1 

waarbij er een automorfic is, die ~een enkel element behalve het 

t~nheidsel~mentop zijn plaats laat. Zelfs is het zo, dat het 1-de 
1-'1 ,.,.. 1 L-v n onts ta at door a- toe tE pass en, waarbij \J voor 1 = 1, 

2, ••• Jn-2 automorfieSn ziJn die alleen de eenheid invariant laten 

(t.n crn-'1 == 1 ) .• Ui tereo.rd z 1 jn di t L-v 's .Z-tj zjjn, ._,k crthogonaal d22r u1t: 
n 

f (~1 i)j-1 = (w1r)s- 1 l,k = o, ... .,n-2 l 
(en(~ki)J-'1 = (o-kr)s-1 J volgt 

(O'"ki)(tr1 i)-1 = (crkr)(cr1r)- 1 = (uki) (/k(i- 1r)(cr1r)- 1 

(O""lr}-1(<Tlr) =<fk(i-1r) 

of wel 

l.-1r __ ~k-1( 1.-1r) v dus i = r en j = s • 
r ~i 

Nu het nlbemenE 1;evc.1l n = TT p. . Als groep nemen wij hE:t 
i==1 l 

directe product (som) van cyclische groepen van priemorde 

G == (P4,P4,.' . .,p1., P2, ' .. ,p2, • 0 ' ' pr.,"• • .,pr) 
~ '·----v--~__..) ._______, 

oi. 2 kcer ()'.. keer r 

= 1, ..• ,r is getnekk,_ l i jk 

~•;;;n automorfj_e er aan te geven, zod2t !Tk voor k = 

eenl:icid invnriant laat, l:D dat I;[' k = 1 voor k = 

C'-. 

1, ••• ,p. 1 -2 dt 
o,. l 

p i - 1. Hicrtoe 
i 

sebruikEn wij de vol~ende stellingen uit de theorie der eindi(:(; 

lie ha men. 
1e. Het aant&l elementen van eEn eindi~ 11chaam K is een macht van 

een priemgetal en bij elke pen elke k hoort een eindig lichaam 

met pk elementen. 
2e. De additieve groep K+ van een eindig lichaam met pk element~n 

is isomorf met de directe s.om van. k eye lis che groepen van de orde P 



- 5 -

,e l. De ell:cffit'nten f. O uit K vormc;n t.o.v. de vermcnir.vuldiging c.cn 
cyclischc groep Kx v • n de orde pk- 1. 
1E: • ..x + 4 • De vcrmeni~vuldi.1 met cen ulement ult K werkt op K 2ls 

een automorfie, dio 2lldGn de nul inv2riont laot. 

Krachtens 3e Des-t::,2t c::r cJus t;E:n nutomorftt: o- zodc:it er 1 voor 

1 = 1, •. •2Pk-2 Bllcen de nul inv3riant laat en zodat ~l voor 

1: pk-1 de identiteit ls. Dit eft dus voor elk der gr0eptn G. 
e,:., l 

pi 1 - 1 automorfietn (m2chten V8n rr.). Voor G ~ (G~,a2 , •••• G ,) 
1 11 I l 

kiezcn wi,:i nu dl:: 2utomDrfH:l'.n er : « (x 1 ,x2 ., ... ,x ) = 
1 1 1 r o<-, 

(a- 1x 1 io- 2x 2 ;-,,,0""rx1J; x 1 tc=.G 1 sn l =(0,1, ... _,f) p== mtn(p1 .L_1). 
l 

zoals beloofd was. 

Opmerki nf. 

M8n kan ook laten zien 1 ~at uit een geven Gr1eks-LctiJnt~ 
viGrkantcn ':,Lc;r n = 8 en n = 1J er Jtn voor n = ab 2;cconstru1:;t:rd 

kan worden. 

Bovenstcende uplo~:is.L1f_;cn untstaan dus door in een grocl)Jt<.:b~,l 

bi jvoorbee ld de ko lommen 11 Vi) l;~c ns E en c.11J.t0morf ic 11 t e permuti:::r·. , , , 

Deze p0rmutat1cs bchoeven uchtcr en 2utomorf1e~n te zijn, zcriJ 

htt vol nde voorbeeld leot 

eltmcntcn ziJn P,Q en R met 

z h. n ~ n == 12, G "" ( 2, 2, 3) • De b o s i:3 -
2 2 3 dL rcl~ties P = R = Q = 1. 

De permut2tic van d0 kolommen is: 
,..., 

PQ2, RQ2 ~R~2) (1' P., ,-_) PH Q PQ, PRO,., QC: 
·" , J J •u J , 

1, RQ_, PQ2 2 n2 P;"{, P(, Q PRQ,2 , p 
!J J '·>.'., !:J , :I , 

en dit is geen automorfie. Dcrgclijke oplossingcn hcten 

op een 13roep. 
H.B. Mr:nn [1'1,12] bcweE::s, dEit, a.ls n;;:::: 4m + 2 er c;ec:n Grielrn­

La•ijnse vierkantcn bcstaonJ die op ecn groep gebaseerd ziJn. Hij 
Y' 0\" 

bewE.es vcrdGr, dDt voor n :::: fr p_. l er mE... t ck 11 rmcomorf :ls-met d(/ 
CX, ii:lll4 l 

nict m~er dan F = mtn(p 1 1 -1} ortho nale L-vierkenten con-

strueerd kunncn wor~cn. 

~2. Non-existentie be~1jzcn 

Euler v~rmoedd~: voor n s 2 (mod 4) best02n ~r ~een G-L-vn. 

Wernicke [J] , 1910 caf ( en ~bewi J ;:: 11 v sn di t vcrmce den in de 
- L ~y 

verscherpte vorm. Voor n = TT p. 1 bl st aan 8r hco tens (.) =-. , l I 
°' , l==1 

min(p1 1 -1) orthogonale L-vn. Tot in 1921 Mc Neish [~: (en in 
1938 Witt [8] ) di t 11 bc-wijs 11 ,rntzenuwde, wDandc men di t probleem 

vnn de baan., In 1921 gaf Mc Neish [5] zelf cen ander 11 bewijs 11 ,, 

dat echter ook niet juis bleek .. Voor zcver ,,,us bekend, etaat 
het probleem 
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Zo2ls rGeds bov~n vermEld, heeft Tarry ~1 in hct ;~v~l n = 6 
probtrerend~rwijs dt onmo~~lijkheid aangetoond (zi8 oak Yam~moto 

(15] ) • De resultotcn van M2nn [11, 12] zijn reeds in de: vorif.st: 
! tGr sprake gekomun. 

Er bestaat een zek~r V8rb2nd tussen eindige projectiev~ 
meetkunden en systbmen voor crthogcnele Latijnse vierkantGn. 
Een eindigs proji6ctit:V(;; m0t.tkundc is 1;:;en projectieve meE.tkund\";; 
met 6indi~ ve~l punten (Axiome's: I, Door twee punten gaat ~~~ 
en sltchts ~~n lijn. II,TweE lijnen bezitten juist ~Jn gem~en­

schapptlijk punt. III, Er zijn (minstens) vier punten wcarv2n 
0r ~eGn dri~ op ~~n lijn li2g~n.). BekEnd is, dat tlke lijn 

evenvcGl (stel n+1) puntcn bcvat en dat door elk punt dan n + 1 

lijmm gc::an. Hct totnnl 2antal punten is dan n2+ n + 1. Als er 

zo•n meetkunde gegeven is (n ~3), don kunnen wij n ~ 1 orthogo­

nale L-vn's aangeven. Kit:.;S nl. een punt o en noem den+ 1 lijnen 
erdoor r~sp. a, b, 11,1 2, ••• ,ln_1 . Nummer de van O verschill~nde 

punttn op ~tn of ender~ wiJz~, op elk a~r n + 1 lijnen. Wij 

vormen nun - 1 L-vn's Lk als volct: In hst i,j-de hokje van Lk 
plaatsen wiJ hEt nummcr van het snijpunt van lk met de lijn, die 
het punt i van 8 met het punt j v2n b verbindt. 
Al deze vierkanten zijn Latijns, daar bij vaste i (resp j) 
het snijpunt op lk met j (resp. i) alle punten doorloopt. 

Twee van deze vierkantcn L). E:n L_µ.. zijn ortho;::;oncal, daar de 
eombinatie r,s slechts 6~n kccr voorkomt. Verbindt het r-de 
punt van l" mt:.;t het s-de punt vcm l_,.µ.... Deze lijn snijdt a en b 

in punten 1 1 en j' waaruit men ziet, dat de combinatie r,s slechts 

voorkomt op de i 1 ,j 1 -de pl~nts. 

Hst kan bEwezen word~n, dat om~~kG8rd etn orthogonacl 3telstl 

uan (n-1) 1-v 'seen proJ(cti~v~ me~tkundu bepa:lt met n + 1 n 
puntcn op elke lijn (zic ~ijvoorbceld ~6] ). Men kan zo GGk 

bewijz1.;;n, dat t:Jr in iedtr glv:::l nooit m(;er dan (n-1) orth,,,_·,,nal0 

L-v 's kunnen best2an ( n , [16] , p. 291 ) • 
Men kan gGm2kkelijk tE.:n eindi,,:.e projcctieve m~etkundE: ticuwen 

met n + 1 puntcn op een rechtc, mits n =pk.De meetkun¢E is don 
d~ analytische meetkunde ov~r het sindi~e lichaam met pk el6menten, 

, , 
Er zijn ook eindige proJGctieve meetkundsn bekend, die n1~t opge-

vat kunncn warden als analytische mGetkund~n ov8r een eindig 
lichaam. n is in die gevallen echter wel een macht van ~~n priem­
getal, zodat al deze meetkunden aanleiding geven tot pk- 1 orthb­

gonale L-v k's. Reeds lang bestaat het Vbrmoeden,, dat.,1~fHl 
p ; 

.. ,,,,,'.J,;,.,(.;,·;. 
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projcctiev~ meetkunde slEchts kan bestaan voor n = pk. 

Bruck 2nd Ryser [13] hebbe::n bt:wcze:n, dat als n ::= 1 ()f 2 

(mod 4) en als bovendi8n h~t kwadraatvrije deel van n deelbaar 

is door eEn pri(;mf£:ctor p ~3 (mod 4), er geen projectieve mi;;et­

kunde bustaat met n + 1 punten op elke rechte. 

Hun methode is ruw zeschetst els vol~t: 

Nummer de lijnon en dE:: puntt:n op een of 8,ndere m.enier van 

1 t/m n2 + n + 1. De matrix (a 1 j)= A met 

t :::: 1, els het i-de punt p de j-d1;_; lijn lic;t 

8~~ = o., als dit niet zo is 
lJ 

heet de incidentie matrix. Er ldt dan AAT = ATA = Bn = (~1 j) 

met ~ ij = 1 + J ijn, DE:- kw:ic1rDtischc vorm is blijkbaar ra.ti:Jn;:::.s1 
equivalent met de eenh1;_;idsm2trix E • Door berekenin~ V8n d8 invc-n _, 
ri~nteu t.o.v. de rati8nalt cquivallntie ven Bn en En vol~t htin 

stellin2,daar voor bov~n no~mdc woarden van n dez~ inv2rianten 

ni~t overeenstemmen$ hieruit v l~t dus tevens, dat voor daz~ 

wc1arden van n r::r r_seen (n ... '1) orthcc:,)n::-tlc L.i,v 1 s besto.u.n. Uitcrc~12rJ n 
iE h~t prcbleem ven dczc § hicrmee nog l8n~ niet opgelost. 
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