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Uber eine Zerlegung des Haarschen MaBles auf
kompakten Gruppen

Von
Gilbert Helmberg, Amsterdam
(Eingegangen am 3. Januar 1964)

Bei der Konstruktion von gleichverteilten Folgen in einer nicht-
kommutativen kompakten Gruppe X tritt die Frage auf, unter welchen
Voraussetzungen sich das Haarsche MaB auf X als Faltungsprodukt
der (auf ganz X erweiterten) Haarschen MafBe von Untergruppen
darstellen 148t (vgl. [6], Satz 1 und [4]). Ein einfaches Kriterium hierfiir
1aBt sich aus dem Peter-Weyl'schen Satz innerhalb der Darstellungs-
theorie ableiten (s. {7]). In [4] und [5] werden hinreichende Bedingungen
angegeben, die zum Teil auf dieses Kriterium zuriickgehen, in ihren
Formulierungen aber nicht mehr unmittelbar darauf Bezug nehmen.
Diese Bedingungen sollen im folgenden zu notwendigen und hinrei-
chenden Bedingungen verschirft und durch einige weitere erginzt
werden, die unter dem Gesichtspunkt der Theorie der Gleichverteilung
ebenfalls von Interesse sein konnen.

Es sei X eine kompakte Hausdorffsche Gruppe mit Einheitselement e,
B die o-Algebra aller Borelmengen in X und C(X) die Menge aller
stetigen komplexwertigen Funktionen auf X. Ferner seien Y und Z
zwei abgeschlossene Untergruppen von X. Mit u, n und { bezeichnen
wir beziehuﬁgsweise die normierten Haarschen Mafle auf X, ¥ und Z,
und mit %" und ¢’ die durch

7' (E)=n(EnY)
firalle Ee B
‘ {'(B) ={(E n2)

definierten normierten (und reguliren) MafBe auf X. Das Faltungs-
produkt # * ¢’ ist definiert als jenes regulire MaB auf X, fiir das
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f/(fv) dln' * ) (@) = [ [Hz, 25) dn'(21) AT (2) =
Ix

= [ [/(yz) dn(y) di(2) fiir alle f ¢ C(X)
zy
gilt.

Es sei D= {D™ : A & A} ein vollstindiges System nicht dugivalenter
irreduzibler unitérer stetiger Darstellungen von X. Mit ®" = {D™ : 2e A"}
bezeichnen wir das durch Streichung der trivialen Darstellung erhaltene
System. Die Darstellung D™ sei vom Grade n, und E™ = D™(e) (falls
keein MtierstLindnis moglich ist, lassen wir den Index 2 kiinftig weg).
Wir fassen D(X) = {D(x): z& X} auf als Gruppe unitérer Transfor-

mationen eines n- dlmensxonalen unitiren Raumes M (des zu D gehorigen
Darstellungsmoduls).

Definateon 1: Fiir De® und x ¢ X sei F(z) der Unterraum aller zum
Eigenwert 1 gehorigen Eigenvekioren der Transformation D(z) i M.
Ist X, eine Untergruppe von X, dann sei F(X,) = n F(z).

ze X,

Die Dimension von F(z) ist die Vielfachheit des Eigenwertes 1 in
D(z). Die Dimension von F(X,) ist die Anzahl der in D enthaltenen
trivialen Darstellungen von X,. Die Untergruppe X, wird durch das
System {F™(X,): 1e A} eindeutig bestimmt (s. [3] 5.).

Hilfssatz 1: Fur jede Darstellung D ¢ D st dve Transformation
P(Y) = l[D(y) dn(y)

der Projektor auf F(Y).
Beweis: Wir bezeichnen mit 4* die zur Matrix 4 adjungierte Matrix.
Da die Darstellung D unitér ist, gilt

P*(Y) = f D*(y) dn(y) = f D(y™") dy(y) = Yf D(y) dn(y) = P(Y),
P(Y) = f D(y,) dn(y,) f D(y,) dnly,) = Ij Yf (41 y2) dn(y) dnlys) =

f I D(y,) dn(ys) dn(ys) = f P(Y) dn(y,) = P(Y).

Also ist P(Y) ein Projektor auf einen Unterraum F,. Ist  ein Spalten-
vektor, der einem Element aus F(Y) entspricht, also D(y) f = f fiir alle
y ¢ Y, dann gilt

P(Y)j= IJ:D(y) fan(y) = }Hdn(y) =T

woraus F(Y) c F, folgt. Stellen wir uns D so transformiert vor, dal D
als Darstellung von Y in vollstéindig reduzierter Gestalt erscheint (dies
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lauft auf eine andere Basiswahl in M hinaus), dann sehen wir bei Be-
achtung der bekannten Relationen fiir die Koeffizienten irreduzibler
Darstellungen, daB die Dimension von F, gleich der Anzahl der in D
enthaltenen trivialen Darstellungen-von Y, also gleich dim F(Y) 1st
Es gilt also F, = F(Y).

Die besprochene Transformation von D kann man iibrigens auch
verwenden, um die anderen angefiibrten Eigenschaften des Operators
P(Y) abzuleiten; nur mufl man dann iiberlegen, da8 diese Transformation
mittels einer unitiren Matrix durchgefihrt werden kann.

Im folgenden bezeichnen wir den Rang eines Operators 4 (= Dimen-
sion seines Bildraumes, = n-Dimension seines Nullraumes) mit r4.

Hilfssatz 2: Es seten N, N, Unterrdwme von M und P,, P, die zu-
gehorigen Projektoren. Folgende Aussagen sind dgquivalent:

1) Ny LN,

2) PP, =

3) P,P,=0

4) P, + P, ist etn Projektor

5) r(E — P,)(E — P,)=n —rP, —rP,

6) 7(E — Py)(E— P,))=n—7rP, —1rP,
7 r(F— Py — Py)=n—1rP, —rP,

8) 7(E — Py — P)) =1(E— P)) (E— Py)
9) 71(E — Py — Py) =1(E — P,) (E — Py).

Beweis: Aus Symmetriegrinden geniigt es, die Aquivalenzen
1) <=)>2) (=D 4) <=y b) (=) T)<=)> 8) zu bheweisen, von denen wieder
1) (=) 2) <= 4), aus [2]§ 27 Theorem 4 und § 28 Theorem 2 entnommen
werden kénnen. Der Operator P+ = E — P, ist der Projektor auf das
orthogonale Komplement Nt von N (i =1, 2):

1) <=)> 5): Nach dem Isomorphiesatz gilt
Ny + NNy = N’L/NlnNzl’
also
7Pt Pt =dim Ng* — dim(N, n Nty =n — dim N, — dim(N; n Ngb). (1)
Der letzte Ausdruck ist genau dann gleich n — dim Ny — dim N,
wenn N; = N, n N4, also N, c V4 gilt.
1) <=> 7): Der Nullraum des Operators E — P, — P, ist
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{veM:(E—P,— P)v=0}={ve M: P,lv=P,v} |
={veM:Pv=P,lv} :
={v; +v,:9,e Ny n Nyt v,6e Nyt a Ny}
=(NyaNt)+ (Nt o Vo).

Hieraus folgt
r(E — Py — P,) = n — dim(N, n Nyt) — dim(NL n N,). 2)

Der letzte Ausdruck ist dann und nur dann gleich n — rP; — 7P, =
=n—dim N, —dim N,, wenn N, =N, n Nt und N, =N, n N4,
also N, | N, gilt.

1) <=)> 8): Aus (1) und (2) folgt, dall r(E — Py, — P,) = rP;L P,t
genau dann gilt, wenn dim(N.tn N,) =dim N,, also N, c N+ gilt.

Wir wenden beide Hilfssitze nun auf unsere besondere Frage-
stellung an.

Satz 1. Dre folgenden Aussagen sind dquivalent:

op=n*l

2) u=0*7

) ¥ =0*y udYZ(=2Y)=X

4) FA(Y) | FAZ) fir alle Ae A

5) PA(Y) PM(Z) =0 fiiralle Ae A’

6) PA(Z)PM(Y)=0 firalle Ae A

7) PAY) + PAZ) = [ DVl + ¢') () ist idempotent fiir

x

alle Ae A’ : .
8) r(E™ — PM(Y)) (E™ — P™(Z)) =n, — rP™(Y) — 1P (Z)
fiir alle A e A’
9) r(E™ — PM(Z)) (E™ — PM(Y)) = n, — rPA(Y) —rP™(Z)
fur alle Ae A’ ‘
10) 7(E™ — PM(Y) — P™(Z)) = n, — rPV(Y) — rP¥(Z)
fiir alle ¢ A’
11) f(B® — PW(Y) — PY(Z)) = r(EW — PA(Y)) (EW — PY(Z))
fiir alle Ae A
12) 1(E® — PW(Y) — PA(Z)) = (EY — P(Z)) (EW — P(Y))
firalle Ae A'.

Beweis: Aus Symmetriegriinden gerﬁigt es wieder, die Aquivalenzen
1) (=) 3) <=> 4) <=>5) =) T) <=> 8) (=) 10) <=) 11) zu betrachten. Die
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Aquivalenz 1) (=) 5) folgt als Sonderfall aus [7] Theorem 1, 2 (s. auch
[6] Satz 2). Die Aquivalenzen 4) (=) B) (=) T) (=) 8) <=>10) <=>11)
folgen aus den Hilfssitzen 1 und 2. Aus 3) folgt 1) nach [5] Korollar 5.1,
umgekehrt ist 1) dquivalent mit 2) und aus beiden zusammen folgt 3).

Fiir die Konstruktion gleichverteilter Folgen in X ist der Fall von
besonderem Interesse, in dem die Untergruppen Y und Z monothetisch
sind, d. b. durch jeweils ein einziges Element a bzw. b erzeugt werden.
In diesem Falle lassen sich notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir die Giiltigkeit der Aussagen 1) bzw. 2) bereits mit Hilfe der Trans-
formation D(a) und D(b) formulieren:

Satz 2. Es seien Y bzw Z die durch die Elemente a bzw. b erzeugten
Untergruppen von X. Dann st jede der Aussagen 1) — 12) in Salz 1
dquivalent mit jeder der folgenden Aussagen:

13) FM(a) | F(D) fiir alle A e A’.

14) 7(E™-— D®¥(a)) (E® — D¥(b)) = r(E¥ — D™(a)) +
+ r(E® — DM(b)) — n, fiir alle Ae A'.

15) 7(E® — D(b)) (E® — D™(a)) = r(EY — D™(a)) +
+ r(E® — D™(b)) —- m, fiir alle Ae A'.

Bewers. Es genugt wieder die Aquivalenzen 4) (=) 13) (=) 14) zu
betrachten. Die Aquivalenz 4) (=) 13) folgt aus den Beziehungen
FH(Y) == F¥(a) und F™(Z) = F™(b) fiir alle Ae A (s. [3] 5. und
Lemma 2). Wir beweisen noch die Aquivalenz 13) (=) 14).

Der Operator D(b) 148t F(b) elementweise und F(b): als ganzes
invariant. Der Operator (E — D(b)) hat also den Nullraum F(b) und
den Bildraum F(b)*. Analoges gilt fiir deh Operator (E — D(a)). Nach
dem Isomophiesatz gilt wieder ‘

F(a) + FOF[p(a) =2 PO p(a) o F(b)v

also 7(E — D(a)) (E — D(b)) = r(E — D(b)) — dim(F(a) n F(b)*). Nun
ist n —r(E — D(a)) = n — dim F(a)t = dvm F(a) und diese Zahl ist
genau dann gleich dim(#(a) n F(b)+), wenn F(a) c F(b)4, d h.F(a) | F(b)
t.

& Setzen wir speziell b = e, dann erhalten wir die bekannte Aussage,
daB das Element a genau dann die ganze Gruppe X erzeugt, wenn
7(E® — D™(a)) =n,, d. h. det (E® — D™(a)) + 0 fiir alle Aec A’
gilt [1]. :
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