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2h 
Bewijs van de identiteit ~=:;: (-1 ) 1 ( 2h1. )3= (-1 )h (3h) ! • 

(h! )3 

door 
Dr W. Peremans. 

Het bewijs wordt geleverd door volledige inductie naar h. Voor 
h=1 is de identiteit onmiddellijk te verifieren. Laat de identiteit 
voor h=n juist zijn. We bewijzen dat zij dan ook voor h=n+1 juist is. 
Hierbij gebruiken we drie omvormingen: 

1 ~ (~) = (mk/) + (~=~), als 1 ~sm-1; (~) = (m~1 ); (:) ~ (::~). 

2° Het achterstevoren keren van de sommatievolgorde in een som (dus 
m m 

~ 0 a1= f~0 am-i) gevolgd door de omvorming (~) = (1~k)' 

We merken op dat als m even is (-1) 1 in (-1) 1 en als m oneven is 
. . +1 

(-1) 1 in (-1) 1 overgaat. 
3° Het uitschrijven van een product van binomiaalcoefficienten in 

facultBiten eu het vervolgens op een andere wijze weer samennemen 
van deze faculteiten tot binomiaalcoefficienten, Hierbij kunnen 
en.kele factoren die geen binomiaalcoefficienten zijn, overblijven, 
2 +2 . 

Op .i::(-1) 1 (2~+2)3 passen we 1° toe en bedenken dat (a+b) 3 = a3~~1+ 
i=O 

· 0 2n+1 i 2n+1 3 
+ 3ab(a+b). Nu geeft toepassing van 2 , dat ;---(-1) ( i ) = 0 en -r;o 
~(-,)i(2~+11)3 = ln+1 (_,)i+1(2~+1)3 = o. Dus 
~ i- i=O 1 

2n+2 · 2n+ 1 · 1 2 1 2 2 
r-(-1)1(2~+2)3= 3L,(-1)J.(2~+ )( ~+,)( ~+) 0 

~ 1 i=1 1- J. 

_ 3 ~2~(-1 )i+1(2~+1)(2~+1)(2n+2) 
- . J.+1 i i+1 

J.= 
We passen nu 3° toe. Dit geeft 

( 2n+1)(2n+1)(2n+2) _ 2n+1 c2n)(2n+2)2 
i+1 i i+1 - ~ 1 i+1 ' 

dus 

~t~( 1)1(2n+2)3- 3f2n+1) 'f"c-i )i+1 (2n) (2n+~)2 
i= - i - 2 n+,) ~ i i+1 • 

Op (2~!~) 2 passen we 1° to~. Dit geeft 



2n+2 i 2 2 ( 2n 2n . 
;~(-1) ( ~+ )3=? ~~+1 ([o{-1)i+1(~n)(2~:~)2+ 5<-n1+1(~n)(2~+1)2+ 

+ 2 ~(-1 )i+1(2n)(2n+1)(2n.+1))- 3~2n+1) (·--v {3 2 X) t;;o I i i+1 i - ~ n+1) 'A+, + U • 

Door toepassing ve.n 2° o:p {> vinden we/J=o<. Op3'passen we 3° toe .• Dit 

geeft (21:)(21:+1)(2~+1) = 2n+1(21:+2)(21!,2 
1' i+1 1 2n+~ 2+1 1 1 1 

)( _ 2n+1 #(_1 )i+1 (2n+2) (2n)2 
u - 2(n+1) t;o i+1 'i · 

Hierin passen we op (2~!~) 1° toe. Dit geeft: 

2 ( n + 1 ) -X _ ~ ( _ 1 1 i + 1 ( 2 n + 1 ) ( 2 n) 2 Ei. ( _ 1 ) i + 1 ( 2 n + 1 ) ( 2 n) 2 t S 
2n+1 v - f;;;o I i+1 i + _- i i = '· 1 + 2 • 

Door toepassing van 2° op J'2 vinden we dat S2 = l-\, dus 

(1).~ ~ = ~2n(-1)i+l( 2~+11 )( 21:1) 2 • Hieruit volgt: 
£ll1-1 . _._+ l 

l.= 
· 2n-1 . 

n+1 )(-()(= Y":=(-1 )i+1(2:t:+1)(?n)(~n} 
~ i.J ·~ J.+1 1. 1+1 • 

Door op het rechterlid hiervan 2° toe te passen vindt men dat het cO 
is. Dus 
( 2 ) X- 2n+10( v-ii+"1 • 

Hierui t en ui t P ::O< volgt 

2~n+!(-1)ic21:+2)3= 3(2n+1)(3n+2) 
i=O 1 (n+1) 2 

Op grand van (1) en (2) volgt hieruit 

(J) ~(-1)1(21:1+2)3= 3(2n+1)(3n+2) fl\_1)i+1(2n+1)(~n)2. 
· O 1 ( 1)~ -~ i+1 l. 1= n+ J.=U 

( 2n+1) o Op i+i passen we 1 toe. Dit geeft: 

(4) i:c-, )1+1 <~)3. 
i:::O 

Op de eerste term van het rechterlid :passen we 3° toe. Dit geeft: 

:(i~1)(2~)2= ~~~1<2f-1)(2f)(2f:~), 

(,) ~ (-1)i+1(~n )(21:1)2= 2n t:':(-1)i+1(2~-1)(2n)(2n+1) 
~ 1+1 1 ~ i=O i i i+1 • 

Op (2~!~) passen we 1° toe. Dit geeft: 

(6) ~:°:(-1)i+1c21:-1)(2n)(21:1+1) = £::::(-1)i+1c2n-1)(2n)(2n) + 
i=O i i 1+1 i=O i i i+1 

¥::(-1)1+1(2~-1)(21:)2, 
. Q 1 l l:: 



-3-

Op de eerste term van het rechterlid passen we 2° toe en vinden dat 
het = O is. Op de tweede termt die we £1 noemen, passen we ook 2° toe 

en vindeni1 = 1n:1(-1)i(21'.1-1)(?n )2= ~(-1)i+1(2n-1)(21'.1)2= £2, 
i=O l 1+1 i=1 i-1 1 

G1 = ½(s1+£2) = i l:\-ni+1 (21'.1)3 • ..:_o i 
.J.-

Door dit met (3), (4), (5) en (6) te combineren vinden we 

½n+!(-,)i(21'.1+2)3= 3(3n+1)(3n+2) l:(-1)i+1(?n)3. 
i=O 1 ( n + 1 ) 2 i=O 1 

Volgens de inductieveronderstelling is 

f::(-1 )i(~n)3 = (-1 )n (3n)j• 
i=O 1 (n!) 

Dus 

Hiermee is de gestelde identiteit door volledige induotie bewezen. 


