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door 
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1. Von Neumann ruimte 

Definitie 1.1 

i~en lineaire ruimte R is een addi tieve Abelse groep ( ~lementen: 

x,y, ... ) waarbij de complexe getallen (notatie: o(, p, ... ) als 

operatoren (0( x e R) werken, met de volgende wet ten: 

·1. °' ( x+y) = oc x+0<y (distributieve 
menten van R) 

wet t.a.v. de ele-

2. (o< +(3 )x= oc x+ ~ x (distributieve wet t.a.v. de complexe 
getallen) 

3. cx(<3x)= (<X f' )x (associatieve wet van de vermenigvul-
diging) 

4. 1. X = X 

[Een additieve Abelse groep G is een verzameling elementen 

waarvoor geldt: 

1 . x E G, y E G ~ x +y f G. 

2, x+y ,:;:: y+x 

3. x+(y+z)=(x+y)+z 

(commutativiteit van de optelling) 

(associativiteit van de optelling) 

4. 3 een eenduidig bepaald nulelement O ~ G met: x+O=x. 

5. Bij iedere x € G bestaat een eenduidig bepaald tegenge­
stelde: -x met: x+(-x)=O. 

Eenvoudig is aan te tonen dat: 

a. O+x=x 

b. ex. 0=0 

C • O.x=O 

d. (-1).x= -x 

(ex x= o<.( O+x )= o< • o+ o< .x =9 oc. 0=0) 

(o< x=(o<+O)x=O( x+ O.x ~ O.x=O) 

(x+(-1)x=1.x+(-1)x=( 1+(-1))x=0.x=O 

=+ ( -1). x= -x). 



-2-

-(x+y) = (-x)+(-y). Voor x+(-y) schrijven we x-y. 

Men kan zonder meer aantonen dat alle rekenregels uit de 

lineaire vectorrekening hier geldig zijn.J 

Definitie 1.2 

Op R zij een inwendig product gedefinieerd, d.w.z. aan ieder 

tweetal elementen x,yf R is een complex getal (notatie: (x,y)) 

toegevoegd met de eigenschappen: 

1. (o< x,y)= cx(x,y) (associatieve wet t.a.v. de eerste 
component) 

2. (x+y,z)=(x,z)+(y,z)(distributieve wet t.a.v. de eerste 
component) 

3, (x,y) = (y,x) (Hermitiaanse symmetrie) 

4. (x,x) > 0 voor x I= O. 

Hieruit volgt: 

1 1 (x, {! y)=(@ y,x)= p(y,x)=~(y,x)=p(x,y). 

2 1 (x,y+z)=(y+z,x)=(y,x)+(z,x)=(y,x)+(z,x)=(x,y)+(x,z) 

J1 (x,x)=(x,x), dus (x,x) is re~el (zie punt 4 van def.1.2) 

4' (O,y)=(x-x,y)=(x,y)-(x,y)=O. In het bijzonder:(0,0)=0. 

Een lineaire ruimte R met op Reen inwendig product gedefi­

nieerd, wordt vaak een algemene Euclidische ruimte genoemd. 

Notatie 

Hierbij wordt dan II x II=~) de lengte van het element x ge­

noemd. Met als afstand d(x,y)s lfx-yll is R een metrische 

ruimte. (Voor de gewone n-dimensionale Euclidische ruimte geldt 

dat de lengte van de vector xis: 

✓ .t~ 
l= I 

Dat d(x,y) een afstand (zie hoofdstuk I van Robinson) is, 

vol gt 1,1.i t: 
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1. d( x, y) ~ 0 en is eenduidig bepaald. 

2. d(x,y)=O ~ V(x-y,x-y)=O ~ x-y=O ~ x=y. 

3. d(x,y)= V(x-y,x-y)= V(y-x,y-x)=d(y,x). 

4. d(x,y)+d(y,z)= Jlx-yll + Jly-zll~llx-zll=d(x,z). 

Het bewijs van de ongelijkheid in punt 4 berust op de vol­

gende twee ongelijkheden: 

Stelling 1,1 

De ongelijkheid van Schwarz: 

Voor elk tweetal elementen x,y€ R geldt: l(x,y)j ~ llxll . II YII. 

Bewijs: Als (x,y)=O dan zeker goed. Stel dus (x,y)/0 d.w.z. 

zeker x/0. 

O~(x-o<y,x-ocy)=(x,x)-(fX y,x)-(x,o<.y)+(O( y, o<.y) 

= (x,x)-«(y,x)- ~(x,y)+ /ocJ 2 (y,y). 

2 
Kies nu: o<= t~:~j , dan 04 -(x,x)+ (x,x) (Y2Y) • 

l(x,y)/ 
Deling door (x,x)> O geeft: 0,<-1+ (x,x)(y,y) 

l(x,y)f 2 

~ J(x,y)j 2~ (x,x)(y,y) ~ l(x,y)I 4: llx II . IIYII . 
Het gelijkteken geldt, indien <Xx+ (3 y=O (o<, '5 willekeurige com­

plexe getallen). 

Opm:lut deze ongelijkheid volgt dat (x,y) een continue functie 

vanbeide variabelen is. Stel y/0 (anders (x,y)=O). 

e 
Als: 1Jx 2-x 1 I/ < IIYII ~ !(x2 ,y)-(:x1aY)I = j(x 1+x 2 -x,1'y) - (x 1,y)I = 

=l(x2-x1'y)f ~ llx2-x1II IIYII<= c,. 
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Stelling 1.2 

De driehoeksongelijkheid 

Voor elk tweetal elementen x, y E R geldt: II x+yll ~ 11 xii + 11 ylJ . 

Bewijs: Als Ux+yll =0 is de bewering triviaal. Stel dus lfx+yll > O. 

11x+yll 2=(x+y,x+y)=l(x,x+y)+(y,x+y)I & l(x,x+y)I +l(y,x+y)I 

" II X II • II X +y II + II y II • II X +y II • 

Deling door lfx+yll > O geeft het verlangde resultaat. 

Het gelijkteken geldt indien '>.x+ ,P,-y=O ( ">.,f' willekeurige 

re~le getallen). 

Verder kan men bewijzen de zgn. parallellogram eigenschap: 

Stelling 1.3 

Voor ieder tweetal elementen x,y ER geldt: 

II x+y II 2 + II x-y II 2 = 2 /Ix II 2+ 2 IIY II 2 • 

Bewij s: II x+y II 2+Hx-y 11 2=( x+y ,x+y) +( x-y, x-y )=( x, x) +( y, x) +( x, y) + 

+(y,y)+(x,x)-(y,x)-(x,y)+(y,y)=2 nx 11 2+2 IIY 11 2 . 

Algemeen geldt: Als in een lineaire ruimte R aan elk ele­

ment x E R een niet-nega tief getal II x II toegevoegd kan warden, 

zodanig dat: 

1. llxll = 0 ~ x=O 

2. II x +y /I ~ II x II + II Y II . (driehoeksongelijkheid) 

3. ll°'xll = lcxl llxll. (homogeniteitseigenschap van de 
norm) 

dan heet Reen genormeerde lineaire ruimte, en llxll heet de 

norm van x. 

Als in een genormeerde lineaire ruimte voor ieder tweetal 

elementen x,y de parallellogram eigenschap geldt, dan kan een 

inwendlg product ingevoerd warden, zodat de aanwezige norm llxtt 
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juist gelijk aan V(x,x) is. Neem namelijk 

2 2 . 2 2 4(x,y)= llx+y 11 - 11 x-y 11 + i II x+iyll -il/x-iylf . 

Met enig rekenwerk is aan te tonen dat de aldus gedefini­

eerde (x,y) inderdaad alle eigenschappen van een inwendig 

product heeft en dat V(x,x)= Hxll. Dit gaat als volgt~ 

a. (x,y)= ~ (llx+yll 2-llx-yll 2 +illx+1yll 2 -illx-1y1l 2 ) · 

=; (lly+xll 2 -lly-x/1 2 +illy-ixll2 -1l1y+ixll2 ) 

= (y,x). 

b. (x,x)=; ( 4 II xll 2 +i/lx+ixll 2 -ilJx-1 xlJ 2 ) 

=; (41/xU 2+2 1UxU 2-21ttxl1 2 )= ttx" 2 > o voor x/o 

en= 0 voor x=O 

. . . V( X , X ) = II X II • 

c. II x +y+z 11 2 -II x +y-z II 2=21/x +zll 2+2 /IY II 2 -II x+z -yl/ 2 -llx+y-z II 2 

=2llx+z II 2+2Nyll 2-2)1x 11 2-2Jly-zJI 2 . 

In dit resultaat mogen x en y verwisseld warden: 

II x+y+zll 2-llx+y-z II 2=21ly+z 11 2+2l!x 11 2 -2IIY 11 2 -2/1 x-zll 2. 

Optelling van beide resultaten en deling door 8 geeft: 

1 2 2 1 2 2 2 2 
4 (II x+y+zll -llx+y-zll )= 4 (II x+zfl +lly+zll -llx-zll -lly-z/1 ) . 

Analoog: ½ (II x+y+iz II 2-llx+y-izll 2 )= ¼Olx+izll 2+11y+izll 2 -llx.,.jzff;2 -

-lly-izll2). 

Optellen geeft: (x+y,z)=(x,z)+(y,z). 

d. Het bewijs van(« x,y)= ~(x,y) gaat wat moeizamer. 

Ui t de driehoeksongelijkheid vol gt: I llxll - II y II I~ Ux-yll. 



-6-

~ I II 0( X + y II - II @ X + y iii ' II ( oc -~ ) X II = I ~ - @ I II X II • 

~voor cx--t~ :ll!Xx .±. Yil--+ll~x + YII. Dus lta.x .±. YII is een 

continue functie van 0(. ==+(oc x,y) is een continue functie 

van o< • 

Stel Sis de verzameling van alle ~ waarvoor geldt: 

(c< x,y)=o<(x,y). Sis niet leeg, daar 1 € S. 

Li(-x,y)= ll-x+yll 2 - ll-x-yfl 2+ill-x+iyl/ 2 -ill-x-iyll 2 

= -(-llx-y11 2 +11x+yll 2 -illx-iyll 2 +illx+iyU 2 )=-4(x,y) dus -1 ts. 
Analoog te bewijzen: i ES. 

(x+y 1 z)=(x,z)+(y,z). Neem x= o< x' en y=!@x' dan volgt hieruit: 

°',@ e: S ::::=+ 0( + ~ 6 s. 
Dus : 0, + 1 , + 2 , . . . E S . 

Indien o<,~ € S, <310, dan J€S. Immers: 

o<(x,y)=( o<(/~ x,y)= P(j x,y) ===+ (f x,y)= f (x,y). 

Dus alle rationale getallen behoren tot S. 

Stel: 0< 1, o<. 2 , ... ~cx °'i' voor i=1,2, ... , zijn rationale 

getallen. 

( ex x, y) == 1 im ( oc i., x, y) =. 1 im oc i ( x, y) = o< ( x, y) ====) ct€ S' . 
i-+OO l~OO 

Dus alle re~le getallen behoren tot S. 

Voor complexe o<. geldt: oc = cx 1+ i o< 2 (o< 1 ,o< 2 re~le getallen) 

(o( x,y)=((oc1+:i0< 2 )x,y)= cx1(x,y)+i o< 2(x,y)= O('(x,y), daar ook i ES. 

Definitie 1.3 

Indien een lineaire ruimte R, met op Reen inwendig product 

gedefinieerd, volledig is, d.w.z. dat iedere fundamentaalrij 

een limiet (ER) heeft, dan heet Reen von Neumann ruimte. 

Voorbeeld: 

R zij een willekeurige complexe k-dimensionale vectorruimte. 

Kies een basis en laat t.o.v. deze basis: 
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x=(x 1,x2 , •.. ,xk) 

y=(y 1'y2, · ·. ,yk) 

Definieer: (x,y)= x 1y 1+x 2y 2+ ••• +xkyk. 

Met dit inwendig product is Reen von Neumann ruimte. 

Speciaal dus: 

Als llx -x U---+ O voor m,n --i cq dan bestaat er een x ER m n 
zoda t llx-x II--+ 0 voor n~ oo . n 

nx -x 11___.0 wil zeggen: ~,i-x 4J2+ ... +lx k-x kl 2 --+o voor m n m.1 n· m n 

~ lim x . bestaat, stel lim xmi - xi 
m___.oo mi m--+oo 

(i=1,2, ... ,k). 

Laat nu in: 1xm1-xn 112+ .... +lxmk-xnkl 2 <£ 

m-:-:-+OJ, dan': lx1-xn11 2t .. . +lxk-xnkl 2 < e 
dus: II x-x 11 2 ---) 0 voor n---... OJ . n 

2. De ongelijkheid van Bessel. 

voor m, n ). Ne , 

voor n > Ne , 

R is een von Neumann ruimte met elementen x,y, .... 

Definitie 2.1. 

x en y heten onderling loodrecht (orthogonaal) als (x,y)=O 

(x,y)=O -===+(y,x)=O vandaar onderling loodrecht. Onderling lood­

recht wordt kart aangegeven met: x _Ly. 

Stelling 2.1 

Als xj_y, dan geldt: llx+y11 2= llxll 2 + llyll 2 . 

Bewijs: II x+yll 2=(x+y ,x+y )=(x,x )+(x,y )+(y ,x)+(y ,Y )=llxll 2+11yll 2 , 

daar (x,y)=(y,x)=O. 
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Definitie 2.2 

x en y heten orthonormaal als (x,y)=O en llxll = flytl = 1. 

Voor een willekeurige verzameling elementen geldt: 

Definitie 2.3 

x. ( i E. Index verzameling I) he ten orthogonaal resp. orthonor-
1 

maal indien (x1 -,'x12 )=0 (1 1,12 E I,1 1/1 2 ) resp. (x11 ,x12 )= 61112 

(1 1 ,1 2 €I). 

Definitie 2.4 

Een verzameling orthonormale elementen x 1 ( i EI) heet maximaal 

indien uit (x.,z)=O (iE I) volgt.~_=:9_.of z•JE. (j C I7. 
l J 

Stel u 1,u2 , .•. ,un zijn n orthonormale elementen in R. 
n 

Indien x is te schrijven als x= L cX. u1 dan heet 
1=1 l 

n 
(x,uj)=( L ~- u.,uj)= o<. de Fourier co~ffici~nt (x,uj). 

i=1 l l J 

Voor een willekeurige x geldt: (x-x 1 ,u. )=(x,u1 )-(x' ,u.) 
l l n 

= oc.- oc.=O waarbij: x'= L oc. u. met o<.=(x,u1 ). 
l l i=1 l l l 

Dus x-x' staat loodrecht op alle u1 (1=1,2, ..• ,n). 

Stelling 2.2 

Stel u 1,u2 , ... ,un z~Jn orthonormale elementen in R. 

De af stand d = II x- 1~ 1 o<1 u1 ff is minimaal voor oe 1 =( x, u1 ) en 

0 "- d2. 2 ~ 2 ... min= llxll -1~1 l(x,ui)I . 

2 n n 
Bewijs: d =(x- [ oc. u. ,x- [. 

• ,1 l l . ,1 
l= I l= I 

n 2 2 n 2 n 2 
+ L Io<. I = llx 11 - L I ( x, u. ) I + L [ I ( x, u. ) I -2 Re f OC. ( x, u. ) } + 

i=1 l i=1 l i=1 l l l 

2] 2 n 2 n 2 lo< 1.I =Uxll- ~Hx,u.)I + [. lo< 1 -(x,u.)I, daar voortwee 
i~1 l i=1 l 
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2 ) - - ) complexe getallen z 1,z 2 : J z 1-z 2 1 =(z 1-z 2 (z 1-z 2 

~ d2 is minimaal als tiei=(x,u1 ). 

Tevens volgt hieruit de ongelijkheid van Bessel: 

n 2 
~ [ l(x,u. )I . 

. 1 l l= 

n n 
Opm. Indien cxi=(x,ui) dan geldt: x= ' ocl. ui+(x- [: °'1 ui) 

1~1 i=:-i 
n n n n 

met [ oc.u . .L(x- [ 0( 1u. ), daar ( [ oc.ui,x- [ 0(1u. )= 
1=1 l l i=1 l i=1 l i=1 l 

3. Het orthogonalisatie-procede van Schmidt (of:Gram-Schmidt) 

R is een von Neumann ruimte met elementen: x 1,x2 , ... 

Definitie 3.1 

x 1,x2 , ... nxn heten lineair onafhankelijk als uit iedere voor­

waarde L o<.x.=O volgt <Xi.=0 (1=1,2, ... ,n). 
• 01 l l 
l= I 

Elementen die niet lineair onafhankelijk zijn, heten lineair 

afhankelijk. 

Stelling 3,1 

Iedere eindige orthonormale verzameling u 1,u2 , ... ,un in R is 

lineair onafhankelijk. 
n 

Bewi j s: Stel L IX. u. =o voor z ekere . 1 l l 
l= 

=(O,u1 )=0, voor 1=1,2, ... ,n. 

Stelling 3.2 

n 
°'1~ ()(,=( L oe.uj,ui)= 

l j=1 J 

Het orthogonalisatie-procede van Schmidt: 

Als er n lineair onafhankelijke elementen x 1,x2, .•. ,xn bestaan, 
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dan bestaat er een orthonormale verzameling u 1,u2 , .•. ,un in R. 

Bewijs: 
X '1 

u = '1 llx 1 1i 

x 2-(x2 , u 1 )u 1 
u -2- Ux2 -(x2 ,u 1 )u 1 11 

u = x3-(x3,u1 )u 1-(x3,u2 )u2 
3 11x3-(x3,u1 )u 1-(x3,u2 )u2 II 

••••••••• , • It •••••••••••••••• 

n- '1 
x - '[ (x , u1. )u1. n . .,, n . 

. l=1 
u = ----------n n 

II x - L. ( x , u. ) ui II n . .,, n l 
l= I 

Uit de wijze van constructie van de ui volgt zonder meer de 

orthonormaliteit. (Zie opm. onder st.2.2.) 

dan geldt 

k·-'1 
(xk,ui)uilliO (k='1,2, ... ,n). Want als flxk-z;;(:xk,ui)u~j=O 

k- '1 
xk= L (xk, u. )u. ~ xk is een lineaire combinatie 

. .,, l l 
l= I 

van: u 1,u2 , .•. ,uk-'1 ~ xk is een lineaire combinatie van 

x 1,x2 , ..• ,xk-'1 en dit is in strijd met de lineaire onafhanke­

lijkheid van x 1,x2 , ... ,xn. 

Opm. Voor iedere k is xk een lineaire combinatie van u 1, ... ,uk 

Etli- uk een lineaire combinatie van x 1,x2 , ... ,xk. 

4. Unitaire ruimte 

Definitie 4.1 

Een n-dimensionale unitaire ruimte Rn is een van Neumann ruimte 

waarin het maximaal aantal lineair onafhankelijke elementen n 
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bedraagt, d.w.z. 3 x 1,x2, ... ,xnG Rn zodat voor ieder n-tupel 
n 

(o< 1, « 2, ... , O(n) waarvoor 1~ 1 oc 1x1=0 geldt o<1= 1)( 2= .. . = O<n=O, 

terwijl ieder n+1-tal elementen uit Rn lineair afhankelijk is. 

We spreken van een oneindig dimensionale unitaire ruimte 

indien er willekeurig veel lineair onafhankelijke elementen 
zijn. 

Definitie 4.2 

en is de verzameling van alle n-tupels van complexe getallen 

(aan te geven met: 0<=(()(1, 0( 2 , ... , °'n), ~=(~1, ~ 2 , ... , ~n) enz.) 
waarvoor het volgende geldt: 

1. o=(o,o, ... ,o) (Het nulelement) 

3, cocs(c cx 1 ,c o< 2 , ... ,c ¾) c: willekeurig complex getal. 

4. (o<,~) • o< 1 f3ft- 0(. 2 ~ 2 + ... + O(n ~n (Het inwendig product van 
« en p,) 

Eenvoudig is aan te tonen dat en een n-dimensionale unitaire 
ruimte is. en wordt wel de unitaire n-tupel ruimte genoemd. Dat 

en n-dimensionaal is, volgt uit het feit dat ieder stelsel van 

n vergelijkingen met n+1 onbekenden een oplossing (~ de nulop­

lossing) heeft. 

Stell:l.ng 4.1 

Theorema van Weyl: 
Als Rn een n-dimensionale unitaire ruimte is, en en de unitaire 

n-tupel ruimte, dan geldt 

Rn t;;J en 

Bewijs: Uit het voorafgaande volgt dater in Rn een orthonormale 
n verzameling u 1,u2, ... ,un bestaat met, voor iedere x,y(R : 
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n 
X = 

i~ 
o(iUi °' i =( x, ui) 

n 
y = L ~iui 

i='1 

We defini~ren nu de toevoeging: 

waarbij de ~i en p1 de Fourier co~ffici~nten van x en y zijn 

t . 0 , V • U '1 ' U 2 , ••• , Un , 
n 

De toevoeging van x= L oe1 u;i aan o<=(C>< 1 ,oc2 ,.,.,o<n) is zonder 
i='1 

meer mogelijk omdat Rn een 11nea1re rulmte is. De een-eendui-
n n n ~ 

digheid is julst omdat, 1nd1en L o<1 u1 = [, 0<{ u1 ~ L (oc -cx1 )=0 
i='1 1='1 i='1 l 

~ °'i = lXi . 
Verder geldt: 

x +y ~ ~ = ( ~ '1 , ¥ 2 ' . . . , )' n ) = ex + ~ 

daar (o,u1 )=0 

n n n n 
( x, Y) =( [ o<i ui, L (3 j u j) = [ cxi ( ui, ·~ p j uj ) = 

i='1 j='1 1='1 j='1 
n 
L 0(1 G1 a(oc,r) · 

i='1 

Met behulp van deze isomorfe afbeelding van Rn op en is 

het eenvoudig in te zien dat een orthonormale verzamellng 

u 1,u2, ... ,uk maximaaal is dan en slechts dan wanneer k=n. 
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n n Stel k -c: n, m. b. v. de afbeelding op C en weer terug op R is 

in te zien dater een xk+'1 bestaat die onafhankelijk van 

u 1,u2 , ... ,uk is, dus ook een uk+'1 (st.3.2) k.>n kan niet, 
daar er in en geen n+'1 onafhankelijke elementen zijn. Op deze 

wijze bewijst men ook de stelling van rechts naar links. 

De stelling toont dus aan dat alle n-dimensionale unitaire 

ruimten in wezen identiek zijn (d.w.z. er bestaat een een-een­

duidige afbeelding van de ruimten op elkaar). 

5, Lineaire deelruimten 

Definitie 5.'1 

Een lineaire deelruimte M van een von Neumann ruimte R is een 

deelverzameling van R met de eigenschap: 

Definitie 5.2 

~,p willekeurige complexe 
getallen 

Een lineaire deelruimte M heet gesloten als deze alle verdich­

tingspunten bevat. 

Opm. Mis een volledige metrische ruimte ~Mis gesloten. 

Laat A een deelverzameling van R zijn, en beschouw de collectie 

van alle lineaire deelruimten die A omvatten (R behoort hiertoe, 

dus de collectie is niet leeg). De doorsnede van deze ruimte is 

dan weer een lineaire deelruimte, zoals gemakkelijk is aan te 

tonen, en wordt genoemd de kleinstel.deelruimte die A omvat, of 

ook wel de lineaire deelruimte opgespannen door A. 

Nota tie: { A J : 
Evenzo wordt de kleinste gesloten lineaire deelruimte die A 

omvat, aangegeven door [AJ. 
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AC fA1 C [A]. Indien A slechts een eindig 
aantal elementen bevat dan geldt: fA} = [A]. 

Eenvoudig is in te zien dat indien A een deelverzameling 

van een von Neumann ruimte R is, het volgende geldt: 

·1. A is een lineaire ruimte ~ A is een lineaire deel­
ruimte van R. 

2. We kunnen de definitie van (x,y) onveranderd op A 
handhaven. 

3. A is volledig ~ A is gesloten. 

Dus een gesloten lineaire deelruimte van een van Neumann 

ruimte R is zelf een van Neumann ruimte. 

Een gesloten lineaire deelruimte M van een n-dimensionale 

unitaire ruimte Rn is zelf een unitaire ruimte met dimensie 

k-' n. Is de uni taire ruimte zelf niet eindig dimensionaal dan 

kan M zowel eindig als niet eindig dimensionaal zijn. 

Definitie 5.3 

x € R. staat loodrecht op een lineaire deelruimte M indien geldt: 

x J... y voor iedere y ~ M. 

Definitie 5.4 

M1, M2 lineaire deelruimten in R. 

M,1 staa t loodrecht op M2 indien geldt: x _Ly voor iedere x €. M1 
en iedere y € M2 . 

Indien M1 loodrecht staat op M2, staat ook M2 loodrecht op M1 . 

Dit wordt aangegeven met: M1 .l M2 . 

6. Hilbert ruimte 

Definitie 6.1 

Een Hilbert ruimte R00 is een separabele (d.w.z. er bestaat 
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een rij elementen in Rm: x 1,x2, •.. welke overal dicht is in 

Rm) von Neumann ruimte met willekeurig veel lineair onafhanke­

lijke elementen. 

Stelling 6. '1 

Vis een gesloten convexe deelverzameling in een ruimte van 

Hilbert R00 • V f Rm. Bij ieder element x € Rm -V bestaat er 

een element viE-€ V met II~ -i"II is minimaal. 

Bewijs: Voor vereenvoudiging van het schrijfwerk nemen we voor 

x het nulpunt O. Er bestaat een omgeving van Odie geen punten 

van V bevat, dus Uvll, v gV, heeft een positief infimum 6. 
Dus 3 v 1,v2 , ••. E" V zodat llvn 11 _,..d voor n-+m . 

.J II v -v 11 2 = ½ II v 11·2 +½ II v II 2 - .J II v +v II 2 
4 m n m n 4 m n 

Voor m,n > Ne is: ½ llvmll2 ~ ½ ,2 + l. e 2 

½ II vn11 2 ~ ½ 02 + .!. E 
2 . 

'1 2 2 C 2 . en dus: 4 11 vm-vnll ~ c +" - o = E.. -.v1,v2 , ... is een fundamen-
taalrij. Omdat V gesloten is, bestaat er een element /t'ev met 

II v n -v*II---+ 0 voor n-->co. 
Uit de driehoeksongelijkheid volgt: 

Stelling 6.2 

= lim 
n-.CD 

llv II =O· n 

A is een gesloten lineaire (dus convexe) deelruimte van R00 • 

AfR00 • Bi j iedere x € Rm -A bes taa t er dus een a* € A met If alf -xi/ 
is minimaal. 

Te bewijzen: a* -x J_ A. 

Bewijs: Noem a* -x=w. Neem een willekeurig element a£ A. Voor 

re~le .i\ is llw- :>-a/1 2 minimaal voor )..=0 ~(w,a)+(a,w)=O ~ 
Re(a,w)=O. Hetzelfde voor i a geeft: Re i(a,w)=O. 
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•
0

• (a,w)=O. Dit geldt voor iedere a€A~w=a*-x_l_A. 

Iedere x € Rm kunnen we dus schrijven als: x=x 1+x 2 x 1 € A, 

x 2 ~~A. Deze ontbinding is ondubbelzinnig. 

Stel x=x;+x2, dan: x 1-x;=x2-x2 x 1-x; € A x 2-x2 _l A~x 1-x1= 

Stelling 6.J 

A is een gesloten lineaire deelruimte in R00 • De verzameling 

A' van elementen van Rm, die loodrecht op A staan, is een ge­

sloten lineaire deelruimte in R00 • (A' heet het orthogonale com­

plement van A). 

Bewijs: x,y€ A' )(0( x+(3y,a)= o<(x,a)+ ~(y,a)=O voor iedere 

a€ A==:> cxx+ (3 y € A'. 

Ste 1 x 1 , x 2 , . . , € A ' en II x - xi ll ~ 0 v o or i ---. CD • Dan g e 1 d t v o or 

iedere a € A en voor iedere i: 

l(x,a)I = l(x-x. +x. ,a)I = l(x-x. ,a)I 6 Ux-x,11 Uall=+(x,a)=O~x €A'. 
l l l l 

Definitie 6.2 

Een lineaire functionaal op R00 is een afbeelding die aan iedere 

x€R00 een complex getal ?\(x) toevoegt met: ).(ex x+~y)= 

D< ?.( X ) + (3 1\ ( y ) • 

Definitie 6.3 

Een lineaire functionaal heet begrensd als: l,..(x)I ~ M llxll 
voor iedere x € Rm . 

Definitie 6.4 

Een lineaire functionaal heet continu in het punt nul als er 

bij iedere t:. > 0 een O > 0 bestaat, zodanig dat uit II xii .c. b 
vol gt: I 71.( X )I.( e . 
Het is gemakkelijk aan te tonen dat als een functie continu is 
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in het punt O, deze functie continu is in ieder punt in R00 • 

De equivalentie van begrensdheid en continu!teit is zeer een­

voudig in te zien. 

Stelling 6.4 

Stelling van F. Riesz 

Elke begrensde lineaire functionaal is van de vorm: 

).(x) = (x,v). 

Bewijs: A: de verzameling van alle x€R(X) met "-(x)=O 
A is niet-leeg, lineair en gesloten. 

Indien A=R00 dan voldoet v=O, dus stel A,JR00 , dan bestaat er 
I w 1 

een vector W 1 -L A. w = ifwi7f 

A( x - ex w ) = 7'( x ) - 0( ,.( w) Ste 1 « = ~ ~' 

===> X -o<w e A ~ ( X- <X W, W ) =0 ~ ( X, W) - ~ ( W, W) =0 

~ A(x)= ~(w) (x,w)=(x,v) met v= A(w)w. 

Stelling 6.5 

Iedere orthonormale verzameling O in R00 is of eindig of aftel­

baar oneindig. 

Indien O maximaal is, dan is O aftelbaar oneindig. 

Bewijs: u,v€0. Dan (u-v,u-v)=(u,u)-(u,v)-(v,u)+(v,v)=2~1Ju-vll=V2. 

R00 is separabel ~ 3 x. 1,x 2 , ... overal dicht in Rco. Bij iedere 

u € 0 bestaat er dus een xm met II u-xmll < ½ V2 terwijl voor u, v 
de bijbehorende x en x verschillend zijn, daar anders: m n 
Hu-vii =ltu-xm+xm-vlli:llu-xmll +llxm-vll.c: V2 contradictie. 
Hieruit volgt het eerste gedeelte van de stelling. 

Stel u 1,u2 , ... ,um is een volledige orthonoEmale verzameling. 

In R00 bestaan willekeurig veel lineair onafhankelijke elemen­

ten. Er is dus een x € R00 te vinden, die onafhankelijk is van 

u 1,u2, ... ,um. M.b.v. het orthogonalisatie-procede van Schmidt 
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is er een um+ 1 te construeren die loodrecht staat op u 1,u2 , .. ,um. 

Dus u 1,u2 >••·,um is niet volledig. Dit geldt voor iede~e m. 
Dus een volledig stelsel is oneindig. 

Stelling 6.6 

u'1' u 2 , ... orthonormaal stelsel in RCD • ) 

2 CD 2 
'1. II x II ~ .I,: l(x, u.) I voor iedere x E RCD. ( ongelijkheid 

1='1 l 
van Bessel). 

CD 
2. L ( )(--) CD x u y u is voor ieder paar x,y~R absoluut 

1='1 ' i ' i 
convergent •. 

Bewi,js: '1. Laat in St.2.2.: n~ CD. Merk op dat (x,u1 ) onafhan­

kelijk is van het afkappen bij n. 

2. [l(x,u1 )1 - l(y,u1 )1} 2 ~ O=-+ l(x,u1 )(y,u1 )1, ½ l(x,u1 )1 2 + 

CD 
+ ½ j(y,u. )1 2 ~ L (x,u. )(y,u.) is absoluut convergent. 

l i="J l l 

Stelling 6.7 

u 1,u2 , ... orthonormaal stelsel in R00 • Dan geldt: 

(X) 

is convergent~ L l°'j_l 2 is convergent. 
l='1 

BewiJs: Voor het aantonen van de convergentie van een reeks, ge­

bruiken we het convergentie-criterium van Cauchy. 

2 
o<. u. II = 

l l 
O(.U.)= 

l l 

~ Is de ene reeks convergent dan is de andere het ook. 

00 

Opm. Indien x= [ D(..u. dan heet ck =(x, 'k.-k) de Fourier co~ffi-
. 1 ll -k 
l=. 

ci~nt (x,uk) van x. 

Stelling 6.8 
orthonormaal stelsel in RCD 

(X) 
xE:R . 
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1 o X 1 = L 

i=1 
°'· u. l l 

2. (x-x').Lu. 
l 
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met 

(i=1,2, ... ). 

Bewijs: 1. Volgt uit St.6.6 en St.6.7. 

is convergent. 

2. (x-x' ,u. )=(x,ui)-(x' ,u. )= oc. - O(i=O. 
l l l 

Stelling 6,9 

u 1,u2 , ••• orthonormaal stelsel in een gesloten lineaire deel­

ruimte M C RCD . 

CD 

of 2. x= L ,x. ui 
... ,, l l"" I 

a. u 1,u2 , ... is een volledig stelsel in M4-==+ 
o<.i:;.;.(x,ui) 

Opm: Uiteraard kan M=RCD worden genomen. 

voor iedere x6M. 

of 3 . (x,y )== f Q<;,Ui){v,u~ 
i;:;--i 

voor ieder paar 
x,y € M. 

Bewi,js: Bewijsschema: a~2===41......,.a. 3~a 2~3 
CD 

a==>2: Voor iedere xe M geldt: ('X- .LIXf, ui) J., uj (iX1a0x,ui); 
l=1 ' 

i=1,2, ... ; j=1,2, ... ) 

CD 
~ x- L oc u. =0 daar u,,, u 2 , ... een volledig stelsel is 

. ,, l l I CD 
l=1 

N 

==> X= L o<. ui. 
i=1 l 

2====>1: Voor iedere x € M geldt: x= lim .L. ec1 u1 
N-+ CD 1=1 
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N 
1.....,. a: Stel x € M staat loodrecht op u 1 , u 2 , •. • .....o> x ~L b. ui 

1=1 l 

voor alle bi en alle N. 

~ x loodrecht op alle opltopingspunten ( (x,y) is continu 

in beide variabelen.Zie opm.onder St:1.1)) 

....,_. x..l. [u1,u2 , .. . J =M. =-+(x,x)=O=+x=O--+u 1,u2 , .... is 

een volledig stelsel in M. 

3 ~a: Stel x .J_ ui (i=1,2, ... ). Neem in 3. y=x--t x=O=:=+u 1,u2 , ••• 

N 
2 ==> 3 : ( x , y ) = 1 im ( L 

N---+ CD i = 1 

is een volledig stelsel. 
N 

( x, u. ) u. , L ( y, ui ) ui) = 
l l i=1 

N N 
= lim 
N~CD 

CD 

L. ( x, u . ) ( y, u . ) ( u . , u . ) = 1 im L ( x, u. ) ( y, u J' ) = 
i, j=1 l J l J N--.+CD i=1 l 

= L (x,u.)(y,u.). . 1 l l 
1= 

Stelling 6. 10 

CD Met iedere rij x 1,x2 , ... in R correspondeert een orthonormale 

rij u 1, u2 ,... ( eindig of oneindig) en f x 1,x2 , .. . J = f u 1, u2 , •. . J. 

Bewijs: Vervang x 1,x2 , ... door de lineair onafhankelijke ver­

zameling y 1,y2 , ... met f x 1,x2 , .. ·} ={y 1,y2 , ..• J. Met het ortho­

gonalisatie-proces van Schmidt construeren we de rij u 1,u2 , ... 

met (ui,uj)= dij (6ij=O i/j,=1 i=j). 
Daar we de y 1 s in de u 1 s kunnen uitdrukken en omgekeerd geldt 

{Y 1,y2 , ... }={u1,u2 , ... J en dus ook {x 1,x2 , ... J=[u 1,u2 , ... J. 
Ook geldt: [x 1,x2 , ... J =[u1,u2 , ... J. 

Stelling 6.11 

Mis een gesloten lineaire deelruimte in RCD. 

Er bestaat een volledig orthonormaal stelsel u 1,u2 , ... in M. 
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Bewijs: R00 is separabel =-t- M is separabel, dus er bestaat een 

rij x 1,x2 , ... overal dicht in M ===> Er bestaat een orthonormaal 

stelsel u 1 ,u2 , ... in M (St.6.'10) en [u 1,u2 , .•. ]=[x 1,x2, ... ]=M, 

dus het stelsel is volledig. 

Definitie 6.5 

2 1 : verzameling van rijen complexe getallen (aangegeven met: 
00 2 

O(=(o< 1 ,o1. 2 , ... ), (3 =( (3 1,~ 2 , ... ) enz.) met i~'1 loci l < ro . 

We defini~ren: '1. Nulelement: 0=(0,0, ... ) 

2. Som:o<+~=(o('1+ (3'1' 0<2+<32, ... ) 

3. Vermenigvuldiging met een complex getal c: 

C 0( = ( C oc1 , C o<2 , ... ) 
CX) 

4. Inwendig product: (0( ,@) = L. oci (3 1 . 
1='1 

12 is een Hilbert ruimte en wordt de authentieke ruimte van 

Hilbert genoemd en is door Hilbert zelf ontworpen. 

Dat 12 een Hilbert ruimte is, kan men eenvoudig bewijzen, 

daar de volgende beweringen gemakkelijk in te zien zijn: 
CX) - CX) J00 2 CX) 2 

'1 · I ( <X , ~) f = I .L <X 1 (3 1 I ~ ~ I IX' ii I (3 1 I ~ .L I <Xi I L I (3 i I < CD 
l='1 l='1 l='1 i='1 

i 
2. De elementen ui=(O,O, ... ,0,1,0, ... ) zijn lineair onaf-

hankelijk en onderling loodrecht. 

3. 12 is volledig. (Zie voorbeeld onder def.'1.~) 

4. Er bestaat in 12 een overal dichte rij (Aftelbare ver­

zameling van aftelbare verzamelingen is zelf weer af­

tel baar). 

Stelling 6.'12 

Stelling van von Neumann 

R00 is een willekeurige Hilbert ruimte. Dan geldt: 
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D.w.z. indien we defini~ren de een-eenduidige afbeeldingen: 

x~ 1x en y ~ r:,, dan geldt ~ 1. x+y < , > oe.+ (3 

2. ex , • c °' 
3. (x,y) - (0{,(3) 

Bewijs: In RCDbestaat een maximaal orthonormaal stelsel: 

CD u 1' u2, ... 
~ Iedere x E RCD is te schrijven als x= L. o<. u1 (cx1·:a(x,u. ))==t 

• -1 l l 
l= I 

Bij iedere x behoort een ~ =(~1,~ 2 , ... ) met 
CD 2 2 
L lo<· I ' II XII < OO 
i=1 l 

(ongelijkheid van Bessel). Het omgekeerde geldt ook (zie st.6.9)~ 

Deze afbeelding is een-eenduidig. Het bewijs van 1. en 2. is 

triviaal. Met de gelijkheid van Parseval vinden we: 

CD 00 

(x,y)= L (x,u. )(y,u.) = L_ 0(1. ~ 1. =(oc,~) 
i=1 l l i=1 

Uit deze stelling van von Neumann volgt dat alle Hilbert 

ruimten isomorf zijn. D.w.z. formeel zijn alle Hilbert ruimten 

identiek, verschil krijgen we door de verschillende interpreta­

tie van de elementen. 

Tot slot nog een voorbeeld, dat in hoofdstuk V van Robinson 

nader uitgewerkt wordt. 

L2 is de Hilbert ruimte bestaande uit alle meetbare, complexe 

functies f(w) gedefinieerd op (J1 ,F,.f') en waarvoor geldt: 

f I f ( w ) I 2 ;i, ( dw ) < co 
.!2.. 

Twee functies f(w) en g(w) heten identiek, als f(w)=g(w) uit-

gezonderd op een verzameling van de ,.P--maat nul. Het nulelement 

is de klasse van functies die bijna overal nul zijn. Het inwen­

dig product is gedefinieerd door: 

(f,g)= j f(w)g(w) ?(dw). 
n.. 
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Beschouwen 

(k=0,1,2, ... ) 

(Hk(t) is een polynoom van de graad k en wordt het kde poly­

noom van Tschebyschew-Hermite genoemd) een volledig orthogonaal 

stelsel. (Uitgebreide behandeling in [9]). 
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