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door
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1., Von Neumann ruimte

Definitie 1.1

gEen lineaire ruimte R is een additieve Abelse groep (elementen:
X,¥,...) waarblj de complexe getallen (notatie:eo,@ ,...) als
operatoren (¢ x € R) werken, met de volgende wetten:

1. «(x+y)= & x+xy (distributieve wet t.a.v, de ele-
menten van R)
2. (x+@)x=xx+px (distributieve wet t.a.v. de complexe
getallen)
3. (@ x)= (¢ @)x (associatieve wet van de vermenigvul-
diging)

y, 1,x = x

[Een additieve Abelse groep G is een verzamelling elementen

waarvoor geldt:

. X€G, VE G==x+y € G.
. X4y = yHxX (commutativiteit van de optelling)
x+(y+z )=(x+y)+z (associativiteit van de optelling)

3 een eenduldig bepaald nulelement 0 € G met: x+0=x,

Bij ledere x € G bestaat een eenduidig bepaald tegenge-

1
2
3
i
5
stelde: -x met: x+(-x)=0.

Eenvoudig is aan te tonen dat:

a. O+x=x

b. o.0=0 (¢ x=(0+x )= ,0+ x .x = &, 0=0)
c., 0.x=0 (¢ x=(x+0)x=¢ x+ 0. x == 0,x=0)
d. (=1).x= -x (x+(-1)x=1.x+(-1)x=(1+(-1)x=0.x=0

= (-1).x= -x),



So o =(x+y) = (-x)+(-y). Voor x+(-y) schrijven we x-y,
Men kan zonder meer aantonen dat alle rekenregels ult de

lineaire vectorrekening hier geldig zijn.]

Definitie 1.2

Op R zij een inwendig product gedefinieerd, d.w.z. aan ieder

tweetal elementen x,y€ R 1s een complex getal (notatie: (x,y))
toegevoegd met de eigenschappen:
1. (¢ x,¥7)= &x(x,y) (associatieve wet t.a.v. de eerste
component )

2. (x+y,z)=(x,z)+(y,z)(distributieve wet t.a.v. de eerste
component )

3. (x,y) = (v,x) (Hermitiaanse symmetrie)
b, (x,x)»0 voor x # O,

Hieruit volgt:

x,6y)=(¢ v,x)=0(v,x)=0(y,x)=0(x,5).

)
)=(v+z,x)=(y,x)+(z,x)=(y,x)+(z,x)=(x,y)+(x,2)
x,x)=(x,x), dus (x,x) is regel (zie punt 4 van def.1.2)
0,y)=(x-x,y)=(x,y)-(x,y)=0. In het bijzonder:(0,0)=0.

Een lineaire ruimte R met op R een inwendig product gedefi-

nieerd, wordt vaak een algemene Euclidische ruimte genoemd,

Notatie

Hierbij wordt dan nxug\ﬁgzgd de lengte van het element x ge-
noemd., Met als afstand d(x,y)=[|x-y 1s R een metrische
ruimte., (Voor de gewone n-dimensionale Euclidische ruimte geldt

dat de lengte van de vector x is:

/e 2
z;‘ xJ X=(X1,X2,...,Xn). )

1=

Dat d(x,y) een afstand (zie hoofdstuk I van Robinson) is,

volgt uit:

&



_3_

1. d(x,y) » 0 en is eenduidig bepaald.

2. d(x,¥)=0 & V(x-y,x-y)=0 & x-y=0 &= x=y.
3. d(x,y)=V(x-y,x-y)= V(y-x,y-x)=d(y,x).
hood(x,y)+d(y,z)= NIx-yl + Ny-zlylx-zl=d(x,z).

Het bewijs van de ongelijkheid in punt 4 berust op de vol-

gende twee ongelijkheden:

Stelling 1.7

De ongeliljkheid van Schwarz:
Voor elk tweetal elementen x,y € R geldt: |(x,y)l ¢ Ix) . Nyl .

Bewijs: Als (x,y)=0 dan zeker goed. Stel dus (x,y)#0 d.w.z.
zeker x#0,
O¢(x-y,x-oy)=(x,%x)-(x ¥,%x)-(x, xy)+(x ¥, x¥)

= (%,%)- o (¥,%)- X (x,7)+ |l (7,7).

Kies nu: u==%§¢§%., dan O£ -(x,%)+ LX,X) (YJY)
e |(x,5)] 2
°

0« — 14 X2 %) (¥ y)

I(x,5)

Deling door (x,x)s O geeft:

2
= |(x,7)] "¢ (x,x)(v,y) =[x, y)l « Ux0 . Nyl .
Het gelijkteken geldt, indien wx+@y=0 (x,e willekeurige com-
plexe getallen).

Opm: Uit deze ongeliljkheld volgt dat (x,y) een continue functile
van peide variabelen 1s. Stel y#0 (anders (x,y)=0).

S "XQ_X/]" < "—% gl(xg;y)_(x}gy)l:'(X/I"'Xg-xxlyy);iﬁ" (X/]:y)":

= (xp=x o) € lxpmxll Nyli< €.



Stelling 1.2

De driehoeksongeli jkheid

Voor elk tweetal elementen x,y € R geldt: Wx+yll <)l xll + Iyl .

Bewijs: Als ||x+y|ll =0 1is de bewering triviaal, Stel dus J|x+y|| » O.
2

|lx+y|| =(X+y,x+y)=|(x,x+y)+(y,x+y)l £ ‘(X;X+y)l +|(y:X+Y)l

ezl Ix+yll + 0yl .l x+yll

Deling door |x+yll > O geeft het verlangde resultaat.
Het gelijkteken geldt indien ax+4y=0 (k,ﬂ: willekeurige
retle getallen),

Verder kan men bewijzen de zgn. parallellogram eigenschap:

Stelling 1.3

Voor leder tweetal elementen x,y € R geldt:

Ix+y 0 2 N x-y 1 2 =2 0x0% 2§y =,

.. 2 2
Bewijs: [Ix+yll “HIx-ylI7=(x+y ,x+y ) +(x-y,x-y )=(x,x ) +(y,x)+(x,¥)+
2 2
Hy,y)+H(x,x)-(y,x)-(x,y)+(y,y)==2 lx 1 7+2 gy Il =,
Algemeen geldt: Als in een lineaire ruimte R aan elk ele-
ment x € R een niet-negatief getal || x| toegevoegd kan worden,

zodanig dat:

1. x| = 0 &= x=0
2. IIx+yll € Izl + 1yl . (driehoeksongeli jkheid)
3. flex| = || Ix]. (homogeniteitseigenschap van de

norm)
dan heet R een genormeerde lineaire ruimte, en |Ix|| heet de
norm van X,
Als 1n een genormeerde lineaire ruimte voor leder tweetal
elementen x,y de parallellogram eigenschap geldt, dan kan een

inwendig product ingevoerd worden, zodat de aanwezige norm || x|
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juist gelijk aan V(x,x) is. Neem namelijk
2 2 2 2
L(x,y)= llx+y I ©- W x-y || ©+ L || x+iy)“-1lx-1y1°.

Met enlig rekenwerk 1s aan te tonen dat de aldus gedefini-
eerde (x,y) inderdaad alle eigenschappen van een inwendig
product heeft en dat V(x,x)= l|x]]. Dit gaat als volgt:

a. (x,¥)= 7 (lx+yllP-Ix-yIZ+ifx+iy2-1lx-1307)

3 (yl®-ly-x ®rilly-1x 12 -1ly +1x|°)
= (73%).

= g-(4|.xu2+iux+ixn2-inx-i x)?)

o
"

»

l

(5 x)%+2 hxh2-210x)2)= |x)%5 0  voor x#0

=

en = 0O voor x=0

V(x,x) = ||x|.
c. Hx+y+z"2-“x+y—z"2=2ux+z"2+2"yH2-nx+z~y"2-ux+y—z"2
—2llx+zll 22y 2 -2l x |2 -2lly -z ©.

In dit resultaat mogen x en y verwisseld worden:
2 2 2 2 2 2
| x+y+z| “-lIx+y-z || “=2lly+zl “+2 x| =-2/ly 1=-2f x-z| .

Optelling van beide resultaten en deling door 8 geeft:
g 2 2 1 2 2 2 2
7 Ulx+y+zll “-lxty-zl7)= 5 (Mx+zl “Hly+zIl"-lx-z)l “-lly-z17).

analoog: § (lx+y+iz | 2-llxay-1201%)= F(lx+izl®4ly+izl®- Ix-120°-
“ly-12)1%).
Optellen geeft: (x+y,z)=(x,z)+(y,z).

d. Het bewijs van (x x,y)=«(x,y) gaat wat moeizamer,
Uit de driehoeksongeli jkheid volgt:l"xﬂ - uyulsnx-yu.
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- ||I°<X vl -llex i.Vlllé Mex-@)xll = le-lUx]l .

= voor w—@ :Jlxx + yll—llgx + yll. Dus fjxx + yll 1s een
continue functie van « . == (& x,y) 1s een continue functie
van « .
Stel S 1s de verzamellng van alle ot waarvoor geldt:
(x x,y)=x(x,y). S is niet leeg, daar 1€ 3.

2 2 2 . 2
4(-x,7)= I-x+y0°- J-x-yl“+ill -x+iy) “-1ll -x-1iyl

| ~(-Nx-y NP4y Z- 1l x-1y ) 2l x+1y § 2 ) =-4(x,y) dus =16 S.
Analoog te bewiljzen: i €S.
(x+y,z)=(x,z)+(y,z). Neem x= & x' en y=Ipx' dan volgt hieruit:
X,PES = x +¢ €S,
Dus: O, + 1, +2,... €3.
Indien «,p € S, @ #0, dan %ES. Immers :

x(x,7)=(2L x,7)= ¢ (§ x,5) = (§ x,y)= & (x,7).

Dus alle rationale getallen behoren tot S.

Stel: u1,0<2,...-——+m &y, voor i=1,2,..., zijn rationale
getallen.

(o x,y)= 1lim (O(.l,x,y)= im oy (x,y)= o(x,y)== x€S".

1—s00 i— @

Dus alle re&le getallen behoren tot S,

Voor complexe = geldt: o= o+ 1 o, (uq,«2 retle getallen)

(¢ x,5)=((¢ Hix 5 )x, 5 )= & (x,¥7)+1 x5(x,¥)= x(x,y), daar ook 1 €S,

Definitie 1.3

Indien een lineaire ruimte R, met op R een inwendig product
gedefinieerd, volledig 1s, d.w.z. dat ledere fundamentaalri]
een limiet (€ R) heeft, dan heet R een von Neumann ruimte.

Voorbeeld:
R zij een willekeurige complexe k-dimensionale vectorruimte,.

Kies een basis en laat t.o.v. deze basis:



X:(X,I,Xg, s .,Xk)

y=(y1’y2;---:yk)

Definieer: (x,y)= X1§1+X2§2+°"+Xk§k'
Met dit inwendlg product is R een von Neumann rulmte.
Specilaal dus:

Als ilxm-xnll——’O voor m,n — oy dan bestaat er een x € R

zodat nx—xnnw—éo VOOr n— oo .,

2 2
%, -x II—0 wil zeggen: bﬁﬂ_xn4 +...+lxmk-xnk| — 0 voor
m,n — 00, ==$-|xmi-xni|2-—+o (1i=1,2,...,k) voor m,n—s o0
==$m%ifq) x; bestaat, stel mide) X4 = X4 (1=1,2,...,k).
2 2 ;
Laat nu in: |xm1—xn1| +....+lxmk—xnkl <€ voor m,n »Ng
m— @ , dan’: |X4'Xnﬂl?¢"'+|xk'xnk'2‘ £ voor n 3 Ne ’

2
dus: HX—XnH —3 () VOOr N-— O,

2. De ongelijkheld van Bessel.

R 1s een von Neumann rulmte met elementen X,y,... .

Definitie 2,1.

x en y heten onderling loodrecht (orthogonaal) als (x,y)=0

(x,7)=0 ==3(y,x)=0 vandaar onderling loodrecht. Onderling lood-
recht wordt kort aangegeven met: x-L y.

Stelling 2.1
Als x 1l y, dan geldt: nx+y"2= qu2+ Hy“g.

Bewljs: llX+yII2=(X+y,X+y)=(X,X)+(X,y)+(y,><)+(y,y)=lel12+"y!l2,

daar (XJY)=(y:X)=O'



Definitie 2.2

X en y heten orthonormaal als (x,y)=0 en Jixll = Iyl =

Voor een willekeurige verzameling elementen geldt:

Definitie 2.3

Xy (1 € Index verzameling I) heten orthogonaal resp. orthonor-

maal indien (Xi s Xy )=0 (iq,izel,iqfig) resp. (Xi »Xy )= Ki N
1 2 1 2 172
(i,],igel).

Definitie 2.4

Een verzameling orthonormale elementen xi(i.el)kmet maximaal

indien uit (xi,z)=0 (1€1) volgt.g:@réf-z-*a (36T .

Stel u,],uz,...,un zijn n orthonormale elementen in R,
n
Indien x is te schrijven als x= % Xy Uy dan heet

J

Voor een willekeurige x geldt: (x-x',ui)=(x,ui)-(x',ui)

n
(x,uj)=(.z: oy ui,uj)= o, de Fourier coefficient (x,uj).

= o, - x,=0 waarblj: x' z: «, u; met o —(x ul)

Dus x-x' staat 1oodrecht op alle uy (1=1,2,...,n).

Stelling 2,2

Stel uq,ug,...

s Uy zijn orthonormale elementen in R.

n
De afstand d = lx- 3 &; u;f 1s minimaal voor cxi=(x,ui) en

17

2 2 ¢ 2

0« dmin = “X" _lg/] '(X,U.i)l
5 n n n
Bewijs: d%=(x- } oy uy,x- Z’I % g Uy )=(x,x)-2 Re{izq o(i(ii,ui)} +
1=1 i =

1=

= 2 2 2, 2
Y e 1=k Y [(xug )15+ Y [H(x,u0)1 ©-2 Re {o (ug) )+
i=1 i=1 1=1
2 2 ¢ 2. ¢ 2
let | ]= IxN"- Z; I(x,u )]+ g;ﬂ loty-(%x,u;)|", daar voor twee

&
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. 2_(, - = .
complexe getallen z,,2,5: |2 ,-2,]| -~(z1 22)(21 22)

) ¢® is minimaal als wy=(x,uy).
Tevens volgt hieruit de ongeliljkhelid van Bessel:

n

2 2
==y 3 [(xu)l® .

17

™Mo

n
Opm. Indien txi=(x,ui) dan geldt: x= L x4 ui+(x-£§% x4 ui)

n n n n
met 3 o(iui_L(X- Z: :xiui), daar ( Z KUy, K- Z o(iui)=
1=1 1= 1=1 - 1=1

=Z¢xi oy -2 , (uy,uy )=0.

3. Het orthogonalisatie-procédé van Schmidt (of:Gram-Schmidt)

R is een von Neumann ruimte met elementen: xq,x2,...

Definitie 3.1

XgsXpseeasXy heten lineair onafhankelijk als uit iedere voor-
n
waarde ®,x,=0 volgt ;=0 (1=1,2,...,n).

i=1

Elementen die niet lineailr onafhankelijk zijn, heten linealr
afhankell jk.

Stelling 3.1

Iedere eindige orthonormale verzameling UgsUpseeesUy in R is
lineair onafhankeli jk.
n n
Bewijs: Stel iZ% X,u; =0 voor zekere ;= ui=(J§%05uJ,ui)=
=(O,ui)=o, voor i=1,2,...,n.

Stelling 3.2

Het orthogonalisatie-procédé van Schmidt:

Als er n lineair onafhankeli jke elementen Xgs%pseeesXy bestaan,

&
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dan bestaat er een orthonormale verzameling u,l,ug,...,un in R.

Bewljs: u1= =

_ Xpr(xpsug)uy
2 “xg-(xz,uq)uqﬂ

u

) x3-(x3,u,‘)u,]-(x3,u2)u2 )
3 "x3-(x3,u1)u1—(x3,u2)u2u

u

.

® 6 6 6 5 0 0 0 0 0 0 05 0 0 0 2 0o

’ui)ui

X - (x
4D

n
Nz - 2 (xpsuy)ugll

Uit de wijze van constructie van de Uy volgt zonder meer de

orthonormaliteit. (Zie opm. onder st.2.2,)

k-1 k]
ka—:é;1(xk,ui)uiﬂ%0 (k=1,2,...,n). Want als "xkigg(ﬁeuﬁum=0
-1

k
dan geldt x, = éé% (xk,ui)ui==¢ x, 1s een lineaire combinatie

van: uq,ug,...,uk_q £ X l1s een lineaire comblnatie van
X1’X2”"’Xk—1 en dit is in strijd met de lineaire onafhanke-
1ijkheid van xq,xg,...,xn.

Opm, Voor iedere k is X, een lineaire combinatie van Ugseees Uy

ai u, een lineaire combinatie van XgsXpseeesXpo

k

4, Unitaire ruimte

Definitie 4.1

. . . . . n
Een n-dimensionale unitaire ruimte R 1is een van Neumann ruimte
waarin het maximaal aantal lineair onafhankeliljke eleménten n
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bedraagt, d.w.z. 3 xq,xg,...,xné R" zodat voor ieder n-tupel
n

(X Spseee, &) Waarvoor 12% x x,=0 geldt o,=&y=,, = =0,

terwijl leder n+1-tal elementen uilt R" linealir afhankell jk is,

We spreken van een oneindig dimensionale unitaire ruimte

indien er willekeurig veel linealr onafhankelljke elementen

zljn,

Definitie 4.2

¢

(aan te geven met: a=(oty, Xpseees &)y B=(Qp @pseees @) enz.)
waarvoor het volgende geldt:

is de verzameling van alle n-tupels van complexe getallen

1, 0=(0,0,...,0) (Het nulelement)
2. o(+@§(o(,|+ Bqs Kot Boseees Xt (Bn) (De som van o en@ )

3, ca=(c ®45C OpseeesC ) c: willekeurig complex getal.

bo (%,8)= o, @q* a2‘§2+...+0(n @, (Het inwendig prc;dlércltp,\;an

Eenvoudig is aan te tonen dat ¢" een n-dimensionale unitaire
ruimte is. c” wordt wel de unitaire n-tupel ruimte genoemd. Dat
¢™ n-dimensionaal is, volgt ult het felt dat leder stelsel van
n vergelijkingen met n+1 onbekenden een oplossing (# de nulop-
lossing) heeft.

Stelling 4.1

Theoréma van Weyl:
Als R" een n-dimensionale unitaire ruimte is, en c” de unitaire

n-tupel ruimte, dan geldt

rR? ¢ ¢

Bewljs: Uit het voorafgaande volgt dat er in R" een orthonormale
verzameling UsUps e eesly bestaat met, voor iedere x,ye'Rn:
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1% %y =(x,uy)

y = @iui @i=(y’ui)

We definigren nu de toevoeging:

Xe—) O =(o(,l,o(2,...,o(n)

Yy (3 =(P1:(529'--39n) )

waarbilj de “i en pi de Fourier coefficie&nten van x en y zijn

t.o.v. uq,ue,...,un. .
De toevoeging van x= Z: uiui aan u(=(u1,u2,...,an) is zonder
i=1

meer mogelijk omdat R* een lineaire ruimte is. De één-eendui-

=

0

n n n
digheid is juist omdat, indien }_ oKy Uy = z«iuig Y (O(i‘ot:'l) 0
1=1 1=1 1=1

— !
= o(i— oy
Verder geldt:
X+y‘—_’8=( X/I;ng oo -:Xn)=d+e
daar Xi=(x+y,ui)=(x,ui)+(y,ui)= oty
O¢«— 0 daar (o,ui)=0

CX 9 “'=(“H’“é""’“é) met <xi=(cx,ui)=0(x,ui)=c G

(X:Y)=(_;/]D‘i U-j_’ Z (BJ u

n n -
= X; @y (uy,u,) = 37 o, 6, =(x,p).
3 ? ’
1,1= gy,
Met behulp van deze isomorfe afbeelding van R" op Cn is
het eenvoudig in te zlien dat een orthonormale verzameling
UgsUpseessUp maximaaal is dan en slechts dan wanneer k=n.
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Stel ke¢n, m,b,v, de afbeelding op ¢™ en weer terug op R" 1s

in te zien dat er een x bestaat die onafhankelijk van

k+1
uq,ug,...,uknis, dus ook een u, (st.3.2) k>n kan niet,
daar er in C  geen n+1 onafhankelljke elementen zljn. Op deze

wijze bewljst men ook de stelling van rechts naar links.

De stelling toont dus aan dat alle n-dimensionale unitaire
ruimten in wezen identlek zijn (d.w.z. er bestaat een één-een-
duidige afbeelding van de ruimten op elkaar).

5, Lineaire deelruimten

Definitie 5.1

Een lineaire deelruimte M van een von Neumann ruimte R is een

deelverzameling van R met de elgenschap:

X,yEM== XX+ @y €M «,8 wlllekeurige complexe
getallen

Definitie 5.2

Een linealre deelruimte M heet gesloten als deze alle verdich-

tingspunten bevat.

Opm, M is een volledige metrische ruimte 4= M is gesloten.

Laat A een deelverzameling van R zijn, en beschouw de collectie
van alle lineaire deelruimten die A omvatten (R behoort hiertoe,
dus de collectie is niet leeg). De doorsnede van deze ruimte is
dan weer een linealre deelrulmte, zoals gemakkelijk 1s aan te
tonen, en wordt genoemd de kleinstel.deelruimte die A omvat, of

ook wel de lineaire deelruimte opgespannen door A,
Notatie: {A }:

Evenzo wordt de kleinste gesloten lineaire deelruimte die A

omvat, aangegeven door [AJ].
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AC {A} c [A]. Indien A slechts een eindig
aantal elementen bevat dan geldt: §A} = [A].

Eenvoudig 1s in te zien dat indlen A een deelverzameling
van een von Neumann rulmte R is, het volgende geldt:
7. A 1s een lineaire ruimte &2 A 1s een lineaire deel-
ruimte van R.

2. We kunnen de definitie van (x,y) onveranderd op A
handhaven,

3. A is volledig &= A 1s gesloten,

Dus een gesloten linealre deelrulmte van een von Neumann
ruimte R 1s zelf een von Neumann ruimte.

Een gesloten llnealre deelruimte M van een n-dimensionale
unitaire ruimte R is zelf een unitalre ruimte met dimensie
k4é¢n. Is de unitalre ruimte zelf niet eindig dimensionaal dan
kan M zowel eindlg als nlet eindig dimensionaal zijn.

Definitie 5.3

X € R staat loodrecht op een lineaire deelruimte M indien geldt:

x 1.y voor iedere y€ M.

Definitie 5.4

Mq,

Mq staat loodrecht op M2 indien geldt: x_l_y voor ledere xé]wq

en ledere y € M2.

M2 lineaire deelruimten in R.

Indien IVI,I
Dit wordt aangegeven met: Mq_L Mg.

loodrecht staat op Mg, staat ook M2 loodrecht op Mq.

6. Hilbert ruimte

Definitie 6.

Een Hilbert ruimte R is een separabele (d.w.z. er bestaat
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een rij elementen in RGD: XgsKps oo welke overal dicht is in
RGD) von Neumann ruimte met willekeurig veel lineailr onafhanke-

1lijke elementen.

Stelling 6,1

V is een gesloten convexe deelverzameling in een rulmte van
Hilbert R® . Vv # R . Bij leder element x €R® -V bestaat er
een element v*€ V met Iv¥ -x*lis minimaal.

Bewljs: Voor vereenvoudiging van het schrijfwerk nemen we voor
x het nulpunt O. Er bestaat een omgeving van O die geen punten
van V bevat, dus ||vll, v €V, heeft een positief infimum §.

Dus 3 V,sVpse.. €V zodat anll——45 VOOr n—aom,
1 2 2 2 1 2
7 Nv-v I° = F v I+3 v 15 - yl A
Voor mun> N, 1s: 4 v, 15¢ 8% + 3¢
2 2
Shv ¢ 387 + 3€
en dus: gllvm-vnﬂgé 52 + & - 52= 8.'-¢V1,v2,... is een fundamen-

taalrij. Omdat V gesloten is, bestaat er een element eV met
"vn-v*"——90 VOOr n-— 0o,
Uit de driehoeksongelijkheid volgt:

v - v ] e nv*-v b = 11 = 1m 4v i =4
n— o

Stelling 6.2

A is een gesloten lineaire (dus convexe) deelruimte van R,
2#R® . Bij iedere x € R® -A bestaat er dus een a* € A met ||a* -x||
is minimaal.

Te bewijzen: a*-x L A,

Bewljs: Noem a¥ -x=w. Neem een willekeurig element a € A, Voor
regle A is [Jw- xaﬂz minimaal voor A=0 ==}(w,a)+(a,w)=0 =
Re(a,w)=0. Hetzelfde voor i a geeft: Re i(a,w)=0,
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. (a,w)=0. Dit geldt voor iledere a € A == w=a*—x_l.A,

Tedere x € R kunnen we dus schrijven als: X=X1+X2 xqelh
X, §LA. Deze ontbinding is ondubbelzinnig.

' S T . R B ! 1 —y ! =
Stel X—X1+X2, dan: P X, xqezx X5 Xg_Llh—éxq X
!—

—_ — ! |
= x2 X2—0,==% xq—xq en x2—x2

Stelling 6.3

A is een gesloten lineaire deelruimte in Ra), De verzameling
A' van elementen van Rq), die loodrecht op A staan, is een ge-
sloten lineaire deelruimte in R, (A" heet het orthogonale com-

plement van A),

Bewijs: x,y€A' ==(x x+py,a)=o(x,a)+ @(y,a)=0 voor iedere

a€A=ax+@y € A'.
Stel X gsXpsees € A" en ux—xin——ao voor i— @ . Dan geldt voor

ledere a € A en voor ledere 1:
|(x,a)|=}(x-xi+xi,a)l=|(x—xi,a)|é Il x-x, lall=$(x,a)=0=2x € A",

Definitie 6,2

Een lineaire functionaal op R® is een afbeelding die aan iedere
x € R® een complex getal a(x) toevoegt met: a(w« x+@y)=
xA(x)+ @ A(y).

Definitie 6.3

Een lineaire functionaal heet begrensd als: |x(x)| ¢ M Jxll

. @
voor ledere x €ER .

Definitie 6.4

Een linealre functionaal heet continu in het punt nul als er
blj ledere & > 0O een §>0 bestaat, zodanig dat uilt llxu-tg
volgt: | a(x)|<€

Het is gemakkelljk aan te tonen dat als een functie continu is
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in het punt O, deze functie continu is in ieder punt in RQD.

De equivalentie van begrensdheid en continultelt 1s zeer een-

voudlg in te zien.

Stelling 6.4

Stelling van F. Riesz

Elke begrensde lineaire functionaal is van de vorm:
Alx) = (x,v).

Bewljs: A: de verzameling van alle x € R® met A(x)=0

A i1s niet-leeg, linealr en gesloten,

Indien A=R®® dan voldoet v=0, dus stel A%Ra), dan bestaat er
een vector w'_|l A, w o= W%%W .

X

Alx-ocw)= A(x)- o A(w) Stel « = 20X

= x-oW € A == (x- X wW,w)=0 = (x,w)- %2—%} (w,w)=0
= A(x)= A(w) (x,w)=(x,v) met v=A(w)w.

Stelling 6.5

Iedere orthonormale verzameling O in R® ig of eindig of aftel-
baar oneindig,
Indien O maximaal is, dan is O aftelbaar oneindig.

Bewijs: u,v € 0. Dan (u-v,u-v)=(u,u)-(u,v)-(v,u)+(v,v)=2=3 u-v||=V2.
R is separabel = I x,x,,... overal dicht in R®. Bij iedere
u € O bestaat er dus een X met lluexmn<‘% VE-terwijl voor u,v
de bljbehorende X, en x verschillend zijn, daar anders:
fu-v ="u—xm+xm—V"é||u—XmH +"Xm—V”< Vo contradictie.
Hieruit volgt het eerste gedeelte van de stelling.
Stel uq,ug,...,un‘is een volledige orthonormale verzameling.
In R® bpestaan willekeurig veel linealr onafhankelil jke elemen-
ten. Er 1s dus een x € R% te vinden, die onafhankelljk is van

UgsUpseessUp. M.b.v. het orthogonalisatie-procédé van Schmidt

&
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is er een um+1 fe construeren die loodrecht staat op uq,uz,..,um,
Dus UgsUpseonsUy is niet volledig. Dit geldt voor ledére m.

Dus een volledig stelsel 1s onelndig.

Stelling 6.6

UysUns o orthonormaal stelsel 1in Ra). =)

®
1. "x"2 > 2: l(x,ui)l2 voor iedere x € RC . (ongelijkheid
1=1 van Bessel).

@
2. z: (x,ui)(y,ui) is voor ileder paar x,ye.ROO absoluut
1= convergent. .

Bewijs: 1. Laat in St.2.2.: n— @ . Merk op dat (x,ui) onafhan-
kelijk is van het afkappen bij n.

2. {10su )l - 1(w,u )1} 2 0= (e,uy ) (Tl e 3 10, u )1+

oo
+ %l(y,ui)‘g ==¢g:%(x,ui)(y,ui) is absoluut convergent,

Stelling 6.7

UgsUos e orthonormaal stelsel in ROO. Dan geldt:

® oo o
iz; ®;u; 1is convergent %=#:g;1lqﬂ is convergent,

Bewiljs: Voor het aantonen van de convergentle van een reeks e-
3

bruiken we het convergentie-criterium van Cauchy.

No No No

2 2

[IDICIEIN A (.% agUys ) oguy)= ) eyl C
1=N1 1= l=Nq i=N,I

== Is de ene reeks convergent dan is de andere het ook.

00
Opm. Indien x= ) ®,u, dan heet dk=(x,‘&%) de Fourier coeffi-
i=1 *

cignt (x,uk) van X,

Stelling 6.8
orthonormaal stelsel in RQD X €R

u/l,u2,“,
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00 .
1. x'= z: o, U, met o, =(x,u is convergent.
1= - ¢

i i)

2. (x-x")_L uy (i=1,2,...).

Bewijs: 1. Volgt uit St.6.6 en St.6.7.

2. (x—x',ui)=(x,ui)—(x',ui)= o« - &, =0,

Stelling 6.9

UqsUps oo orthonormaal stelsel in een gesloten lineaire deel-
\ oo}
ruimte M CR™ ., (

1. [ugsup, .. ] =M

0
of 2. x=.§: o uy
1=

a. U,,U~,... 1S een volledig stelsel in Mée=3
e’ & \ oy =(x,uy)

voor iledére x€M,

of 3. (x,y)=i1 tuy )

L voor ileder paar
X,y € M.

Opm: Uilteraard kan M=R® worden genomen,
Bewlijs: Bewljsschema: a ==2 =3 1==3, 3==ga 2 =73

®
a==2: Voor iedere x€ M geldt: (x- ;E%xi}ui)’l°uj (ungx,ui);

j—=/]’2,cl.; J‘:,I’E:e-’)

oo}
— X—.Z: o; uy;=0 daar u,,u,,... een volledig stelsel is
i=1 o)
=) X= X. U, .,
= P

N
2==1: Voor iedere x €M geldt: x= lim 3 &; U,
N— oo 1=1

([uq,ug,...]-)[uq,ug,...J= M.
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N

1= a: Stel x € M staat loodrecht op u’l’uE""—')X‘Li; by u,

voor alle bi en alle N,

= x loodrecht op alle opkopingspunten ((x,y) is continu
in beide variabelen.Zie opm,onder St:1.1))
ﬂXl[uq,ue,...J =Mo ==’(X,X)=o=')x=o’=¢u,],u2,.... j_S
een volledig stelsel in M.

3=sa: Stel x Luy (i=1,2,...). Neem in 3. y=x= x=0=3U,,Us; wer
is een volledig stelsel.

N N
2=3: (x,y)= lim ( (x,u, )u, (y,u, )u, )=
N—s® 1g1 S ig’l Tt
N N
= 1lim 3 (x,ui)(y,uj)(ui,uj)= lim )~ Lx,ui)(y,uj)=
N— oo 1i,Jj=1 N— 0o i=1

(06}
= z: (x,ui)(y,ui).

i=1

Stelling 6.0

Met iedere rij X pp&Xps e oo in R® correspondeert een orthonormale

rij uqsups ... (eindig of oneindig) en {Xq,xg,..J = {uq,ug,...}

Bewijs: Vervang xq,x2,.., door de lineair onafhankelil jke ver-
zameling ¥.,¥y,... met {xq,x2,...}={y1,y2,...}. Met het ortho-
gonalisatie-proces van Schmidt construeren we de rij UgsUns e
i’uj)z Xij (gij=o i%j,=1 i=j).

Daar we de y's in de u's kunnen ultdrukken en omgekeerd geldt
{yq,yg,...}={uq,u2,,..} en dus ook {xq,xg,...}={u1,u2,...}.
Ook geldt: [xq,xg,n.,] =[:u1,u2,...].

met (u

Stelling 6. 11

M is een gesloten lineaire deelruimte in R,
Er bestaat een volledig orthonormaal stelsel UqsUpns e in M.
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Bewljs: R® 1s separabel == M 1s separabel, dus er bestaat een
rij X 3%ps e overal dicht in M== Er bestaat een orthonormaal
stelsel u ,uy, ... in M (St.6.10) en [uq,ue,...]=[x1,x2,.,,]=M,
dus het stelsel is volledig.

Definitie 6.5

12: verzameling van rijen complexe getaléfn (aangegeven met:
2
“=(“1’“2"")’ P=(@1:@2’-~-) enz,) met fg% oy 17 ¢ @

We definigren: 1. Nulelement: 0=(0,0,...)
2. Som:or+6 =(et t ¢, Xt Bosenn)
3. Vermenigvuldiging met een complex getal c:

C =(cu1,c«2,...)
m —
4. Inwendig product: («,@)= ) oy @.
=7

12 is een Hilbert ruimte en wordt de authentieke ruimte van
Hilbert genoemd en is door Hilbert zelf ontworpen.

Dat 12 een Hilbert ruimte is, kan men eenvoudig bewi jzen,
daar de volgende beweringen gemakkelljk in te zien zijn:

© _ @ V/GD 5 D o
1o el=ll oy By l€ 2 Mgl lesl € V3 Jegl® 3 (617«
1=1 i=1 ‘ i=1 1=1

i
2. De elementen ui=(0,0,...,O,3,0,...) zijn lineair onaf-

hankeliljk en onderling loodrecht.

3. 1% is volledig. (Zie voorbeeld onder def.1.3.)

4. Er bestaat in 1° een overal dichte rij (Aftelbare ver-
zameling van aftelbare verzamelingen 1s zelf weer af-
telbaar).

Stelling 6,12

Stelling van von Neumann

R® 1is een willekeurige Hilbert ruimte, Dan geldt:

® N 2

R 1.
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D.w.z. indien we definigren de één-eenduidige afbeeldingen:

Xe— &k en ye— p, dan geldt: 1. X4y ¢— K+ 0

2., CX é—— C&
3. (X’y) = (0(’(3)

Bewijs: In Ra)bestaat een maximaal orthonormaal stelsel:

UqsUose.. @
= Tedere x € R® 1is te schrijven als x= o Uy (aia(x,ui))=¢
=

Bij iedere x behoort een « =(o ,x ) met N « |24 "x"2<oo
J /]’ 21'-' ig/]li ~

(ongelijkheid van Bessel). Het omgekeerde geldt ook (zle st.6.9).
Deze afbeelding 1s één-eenduidig. Het bewijs van 1. en 2. is
triviaal., Met de gelljkheld van Parseval vinden we:

QO 00 -
Go)= 2 Gou)(TE) = 2 % B ()

Uit deze stelling van von Neumann volgt dat alle Hilbert
ruimten isomorf zijn. D.w.z. formeel zijn alle Hilbert rulmten
identiek, verschill krijgen we door de verschillende interpreta-

tie van de elementen.

Tot slot nog een voorbeeld, dat in hoofdstuk V van Robinson
nader ultgewerkt wordt.
L2 is de Hilbert ruimte bestaande uit alle meetbare, complexe
functies f(w) gedefinieerd op (IZ,Fy/w) en waarvoor geldt:

2
J1eG) 1= plaw) < oo
Q
Twee functies f(w) en g(w) heten identiek, als f(w)=g(w) ult-
gezonderd op een verzameling van de s -maat nul., Het nulelement
i1s de klasse van functles die bijna overal nul zijn. Het inwen-
dig product 1s gedefinieerd door:

(£,8)= [ £(w)glw) pfaw).
7
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Beschouwen we L2(—oo,+a>)dan vormen:

2
K 2 - %
ec —— e = H (t) e (k=0,1,2,...)

de

(Hk(t) is een polynoom van de graad k en wordt het k =~ poly-
noom van Tschebyschew-Hermite genoemd) een volledig orthogonaal
stelsel. (Uitgebreide behandeling in [91]).
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