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Gleichverteilte Folgen in lokal kompakten Riumen

Herrn J. F. KoksMa zum 60. Geburtstag gewidmet

Von
GILBERT HELMBERG

Einleitang
Fiir eine gegebene Folge &={x,} in [0, co[ und belicbige nichtnegative
Zahlen a, b (0Sa<b= o) sei y,, 5 die charakteristische Funktion des Inter-
valles [a, b[ und A(&; a, b; N) definiert durch

N
A(é: a, b> N)= ZIX[a,b[(xn)'

Bekanntlich heifit eine Folge £ in [0, 1] in diesem Intervall gleichverteilt (glv.),
wenn

. A a,b;N)
@ 1313;—1\7‘”_
gilt.

b—~a fiir alle a, b (0<a<bZl)

Es scien fiir ein beliebiges abgeschlossenes Intervall [a, 6] (0Za<b < 0)
mit C([a, b]), R([a, b)) und R ([a, b]) bezichungsweise die Mengen aller kom-
plexwertigen, reellwertigen, und nichtnegativen reellwertigen stetigen Funk-
tionen auf [a, b] bezeichnet. Fiir b= co verlangen wir dabei fiir eine Funktion f
aus einer dieser Mengen die Existenz des endlichen Grenzwertes

lim f(x).

X=>00
Eine Folge £ in [0, 1] ist genau dann glv. in diesem Intervall, wenn

N

1
®) lim % Y fG)=[f(x)dx  fiiralle feC([0, 1])
N-w n=1 o]
gilt. Dies erklirt gleichzeitig die — zumindest theoretische — Bedeutung gleich-
verteilter Folgen fiir die Approximation von Integralen.

Bei gegebener Folge £ in [0, oo kann (1) schon deshalb nicht fiir alle a, b
(0<a<b< ) gelten, weil stets A(&; a, b; NYSN ist. Ist jedoch é={x,} glv.
in [0, 1] und ist bei gegebenem ¢>0 # die Folge {y,} ={cx,}, dann gilt, wie man
leicht einsieht,

, . A(p;a,b;N)
W Jime TR
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b—a firallea, b (0Za<bgo).
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Diese Beziehung ist wieder gleichwertig mit

N

im%z cf(y,,)=jcf(x)dx fiir alle fe C([0, ¢]).
1 o

@) 1

N-—+oo n=
Diese Uberlegungen sind aber offenbar unzureichend, wenn die Integration
nicht auf ein festes Intervall [0, ¢] beschrinkt bleiben soll, d.h. wenn mit Hilfe
einer einzigen Folge {x,} fiir beliebiges ¢>0 und jede beliebige Funktion
feC([0, c]) das Integral

_fcf(x) dx
14

aus den Funktionswerten f(x,) in dhnlicher Weise wie in (2") berechnet werden
soll. Dieses Ziel 148t sich jedoch bei geeigneter Abinderung des in (27) ver-
wendeten Summationsverfahrens tatsiichlich erreichen, und zwar durch Ein-
fithrung eines neuen, mit dem Lebesgueschen MaB dx dquivalenten normierten
MabBes do auf [0, co[ mit positiver und stetiger Radon-Nikodym-Ableitung
doldx. Im ersten Teil der vorliegenden Notiz werden Verteilungseigenschaften
einer Folge in [0, oo beziiglich der neu eingefithrten Summationsmethode unter-
sucht, diec wie im Falle der Gleichverteilung in [0, 1 auf die spezielle Struktur
der Zahlengeraden Bezug nehmen. Auf Fragestellungen, die auch fiir Folgen
in allgemeinen lokal kompakten Riumen sinnvoll bleiben, wird im zweiten
Teil eingegangen.

I. Folgen in [0, oo
1. Gleichverteilung beziiglich stetiger Verteilungsfunktionen

Unter einer Verteilungsfunktion auf dem Intervall [a, 5] (0Za<b =< 0) ver-
stehen wir im folgenden immer eine nichtnegativwertige, monoton im engeren
Sinn steigende stetige Funktion ¢ auf [a, 6], fiir die ¢ (2)=0 und ¢ (b)=1 gilt
(fiir b= + oo verlangen wir lim ¢ (x)=1). Mit ¢ ' bezeichnen wir die auf [0, 1]

X0

(bzw. {0, 1]) definierte Umkehrfunktion von ¢, d.h.
p(X) =y '()=x fir agx<h, 0Zy=1.

Fiir o(x)=1—e"* auf [0, oo ist also @~ ! auf [0, 1] definiert durch ¢~ " (y)=
~log(1—y).

Bereits SCHOENBERG [12] hat Gleichverteilung von Folgen beziiglich einer
Verteilungsfunktion auf [0, 1] definiert. VaN DER CorpuUT [2] untersucht Ver-
teilungseigenschaften von Folgen in [0, co[ und Hrawka [7] behandelte dhn-
liche Fragen in kompakten topologischen Riumen. Die folgenden, allerdings
nur einige spezielle Fragen betreffenden Uberlegungen beziehen ihre An-
regungen aus diesen und noch zu erwiihnenden Arbeiten. Wir beschrénken uns
dabei auf Folgen in [0, oo[; Folgen in ]—o0, +oo[ kénnen in analoger
Weise behandelt werden.
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Definition 1. Es sei ¢ eine Verteilungsfunktion auf [0, oo[. Eine Folge € in
[0, oof heifst dp-glv. in [0, o[, wenn

3 lim-/—l—g’—f;\iréiiv—)—ch(b)—qo(a) fiir alle a,b (0ZLa<b= 0)
N—w
gilt.

Das Differential d¢ soll hierbei das durch ¢ auf [0, oo definierte Lebesgue-
Stieltjes-MaB andeuten (vgl. [5]§15 (9)). de-Gleichverteilung der Folge £ kann
wieder mit Hilfe des Riemann-Stieltjes-Integrales beziiglich ¢ auf C([0, o0])
charakterisiert werden. Der Beweis verlduft in den iiblichen Bahnen und soll

der Volistindigkeit halber kurz angefithrt werden. Das Integral

f F(x) do (%)

einer Funktion f e C([0, co]) kann hierbei sowohl als uneigentliches Riemann-
Stieltjes-Integral als auch (mit gleichem Recht) als eigentliches Riemann-
Stieltjes-Integral iiber [0, co] aufgefaBlt werden. Dabei wird + oo als Zer-
legungspunkt zugelassen, f(co)=lm f(x) und ¢(00)=1 definiert und von den

X+

Zerlegungsfolgen 0=12; <X, <-+ <X,y <x,= o0 verlangt, daB max{p (x;; )~
@(x;); 1Sisn—1} gegen 0 geht.

Satz 1. Die Folge é={x,} ist dann und nur dann do-gl. in {0, cof, wenn

4) lgn W Zf(xn) If(X)dq)(x) fur alle fe C([0, 0 ])

gilt.

Beweis. Es sei (3) erfiillt und feR™ ([0, oo]) (es geniigt, solche Funktionen
zu betrachten) sowie £>0 gegeben. Die Funktion f kann durch eine endliche
Linearkombination g von charakteristischen Funktionen x,, ,,,,; (0=a(<
Ay < - <ap_;<a=00) bis auf ¢ gleichmiBig approximiert werden. Dann
folgt (4) aus der Abschitzung

N o N
¥ LS [ S do()| S 31 6x) -l +

+ f [g(x)—f()| d¢(x)+17v~ Y g(x)— j g(x)do(x)

und der Tatsache, dafl der letzte Term rechts wegen (3) fiir wachsendes N be-
liebig klein wird.

Ist umgekehrt (4) erfiillt und g, 5 (0Sa<b = 00) sowie ¢>0 gegeben, dann
existieren Funktionen f1, f,eR™ ([0, o]) derart, daB

fiStanSf, und f [2()—f1 (] do(x)<e
11#
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gilt. Wir erhalten
p(b)—p(a)—e= j?x[a,b[(x) do(x)—&= Ffl(x)d¢(x)

= lim —le Z f1(x,) <liminf Al;a,b;N)

N- 0 N—w N

o(b)~p(a) +e= f Too () dp () +52 f () do()

A(;a,b; N
‘Jlnlﬁanz(")>th“P“’(‘“N—)

und somit (3).
Wir schlieBen an den Beweis von Satz 1 folgende einfache Bemerkungen an:

1. In (3) kann ,, fiir alle a, b (0= a<b= o) ersetzt werden durch ,, fiir alle
a, b (0Za<b<oo)“ oder ., fiir a=0 und alle b (0<b<0)“.

2. In (4) kann C([0, co]) ersetzt werden durch R([0, o0]), R ([0, oo]), durch
die Menge L([0, oo) aller Funktionen in C([0, co]) mit kompaktem Tréger,
oder durch L¥ ([0, o) =R™ ([0, o) nL({0, oo]).

3. Eine reellwertige Funktion f auf [0, co[ heiBe R-integrierbar auf [0, oof,
wenn sie auf [0, oo[ beschrinkt ist und die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen das
Lebesguesche Mal 0 besitzt (es ist fiir unsere Zwecke einfacher, wenn wir die
Integrierbarkeit von f iiber [0, co[ im iiblichen Lebesgueschen Sinne dabei auBer
Betracht lassen). Die Funktion f ist dann auf [0, o] beziiglich ¢ Riemann-
Stieltjes-integrierbar, falls ¢ absolut stetig ist. Ist auch ¢~! absolut stetig,
dann ist eine gleichwertige Definition die folgende: zu jedem &> 0 gibt es zwei
Funktionen f, f,€R([0, co]) derart, daB

fiSf<s, und T [ —fu (] do () <e

gilt. In (4) kann dann ,, fiir alle fe C([0, co])* ersetzt werden durch ,, fiir alle auf
[0, co[ R-integrierbaren Funktionen f*.

Zwischen do-glv. Folgen in [0, cof und glv. Folgen in [0, I[ besteht ein
einfacher Zusammenhang (vgl. [12] 15.):

Satz 2. Es sei ¢ eine Verteilungsfunktion auf {0, o[. Die Folge £={x,} ist
genau dann do-gh. in [0, cof, wenn die Folgen=q@o é={p(x,)} in [0, 1] glv. ist.

Beweis. Es sei & do-glv. in [0, co[ und ge C([0, 1]). Dann gilt f=go @e
C([0, ©]) und

1 1 © N
Je0)dy=]fo0™ 0 dy= [fx)de(0)= lim - T fx)

= fim ~ Z g(o(x,).

N—>oo
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Ist umgekehrt 5 glv. in [0, 1[ und fe C([0, o), dann gilt g=Fo @~ 1eC([0, 1])
und

0 @ 1
0Jf(X)dco(X):({ goco(X)dqo(X)=§g(y)dy
= lim—l— i g((p(x ))= lim—l— sz:f(x ).
N—>ooNn=1 " N—+00Nn=1 "

Ist also n={y,} eine glv. Folge in [0, 1], dann ist E=¢ ton={p (3.}
do-glv. in [0, o[ und der Ubergang von # zu ¢~ 'oy liefert simtliche do-glv.
Folgen in [0, ool.

2. Diskrepanz beziiglich einer Verteilungsfunktion auf [0, oof

In der Theorie der Gleichverteilung wird die Diskrepanz D(n, N) einer
Folge n={y,} in [0, 1] folgendermaBen definiert:

® D(n,N)=sup Alsa.b;N)

0<a<hbz1 N

—(b—a)|.
Bekanntlich ist # genau dann glv. in [0, 1[, wenn

lim D(y, N)=0
N-w
gilt. (WEeyL [13]).
Ist ¢ eine Verteilungsfunktion auf [0, cof und setzen wir fiir 0Za<b=1
a=0" a), =0 (b) (=00 fir b=1) und é=9 ‘on={p '(y,)}, dann gilt

A(m;a,b; Ny=A(;a',b'; N).
Definieren wir also
A(;a,b5N)

(6) D,({,N)=sup [o(B)—e(a)]],
0Sa<bL oo N

so folgt

(7) D(’%N)=D¢(<P—1°'1,N)

(vgl. [8] Satz 7). Damit erhalten wir das folgende, natiirlich auch leicht direkt
zu beweisende Ergebnis, das auch zum Beweis von Satz 2 hiitte verwendet wer-
den konnen.

Satz 3. Die Folge £={x,} ist genau dann de-glv. in [0, co[, wenn

lim D (£, N)=0.
N—>w
Die Bedeutung der Diskrepanz wird auch durch einen Satz von Koksma [17]
aufgezeigt (s. auch [9], [10]), den wir in einer etwas verallgemeinerten Formu-
lierung wiedergeben. Wir folgen dabei einer von Prof. KoksMA im Januar 1964
am Mathematischen Zentrum in Amsterdam vorgetragenen Fassung des Be-
weises.
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Satz 4. Es sei ¢ eine Verteilungsfunktion und f eine reellwertige Funktion mit
beschrinkter Schwankung V{f) auf dem festen Intervall [a, b} (— 0 ZLa<bg
+00). Es sei E={x,} eine Folge in [a, b und

D,(¢, N)=sup A—(é—;—%ﬂ-[@(y)ﬂp(x)]-

asx<y<h

Dann gilt

N b
5 2 Sl £ dp()
n=1 a

sV(f)-D,(¢ N)  firalle Nz1,

Beweis. Bei gegebenem, festen N kénnen wir ochne Einschrinkung der All-
gemeinheit a=xgy, b=xy,, setzen und die ersten N Folgenglieder s¢ um-
numerieren, daB a=x,<x,; Sx, L - SxySb=xy,, gilt. Dann gilt weiter

b N b b N
N[fx)de(x)— ;f(xn)=Nf(X)¢(X) | =N o) df(x)- ;f(x,.)

=N f(b)— ;f(xn%NJ(D(X) af(x)

Xn+1

= gon[f(x..n)-f(xn)]— goN [ o) dfx)

N xp+1

=Y [ =N o@]dfe.
Im Intervall Jx,, x,.,] gilt "
[n—No(x)|=]4(; a,x; N)=No(x)|SN-D,(, N)

(hierbei knnen ,,Intervalle® mit x,=x, ., auBer Betracht bleiben). Da ¢ stetig
ist, gilt die Ungleichung |n—Ne(x)|£N-D,(¢, N) im abgeschlossenen Inter-
vall [x,, x,4.]. Bezeichnen wir die Schwankung von f in diesem Intervall mit
Vixn,5ns3(f)> SO erhalten wir

b N N
NJfx)de(x)— Zlf(xn) SN-D,(&,N) Z:GV[x,,,x,,H}(f)

=N-D,(& N)-V(f).

3. Verteilungsfunktionen mit positiver stetiger Ableitung
Es sei eine Funktion zeR* ([0, co]) mit folgenden Eigenschaften gegeben:

{ h(x)>0  fiir alle x€[0, oof,

8 ®
® 1 fh(x)dx=1.

Dann ist

o(x) =§xh(t) dt
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eine Verteilungsfunktion auf [0, co[ und dg=h dx. Umgekehrt 146t sich jede
stetig differenzierbare Verteilungsfunktion ¢ mit positiver Ableitung auf [0, co[
in dieser Weise erhalten. Beispielsweise fithrt die Funktion 2(x)=e™* auf die
Verteilungsfunktion p(x)=1—e™*.

Ist also eine Folge ¢={x,} h dx-glv. in [0, co[, dann gilt

® glm -Z glx,)= Ig(X)h(x)dx
fiir alle R-integrierbaren Funktionen g auf [0, co[. Ist eine reellwertige Funk-
tion £ auf [0, cof R-integrierbar und 0(/%(x)) fiir x—o0 (also auch Lebesgue-
integrierbar auf [0, co[), dann ist wegen der Stetigkeit der nirgends verschwin-
denden Funktion / die Funktion g=f/k auf [0, co[ R-integrierbar. Aus (9) folgt
daher

fG) _ ¢

10 lim — x)dx

( ) N—>oo nZI h(xn) 6ff( )
fiir alle R-integrierbaren Funktionen f auf [0, oo, die 0(A(x)) sind. Die Menge
dieser Funktionen bezeichnen wir kiinftig mit S(4(x)).

Andrerseits gilt fe ({0, co[) genau dann, wenn g=7/heL(]0, o). Bereits
aus der Giiltigkeit von (10) fiir alle fe L ([0, oo[) folgt also die Giiltigkeit von (9)
fiir alle geL(J0, oo]) und nach Satz 1, Bemerkung 2, die # dx-Gleichverteilung
der Folge £. Wir erhalten also folgenden Satz:

Satz 5. Es sei he R* ([0, o) wie in (8). Eine Folge ¢={x,} ist genau dann
hdx-gly. in [0, wf, wenn

(11) lim »—Z SO _ [ rydx  far alle feS(h(x)).
N—*oo n= h(xn) [0}

Hierbei kann S(h(x)) ersetzt werden durch L([0, oo[) oder L™ ([0, o).

Wir wenden dies auf die Funktion A(x)=e¢ * und @(x)=1—e % an. Um
eine in [0, o[ A dx-glv. Folge ¢={x,} zu erhalten, gehen wir von einer in
[0, 1] glv. Folge n={y,} aus. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen
wir annehmen, daB y, =0 fiir alle n gilt (andernfalls konnen wir durch Strei-
chung aller Nullen in # stets eine glv. Folge dieser Art erhalten). Dann ist auch
die Folge ' ={1 —y,} glv. in [0, 1] und 1 —y, =1 fiir alle n. Nach der auf Satz 2
folgenden Bemerkung ist die Folge é=¢ ' (n")={—log y,} 2 dx-glv. in [0, co[.
Wegen /(x,)=y, und der Umkehrbarkeit aller Schritte erhalten wir folgendes
Ergebnis:

Korollar 5.1. Ist die Folge n={y,} glv. in 10, 1], dann gilt

N . ]

(12) fim - D S(=logyn) _ [ fG)dx  fir alle feS(e™ ).
N—>w Nn=1 In 0

Ist n={y,} eine Folge in 10, 11 und gilt (12) fiir alle fe L{[0, oo[), dann ist n glv.

in 10, 1.
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Setzen wir in (10) f=y, 5 (0Sa<b<o0), dann erhalten wir fiir eine in
[0, cof & dx-glv. Folge &={x,}

= X[a b[(xn) _ ss <
;EI:ON Z e =b—g fiirallea, b 0<a<b<w).

Dies fithrt zu einer Charakterisierung % dx-gleichverteilter Folgen in [0, cof
analog zu Definition 1:

Satz 6. Es sei £={x,} eine Folge in [0, o[ und he R" ([0, o0)) wie in (8). Fiur
0Za<b< o sei By(&; a, b; N) definiert durch

Ka,r\Xn) b (%)
Bh(éaa b N) Z h(x,,) .
Die Folge E ist genau dann h dx-gl. in [0, o[, wenn

=b—a  firallea,b (0£a<b<w)
N-=w N
gilt.

Beweis. Nach Satz 5 brauchen wir nur nachzuweisen, dafl (10) fiir alle
FeL™ ([0, o) gilt. Ist f(x)=0 fiir alle x=c=1 und m=inf{h(x):0<x<c},
dann gibt es bei gegebenem &> 0 eine endliche (nichtnegative) Linearkombina-

tion g charakteristischer Funktionen y,, 4. (0=a; <a, < <g_;<g,=c)
derart, daB

g .
If =gl <= min(1, m)
gilt. Wie im Beweis von Satz 1 folgt

f) ®
th)ﬁﬂ”“

L2 10—
P T

+0fclf(X)—.g(x)[ A% +|— Z g(xn)

}Og(x) dxf

fiir hinreichend grofles N

4. Diskrepanz-Sdize

Die Giite der Approximation in (11) kann fiir bestimmte Funktionen f

mittels der Diskrepanz der Folge {x,} abgeschitzt werden. Der folgende Satz
ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 4.

Satz 7. Es sei he R* ([0, oo]) wie in (8) und

(p(x)=jxh(t)dt fiir x=0.
0
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Ferner sei £={x,} eine Folge in [0, oo[, f eine reellwertige Funktion auf [0, oo
und fih ayf [0, ool von beschrdnkter Schwankung V(f/h). Dann gilt

1 h(x,)

Wir bemerken, dall unter den angegebenen Voraussetzungen die Funktion
Sk beziiglich der Verteilungsfunktion ¢ iiber [0, co] Riemann-Stieltjes-integrier-
bar ist; das angeschriebene Integral ist also definiert und endlich.

(14) Z o) }of(x) dx!é V(%) D (&, N)  fir alle Nz1.

Fiir den Speziaifall #(x)=e™* erhalten wir unter Berlicksichtigung von (7)
folgendes Korollar (die Folgen {y,} und {1—y»,} in JO, 1[ haben gleiche Dis-
krepanz):

Korollar 7.1. Es seif eine reellwertige Funktion auf [0, oo und &*f auf [0, oo
von beschrinkter Schwankung V(e*f). Ist n={y,} eine beliebige Folge in 10, 1],
dann gilt

<V(e*fy-D(n, N)  fiir alle N=1.

Z FIo8D _ Fr6) 4

Satz 5 und Satz 7 kénnen insbesondere zur Berechnung von Integralen iiber
beliebige endliche Intervalle [a, 5] verwendet werden, wenn f durch £ yp, 4y er-
setzt wird. Es ist aber unbefriedigend, daB in (14) nicht die Schwankung von f
sondern die Schwankung von f/A eingeht, und daB die Diskrepanz D, (¢, N)
mittels der Differenzen

Ii@%”’—m—[@(mw(aﬂ

gebildet wird, nicht aber mittels der nach Satz 6 eigentlich niher liegenden
Differenzen

(15) B, (&5 a,b; N)

N, e —(b—-a)l.

Allerdings wire es sinnlos, das supremum der Ausdriicke in (15) iiber alle a, b
(0=Za<b < o0) zu nehmen, da dieses wegen der Beschrianktheit von B, (¢; a, b; N)
stets unendlich ist. Wir definieren also zunéchst fiir jedes feste ¢>0

E(& N, 0= sup f"—@j‘—\;—b;—@—w—a)'.

0=Za<bzc

Satz 8. Es sei he R* ([0, o0]) wie in (8). Die Folge é={x,} ist genau dann
hdx-glv. in [0, oo, wenn
(16) lim E,(é,N,c})=0  far alle c>0

N-ow

gilt.
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Beweis. Ist (16) erfiillt, dann gilt (13) und nach Satz 6 ist & A dx-glv. in
[0, wol. Wir setzen nun umgekehrt die Giiltigkeit von (13) voraus, geben ¢>0
und die natiirliche Zahl m vor und wihlen N, derart, dafl

. ke (k+Dec
Bh<€§"‘ﬁ1‘“a*——*~*—( ) ;N) 1

m gm fiir alle N> N, und 0Sk<m—1.

N m

Es seien a, b (02 a<b<c) beliebig gegeben und
k,c <a< (k,+1)c
m m

(kb”—l)c<bs kbC )
m —m

2

Dann folgt (mit trivialen Anderungen fiir a= _kif_ oder b= ke C)
m m

ke kye
Bh(é m 2 m ,N) mﬂ(g'—ka)c .

N m

.
Bh(é, L N) B,,(f: b, k,;f N)
e + +

)

—1m-+2 < b c)+z—— fiir alle N2 N,

B,(¢5a,b; N)
N

—(b—a)|=

IA

Ist m so groB gewihlt worden, daBl der letzte Ausdruck kleiner als g ist, dann
gilt E,(&; N, ¢)<e fiir alle N= N,. Damit ist (16) bewiesen,

Ist f eine komplexwertige Funktion auf {0, cof, dann hei3t die abgeschlos-
sene Hillle der Menge {x£[0, oo f(x) %0} bekanntlich der Trdger von f.

Satz 9. Es sei he R™ ([0, o0]) wie in (8) und £={x,} eine Folge in [0, co[.
Ferner sei f eine reellwertige Funktion auf [0, oo, deren Trdger in [0, c{ enthalten
ist und die auf {0, c[ von beschréinkter. Schwankung V(f) ist. Dann gilt

an ‘1 ﬁ;‘; jf(x)dx <V(f)E,¢ N,¢) firalle N=1.

Beweis. Durch Umbenennung der N'=A4(&;0, c; N) in [0, ¢f Hegenden
Folgenglieder x,(1<n<N) setzen wir wie im Beweis von Satz 4 0=x3<x{ <



Gleichverteilte Folgen in lokal kompakten Raumen 167

x5 <o Sxpr<Xh-oq1=c und schlieBen unter Beriicksichtigung von f(¢)=0
N{ () dx— Z TEn) N 1) x| ~N [x df () Z S5
.0 0 0 =1 h( n)
N’ n N’ x,,+1
= —— [ ) — f )] - Z J Nxdf(x)
=1 m=1 h( m)
N' Xnsi n 1 J
= — _-N
2, j [z en "] 76
o]
(wobei wir formal 1 =0 setzen). Wieder gilt
m=1 h(x,)
S N~ IB,& 0, M) - N X |SN - Ey(E N, o)
m=1 h(xy)

fiir alle xe]x,,, x5+ 1], wobei die Abschatzung sogar im abgeschlossenen Intervall
[xns Xn41] gilt. Wir erhalten somit

fo(x)dx— Z

N’
N'Eh(éa Na C) ZOI/[x,:,x,’,.;.l](f)zN'Eh(E: N9 C)' V(f)'

Ist die reellwertige Funktion f auf dem Intervall [0, ¢] von beschrinkter
Variation V(f, c¢), dann ist die Schwankung der Funktion f- ;0 , auf jedem
Intervall [0, ¢+ ¢] (¢>0) nach oben beschrankt durch V(f, ¢)+]f(c)|. Setzen
wir

E}(¢,N,0)=limE,(,N,c+s),
g0
dann erhalten wir durch Anwendung von Satz 9 folgendes Korollar:

Korollar 9.1. Es sei he R* ([0, co]) wie in (8) und £={x,} eine Folge in
[0, o[. Ferner seif eine reellwertige Funktion auf [0, o[, die in jedem Intervail
[0, c] von beschrinkter Schwankung V(f, c) ist. Dann gilt

a® v Z ig; o, (%)~ 5f<x>dx|smf O+ FOI]- B (€N, 0)
Jir alle c>0 und alle N>1.

Wihrend die Diskrepanz (6) bei gegebener Folge & nur von N abhiingt, geht
in E, (¢, N, ¢) noch der Parameter ¢ ein. Unter der zusitzlichen Voraussetzung
der Monotonie von / (wie sie beispielsweise fiir 2(x)=e™* gegeben ist) konnen
wir beide Diskrepanzbegriffe auf einfache Weise miteinander in Verbindung
bringen. Die Notwendigkeit einer zusitzlichen Annahme iiber 4 wird klar,
wenn wir bedenken, daf} bei festem WV die Diskrepanz E, (&, N, ¢) nur von den
Werten von 4 an den endlich vielen Stellen x,, ..., xy abhéngt, zur Bildung der
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Diskrepanz D, (£, N) aber wegen
(p(x)=0§h(t) dt

die Gesamtheit aller Werte von A herangezogen wird.
Satz 10. Es sei he R ([0, o0]) wie in (8) und monoton fallend, sowie

e(x)=[h(®dt fir x20
0
und & eine Folge in [0, co[. Dann gilt
E,(¢,N,c)S— h( ) —D,(¢,N) fiir alle ¢>0 und alle N> 1.

Beweis. Fir 0<a<b=c gilt

B,(¢3a,b5N)

¥ (b—" )! l Z Xla, b[(xn) ”jOX[u,b[(x) dxl.

n 1 h(xn)

Die Funktion yp, ,/h ist auf [0, co] von beschréinkter Schwankung und zwar
hat ihre Schwankung dort den Wert

2 1

5 ..
o) bzw. 7)) ha) e a=0-
2 2
Nach Satz 7 gilt wegen was < 4rs-
B, (& a,b;N)

woraus die Behauptung folgt.

Wir wenden dies wieder speziell auf den Fall A(x)=e™* an und erhalten
aus Korollar 9.1 unter Beriicksichtigung von (7) folgendes Ergebnis:

Satz 11. Es sei f eine reellwertige Funktion auf [0, wol, die in jeden Intervall
[0, c] von beschrinkter Schwankung V(f, ¢) ist und n={y,} eine Folge in 10, 1[.
Dann gilt

zf( ‘°gy") X[o,c](—logyn)‘off(x)dx

§2[V(f,c)+|f(c)}] e“D(n,N) fir alle ¢>0und N=1.

Aus Satz 9 und 10 geht hervor, dal} bei gegebener Folge 5 und monoton
fallender Funktion A die Approximation in (17) um so besser ist, je langsamer A
fiir x— o0 gegen 0 konvergiert. Anschaulich ist das auch deshalb klar, weil die
Funktion

(19)

(p(x):jh(t)dt
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dann fiir x—o0 gleichméBiger gegen 1 konvergiert und die Glieder der Folge
{0~ *(y,)} sich gleichm#Biger iiber die positive Halbgerade verteilen. Wihlen
wir an Stelle der Funktion /4 (x)=e"* etwa die Funktion

h(x) (e>0),

_ &
(x +1)1 +e

dann tritt an Stelle von (19) die Formel

1
N f<y1/e _1> 1 .
Z ni_wti X[0,c]<y1/g _1>“‘ff(x) dx

1
&y, °

L
N

B

L2[V(f, 9 +1f @]

1+e

speziell fiir e=1

1
y £(£-1) c
I R N

22[V(f, 0 +1f (@] - (c+1)* D(y, N),
und bei Wahl von

1
h(x)= (x+o)[log(x +o)]°
die Formel
1 X ellyn el/yn_e [4
2 e -0 - [ £ dx
n=1 yn 0 .

L2[V(f, O +1f (@11 (c+e) [log(c +e)}*- D(n, N).
Mit Hilfe von Satz 10 kdnnen wir noch eine zu Satz 8 analoge Aussage
beweisen, in der der Parameter ¢ nicht mehr erscheint.

Satz 12. Es sei he R* ([0, o) wie in (8) und monoton fallend. Fiir eine Folge
E={x,} in [0, oof sei E,(¢, N) definiert durch

E&N= sup ko BEabN

0Za<bgc<w N

(b—a)l.
Dann ist Ey(¢, N) endlich. Die Folge & ist genau dann h dx-glv. in [0, o[, wenn
(20) lim E, (¢, N)=0.

N o0

Beweis. Wir setzen

o(x)= jfch(t)dt fir x=0.
0
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Fir 0ga<b=ge< oo gilt

B,(é;a,b; N)

h(c) N

—(b—a)|Sh() E,(§, N, )S2D,(&, N),

also

und weiter (20), falls £ in [0, co[ & dx-glv. ist.
Andrerseits gilt

21 h(c) E,(¢, N, 0)SE, (&, N) fiir alle ¢>0 und alle N=1.

Aus (20) folgt also wegen A(c) =0 die Giltigkeit von (16) und damit die 4 dx-
Gleichverteilung von ¢ in [0, oof.

Wir bemerken zum Schluf}, daB wegen (21) bei monoton fallender Funk-
tion & in (17) die Diskrepanz E, (¢, N, ¢) und in (18) (wegen der Stetigkeit von /)
die Diskrepanz E,F (€, N, ¢) jeweils durch den Ausdruck

1
10) E, (¢, N)

ersetzt werden kann,

Ii. Folgen in lokal kompakten nicht kompakten Riumen
5. Gleichverteilung beziiglich normierter Borelmafe

Im folgenden sei X ein lokal kompakter nicht kompakter Hausdorffscher
Raum mit abzihlbarer Umgebungsbasis B={V,:n=1}. Ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit nechmen wir an, daB alle ¥V, offen sind und kompakte ab-
geschlossene Hiille besitzen. Das Komplement einer Menge 4 in X bezeichnen
wir mit 4, ihre abgeschlossene Hiille in X mit A,

Es sei X*=Xu{o0o} die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von X. Die offenen
Umgebungen von oo in X* sind bekanntlich die Vereinigungsmengen von {co}
mit den Komplementen der kompakten Mengen in X. Ist A eine beliebige
kompakte Menge in X und

dann ist

eine in der offenen Menge {o0} U 4’ enthaltene offene Umgebung von o in X*,
Da es nur abzdhlbar viele Mengen von der Form

37)
LESE

gibt, besitzt auch X'* eine abzihlbare Umgebungsbasis.

Die Klassen der Borelmengen in X bzw. X*, d.h. die von allen kompakten
Mengen in X bzw. X * erzeugten o-Ringe (in diesem speziellen Falle o-Algebren,



Gleichverteilte Folgen in lokal kompakten Riumen 171

vgl. [5] §5 und §51) seien mit B bzw. B* bezeichnet. Offenbar gilt B, =
BU{Eu{w}: EeB} = B*. Andrerseits enthilt B, alle Mengen der eben kon-
struierten Umgebungsbasis in X*, also auch alle offenen Mengen in X*, als
ihre Komplemente alle kompakten Mengen in X* und damit (da B, offenbar
ein o-Ring ist) alle Borelmengen in X*. Es gilt also 8*=BU{Eu{w}: EcB}.

Infolge der Giiltigkeit des zweiten Abzdhlbarkeitsaxiomes ist jede Borel-
menge auch Bairemenge und jedes Borelmall auch Bairemafl und damit regulir
(s. [5] §51 und §52). Ist uein BorelmaB auf X und definieren wir u* (E)}=pu(E)
und p*(Eu{co})=u(E) fir alle EeB (also p*({o0})=0), dann erhalten wir
ein MaB p* auf X%, das eine Erweiterung von y darstellt und p* (X ¥)=u(X)
erfiilllt. Die Menge aller nichttrivialen BorelmaBe auf X bezeichnen wir mit 9%,
die Untermenge aller normierten BorelmaBe (u(X)=1) mit }. Die Mengen
der entsprechenden auf X'* erweiterten MaBe seien IM* und J*.

Es sei L(X) die Menge aller stetigen komplexwertigen Funktionen auf X
mit kompaktem Trager und L, (X) die Menge aller stetigen komplexwertigen
Funktionen auf X, die im Unendlichen verschwinden (d.h. aulerhalb geeigneter
kompakter Untermengen von X beliebig klein werden). L* (X) und L% (X)
seien die entsprechenden Mengen von nichtnegativen Funktionen. Ferner be-
zeichnen wir mit C(X'*), R(X *) und R* (X *) beziehungsweise die Mengen aller
stetigen komplexwertigen, reellwertigen und nichtnegativen reellwertigen Funk-
tionen auf X* und mit C*(X), R*(X) und R* *(X) ihre Einschrinkungen
auf X. SchlieBlich seien C(X), R(X) und R* (X) bezichungsweise die Mengen
aller stetigen komplexwertigen, reellwertigen und nichtnegativen reellwertigen
Funktionen auf X. C*(X) ist die Menge jener Funktionen fe C(X), fiir die der
endliche Grenzwert

lim f(x)
existiert. Es gilt L(X)cL (X)c C*{X)c C(X), L, (X) ist die Vervollstindi-
gung von L(X) in der Norm

ILfl=sup | f(x)]
xeX

und C*(X)={a-1+f: o komplex, feL,(X)}. Im folgenden denken wir uns
notigenfalls die Funktionen aus C*(X) auch ohne Anderung der Bezeichnung
stetig auf X'* fortgesetzt. Eine Funktion fe R™ *(X) heiBe Urysohn-Funktion,
wenn 0 f(x) =1 fiir alle xe X gilt.

Es sei u*e* gegeben. Eine Folge {x,} in X'* heiBt bekanntlich du*-glv.

in X* wenn
N

(22) lim Ni Y fx)={f(x)du*(x) fiir alle feC(X™)
N-=owo n=1 x*

gilt (s. [7] §1; wir verwenden du* an Stelle von u* zur Kennzeichnung des

Mafes, um wie in Teil I die Schreibweise bei der Betrachtung absolut stetiger

MaBe beibehalten zu konnen). Um eine sinnvolle Verallgemeinerung zu er-

halten und Sitze iiber Gleichverteilung in kompakten Riumen anwenden zu

konnen, verwenden wir folgende Definition.
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Definition 2. Es sei ue9t gegeben. Eine Folge {x,} in X heifit du-glv. in X,
wenn
1 N
(23) Hm ¥ Y fx)=§fx)du(x)  fir alle fe L(X)
N~ n=1 X
gilt.

Der Triger T(u) eines MaBes p ist bekanntlich die abgeschiossene Hiille der
Menge aller Punkte in X, flir die jede Umgebung positives MaB besitzt. Falls
T(n) kompakt ist, ist Definition 2 konsistent mit der Definition der d y-Gleich-
verteilung der Folge {x,} im kompakten Raum 7(u). Von Interesse sind fiir
uns im folgenden allerdings vorwiegend MafBe mit nicht kompaktem Triger.

Hilfssatz 1. Es sei e gegeben. Die Folge {x,} in X ist genau dann du-glv.
in X, wenn sie du*-glv. in X'* ist.

Beweis. Ist {x,} du*-glv. in X'*, dann gilt (22) und damit auch (23). Es sei
nun {x,} du-glv. in X. Wegen p(X)=pu*(X*)=1 gilt (22) jedenfalls fiir alle
konstanten Funktionen auf X*. Aus (23) folgt ferner die Giiltigkeit dieser
Gleichung fiir alle Funktionen felL  (X), da sich jede solche Funktion durch
Funktionen aus L(X) gleichmiBig approximieren lassen. Da jede Funktion
feC(X*) Summe einer Konstanten und einer Funktion aus L (X)) ist, gilt (22).

Offenbar kann in (23) L(X) durch L™ (X), C*(X) und R* *(X) ersetzt wer-
den. AuBerdem gilt (23) nach Hilfssatz 1 und [7] Satz 6 noch fiir die in Defi-
nition 3 beschriebene groBere Klasse von beschriankten, aber nicht notwendiger-
weise stetigen Funktionen.

Definition 3. Eine reellwertige Borel-mefbare Funktion f auf X heifit beziig-
lich eines Mafes uet R-integrierbar, wenn es zu jedem £>0 zwei Funktionen
f1, f2€ R*(X) derart gibt, dap

fi£fsf, und }g[fz(X)—fl(X)]du(X)Q

gilt.

Fiir unsere Zwecke ist die im folgenden Hilfssatz angefithrte Klasse von
beziiglich eines MaBes uet R-integrierbaren Funktionen von besonderem
Interesse:;

Hilfssatz 2. Es sei uc N gegeben und f eine beschrdinkte, Borel-mefibare reell-
wertige Funktion auf X, die in X, abgesehen von einer abgeschlossenen p-Null-
menge A, steiig ist. Dann ist f beziiglich pu R-integrierbar.

Beweis. Wir setzen wie iiblich /¥ =max(0, ) und f~ =max (0, —f). Dann
gilt f=f"—f" und f*, f~ besitzen die gleichen Eigenschaften wie f. Da
Differenz zweier R-integrierbarer Funktionen wieder R-integrierbar ist, geniigt
es, die Behauptung fiir eine nichtnegativwertige Funktion f zu beweisen.

Wir definieren f(o0)=0 und setzen 4*=AuU{co}. Dann ist A* eine kom-
pakte p*-Nullmenge in X* und f ist stetig auf X*\4* (\ bedeute mengen-
theoretische Subtraktion). Es sei W, eine offene Umgebung von 4* in X'¥,
fiir die

% g
WM<
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gilt. Ferner sei W, eine offene Umgebung von 4* in X* und W, W,. Wir
wihlen zwei Urysohn-Funktionen #,, A, R™ (X*) derart, daB

0 filr xeW,

h‘(x)={1 fiir x¢ W, ,

0 fiir xeA®

hZ(x)={1 fiir x¢ W,

gilt. Wir setzen f =f-hy und fo=f b+ || fll - (1 —hy). Dann gilt

J1®)=f(x)=/2(x) fir x¢Wi,
J1@=fx) b () =/ 2L,()=/)+[fI A-h)(x) fir xeW\W,,
F1=02fX) =/, () =F) b )+ /1 fir xeW,,

also f; £f<f, insbesondere auf X. Wegen f; (x)=0 und f, (x)=| || filr xe4*
sind f, und f, stetig auf X *. Ferner gilt

_ =0 fiir x¢ W,
£ fl(x){gz Ifl fir xe W,
Es folgt

}! L2(0)—fi(x)] dpu(x) =Xf* [0 =0T du* (=2 f Il w* (W) <e.

Nach Hilfssatz 2 ist die charakteristische Funktion yy jeder Borelmenge E
in X, deren Rand das MaB O hat, beziiglich pt R-integrierbar. Setzen wir in (23)
f=1xg, dann erhalten wir die Aussage, daB fiir eine in X du-glv. Folge x, ihre
relative Haufigkeit in E gegen das MaB3 von E strebt (s. [7], Satz 6, [6], Satz 3).
Diese Aussage 140t sich, sogar unter schwicheren Voraussetzungen, auch um-
kehren. Dies folgt aus bekannten Sitzen fiber schwache Konvergenz im Raume
aller regulédren BorelmaBe auf X (vgl. [4], S. 192), wenn man Glv. einer Folge
als Aussage tiber schwache Konvergenz einer Folge von Linearkombinationen
von PunktmaBen auffaBt (s. [/]). Vollstindigkeitshalber geben wir einen Be-
weis des folgenden Satzes zur Ginze wieder (vgl. [3], §2.8).

Satz 13. Es sei ue® und eine Folge é={x,} in X gegeben. Fiir eine Borel-
menge EcB und Nz 1 sei A(&; E; N) definiert durch

A& E; N)= ;XE(xn)-

Die Folge & ist genau dann du-glv. in X, wenn

(24) Lim M: w(E)
N—o N
fiir alle kompakten Borelmengen Ee®B gilt, deren Rand das Map 0 besitzi.
Mathematische Zeitschrift, Bd. 86 12
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Beweis. Nach dem oben gesagten haben wir den Beweis nur mehr in einer
Richtung zu fithren. Es sei (24) erfilllt und feL* (X) gegeben. Fiir jede reelle
Zahl a2>0 setzen wir E,={x:f(x)=«}. E° bezeichne den offenen Kern von E.
Fir 0La<p gilt E,=E,>E}>{x:f(x)>a}>E;=E;>Ej. Die Randmengen
E\E? und E,\EJ sind daher disjunkt. Wegen pu(X)=1 konnen hochstens ab-
zahlbar viele Mengen E\E? positives MaB haben. Ist e>0 gegeben, dann
wihlen wir o,=0<o;<--<o,.;<|[fll<eo, derart, daB o;—¢a;_,<e und
H(E\ED)=0 fiir 1 <i<n gilt. Fiir i=0ist E, =X, fiir i> 1 sind die Mengen E,,
kompakt. Es folgt

n—1 n-—-1
Sx)—e= ‘Z,l % XE\Bey, 1(x) = 2:1 o; (XE,,i(x) " XEa,, 1(-x))

(o —0y-1) XE,, () =f1(D=f(x),

13

= ﬂM:

n

fos _Zlofi XE.,_, \Ea, (x)= _Zl o (XE,,i _ 1(x) —XE., (x))

M: i

(=0 1) XEmi_l(x)=fz(x)§f(x) Te

il

i=1

fiir alle xe X. Wegen (24) erhalten wir
o1 T
[/ dpt)—es | filx)dp(x)=lim &) fi(x)s liminf <)) f(x),
X X N~ n=1 N—-w a=1

N N
[ () dpt)+e= | Fo()du()=lim = f,(6)2 limsup— 3 £(x,).
X X N-'ooNn=1 N-w A n=1

Da ¢ beliebig gewihlt war, folgt (23).

~Ist das MaB pe% nicht auf einer abzéhlbaren Menge in X konzentriert und
¢={x,} eine beliebige Folge in X, dann gibt es kompakte Mengen E von
positivem MaB, fir die A(¢; E; N)=0 fir alle Nz1 gilt. Die Menge
X\{x,:n=1} ist ndmlich meBbar und von positivem MaB. Aus der Regularitiit
von pu folgt die Behauptung. Die Gl.(24) gilt im allgemeinen also auch bei d -
Gleichverteilung der Folge ¢ in X nicht fiir alle kompakten Mengen. Andrer-
seits sicht man wie im Beweis von Satz 14 leicht, daB jede offene Umgebung
einer kompakten Menge eine kleinere offene Umgebung dieser Menge enthilt,
deren Rand das MaB 0 besitzt (vgl. [6], Anmerkung nach Satz 3). Wenden wir
das auf die abzihlbare Menge jener Paare V,, V,,e® an, fiir die V,<V,, gilt,
dann sehen wir, dall wir bei gegebenem MaB pe9t ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit annehmen kénnen, dal der Rand jeder Menge der Umgebungs-
basis B das MaB 0 besitzt. Aus (24) folgt dann, daf dic abgeschlossene Hiille
jeder dpu-glv. Folge den Trager des MaBes p enthilt.

Ist ueM gegeben, dann ist die Existenz dp-glv. Folgen in X durch ein be-
kanntes metrisches Resultat iiber Folgen in kompakten Riumen gesichert
(s. [7] Satz 11), das sich auch auf den Fall eines lokal kompakten nicht kom-
pakten Raumes iibertragen liBt. Es sei X, die Menge aller Folgen in X (also
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das kartesische Produkt von abzihlbar vielen Exemplaren der Menge X) und
X% die Menge aller Folgen in X*. In X bzw. X * fithren wir mittels p bzw. p*
wie iiblich ein normiertes MaBl p,, bzw. p¥ ein, indem wir das Produkt von
abzihlbar vielen Exemplaren der MaBrdume (X, B, u) bzw. (X'*,B*, u*) bilden
(s. [5] §38). Dabei ist (X, B, u4,,) die Einschrinkung von (X¥, B¥, u¥)
auf die Menge X eB*, die wir auch erhalten, wenn wir von XF die p%-
Nullmenge aller Folgen in X* abzichen, fiir die mindestens ein Glied (d.h. eine
Koordinate in X%) gleich oo ist. Da p¥-fast alle Folgen in X * du*-glv. sind,
sind p-fast alle Folgen in X du*-glv. in X*. Aus Hilfssatz 1 schlieBen wir:

Satz 14. Es sei ueN gegeben und u,, das zugehorige Produktmaf im mef-
baren Folgenraum (X, B,). Dann ist u-fast jede Folge in X du-gl. in X.

Da es zu jedem Mal pet du-glv. Folgen gibt, 146t sich auch jede in X
iiberall dichte Folge zu einer du-glv. Folge umordnen (s. [7] Satz 17).

6. Unbeschrinkte Funktionen

Es sei wieder pue%t gegeben. Aus Hilfssatz2 und der Bemerkung, die
Definition 3 vorangeht, folgt, daB fiir eine du-glv. Folge {x,} in X die Be-
ziehung (23) auch fiir alle beschrénkten (und daher automatisch integrierbaren)
stetigen komplexwertigen Funktionen auf X gilt. Wir untersuchen nun in
welchem MalBe die Beziehung (23) auch fiir integrierbare, aber unbeschrinkte
stetige Funktionen auf X zutrifft.

Es sei fe R* (X) unbeschrinkt und fiir jedes k=1 die beschriinkte stetige
Funktion f, definiert durch f; (x) =min{ f(x), &} fiir alle xe X. Ist die Folge {x,}
dp-glv. in X, so erhalten wir

N N
liminf— Y ()2 im = fu(x)= [ (O du(x)  fir alle k1.
Nn=1 N-=ow Nn:l X

N->ow

Da die Folge { f;,} monoton gegen f konvergiert, gilt
klim Xffk(X) dﬂ(X)=}£ fG) dpu(x)
und daher jedenfalls

(25) lim inf ]—\ll—g fGyz | f(x)dux).
n=1 X

N- o0
Also trifft (23) sicher fiir alle nicht integrierbaren Funktionen aus R* (X) zu.

Die folgenden Sétze zeigen, dal die Giiltigkeit von (23) im allgemeinen
nicht auf alle stetigen integrierbaren Funktionen ausgedehnt werden kann, wie
auch die du-glv. Folge {x,} in X gewihlt wird. Fiir jede solche Folge gibt es
aber sicher unbeschrinkte integrierbare stetige Funktionen auf X, fiir die (23)
erfiillt ist.

Satz 15, Es sei pet gegeben und{x,:1 £n< o} eine abzihlbare y-Nullmenge
in X, deren abgeschlossene Hiille nicht kompakt ist. Dann existiert eine integrier-
bare Funktion fe R* (X) derart, daff

N
lim sup %; Zlf(x,,) =00.

N—-w

12*
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Beweis. Wir setzen

und erhalten eine monoton gegen X konvergierende Folge offener Mengen W,

mit kompakter abgeschlossener Hiille. Wir definieren induktiv eine Folge von

Funktionen f,e L (X). Es seiny =1 und m, der kleinste Index m mit folgenden

Eigenschaften:

X4 € Vm »

(V<3

Wir wihlen die Urysohn-Funktion f;e L™ (X) so, daB
fix)= {

1 fiir x=x,
0 fiir x¢V,,

X§f1(X) dp)Ep(V,) <z

Es seien die Funktionenf,, ..., f,eL™ (X) und die Indizes m, <m, <---<m,,
ny<n,<---<n, bereits so gewihlt, daBl folgende Bedingungen erfiillt sind:

1) f,(x)=0 fir alle x¢V,,, A1<s57).
2) VoV, =0  (1Ss<t=r).

3) x,eW,_  firl<ngn, (I1Ss<7).
1
4) ffs(x)du(x)<5; (1sssr).
X

5= ¥ Ae)=s  ASssn.

s n=1

gilt und erhalten

Infolge unserer Voraussetzung sind nicht alle x, in W,, enthalten. Es sei
1,4 der kleinste Index n derart, daB x,¢ W, , sowie m, . ; der kleinste Index m
mit folgenden Eigenschaften:

X, . €V,

1
G+Dn,. 270
Ve oW, =0.
Wir wihlen die Urysohn-Funktion £/, ,eL* (X) so, daB
1 fir x=x,_,,

r, X)=
fral®) {0 fir x¢V,, .

gilt und setzen f, ., =(F+D 1 fre1.
Offenbar gilt n,,, >n, und m,,,>m,. Die Bedingungen 1)-3) sind auch
fiir r+ 1 an Stelle von r erfiillt. Ferner gilt

Ry

JAUMES

1
gfr-k 1(){3) d“(x)é(r +1) upq M(er+1)<§ﬁT



Gleichverteilte Folgen in lokal kompakten Rédumen 177

und wegen 3) und der Wahl von », , ;

Byt

Zj;'+1(xn)_

Hesin=1

Jre1(Xn, )=r+1.
[

Nun setzen wir
e 0]
=31
s=1

Wegen 1) und 2) ist f nichtnegativ reellwertig. AuBerdem gilt

My

J6)= 40t alle xe U V=1,

m=1

also ist £ in jedem Punkt xeX stetig. Aus 4) erhalten wir

Jﬂ@@@:ﬁ; @ dp(x)<1.

Andrerseits folgt aus 5) fiir jedes s>1

o Z f( n)>— Zf(xn)_sa

My n=1 Ng n=1
also

lim sup— Z fx)=00.
N-w N n=
Die Voraussetzungen von Satz 15 sind insbesondere erfiillt, wenn g nicht
atomar ist (d.h. p({x})=0 fir alle xeX gilt; vgl. [5] §40), nicht kompakten
Triger besitzt und die Folge {x,} in X dy-glv. ist.

Korollar 15.1. Es sei ein nicht atomares Mafj p mit nicht kompaktem Trdger
gegeben und {x,} eine dp-glv. Folge in X. Dann existiert eine du-integrierbare
Funktion fe R (X) derart, daf

hrn_)s:;p N 2 Z fx)=00.
Zwecks Vereinfachung der Sprechweise bedienen wir uns folgender Defi-
nition:
Definition 4. Es sei pe9t und eine Folge & ={x,} in X gegeben. Eine Borel-
mefbare komplexwertige Funktion f auf X heifit (¢, d p)-summierbar, wenn f d -
integrierbar ist und

hmﬁ Zf(xn) ]f(X) dp(x)
; N~
gilt.

Die Folge ¢ ist also genau dann dp-glv. in X, wenn jede Funktion fe R *(X)
(¢, dp)-summierbar ist. Unter den Voraussetzungen von Korollar 15.1 gibt es
aber stets eine integrierbare Funktion fe R* (X), die nicht (£, dy)-summier-
bar ist.
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Besitzt das MaB ue einen kompakten Triger T'(n) und ist die du-glv.
Folge £={x,} in T(u) enthalten (solche Folgen gibt es stets), dann trifft die
Aussage von Korollar 15.1 sicher nicht mehr zu, da jede Funktion fe C(X) auf
T'(p) stetig und beschrinkt, also auch (&, du)-summierbar ist. Dall auch die
andere Voraussetzung (¢ nicht atomar) in Korollar 15.1 nicht einfach fallen
gelassen werden kann, zeigt das folgende Beispiel.

Es sei X die Menge aller natiirlichen Zahlen in der diskreten Topologie und
neM definiert durch {
k) =7 (1Sk<c0).

Die Menge aller integrierbaren komplexwertigen Funktionen ist einfach die
die Menge aller Folgen f von komplexen Zahlen, fiir die die Reihe

flf(x)[dy(x)_kzl lf(k)i

konvergiert. Beispielsweise ist die durch f(k)=2%k? definierte Funktion auf X
unbeschrinkt (es gilt sogar hm f (k)= o0), aber dpu-integrierbar.

Wir definieren die Folge zf {x,} in X folgendermafen:
Xyme1=1 fiiralle m=1
X2(2m_1)=2 fﬁl‘ alle m_Z_l
X4 2m-1y=3 firalle mz1
allgemein
(26) ka—i(zm_l)zk fﬁl‘ a.lle mgl, kél.
Da jede natiirliche Zahl n auf genau eine Weise in der Form
n=2"12m—-1) (m=1,k=1)
geschrieben werden kann, ist die Folge ¢ durch (26) wohldefiniert. Ist k=1
gegeben, dann gilt (fiir die einpunktige Menge {k})
A (kK N=m  fir 2"7'2m-DEN<2*'Qm+1)
(m=1), und fiir solche N weiter
m < AL, {k},N) m
2 12m+1) N "—2k1@n¢ 1)’
-1 AEEkLEN) 1
< — S,
2*2m+1) N 2T 2*2m-1)
AG N L 1
N 2XT 2*Qm—1)
Insbesondere gilt

(28)

also

Q7 fir 2 'Qm—-1DEN<2*"*Qm+1).

<— firalle N21.

1A(é;{k};N)_i
N 2k

2k
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Fiir N=2%"* folgt dies aus (27), wenn wir m durch 1 ersetzen, fiir N<2¥71 ist
A(E; {k}; N)=0 und (28) daher ebenfalls erfiillt.

Es sei nun f eine beliebige komplexwertige d u-integrierbare Funktion auf X
und &>0 willkiirlich gegeben. Wir wihlen erst &k, so grof3, daB3

- k
5 S _

k
k=ko+1 2

gilt. Da bei gegebenem k in (27) mit N auch m gegen co wichst, kdnnen wir
einen Index N, derart finden, daBl

iA(f;{k};N) 1

i fiir alle N> N, und fiir 1 <k <k,

N Tk A+ fOD
gilt. Es folgt
fvnif(x,,) — S dut)| = kiw o "ki %
%Iﬁ”w-% |1+

+ 3 lﬂk)'<2e fiir N2 N,.

k=ko+1
Also ist die Funktion (£, du)-summierbar.

In einem lokal kompakten nicht kompakten Hausdorffschen Raum X gibt
es stets eine abzdhlbare Menge {a;:1 Sk <0} ohne Hiufungspunkte. Identi-
fizieren wir die natiirliche Zahl & mit dem Folgenglied g, und iibertragen wir
die eben angestellten Uberlegungen auf das durch

u({ak}):—ZIT fiir alle k=1

auf X definierte rein atomare MaBl pe$R, dann erhalten wir: In einem lokal
kompakten, nicht kompakten Hausdorffschen Raum X gibt es stets ein rein
atomares Maf} peW mit nicht kompakten Trdger und eine du-glv. Folge &={x}
derart, daf jede d p-integrierbare komplexwertige Funktion (€, d u)-summierbar ist.

Fiir eine reellwertige Funktion f auf X schreiben wir wie iiblich
lim f(x)=oc0,
X—> 0
falls f auBerhalb geeignet gewdhlter kompakter Mengen durch beliebig groBe
positive Konstanten nach unten beschrinkt ist.
Satz 16. Es sei peM gegeben und &={x,} eine in X du-glv. Folge. Dann gibt
es eine (&, dp)-summierbare Funktion feRY (X) derart, daf lim f(x)=o0.

X~ 00
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Beweis. Wihrend es im Beweis von Satz 15 darauf ankam, eine Funktion zu
konstruieren, die auf den Gliedern der Folge ¢ mdoglichst hiufig hinreichend
groBe Werte annahm, konstruieren wir nun eine Funktion die auf den Gliedern
der Folge £ so selten groBe Werte annimmt, daB diese die Schwankung der

Folge
1 N
{—ﬁn;ﬂx,,)}

nicht stark beeinflussen konnen.
‘Wir setzen wie im Beweis von Satz 15

k
=U7,
m=1

und konnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, daf der
Rand jeder Menge V,, das Mal} Nuil hat. Wegen

— k —
T\ U (7R

trifft dasselbe fiir jede Menge W, zu. Wir bestimmen wieder induktiv eine
Teilfolge {W;_} und eine Folge von Urysohn-Funktionen f,e R* (X) und setzen
ki{=1und f; (x)=1 fiir alle xeX. AuBerdem wihlen wir N;=1 so groB, daB

ﬁg;—?ﬂ—u(m) <1 firalle N2N,
gilt.

Es seien die Indizes ky <k, <---<k,, die Zahlen N, <N, <:-- <N, und die
Urysohn-Funktionen f; 2 f, = -+ 2 f, in R* (X) bereits so gewihit, daB folgende
Bedingungen erfiillt sind:

1) x,eW,, fir1<nsN, , (1Sssn),

2) Wo,., =W, (1ss5r),

3) w(W)< 2}.1 (1<s=7),

0 firxeW,
4 s X}= s—=1 1§S§l" ,
) £ {1 e (S

5) ‘iﬁfs(x,,)—- st<x>du(x>5<% fiir alle N2 N, (1Ss57),

A& Wk,, N)

—u(Wy)|<—  furalle N=N,

0

(fiir s=1 ist Bedmgung 1) leer und Bedingung 2) und 4) erfiillt, wenn wir formal
Wy, =% setzen). Wir bestimmen zunéchst den Index k,,; >k, so, daB die Be-
dingungen 1)—3) fiir r+1 an Stelle von s erfiillt sind und dann die Urysohn-
Funktion f.,,eR"(X) so, daB Bedingung 4) auch fiir r+1 an Stelle von s
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erfiillt ist. Insbesondere gilt dann £, < f,.. SchlieBlich wihlen wir den Index
N,.1>N, so, daB 5) und 6) fiir r+1 an Stelle von r erfiillt sind.

Wir setzen nun
CEPWACE

Da die Folge {W;_} durch EinschlieBung vollstindig geordnet ist, folgt aus 4)

29) Jx)= ; J(x) tiir alie xe W, .

Wir ersehen daraus, daB f auf ganz X nichtnegativ reellwertig und stetig ist.
Fir alle x¢ IW,_ gilt f(x)Zr, woraus
lim f(x)=o0

X~* 0

folgt. AuBerdem ist f wegen der Abschétzung

JI®due= 3, A a1+ T um)=3

integrierbar.
Ist N=1 gegeben, dann ist r durch die Ungleichung N,<N<N, ., ein-
deutig bestimmt. Wir erhalten wegen Bedingung 1) und (29)

1 N r+2

I [CAE) i WACH

n=1s=1

15 +57 X frras)

1

w
If
-

A

1=
2| -
M=

=
h

S 422GV N

A

A .
Ka
SRS
[ L

N
]
-

Z| -
M =

£ du(x)+—r%]+2 [u(Wk;)%]

3 1
é};f(x) dﬂ(x)+7+'27_7-

Da mit N auch r gegen oo strebt, folgt

lim sup r Zlf(xn)g}zf f(x)du(x),

N->w -Nn
und hieraus in Verbindung mit (25) die Behauptung.

Ist eine Funktion geR* (X) gegeben, dann bezeichnen wir in Anlehnung
an die fiir Funktionen einer reellen Verdnderlichen gebriuchliche Schreibweise
mit 0(g) die Menge aller komplexwertigen Funktionen f auf X, fiir die es eine
von f abhidngige kompakte Menge 4, und eine ebenfalls von f abhingige
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positive Konstante ¢, derart gibt, daB
[fO)|Scsg(x) fiir alie xe A
gilt.
Satz 17. Es sei ueNt gegeben und &={x,} eine du-glv. Folge in X. Ferner

sei die Funktion geR* (X) (¢, dw)-summierbar. Dann ist auch jede Funktion
fe0(g)n C(X) (&, dp)-summierbar.

Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir Funktionen fe0(g)n R* (X) nach-
zuweisen. Es sei solch eine Funktion f und ein ¢>>0 gegeben, sowie 4 eine
kompakte Menge in X und ¢ eine positive Konstante mit folgenden Eigen-
schaften

f()Zcg(x) fir alle xed’,

g
J g0 duty<—.
i

Ferner sei die Urysohn-Funktion AeL™ (X) so gewihlt, daB

h(x)==1 fiir alle xeA.
Dann gilt wegen g=gh-+g(1—-h) und gheL* (X)

lim — .2 Z g (%) (1 - h(xn))— fim —Z g(xn)— lim MZ g(x,) h(x,)

N—w

=)§ g(x) du(x)—g g(x) h(x) d u(x)
=X§ g(x)(1—h(x))dpu(x)

e
< Jig(®) d#(x)<*c“,
i

also

lim supN 2 fx)(1— h(x,,))< hm ——Z cg(x)(1—h(x))<e,

N-w©

Him supN Z ()= lim ——Z f(x,) h(x,,)+ hm sup-—z fx)(1—h(x,)

N—w —>ooN

éygf(X)h(x)du(X)Jr&‘
éiff(X) du(x)+e.

Da &>0 beliebig gewihlt war, folgt hieraus in Verbindung mit (25) die Be-
hauptung.

Sind endlich viele (¢, dp)-summierbare Funktionen f;, ..., f,, in R* (x) ge-
geben, dann ist auch ihre Summe

=§,fk
k=1
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(¢, dp)-summierbar und damit auch jede Funktion der Klasse 0(f)n C(X),
die sicher jede der Klassen 0(f)nC(X) (1<k<m) umfaft, im allgemeinen
aber groBer als ihre Vereinigung sein wird. Dieses Resultat 146t sich in folgen-
der Weise auf den Fall ciner abzihlbaren Menge von (¢, dy)-summierbaren
Funktionen f,e R* (X) iibertragen:

Satz 18. Es sei pe M gegeben und & ={x,} eine dp-glv. Folge in X, sowie { f;}
eine Folge von (¢, dp)-summierbaren Funktionen in R* (X). Dann gibt es eine
(&, dp)-summierbare Funktion fe R* (X) derart, daf f,e0(f) fiir alle k=1.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 14 setzen wir

W= U V.

m=1
Fiir jede Funktion ge R* (X) definieren wir

Igl,=sup{lg()|:xeW} (szD).
Ferper sei

N
se=sup |1 T file)— [ i) du(d) (kD).
Nz1 n=1 X

Da jede Funktion f;, (£, dp)-semmierbar ist, ist g5, endlich.

Wir wihlen zunéchst eine monoton gegen 0 konvergierende Folge positiver
Zahlen ¢, derart, daB3

@

(30) Y e ] Al dut<eo
und .

Y oo <0

k=1

gilt. Wir bestimmen nun induktiv eine Teilfolge {c, } (k; <k, <--<k,<--),
fiir die

G1) !

T —
SO2A+LY

erfiillt ist und betrachten die Funktion

=3 et

fiir alle s=1

Auf jeder Menge W, (s 1) ist f wegen (31) cine gleichmiBig konvergente Reihe
stetiger Funktionen, also ist / auf ganz X nichtnegativ reellwertig und stetig.
Wegen ¢, £ ¢, und (30) ist f integrierbar und

JI®due= 3 e, [ A0

< Y e £09 duc.

s=1
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Es sei >0 gegeben und =1 so bestimmt, daB
[2¢) o)
Y 0.5 Y ¢ o.<¢
s=r+1 s=r+1

gilt. Da jede Funktion 7, (¢, du)-summierbar ist, existiert ein N,2=1 derart,
daB fiir jedes s<r

fiir alle N2 N,

¥ T A TR0 dnx)| <
n=1 X

s

gilt. Es folgt

7 2 SO — [ f) dp(x)
1 X

% e, [Ni IFACSRRAC) du(x)]!

Zfs(x) st(x)du(x) + Z . O,

s=r+1

<r- —; e=2¢ fiir alle N2 N,.
Also ist f (¢, dp)-summierbar. AuBerdem gilt

1
=17
figof
womit alles bewiesen ist.

7. Unbeschrinkte Mafle

Wir betrachten nun ein nicht notwendigerweise normiertes nicht triviales
BorelmalB p auf X. Ist p endlich, dann ist das MalB

1
ot

normiert. Ist die Folge é={x,} in X du'-glv., dann gilt
u(X)

Z flx)= ff(x) d p(x)

N->w

.. du
fiir alle
(5’ w(X)

ziiglich y R-integrierbaren reellwertigen Funktionen auf X.

)-sumrmerbaren Funktionen f, insbesondere fiir alle be-

Um die Integration auch im Falle eines unendlichen MafBles u auf die
Durchschnittsbildung {iber Funktionswerte auf Elementen einer Folge & in X
zuriickfithren zu kdnnen, gehen wir wie in Abschnitt 3 zu einem mit p &qui-
valenten MaB ' iiber. Um die Sitze der vorangehenden Abschnitte anwenden
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zu kdnnen, miissen wir aber sicherstellen, daB3 die Radon-Nikodym-Ableitung
h=dy'[{dy und die zu ihr inverse Funktion 1/4 stetig sind ([5], §31, §32).

Hilfssatz 3. Es sei ueIR gegeben. Dann existiert eine iiberall positive Funk-
tion he R* (X) derart, daf3

gh(x) du{x)=1.

Beweis. Fiir jedes V,e®B sei h,eL* (X) eine Urysohn-Funktion, die auf V,
positiv ist. Ferner sei {o,} eine Folge positiver Zahlen mit folgenden Eigen-
schaften:

ioc,,<oo,

n=1
iot,,jh,,(x) dp(x)< .
=1 x

n=1
Die Funktion

W'=Y o,h,

n=1

ist iiberall positiv, integrierbar und als Summe einer gleichmiig konvergenten
Reihe stetiger Funktionen selbst stetig. Das Integral

}! h(x) d p(x)

ist sicher positiv, also besitzt die Funktion

1
h=—o——
(W) du(x)
X
die verlangten Eigenschaften.

Ist p endlich, dann kénnen wir einfach

1
=y

!

setzen. Ist y unendlich, dann ist die Funktion 4 sicher nicht konstant. Durch

geeignete Wahl der Funktionen /, kénnen wir stets erreichen, da3 # im Unend-

lichen verschwindet. Beispielsweise konnen die Funktionen 4, infolge des Zu-

sammenfallens von Borel- und Baire-Mengen in X und X * so gewihlt werden,
daB sie auBlerhalb von V, verschwinden ([5], §50 C, E, §51 D). Dann gilt

w0 ) N

W)= 3 oh,x= ) o firallex¢ U V,;

n=N+1 n=N+1 n=1

also wird auch A auBlerhalb geeigneter kompakter Mengen beliebig klein.

Ist e gegeben und A wie in Hilfssatz 3, dann ist das durch

Y(E)= [h(x)du(x) fiiralle EeB
E
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definierte Borelmaf8l p’ normiert. Es existiert nach Satz 14 sicher eine du'-glv.
Folge ¢={x,} in X. Fiir diese gilt dann

(32) lim —~Z g(x,)= j" g(x)h(x)du(x)  firalle ge0(1) n C(X),

N—’eo

sogar fiir alle beziiglich i R-integrierbaren reellwertigen Funktionen g auf X.
Setzen wir in (32) f=gh, dann erhalten wir

xn
33) lim 3 y L [0 due).
Satz 19. Es sei ueh gegeben und h wie in Hilfssatz 3, sowie E={x,} eine
Folge in X, Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) Die Folge & ist h dyu-glv.
b) (33) gilt fiir alle fe L(X).
c) (33) gilt fiir alle fe0(h) 0 C(X).

d) (33) gilt fur alle beziiglich 1 R-integrierbaren reeliwertigen Funktionen
fe0(h).

Beweis. Ist &k dp-glv. und fe0(h) n C(X) gegeben, dann gilt fiir die Funk-
tion g=flhe0(1) n C(X) die Gl.(32), also fiir f=gh die GL (33). Dies zeigt die
Implikation a)=>c). Wegen L(X)=0(h)~ C(X) folgt b) aus ¢). Ist b) erfitllt
und geL(X) gegeben, dann gilt (33) fiir die Funktion f=gheL(X), was auf die
GL.(32) fithrt. Also trifft (32) fiir alle Funktionen geL(X) zu und £ ist & d p-glv.

Ist a) erfiillt und die Funktion fe0(h) beziiglich 4 R-integrierbar (also auch
dy-integrierbar), dann konnen die f einschrinkenden Funktionen in R¥*(X)
durch solche in & - R*(X) ersetzt werden, d.h. die Funktion g=f/A ist bezliglich
W R-integrierbar. Da (32) fuir die Funktion g gilt, erhalten wir (33) fiir die
Funktion /. Umgekehrt folgt aus der Giiltigkeit von d) die Giiltigkeit von b),
womit alles bewiesen ist.

Der Triger eines unendlichen Borelmales p ist sicher nicht kompakt. Ist u
nicht atomar, dann gibt es nach Korollar 15.1 zu jeder & du-glv. Folge £={x,}
in X stets eine /& dp-integrierbare Funktion ge R™ (X) derart, daB3

1 N
lim sup — N 2 Z g(x,)= 00

N-w

gilt. Setzen wir f=gh, dann ist fe R" (X) dp-integrierbar und

S _
N, Z “h(x,)

Im allgemeinen ist es also nicht moglich, die Folge ¢ so zu wihlen, dal} {33)
fiir alle dp-integrierbaren Funktioren in C(X) zutrifft. Ein Gegenstiick zu
dieser Aussage liefert der folgende Satz.

lim sup —

N-w
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Satz 20. Es sei neI gegeben und geR* (X) dy-integrierbar. Dann gibt es
eine Funktion h wie in Hilfssatz 3 derart, daf fiir jede h du-glv. Folge {x,} in X

hm— 2 Sx) =[f(x)dp  fir alle fe0(g) n C(X)

N-w0 n h(x )
gilt.
Beweis. Wir wihlen zuerst eine Funktion 4, wie in Hilfssatz 3 und setzen
_ hi+g
1+[g(x)du(x)
X

Dann ist auch /4 eine Funktion von der in Hilfssatz 3 beschriebenen Art. Es
sei nun die Folge {x,} in X /& du-glv. und die Funktion fe0(g) n C(X) gegeben.
Dann ist die Funktion

f
hi+g
beschrankt und
%’Iﬂ lfl (1+§g(x)dﬂ(x))<K(1+§g(x)du(x))

Also liegt f in 0(h) und aus Satz 19 c) folgt die Behauptung,.

Fiir eine dy~integrierbare Funktion fe C(X) gilt (33) genau dann, wenn die
Funktion fj4 (£, h d p)-summierbar ist. In Erginzung zu Satz 19 lassen sich daher
aus den Sétzen 16, 17 und 18 die folgenden Aussagen ableiten:

Satz 21. Es sei eI gegeben, h wie in Hilfssatz 3 und {x,} eine in X hdu-gh.
Folge.
a) Es gibt stets eine dp-integrierbare Funktion fe R* (X), fir die sowohl

‘Z L5 ) duta

N ad oo
als auch

- fx)
R
gilt.
b) Gilt fir eine dp-integrierbare Funktion ge R (X)

lim 3 > o),

dann gilt auch

hm_ Z f(x") =@ dux)  far alle fe0(8) n C(X).

N—*oo

c) Es sei {fk}cR+ X ) eine Folge dy-integrierbarer Funktionen, fiir die

Ilm — Z fk(x") -Jffk(x) du(x) firalle kx1

N—>co
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gilt. Dann gibt es eine d ;L—integrierbare Funktion fe R* (X) fiir die

m e ¥ 90 = )
N—>oo X

und f,e€0(f) fiir alle k=1 gilt.

Von Interesse ist noch der Fall eines auf der o-Algebra aller Borelmengen
gegebenen MaBes u, das mdglicherweise auch auf kompakten Mengen den
Wert oo annimmt. Ein Beispiel hierfiir ist etwa das anf der Zahlengeraden durch

ﬁé(E)=L171 dx  firalle Ee®B
E

definierte MaB u oder, im Falle eines unendlichen BorelmaBes u auf X, das in
Abschnitt 5 eingefithrte MaB p* auf X*.

Hilfssatz 4. Es sei ein Maf u auf B gegeben und die Menge Y <X definiert
durch
Y={yeX:u(V)=oo fiir jede Umgebung V von y}.

Dann ist Y abgeschlossen in X und die Einschrdnkung p, von u auf den lokal
kompakten Unterraum X, =X\Y von X ein Borelmafl auf X.

Beweis. Es sei yeY und V eine beliebige Umgebung von y. Dann ist ¥
auch Umgebung mindestens eines Punktes von Y und daher u(F)=o0. Es
folgt yeY und Y=7Y. Die Menge X;=X\Y ist offen in X und daher Iokal
kompakt in der relativen Topologie. Offenbar geniigt auch X; dem zweiten
Abzihlbarkeitsaxiom. Eine in X; kompakte Menge F ist auch kompakt in X,
daher ist y; jedenfalls auf den Borelmengen von X definiert. Jeder Punkt
in E besitzt mindestens eine offene Umgebung von endlichem MaB. Da bereits
endlich viele hiervon E tiberdecken, ist auch u, (E) endlich und p, ein BorelmalB
auf X,.

Fiir jede du-integrierbare Funktion fe C(X) gilt notwendigerweise f(y)=0
fir alle ye Y, also auch

gf(X)du(X)ﬂf(X)d#l(x)-

Wir konnen die Integration dpu-integrierbarer stetiger Funktionen also auf
Integration iiber den lokal kompakten Raum X, zuriickfiithren und hierauf die
bisher abgeleiteten Sétze anwenden. Insbesondere konnen wir die auf X,
positive und stetige integrierbare Funktion 4 so konstruieren, daB sie als Funk-
tion auf X; im Unendlichen verschwindet, also stetig auf X fortgesetzt werden
kann. Unter anderem erhalten wir folgendes Resultat:

Satz 22. Es sei ein Maf3 p auf B gegeben und Y wie in Hilfssatz 4. Dann
gibt es eine nur auf Y verschwindende dy-integrierbare Funktion he R* (X) und
eine Folge {x,} in X\Y derart, daf

ilmN ﬁx"%—gf(x)du(x) fir alle feO(h) n C(X),

speziell also fiir alle fe L{X\Y) gilt.
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