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door
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Men kan Buclidische vlakke meetkunde opbouwen op synthetische
(Buclides, Hilbert) en op analytische wijze (Descartes). Wij bespreken
een derde manier, cen mectrische opbouw, die het begrip afstand centraal
stelt,

1. Metrische stellingen in het Duclidische vlak R,.

De eenvoudigste metrische stelling is de driehoeksongelijkheid, Als
a,b en ¢ de zijden van een driehoek zijn, is deze stelling wegens
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gelijkwaardig met : genoemde determinantséo.

Notatie: Punten: 1,2,3,4 etc. [afstand i tot 3] ° = (13).
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Voor de punten 1,2,3,4 1n de Euclldlsche ruimte R3 is D(1234) = 288

}Inh tetradder 1,2,3 4}

De volgende metrische eigenschappen gelden: In R1 is elke D(12) >0
D(123) = 0, In R, is clke D(12)3 0, D(123)£ 0, D(1234) = 0, Met deze
eigenschappen in gedachten zullen wij een abstracte ruimte definiéren,
die aan de axioma's der R2 blijkt tc voldocn,
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§ 2. Drie hulpstellingen omtrent determinanten.

I. Uit D(123)<K0, (12)3 0, (13)°,0 volgt (23)> 0,
II. D(1...r)D(1...7rij) = D(1...vi)D(1...rj)- D2(1...ri,1...rj).

IIT. Eecn symmetrische matrix heeft de rang r, als hij cen niet nul
zijnde hoofdminor van de orde r bevat, zodat allec hoofdminoren
van de ordc r+1 en van de orde r+2, dic hieruit door randen ver-
kregen worden, nul zijn,

53, De ruimte R.

Wij gaan uit van drie positicve getallen (12),(23),(13) met
D(123) €0 cn definiéren:
Een punt r€ R is ecn greep [(1r),(2r),(3r2] , zodat alle (ir)> O en
D(123r) = O.
Voorbeeld: [0,(12) (13)]= punt 1; [(12),0,(23)] = punt 2,

Met D(12) D(123r) = D(123) D(12r) - D2(123,12r) volgt D(12r)< 0.

Afstand van r,s€£R is het getall/(rs) met (rs) uit D(123rs) = 0, Deze
definitie is zinvol en ccnduldig en maakt R tot metrische ruimte, d.v
afstand >0 en dan cn slechts dan = O als dc¢ punten samenvalleni de
drichocksongeli jkheid geldt,

e

I. Als r ;&R den is D(r1...rn) van dc rang 4.

TII. Als 1,2,3,4¢R, (ix)=>0 (i=1,..4) en D(1234x) is van dc rang
<4, dan is cr ccn punt x €R met féfstand i tot x 12= (ix).
4, Meetkundige begrippen in R,
Rechteg. Stel p # q. De rcchite L(p,q) is de verzameling van alle
X &R met D(pgx) = 0., Ecn rochte is bepaald door elk verschillend twee-

tal van zijn punten,

Beschouw D(par,pgs). Wegens

D(pq) D(pars) = D(pgr) D(pas) - D°(par,pas) is D(par,pgs) = O, als
r of s op de rechte L(p,q) ligt (Stewart).

Kanten, Noem r en s aan dezelfde kant van L(p,q) als D(par,pgs) <O
en aan verschillende kant als D(pqr,pqs[} 0., Laat rrs betekenen: r enss
aan dezeclfde kant van L{p,q). Wegcns D(pq)D(pqrs,pqrt):D(pqr)D(pqs{pqt3'
D.nqr,pas)D(par,pdt) is dit een sequivalentierelatie. . Br zijn -0
twee klassen, dus cen rechte L verdeelt de verzameling R-L in twee
klassen,



3
Hoeken, Dcfiniéer hock gpr —/ door:

“os Y Pﬁpgz%fvw. $ 0 <2y =T, Dan sin %>=y =D (par)
y ' 1 D(pq)D(pr)

Met deze begrippen is het mogelijk to bowijzen, dat de verzameling
voldoet aan de axioma's van Hilbert voor de Euclidische vlakke meet-
" nde,

5. D¢ stelling van Ptolemaeus,
Wij zocken ccrst cen geschikte formulering, Noem

e o e e B

o =\f<t4><23> ; b —\/(13)(24> , C =\L’(12>(34> , dan is (1)

o (12) (13) (14)

" a+b+c) (a+b-c) (a=-b+c) (-a+b+c) = (12) 0 (23)  (24) = (13) .
(13) (23} 0 (34)

(14) (24) (34) 0

I. ""s 1,2,3,4¢ R, 0op ecn éirkcl- liggon, dan ig E(ij)%: O. C w
BLWlJS. Er is ¢en punt 5CR met (15) = r°, dus

T

i

0 1 1 o o1
1 (i3) rfle = [11(i3) o0 heeft de rang 4.
1 0 1. 0 -2rf

Als voor 1,2,3,4R geldt }(ij)] = 0, dan zijn de punten collir--~
of concyclisch,

""" ~ijss Voor vier collincaire punten is )(ij)( = 0., Stel nu D(123) <C
0 1 1 0 1 1
P= 11 (ij3) =x|= |1 (i3) o0 = 0 voor alle x.,
1 b'e 0 1 0 ~2X

“opaal x zodat -2xD(123) - 2(12)(23)(13) = 0, dan is x >0 en heeft
( §32,III) P dc rang vier, Pas vecrvolgens §3,II toe,

6. Het sferische vlak S, en het hyperbolische vlak H,.

Twec-dimensionale sferische mectkunde (mcetkunde op een bolop-
~crvlak) en hyperbolische mcetkunde (meetkunde op ecn oppervlak van
~onstante negatieve kromming) kan men op analoge wijze metrisch op-
">ouwen, De driehoeksongelijkheid in 82 resp. in H2 laat zich wegens

1 cos a cos b
. a+b+c . a+b-c _._ a=b+c_ .. =ath+c
EEa¥-T-1 1 cos c| = 4 sin : Cein s sin >——sin 5 en
~=3 b cos ¢ 1

1 cosh a cosh b
- g 1 cosh cl= 4sh
wth b cosh c¢ 1

a+g+c sh a+g-c sh a—’g+cSh -a+g+c

-~ in determinant vorm schrijven.



Yotcren we in H2 s cosh (afstand van punt i tot punt j) = (ij) en

in 8, ¢ cos (afstand 1 tot j) = (ij), cn noemen we
o (12) 0 (13)
(12) 1 (23) = C(123).
(13)  (23) 1

den is in H, elke C(12) = 1-(12)7< 0, 0(123)>0, ¢(1234) = 0 en in
8, elke 0(12) = 1-(12)°2 0, c(123)>0, ¢(1234) = oO.

7. D¢ ruimtcn H on S,

Ruimte H. Ge uit van (12),(13),(23), alle 1 met C(12: M} o,
Ien punt r €H is ceon greep l(1r;,(2r),(3r J waarbij alle (ir) 21 en
c(123r) = 0,

Ruimte 8. Ga uit van (12),(13),(23), allc in absolutc waarde <1,
met C(123) >0, Ten punt r €5 is cen grecp [ﬁ?r),(Zr),(Br)], waarbij alle

f(ir){f§1 ¢n C(123r) = 0. Als r€8, dan is ook [}(1r),—(2r),-(3r)]

cen punt van S, gcenaamd het diamctralc punt van r.
Afstand van r en s€H (rcep.<8) is het getal arccosh (rs)(resp.
arccos (rs)) met (rs) uit c(123rs) = O. '

Het begrip rechte I(p,4), dc verzameling van allc x met C(pgx) =
onoin 0 ogedefiniterd worden voor c¢lk twectal verschillende punten
D en g, In S worden bovendicen p cn ¢ nict diametraal veronderstclt
laat anders C(pq) = O zou wijn.

Hoek qpr = y wordt in H (neem £=-1) cn in S(ncem f= +1) gedefi-
1iéerd door

1
cos V’=Ef Q@P%r@?lh.,; O =iy <77 Den sin{fJV—LEQ~L— -
Vc(pa)c(pr) ¢(pa)C(pr)
Dc hyperbolische en sferische ccecrste cosinus regel en sinusregel zijn
hicrin te herkenncn, Het afwijkcende tiken in H vindt zijn oorzmask in
het feit, dat in H geldt VCg(pq) = -C(pqa).

8. De som der hocken van ecn drichoek.

Beschouw dric punten a,b,c met C(abc))io. Nocm de gevormde

hocken 0’ﬁ?en/\. Nu iss

(ab) C (abc) C(ab) C(ac,bc) - C(ab,kec) C(ab,ac)
C(ca cb) C(ab) _ C(ba,be) Qﬁab ac ;(aﬁ? "N_MQE?PC>N,.“MGNW.
V'c(cayc(cd) Yo (an) Vo(va)o(ve) G(ab)clac) bd?ba)c(bc)l@(ab)c(ac'

~ cos { = cos(3 cosbl - (ab) sin(jsinbi

Nezec formule (de tweede coginusregel), die geldig is zowel in H als in
3, met dien verstande dat in H (ab) = cosh daﬁ> 1 cnin S -1<(ab) =
= cos d_y {1 is, levert na spceclalisaties

in H: cos(%+ ) + cos g\o waaruit O+ 3+ X“ﬂ

in S: cos(£?+(3) + cos:} <0, waaruit 1ﬁ<ﬁx+§3+‘a<3ﬁ—.



