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zw 1957-023 

. Ov•r randwaarden van anaiytisch~ funqties en Cauchy-
hoofd'waarden 

.. ,. - -, :, ;-•, .;:•., 

'!•··: 

doQr 

Koksma., C.G. Lekkerkerker en A.H.M. Levelt 
:: ,l:·i1 t,i 

~ 1. Het volgende onderzoek is ontstaan na lezing van een door Prof. 
Koiter opgesteld rapport 1 ), handelende over een zeker randwaardepro­

bleem voor complexe kwasi-dubbelperiodieke functies. Daarbij is in 
het complexe vlak een dubbelperiodiek systeem van disjuncte (gesloten) 
contouren gegeven, en gaat het erom een complexe functie f(z), die 
analytisch en kwasi-dubbelperiodiek is in het gebied buiten deze con­
touren, te bepalen, indien de randwaarden van f(z) op de contouren 
gegeven zijn. Prof. Keiter geeft voor die randwaarden zowel nodige 
voorwaarden als ook voldoende voorwaarden aan, opdat het probleem 
een oplossing heeft, en stelde ons de vraag of zijn resultaten in de 
wiskundige litteratuur voorkwamen. 

Zijn beschouwingen zijn gebaseerd op de belangwekkende gedachte 
om in de integraalformule van Cauchy de factor (z- ~ )-1 te vervangen 
door een uitdrukking F(z,)) die eveneens een pool heeft in Z= {, 

do~h kwas1-dubbelperiodiek is in~ . Hoewel de door Prof. Koiter ge­
vonden voldoende voorwaarden voor de randfunctie praktisch ruimschoots 
bevredigend zijn, stelden wij ons uit theoretisch oogpunt de vraag of 
deze niet konden warden verzwakt. Daarbij bleek dat dezelfde vraag 
reeds interessant is voor het geval van de integraalformule van Cauchy 
zelf. Heeft men ze daar opgelost, dan laten zich de resultaten op het 
dubbelperiodieke geval systematisch overdragen. We beperken ons dus 
vooreerst tot het genoemde eenvoudige geval en geven aan het slot de 
overdracht op het dubbelperiodieke. 

Het gaat om stellingen van het volgende type: 
Zij Ween enkelvoudige gesloten contour, G het binnengebied van 

W en G"" het buitengebied van W. Dan geldt: 
~- Als f(z) analytisch is op G en continu is op de afsluiting GUW van 
G, dan is 

1) W.T. Keiter, Generalized plane stress in an infinite plate with a 
doubly periodic set of equal holes. Publikatie van het Laboratorium 
voor. Toegepaste Mechanica der Technische Hogeschool te Delft. 
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( 1 ) 2:1 J f(w) dw === O 
w-z ( z E.. G *) . 

w 

Hierin is <p(w) = f(w) voor wE..W. 

b. Als <p(w) op W gegeven is en (voor iedere z E., G*) aan ( 1) voldoet, 

dan is er onder zekere algemene voorwaarden (die zowel f(w) als W 

kunnen betreffen) een op G analytische functie f(z) die op W de rand­

waarde rp (w) heeft. 

In het geval van Prof. Koiter wordt voor de functie p(w) steeds 

het voldoen aan een Holder-voorwaarde geeist, zodat de zgn. formules 

van Plemelj toepasbaar zijn. Toen wij hem erop opmerkzaam maakten dat 

o.i. die voorwaarde bij bewering b kan worden vervangen door de voor­

waarde der continuiteit, wees hiJ ons erop dat Muskhelishvili in 

§ 18 van z ijn boek II Singular Integra 1 Equations 11 eveneens een soortge­

lijl-rn bewering als b aantoont., waarbiJ hij van <,p (w) slechts continui­

teit eist. Echter wordt in genoemd boek het begrip randwaarde van 

f(z) in een punt w van W opgevat in de beperkte zin dat de nadering 

van z tot w plaats vindt binnen een zekere hoek. In dit rapport zul­

len we ons een dergelijke beperking niet opleggen. Behalve de bewerin­

gen a en b zullen ook andere kwesties worden besproken, 

Hoewel dit rapport een afgesloten geheel vormt, zijn er tijdens 

het onderzoek nag een aantal vragen gerezen, waarop in een publikatie 

za 1 word en teruggekomen. Met name zullen we ons daa rbij d istanc ieren 

van de voorwaarde (1). 
Het is bij de opstelling van dit stuk gebleken dat enige maanden 

geleden op de afdeling toegepaste wiskunde de Heren Van Dantzig en 

Lauwerier op een soortgelijke probleemstelling zijn gestuit. In rap­

port TW 39 geeft de Heer Lauwerier een aantal zeer algemene en belang­
wekkende stellingen, die zich echter nergens met de onze dekken, daar 
ze alle het karakter dragen van 11 bijna overal 11 -stellingen. Daar staat 

dan ook tegenover dat de Heer Lauwerier zijn gegevens veel ruimer 
kiest dan hier wordt gedaan. 

§ 2. In het volgende is Ween gesloten weg zonder dubbelpunten, be­

staande uit een eindig aantal continu differentieerbare krommen (met 

inbegrip van de eindpunten). Zij G het binnengebied en G ~ het buiten­
gebied van G. Dan geldt: 
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Stelling 1. Als <p(w) continu is op Wen voldaan is aan (1), dan be­

staat er een op G analytische functie f(z) met de volgende eigen~ 
schap: is w0 een punt Wen geen keerpunt (d.w~z. W heeft in w0 geen 

knik van + -rc), dan bestaat bij iedere t > 0 een d > 0 z6, dat 

l f ( z ) - cp (; 0 ) I < t a 1 s z E G en I z -w O I < cf. 

Bewijs. Laat op Ween orientering gegeven zijn z6 dat G aan de lin­
kerkant ligt, en laat daarbij de linker- en de rechterraaklijn in het 
-~unt w0 een hoek e maken, gerekend tegen de wijzers van de klok in; 
voor 0=0 is er een eenduidig bepaalde raaklijn. Omdat w0 geen keer­

punt is, is dan I el <7'C. We stellen cf0 = J(n:- I e I). 
1 Door een rotatie en een translatie uit te voeren kunnen we bereiken 

~ dat w0 =0 en dat de rechterraaklijn Tr in w0 met de positieve reele 
as samenvalt. We trekken vanuit O h~lfrechten Br en B1, die een hoek 

'B ,._ fig.1 e < o 
T., 
l 

cf'0 maken met Tr resp. T1 (lin­
kerraaklijn in w=O). Zij verder 
a1 het deel van G beneden Br, 
a2 het deel beneden B1 en a3 
het resterende deel (zie fig.1). 

Zij c > 0. Er is een deel­
boog van de kromme W, rechts 
van het punt w0 , waarop arg w 
slechts weinig varieert. Evenzo 
is er een deelboog links van w0 

met dezelfde eigenschap. Op deze pr ·e 
deelbogen kunnen we Rew resp.Re e 1 w als parameter kiezen. Verder wordt 
een voldoend kleine cirkel om w0 niet door andere delen van de kromme 
gesneden, en is ~(w) continu. Het is nu duidelijk, dater een cirkel 
c1 om O, een positief getal ~ en een parametervoorstelling W=w(t) 
van W bestaan, zodanig,dat aan de volgende eisen voldaan is: 

1. w(O) = W0 = 0, 

2. voor de punten w(t) die in c1 liggen is ! t I<-~, 

w(t)-{ t + iv(t) 
- e-10(t + iv(t)) 

3. 

4. !v(t)I en lv 1 (t)I zijn 

ta 1 t1 , a ls It I ~ '4, 
5. I q;,(w(t)) -So(o)I< E, 

voor O < t < ~ 
voor - ~ < t <- O ., 

kleiner dan een geschikt 

als ltl-<-~. 

te kiezen ge-
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Zij c2 een cirkel om O met straal cF < j- ~. 
Tenslotte definieren we, voor z '/- W, 

( 2) f(z) = ~J <fM dw. 
c::11.l W W-Z 

Dan is f(z) analytisch op Gen krachtens het gegeven f(z)=O op G~ 

We nemen nu voor z een willekeurig punt in c2nG en leiden een schat­

ting af voor lr(z)- f(o)l. We ohderscheiden drie gevallen. 

I. z E.c 2 na1 • Dan is 1:-=Re z > O en is z te schrijven in de vorm 
z:::w(-c)+iu met er >O., wegens 4. Daarbij ligt w("C) in 2c 2 en is 

G" < 2 cf. Aan z voegen we toe het punt z * bepaa ld door 
Z~=W(l:)-iG; 

z ~ ligt in 2C 2 en ook in G ~, op grond van 4. We noemen verder 

w1 het gedeel te van W tussen de punten w( - °1) en w( ~) en w2 het 
resterende deel van W. De functie f(w) is begrensd, zodat 
lcp(w)I < Mop w2 • We hebben nu 

f(z) - r'O(O) = 1 f p(w)-p(o) dw == 
T 2~i W w-z 

= 1 f q;(w)-f(O) dw - ~ f q'(w)-£:1(0) dw = 
2~i w w-z 2TT,1·w w-z~ 

"" 2:1 fw ~~=~j(w-zi4) { Cf(w)- <f (O) J dw = 2ii f + 2~1 .f · 
w1 w2 

De tweede integraal in het laatste 

L. 2M 2u < 
~ ( cf1-d) ( c(,-2J) 

waarin L de lengte van Wis. 
Voor de ~~rste integraal hebben we 

lid wordt gemajoreerd 

181.M. cf 
-rtd2 

1 

, 
door 

clj 

iit_j z-z* {~(w(t))- <p(o)} w'(t)dt 
(w(t)-z)(w(t)-z~) 

1 

~ 
.f f \ z-z* 

~ --re· -d". (w(t)-z)(w(t)-z~) 
1 

( ~ 0) 
= i i + J ::: ~ ( I1 

0 -cli 

\ dt = 

Daar wegens 3 en 4, bij geschikte keuze van ~, 
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w ( t) - w ( T,) = ( t-1) ( 1 + 1), 
waarin 

2G"' dt <. 

4 rr . 

Verder is wegens 8/. _±TC, 

-w(-t) + w(i:::) ={w(t)-w(o)j + {w(O)-w(-t)j = 

= T ( 1 + ~ 1 ) + t ( e - i t\ ·i;; 2 ) = ( t e - 1 e + -r:) ( 'l + '1 ) . ( t > o ) , 

waarbiJ ~ .,,11 I en j .-,?2 1 door geschikte keuze 

z6 klein gemaakt lcunt1en worden dat j,,..7/<-;J:. 
{{ er. 

van E-1 (op grond van 4) 

We vinden dan 

I2 = r 2o d t = j1 
~o j { w(-t)-w(i:)}2 +c-2 1 o 

~ 
<f 

0 

4r, dt 

2G' dt <'.. 

l ( t e - i e + -c ) 2 ( 1 + ')'z ) 2 + c1 ! 

Daa r z E G 1 en rr- = Im( z-w (--c)), kunnen we op grond van 4. schrijven 

G"' =:::. cf, T , w a a r b i J o < ct <- t g } ~ == t g 3 ( 1t" - I e I ) . v oo r a 11 e t ;;,- o is 

dan 

I (te-18 Vl) + io((1+·"?)- 1 l groter clan ½o( 

voor beide tekens en '> sin c.J voor e6n van beide tekens. 
0 /fw N 

12 -... . 4o( 1: d t -== f . 4d.. d t 

o ! (te-ie +-c )2+(1+,,,7)-2o( 2 -c2l o I (te-1e+1)2+(1+,,1r2r:,(_21 

:Ous 

4 N <.,\D 

= J- f < 1 16 (~ + f 4ct. d t 
O + 4 2D<s1ndo 4 (t-1)2-2 

<64(cx+ 1 ). 
sin °a 

Vatten we de gevonden schattingen voor 2~1 f, r 1 en r 2 samen, dan 

verkrijgen we W2 

1
[ f(z)- cp(o)\ < '1B.L.M2J + ~ (4n+ 64(D<-+ 1 )) < K. c':, 

TC cl sin c.r 
1 0 

als cf geschikt gekozen wordt., waarbij Keen constantE: is, die alleen 

van cf0 en ~ a fhangt. 
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II. z E c2 n G2 . Dit geval laat zich analoog behandelen. 

III. zEc 2 na3 . We kiezen nu z* op de bissectrix B van T1 en Tr 

zodanig, dat \zl = \z*\. We hebben weer 

Evenals in geval I is 

/ ,-1 f \ < 18 L.M. 
1"2mw rvcf2 

2 1 

Verder is voor w E.. w1 

I ) l /' a rg w - a rg z \ > 2 c: 0 • 

Dus a 1 s we s t e 11 en \ z \ = f , d n 11 1 s 

\ w-z / > f sin ½ cf 0, 

en evenzo 

z-z* \ --~--d-t 
I ( W ( t) - Z ) ( W ( t )-z ~, ) 

<-t{,; 8 
. TCsin 2 ½ cf 

0 

Ook hier vinden we dus 

2r at 
( :J-t) 2 

+ 32 t. 
TC j 

Hiermee is de stelling bewezen. 
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Als volgende kwestie behandelen we de vraag of de hoofdw~arde-

integraa 1 _ 

( 3) H W '1 J ~ dw · · 2ni w-w W 0 

bestaat. Eisen we van p(w) slechts continuiteit dan hoeft de hoofd­

waardeintegraal niet te bestaan. In het hier beschouwde geval, waar­

in aan (1) voldaan is, bestaat hij echter wel. Met andere woorden 

we hebben: 

Stelling 2. Zij ~(w) continu op Wen veronderstel dat aan (1) vol­

daan is. Zij w een punt van WJ dat geen keerpunt is. Dan bestaat 
0 

de integraal (3) en is bovendien gelijk aan ½ f(w 0 ). 

Bewijs: We mogen aannemen, dat w0 =0 en dat de positieve 
T. T ~ ~ reele as langs de bissectrix van de 

~ I hoek e tussen T1 en Tr valt. Dan loopt 
z f-..:' ,:?JM de positieve imaginaire as door G. 

' ' 'l~i ~ We mogen verder veronderstellen dat 
q,1(0) = 0, 

fig.2 

omdat de stelling zeker juist is als 

de functie <p(w) constant is. 
We passen nu stelling 1 toe, zij het niet in zijn volle zwaarte. 

Zij Z=ip een variabel punt op de positieve imaginaire as in de om­

geving van O, en zij z*= -z=-if. Dan geldt, als f(z) gedefinieerd 

is door (2), 

lim f(z) = f(O) = O, f(z~) = O. 
z ---;i, 0 

Zij vervolgens teen positief getal. Er is een positief getal Jen 

parametervoorstelling W=w(t) van Win een omgeving van O z6,dat de 

volgende eigenschappen gelden 

1 . 

2. 

3. 

4. 

w( 0) = 

w(t) 

cf is z o klein, da t we voor \ t I < cf" kunnen schrijven 

( 1 + i y ( t ) ) - 2 = 1 + 1 ( t) met ( "7 ( t) j < if ! 1 +e 1 e f 
I cp ( w ( t)) I <: t , a ls \ t t <'- cf. 

We hebben 
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f ( z ) = f ( z ) + :f ( z ¥<) = ~i f <f ( w) 
w 

2w 
2 2 dw, 

w -z 

We noemen weer w1 het gedeelte van W 

en w2 het resterende deel van W. Dan 

tussen de punten w(-cf'J en w(cf) 
geldt 

~ s co ( w) ~w 0 d w ~ -!.- J 
c. l~.1. , J T c TG1 v 

V 0 W -z ,vl'"J 
C C 

<p(w) dw als z • 0, 
w 

omdat de integraal in h8t linkerlid continu afhangt van z. Verder is 

voor f <.} cf w(Jf) 

\~ f cp(w) 
0 

2w dw \_ 
2 2 1-w -z 

I 1 (J f ( ( ) ) 2w ( t ) w 1 ( t ) d t-, \ 
"" 2TLi _.., o/ VJ t -

0 w2(t)-z2 

~ 2:: f3fij-~--t--\dt,, 4E j~f\ t t.dt 
o eiet2(1+iy(t))2+f2 - ""n; o ei(;\2+(1+1,z(t))f-',2 

3-
= 4l- I 

TC 

'3 
u 4t I-- ....... e...--.2..-------~- du <'. -

i c? u +1 + >z( JJ u )l TL O 0 
3 

~~ f 
0 

Tenslotte is 

w ( rS) 

f f (w) 
w(3f) 

u clu 

2 
- dw = w 

Noemen we het laatste lid 2I~ dan geldt 

\ r \ =· \ f 2 fr <f ( w ( t ) 6 w , ( t \ at ] 
Jf w(t) { w (t)+f' } 

u du 
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Evenzo 
w(-3f) 

f r (vi) 
w(-cD 

dw -

w ( -3f) 

J <f(w) 
w(-cf) 

Vatten we de gevonden schattingen samen, dan verkrijgen we het 

volgende resultaat: Als WP het deel van Wis buiten de boog met 

eindpunten w(-3p ), vvUrL dan is 

P£w) dw)1 < 0(1) + 1?~t f + 2c. 
TC I el +1 

l r ( z) - ~ f 
\ TT.-l 

w 
I' 

Daa t'Ui t volgt 
H 1,T __j___ Jr p(w) dw ::! 0 

' \"I • 2n:,i w • 
w 

Hiermee 1s de stelling bewezen. 

Opmerking 1. Met behulp van de in bovenstaande bewijzen gebruikte 

'methoden kan men een algemene stelling van het volgende type afleiden: 

Zij L een cont inu different ieerba re kromme, zij <f (vJ) con tinu op 

L en w 
0 

een in~endig punt van L met raaklijn T. Veronderstel dat 

f(z) == - 1-f- p(w) dw 
2TLi w-z 

+ L 

een limiet f(v11) heeft als z---• w langs een boog die: niet aan T raakt. 
0 0 

Dan heeft f(z) de limiet f+(w 0 ) biJ nadering langs elke boog die niet 

aan T raakt en aan dezelfde kant van T ligt, en een (vaste) limiet 
1--- ( w ) bij na der•ing van de a ndc: re kant. Bovend ien bes taa t 

0 

H • W • 2 ~i J t ~: ) d w 
L o 
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Opmerking 2. Door 

met de stellingen 

gedefinieerd door 

toepassing van de substitutie w ---"71 vindt men twee 
w 

1 en 2 analoge stellingen, waarbij de functie f(z) 

(2) identj_ek O is op G i.p.v. G~ In dit geval is 

l im ~ f ( z ) = - <p ( w ) ( w E:. W ) . 
z --"J,-W z E. G O 0 

o' 

Toevoeging bij stelling 1. We zullen laten zien, dat de functie f(z), 

waarvan de existentie wordt uitgesproken in stelling 1, eenduidig 

bepaald is. Hiervoor is het voldoende de volgende bewering aan te 
tonen: 

Bewering. 2 ) Zij Ween gesloten weg van het beschouwde type, zij w1 
een differentieerbare boog van W en f(z) een op G analytische fun-ctie 
die voldoet aan (1) en aan 

( 4) lim f(z) ~ O 
Z-• W OJ ZE.G 

Da n 1 s f ( z ) == O • 

Bewijs. Laat w2 een weg zijn in G die de eindpunten van w1 verbindt, 

en laat G1 het binnengebied zijn van w1uw2 . Dan is f(z) continu op 

~, dus 
= 1 f ~ dw f(z) 
~w uw 

1 2 
w-z 

Omdat f(z)=O op w1 , kunnen we dit ook schrijven als 

f ( z ) = 2~1 f ~ ~; ) d w • 

w2 

De uitdrukking rechts definieert een analytische functie van z voor 

z <j.. w2 • Deze functie is nul op w1 en dus f(z) = o. 

Opmerking 3. Over de bewering ~• die een bekende eigenschap 1s voor 

analytische functiesy valt het volgende op te merken. De bewering 

blijft in het algemeen niet meer gelden, wanneer we slechts eisen 

dat f(z) analytisch 1s op G, continu op de rand W van G, en 

( 5) 

2) Deze stelling kan ook afgeleid warden uit een algemene stelling 
van Rado-Behnke-Stein-Cartan (zie E. Heinz, Ein elementarer Be­
weis des Satzes von Rado-Behnke-Stein-Cartan Uber analytische 
Funktionen, Math. Annalen 131 (1956)). 
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voor alle punten w0lW, met uitzondering van een punt. Een voorbeeld 
l1iervan is als volgt: Zij Ween weg 

-1 

door O, zoals in fig.3 getekend is, 
1 

en f(z):e- 2 • Dan is f(z) analytisch 

binnen W, f(w) continu op Wen geldt 

(5) met uitzondering van w0=0. Men 

verifieert gemakkeliJk dat 

f _1 '1 
1 e w -z 
~ -- dw = -e + 1 
c:Tvi w w-z 

voor z buiten w. 

fig. 3 

We merken nog op dat het linkerlid in de laatste betrekking ge­

liJk is aan 1 voor z binnen W, in overeenstemming met opmerking 1. 
1 

De integraal stelt dus voor z binnen W niet de functie e-i voor. 

~ 3. Tot slot geven we de twee hoofdresultaten van Prof. Koiter, zo­
als deze nu geformuleerd kunnen worden. Volledigheidshalve zullen we 

daarvan ook de bewijzen aangeven. 

ZiJ gegeven een dubbelperiodiek systeem van disjunete contouren 

l\Jq=W+2pw 1 ~2qw2 (p,q gel1eel), met fundamentele perioden 2 C01 .,2 w 2 
en met Im .Jw > 0. Hierbij is W=W een weg van het hierboven be-

1 00 
schouwde type, met binnengebied G. ZiJ S de vereniging van de gebie-

den G+2pw 1 +2qCJ.J2 , waarbiJ pen q de gehele getallen doorlopen en zij 

R het complement van 's. Zij verder ~ ( z) de zeta-func tie van Weier­
stra sz met perioden 2w1 ,2w2 . Laten 2,,/ 1 en 2--✓2 2 de incrementen van 

~ ( z) zijn. Dan geldt 

A. Als een functie y(z) analytisch is in Ren continu is op R, en 

verder f"(z) kwasidubbelperiodiek is met incrementen o<.1 en d.2 , dan 
hebben we 

( 6) ~ f y( w) { ~ ( w-z ) - r ( w) } d w =t 
W' lAz+f(z) 

(z E:S), 

(z E-R), 

waarbij A = 7't2i ( oZ1 ,,; 2- oZ2 ,rz,,) en W1 de weg W is met tegengestelde 
orientering. 

B. Zij 'f(w) gedefinieerd en continu op W, Laat verder een constante 
A bestaan z6, da t voor z E-S voldaan is aan de eerste formule (6). Dan 
bestaat een eenduidig bepadlde fuw~tie F(z), die analytisch en kwasi­

dubbelperiodiek op R is, op W de randwaarde f(w) heeft (in de zin 
als in stelling 1 bedoeld). Deze functie F(z) wordt gegeven door 
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( 6 ' ) F ( z ) = 2~i [. f ( w ) { \ ( w - z ) - ~ ( w ) } dz - A z . 

Bewijzen. Stelling A is analoog aan de in de inleiding genoemde be­

wering a, en wordt bewezen door geschikte deformatie van de integra­

tieweg en toepassing van de kwasidubbelperiodiciteit van de funoties 

5(z) en y(z). 
Voor het bewiJs van stelling B voeren we de functies g(z) en 

h(z) in, gegeven door 

g(z) = 2~ 1 J ¼1_~) dw (z ¢w), 
w1 

h ( z ) = 2 ~1 J 1f '( w ) { ~ ( w - z ) - r ( w ) - w ~ 2 } d w - A z ( z E- R U S U W ) • 

W' 
Omdat gegeven h, dat (6) geldt voor z ES, hebben we g(z)+h(z) ~o, 
voor z E..S, dus zeker voor z E-G. Verder is, omdat h(z) analytisch is 

op G UW, 

h(z) = ~- f ~ dw 
l W W-Z 

( z E..G) • 

Dus 
1 f h(w)- ljl(w) dw = 0 

"2m" w-z ( z E.-G) • 

w 
Uit opmerking 2 volgt dan, dater een functie H(z) bestaat, die ana­

lytisch is op het complement van Gen die op W randwaarde -h(w)+\fr(w) 
aanneemt, en dat deze functie gegeven wordt door 

H(z) ::::: 
2~ f h~wl- yr(_w) 

w-z dw (z cG). 

w 
Nu is 

'1 J ~ dw = 0 2Tc,l w w-z (zt-G), 

dus H(z) = g(z) voor z tG. De functie F(z)===g(z)+h(z) (z £. R) heeft 

dan de gevraagde eigenschappen. 

De eenduidige bepaaldheid van F(z) wordt op dezelfde manier 

bewezen als in het geval van stelling 1 (zie toevoaging bij stelling 

'1 ) • 
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lo De in het rapport geformuleerde stellin_,g l kan 
als een rechtstreeks gevolg van het werk van Uuakhe­
lishvili worden afgeleid1 ). Im.mere volgt uit 

f(z)= ..J.rf !~•>dw , ""l. w-z 
{l) 

• 
met ~(w) continu op w,en w0 op ~~n der gladde bogen, 
waarui. t W ie opgebouwd, voor .B 0 < .B < ~-a0 en 10 ee 
willekeurig kleine positieve constante (zie fig. l) 

Fig. l 

11m r:r{ z )-f( z t)l. •<• 0 ). ( 2) a+ot 'J 
Nu is blijkens het onderstelde 
t(z•)=O voor alle z• in G~, zodat 
f'( z) voor & • 0 tot 9( w O ) ns.dert. 
Omdat cp(w0 ) oontinu is, volgt nu 
eohter ook o:nmidddllijk stelling l 
van ZW1957-023, met 1nbegrip van de 
beperking, dat w0 geen keerpunt van 
W mag zijn. 

2. De in rapport ZW1957-023 geformuleerde stelliy 2 
dient met betrekking tot de waarde van de Caucby-hoof'd­
waarde te worden herzien. De stellins luidt dant Indian 
f(z) volgens (1) nul is voor alle z in G~, dan bests.at 
de hoofdwaarde integraal 

H.W.~ J :f:>dw-(½ - ~),(wo) , 
w 0 

(3} 

1 >1.1; Muskhelishvili, Singular integral equationa, 
par. 18, lfoordhoff' (lroningen), 19Slo 
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mits ,Cw) oontinu is op w,en w0 gean keerpunt ftA I 
is I de hoek 0 is nul in een inwendig punt van 41n · 
der gladde bogen, waaru.it Wis opgebouwd, en heett 
de betekenis van fig. 2 in een hoek:punt. Oil deu 
stelling te bewijzen kan (1) voor een punt z 1n G 
binnen een cirkel met etraal tom. w0 word.en geachreTen 
11et een ui t fig. 2' duidelijke nots.tie 

f(z)• ~ J !f!ldw + ~ / ~ • {4) 
•-<•i-+Wo-,,,,,2) •1_.,..0......,2 

Fjlg. 2 

De laa.tste integraa.l wordt met behulp van stelliDe; 1 
herleid tot . 

1 
'SI I 

•1-,)Wo--Mf2 
I 

•1--:MJ o--.,,,2 

= f( z) + ~;1 j ;1:) dw t ( 5) 
"'1--j,92 

wa.arbij de integra.al in het rechterlid van (5) langs 
de cirkelboog in de klo.krichting moet warden genomen. 
Uit (4) en (5) volgt dan 

1 J tp(w)dw= _ 1 J f(w)dw • (6) 
bi w-z m •-z 

W-(wl-+Wo"""7'1t'2) "l" . .,..,2 

De betrekking (6) blijft gelden voor z=W0 • Voor het 
reehterlid kan dan worden geschreven 

·- i J f~•lc1. .... •<•<>> J ...!!- - . ·1 .. / 
'SI •-wo 2il w-wo sr 

• 1---2 "1 ....... 2 •1 ........ t 
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De laatste integraal in (7) nadert tot nul. voor £~ 

wegans de continue overgang f(z)~(t 0 ) voor z-+t0 in 
G (stelling 1). Dan bestaat blijkbaar ook de l:iJ:n.iet van 
het linkerlid van {6) voor E-+-0, d.w.z. de hoofdwaarde 

....!....R w f1(w) _ (1 8) ( ) 
2~1--• jw-wo - ~ - ~' •o • 

(8) 


