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27 november 1957 Hheoa.

Mevrouw ?. mn Aardenne~Ehrenfest,
m 2634,

Geachte Mevrouw Van Asrdenne,

nmz:u gend ik gﬂ de :gugagﬁ van mrmn %:;g mm;
SPro we ze 8 8 Wm
mia hebt. Dasr alles a;r nogal wﬁmp@ en m&ﬂ zonder be-

wijzen in umm ben ik zo vrij hieronder nog een elementair
bewijs ultvoerig op te sehrijven,

Ik begin met een bekende hulpstelling.

Btelling 1. Als j ] ;owtm% verschillende priemge 1m
zijn en n{x PR ,xk} een rationale functie met mkimla
wwrﬂumm, dan bestast er een polynoom Pt%gﬁgm,mk} met
rationale coBfficinien dat in elk van de veranderlijken hoog-
stens van de eerste graad is, zodat

R( \}Egmw V;k} = P( \[E‘wmw Vﬁ}»

Bewijs: We passen volledige induetie naar k toe. Het
geval k=0 is triviaal, Stel n>1 en de stelling bewezen voor
k< n. We sehrijven

Mm‘“m%) -  “‘4 :

met x,, en Py polynomen met vationale coffficifinten, Omdat

(F} mﬁmx is, bestasn er polynomen Py(x,s...,%,) en

rﬁx,mmwn} met rationale cofficidnten #M in elk van de
veranderlijken hoogstens van de eerste grsad zijn zodat

’qi‘ \/E%i&#wﬂ m) " ?3( \/\9‘1&*##} \/En’
Pol Vi@wm: \/gn « By{ Vp Wqﬂwg Pyl »

Btel nu P ﬁq#w&ﬁﬁ \}%u} = Wﬁ Pn en ’;{ \/; svensd W’ -
- 574'?& %y waarin ?w@i{ \Féy«nu; \/_P;; ) vooy M*ﬁp?g@
polynamen met retionale coSfficlfnten zijn. Als nu P,-Pg | D =8
18y 18 w,w \}“ P »2Py. De uwmxm we door de inductie-
vero w RWT en B passen, Als
mra%\fw vermenigvuldigen we m&w en noemer mﬁ !'3*”% l/;; |
en passen na SMM*&M weer m& de MMMMMW
ﬁ%l&iﬁﬂ m«u / |

een speciaal geval van de stel.
ralsche getallen is te sehrljven,




felling 2. Als PqseeerPy versehillende priemgetallen zijn
en m een kwadraatvrij geheel getal #£1, dat door geen der getal-
len PysesesPy deelbaar 1s, dan is

ﬁt R{ EA?;*» gv

voor alle rationale functies R met rationale coEfficifnten,
Bewijs: Inductie naar kj k=0 is trivisal omdat \m irre-
tionaal 18, 8tel n >1 en de stelling bewezen voor k<n, Stel

/m = QA Eﬁ,ttah gwa

Op grond van ugww»a& 1 mogen we aannemen dat R een polyncom met
rationale co@fficiénten is, dat in elk van de veranderiijken
hoogstens van de eerste graad is. Stel

r{ @atra,u aaw =Py # ﬁmaﬂv -

Als Po=0 leidt de induetieveronderstelling tot een contra-
dictie,
Als Nm%@a ufi@w geldt

,_‘ﬁ ‘ﬁgﬁmk

Omdat p, niet deelbaar is op m, 1s m p, een kwadraatverl] getal
#1s dat door geen der getallen p,,...sP, 4 Geelbaar is. Ook nu
leidt de inductieveronderstelling tot een contradictie,

Als P,f0, Py/0, vinden we door kwadrateren:

2 2
me=PBy 4P, By +2P,Pp |0,

oo = EoPat-BgP w;
® 2P Py -
en wedevom leldt de %ggogaag tot een contra~
&&mg?

Stelling 3, Als Bgp ey kwadraatvrije gehele ﬁﬂggﬁ #1
ﬁﬁaas:%s%gwa%&%% dan is

xg\mg + rest usg

Kﬁ ﬁ&%%i&tﬂxt .
' paar i ke0 is triviaal. Stel n24 en de

telling bews s Yoor R<n. Stel
ﬁﬂq\n\ L *HEE = M,




—3-

Laat Pysee.spy de verschillende priemgetallen zijn, die als
delers bevat zijn in de getallen Myseeesl, en sStel {na ver-
nummeren) dat Myseeesm, deelbaar zijn door Py O0 My qseeesly
niet. Dan is 1 >1 en

Pyl [Pqeeess Pyq) ﬁg*‘“wx Umygqtee oty Voo,

Nu 18 Po( [Pysenes Py q)=0 onmogelijk op grend ven de
induetieveronderstelling. Als P { VP seses UVP,_4)#0, kunnen
we \(p, oplossen als rationale functie van \J‘é;,.... VPyq
met rationale co¥ffici&nten, hetgeen op grond van stelling 2

= 0

Opmerking. Als we bovendien aannemen, dat shder
%’*p“‘k TnsceaE—twe “mmund‘ pebalien—voorkomes
geldt dat uig

%q mghenaix, (m, = 0

met gehele xﬁ?*acazﬂ: volgt dat x‘,‘ﬂtqsﬂ”.‘!ﬂ* Het bewijs 1s
analoog. _
. Hiermede hoop ik U van denst te zijn geweest.

”’” de meeste hoogachting,

%r

S——————— —.
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11 december 1957

Mevrouw T. van Asrdemne-Ehrenfest,
Zuidendijk 2634,
DORDRECHT.

Geachte Mevrouw Van Aardemne,

Het m&;:, dat de in Uw brief van B dezer gedefinieerde
R,o m l 41 niet bevat, wil ik over een andere boeg gool«
de oude methode me niet lukicen wilde. Als we wvan
bt 2 g ecenvoudige stellingen it de algebralsche getallen-
theorie gebrulk maken, is het bewljs echiter heel simpel. De
m stellingen ontleen ik aasn de algebralsche ge-

& celling 1 Als het al bmmm getal o<« nulpunt is van
le coBffici¥nten en hoogste colfficiBnt
m Mﬁ: m irreducibele polyncom met vatlonale goffi-
a Enten en hoogste co¥ffici®nt 1, dat x als nulpunt bezit,
ook gehele coEfficiBnten.
brat m;n Mmujk algebrafsch getal noemen we geheel alge-
Ta. Bg -

Jding 2. De vierkantswortel wit een geheel algebra-
& geheel algebralsch. Een lineaire combinatie
met gehele coBfficiBnten van géehele algebralsche getallen is
geheel algebralsch.

BMMM 1 vindt U in leerboeken over algebralsche ge-
lentheorie of ook in Van der Waerden, Hoderne Algebra
b.v. tme druk Kapitel IV, & 23 Faktorzerlegung, blmﬁ
swn M eenvoudig ult stelling 1 mr m leiden
mmmﬁnmmmr athmmmmn
de Mmim eombinaties” met gehele awmmm van vier-

kantewortels ult elementen van Rp.q nﬂ is de wverzameling

van de even @mm getallen), dan geldt

.;am.ugim industie l:mw t:u Voor me=0 is ﬁg stel-
, Yrivisal, wan one gehele getallem zijn geheel alge-
h. Stel nu k >% de stelling juist voor n <k. Als
wé% m is




®

o~k m o~{k-1)
2 P = E hj(ﬂ & J)t
De Mmtiwammmmnm en stelling 2 leveren het gevraagde,
Stelling 4. Voor alle gehele n20 geldt 1¢R ,
Bewijs. St#l 1€R, dan 1s, volgens stelling 3,

-7
2~2

geheel algebralsch. Dif is echber niet Zo, want dit
nulpunt van het irredusibele polynoom gotal 1s

Ly

en dus volgens stelling 1 niet geheel algebralsch.

Ale ook vingen met nuldelers tmg}uhn wopden, is er wel
een esnvoudiger methode om ringen te krijgen, die geen eenheids-
cl&z:nt hebben en waspin ieder element product is van twee ele-
menten,

We gaan uit van een willekeurige ring x» met minstens twee
elementen en met eenheldselement, dat we met™ 1 sanduiden. Ve
vormen oneindige rijen

f"" {vqtrgﬁ*ﬂ)
met r £ R, en alle r =0 op elndig vele na, Optell aftrekiing
en veBmenfgvuldiging®worden componentsgewijze gedefinieerd
is duidelljk dat we dan e¢n ring R verkregen hebben. Het is duil-
delijk, dat R geen eenheldselement heeft, want het eenheldsele-

ment zou de oneindige rij met uitslultend enen moeten zijn en
die zit niet in R, Teder element is wel een product, want ledere
PER is Ye schrijven alse g!r met 0ER, Als n,l. N esn mn&
3mgmmak) natuurlijk getal is, zodat r =0 voor n2 N, dm -
doe ‘

0 = {#wﬂgmw’a

gedefinieerd doeor ”n"“ voor n< N en unmo voor n >N aan de elsen,
Hiermee hoop ik U van dienst te zijn geweest,

Met vriendelijke groeten,

ey

(Dr W, Peremans)
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