
STICHTING 

MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAAVESTRAAT 49 

AMSTERDAM 

z,,; 1951 - 026 

Voordracht in de se:.:·ie A.ctuali tei ten 

22 decer1ber 1951 

·,:;,- ~jJ'.ather:1a.tische bescr.ouwin..,.en over de al1•ebra 

1951 



~THEM.A.TISCH C:8NTRIDH, 
2de Boerhaavestr. 49, 
AMSTERDA~L..,_ 

Rapport ZW 1951 - 026 

Voordracht door Dr ·-:::. Peremans in de serie 

Actualiteiten op 22 December 1951. 

·M,tt~ath~matischp beschouwingen over ~e al_geQra. 

Deze voordraoht is geinspireerd door de verschijning van het boek: 
A. Robinson, On the metamathematics of algebra (in de serie Studies in 

logic and the fou:tlations of mathematics), Amsterdam 1951. 
In de abstracte algebra houdt men zich bezig met syst·emen zoa.ls 

groepen1 ringen, ~ichamen, tralies (lattices). Al deze systemen hebben 
dit gemeen, dat het verzanielingen zijnt waarin bepaalde 01teraties (b.v .. 
optelling, vermenigvuldiging) zijn gedefinieerd, en die aan zekere a.xi~ 
oma's voldoen. Men kan al deze algebraische systemen due beschouwen a1~ 
speoiale gevallen van het volgende. 

Een a~e~r~isch systeem is een verzameling met daarbij behorend 
~ een verz~eling opera.ties. Deze operat:ies zijn functies van n verand.er­

lijken (n een natuurli~jk ge:t,al . afhankel.ijk van de opera tie) O(x1 , ••• ,Xn)., 
. ·.~die aan ieder geora.end n-tal element en van het systeem een element 

van het systeem toevoegen. De machtigheid van de verzameling operaties 
behoeft niet eindig te zijn. In een bepaalde discussie beschouwen we 
klassen van ge.lij_ks9..o_r_~i_g__e_ algebraische systemen. Twee algebraisohe sy$­
temen heten geJ.j_jksoortig a.ls er een eeneenduidige betrekking bestaat · 
tussen de operaties, dusuanig dat ge corresponderende relaties hetzel£~ 
df3 ae.ntal veranderli;jken he'bben. Het is dan gebruikelijk de overeenkom­
stige operaties met elkaa.r te identificeren ( ze d.ezelfde naam te geven). 

Zo zijn twee ringen als systemen met optelling en vermenigvuldiging ge­
lijksoortig. 

Niet alle in de abstracte algebra gebru.ikelijke systemen vallen 
hieronder. Neem eerst het begrip geordend lichaam. Daarin is een relatie · 
a f b gedefinieerd, die voor sommige paren wel en voor andere niet geldt, 
Hiervan is eohter wel eeh operatie te :rraken door een binaire operatie , . 

O(a, b) in te voeren, zodat O(a,b) = 0 als a<: b en O(a,b) = 1 als 
· a~ b (hierin zijn O en 1 de .nul en de een van het besohouwde lichaarn). 

MoE1ilijker wordt de zaak in een gewsardeerd lichaam. De waarderingfunc­
tie w( a.) is geen opera.tie in de zin zoa.ls hie:rboven gedefinieerd, daar · 
de f'unctiewa.P.rde in een ander lioh.a.am dan het beachouwde gewaa.rdeerde 
J.ichaam kan liggen .• 

We moeten nu nog iets opnierken ov.er · de aard van de axiomal s. In de 
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eenvoudigste systemenhebben deze axioma's de vorm. van gelijkheden (b.v. 
do ~ssociatievo eigenschap x(yz) c (xy)z), waarbij de leden van deze 
gelijkheden opgebouwd zijn door iteratieve toepassing van de operaties 
o:p veranderlijkon. Het axioma eist dan, dat bij iedere substitutie van 
elementen voor de veranderlijken bcide led.en in hetzelfde element over:-:­
gaan. Iets ingewilrkelder vormen van axioma·• s krijgt men door op deze ge-:­

lijkheden nog logische operaties toe te passen, en wel in ecrste instan­
tie de operaties uit de propositielogica, dus 11 en 11 , 11 of 11 , 11niett1 en 
11ui t • .. • vol gt 11 • Eon stap verder kan men nag gaan door niat alleGn pro­
:posi tielogica, maar ook bcpi.irkt-e praedicatonlcgica (elementairo logica) 
toe te:ps.sscn, waarbij. de verandorlijkon in de formules nu ook door ox­
istentiele ~uantificatoren kunnen worden gebonden. Een voorbe0ld van 
een dergelijk axioma is h~t axioma, dat in e0n multiplicatief systocm 
h1.:t beataan van eon uenhuidsolemont postulourt: er bestaat eon x, zodat 
voor al10·y geldt xy =yen yx = y. 

Ons dool is nu m(;;t behulp van m0thodon en rcsultaten van de symbo­
lischo logica stellingon ovGr dorgolijke algebraisohe systomon aft~ 
leiden. Hi~rtoe mooten wu ovonwel hot voorafgaande nog verder in lo­
gische taal vettalen. Do algobr·aische systamen zijn op te vatten ala 

modellen van de bijbe:hcrcmde systemen van axioma I s. Nu zijn d.e axioma • s 
nog niet van eon vorm els in de legica gobruikelijk, omdat de operatics 
so:m logische rolatj_e,s zijn,. Nu is van e1.::n o:p8rati0 m.aJi:kelijk ecn rela­
tie te maken. E.v. ku~nen we aan do binaire operatie van do optolling 
de ternaire rclatie 8( 2.;1 b, c) toevoegen, die juist ~-s als c = a + b en 
onjuist als c J a~ b. Evenzo vocgon we aan de operatie O(x 1, .•• , xn) 
toe de relatie 0 1 (x1 ;· ., •• , xn+i), di€: juist is als xn+1 == O(x1, ••• ,xn) 
en onjuist ale ::,. 1 r O(x 1 , • • .. , x ) • Omg1:::keerd behoeft bij een (n+1 )-n+ . n 
aire relatie op dezc ~j.jze niGt een opuratie t0 behoren •. Opdat dit voor 

de relatie O 1 (x. 1 , •. ,. ~ x , x 1) wel het geval :k\ moet bij iodere kou­n n+ 
ze van :x:1, .. • .. , z:n J1~n en slechts 66n xn+ 1 b0horGn) zoda t O' (x1, ... • • , 
x, x 1) juist is. Om. dit in logischo t(:;:rmen t0 formulerun, moot ook n n+ 
de gelijkhoidsrulatio in het logische aysteem opg(momc.:n zijn. We nomen 
daarom e\;;n re:latio E(x,y), die voldoot aan de roflcxieve, symmetrische 

en transitievc oigenschappun on dio vo:rder de substj_tutiviteitscigon­
schap bezit t.o~v. allo andurc rclaties; 
( 1 ) (\;/ x 1 ) • • • ( V xn) ( 'r/ y 1 ) • • • ( V y n) ( (R ( x 1 , ••• , xn) A E ( x 1' y 1 ) I\ • • • A 

A E ( xn , Y n) ) _. R ( Y 1 , • • • ' Y n) ) • 
Dan corrospond<.H:.1rt met· el:ln relatie 0 1 (x 1, ••• , xn+ 1) €h.:U o:pure, •• 

tie, aJ.s goldt: 

(Z) (\i:x:1) ••• (yxn)(a xn+1) O'(x:1' .... , xp_, xn+1), 

( 3 ) ( V x 1 ) • • • ( 'f:/ xn) ( V z )( fl u) ( ( 0 1 ( x 11 ... , xn , z) A O ' ( :x: 1 , ••• , xn, u) ) • 



v~ndo inloiding, waarin wu nog slordig hebbBn omgesprongen met de onder­
sohei6ing tussen een deductie:f' logisch syste(:m (een "taa.l") en een rea­
liaering hiervan in een verzameling met relaties(een 11model 11 ). 

Een taal L wordt gcdefinie~rd met behulp van aen vaste verzameling 
objectsyrp.bolep ( van een willekcurigo doch vaste machtigheid), een aftel­
bare verzamcling van symbolen voor objectveranderlijken ("dummy symbols") 
en een vas~verzameling van !._elJ3,tiesy:m,bolen, waarbij iedere relatie een 
bepaald gehecl getal n ~ 0 als .~ bczit (de orde is het aanial lege 
plaateen in hat relatiesymbool). aierm.ee wordt op de bekende wijze een 
praedicatenlogica· opgebouwd met welgevormde formules, deductie-axioma•s 
en afleidingsregols. Het feit dat we ons tot de beperkte praedicatenlogi­
ea beperken, komt tot uitc1rukking in hot fei:tJ, dat we wel objectverander ... 
lijken maar geen relatieveranderlijken hebben. Een welgavormdo formule, 
waarin alle: voranderlijl":E:;n door qua.ntificatoren gebond~n zijn, hoet een 

bowering (statement). Als K e~n vorzamuling beweringen is, noemen wo do 
verzameling d0r beweringe:n div uit du beweringen van K afleidbaar zijn, 
S(K) • 

Laat nu M o.:.m v•.:l'zam0ling zijn, waarop e~n vex zam1;:..ing V van rola­

ties is ged~finioord Gn laat er e~n oone~nduidige bctrokking C zijn tus­

sen do olomcntcn van Men sommigc objcctaymbolen van Len tusson de ro­
laties ui t V in M en go111nige rolaticsymbolon in L, waarbij de ordo van 
corrosponderondc rulat:i.0e t:n rela.ticsymbolen de:zel:fde ie. U.ls da macht:tg­

heid van de ver:3runeli:ig a i:..r obj octsymbolen in L niet 1'.1'):'oot gonocg i '3 om 
een eenecnduidige: b0t·: 1)~•.ld.ng met do elomenten van M toe te la.ten, moeten 

we de taal ecrst uit'b:r-c:..cle-n; we gaan .daarop hier nic+, in,)We kunnen dan 
met iede~ bew· 1.n•inr, in L, dio ui tslui tend objectsymbolon en rela.tiesym­

bolc.;;: bevat, i•.5. o i r:, d 1 ·:,c•t:r.okking C optreden ( en bovondien nog symbol en 
voor verar..derliil;:c 1: ~ v:".l r'hi bekendo wijze een bewcring over cllmnentcm 

van M later. co.::·::~espc.nl,Jrnn, die juist is of nict. M heet e.Jn model van 

K als met allc ·bu•; .. 0ri1.6 1.·!1 van I: juis-re beweringen i'l'J. M l'.)orres:ponderen •. 
M is dan ook een :rr:cdel ve,n die bowering uit S(K), diG e.lleen objectsym­
bolen 0n r0la.ti•c::symbolon bevatton, die in de betrekking C optreden. 

Eon zuur b0langrijk hulpm.iddol bij de discussi<-; van algebraische . 
systemen met bchui.p vr-m deze mothodo is de volledighr:)idsstelling van no .. 
del, die als volgt te formuluren is. 

Als Keen consistontt3 verza.maling bowaringen in G(;:n taal Lis 

( d.w. z. S(K) bova.t niet all1:;; beworingen van L), dan bGstaat or con mod1.~l 
van x. 

Het omgokoordu van dazo stalling is triviaal. 
Uit du vollodigh~idsatelling van GSdel volgen d~ buido volgundo 

stellingen. 
Ala voor iederc vo:r·zameling M mot relaties en iedcre eeneondu.idigo 

eorresponduntio C, waarvoor da bowering X uit L allcen object- en rola­
tiesymb<>lon bevat, die in C voorkomen,.X in een juiste bewaring in WI over-



gaat,dan is X oon g~ldig~ 
ductie-axioma 1 s). 

in L ( a.w.z. afleidbaar uit do do-

Als do bowuring Yin alle modollc.;n van Kin e,;;1n juist~ bowering 
ov0rn;aat, is YE S(K). 

Wu zullen nu c.nigo voorbocldcn van stollingon buhandulen, die mot 
meta.mathematische hulpmidd0lQn jzcn zijn. 

Laat in ecn ta,.:,l L e~n onoindi;gc rij boweringen Xn {n = 11 2, ••• ) 

gegeven zijn, dusdnnig, ·voor alle n Xn+i-;. Xn galdig is en Xn • Xn+i 

niet geldig is. Een dergelijko rij hoet monotoon stijgand. Laat K de 
verzameling der Xn zijn. Het dan on:;1og1;1li,jk, dat er e"'n bewering Y 
in L bustaat, zmdat Y afleidbaar is uit Ken alle Xn aflcidbaar zijn 
uit Ytf aequi vs.lent mE:t K). Als di t n. 1. vwl het g,3val was, was Y a:flcid­

ba.ar uit own oindigo du..;l vorzam.oling V van IC La.at m dv grootato indyx 

zijn, dio in V voorkomt. Dan zijn allt.: bow..;ring..:m van V ui t X afloid-m 
baar dus Y uit Xm afl~idbaar, maar Xm+ 1 is uit Y aflJidbaar, dus Xm-"' 

• Xm+ 1 is goldig, h~tgo~n ni~t ht.:t goval is. 
Yll- passon di t toe op d..:: thoorio d0r lichamen. Hut ie ma.klcalijk 

in to zicn, dut hct bugrip lichaam. in 01.;n t aal t0 formalisurcm is mot 

bohulp van du rolaties E(x,y), S(x,y,z), P(x,y,z)(d.w.z. x = y, 
z = x + Yt z = xy). Du lichaamsaxioma's zijn dan als beworingcn in 0(.:Ze 
taal te f'ormuloron. Ook hGt fi.:ii t, dat een lichaam con be:paalde karakto-­
I1st:i.ok /:. 0 hoo:ft, is in Jon axioma vr0~r te gcven. Imm<;rs do rolatic 

Sn(x,y), dio uitdrukt, dat y = nx is door inductie als volgt te dcfini­
erenr S0 (x,y) = S(x,y.:::) .en S11+1(:x:,y) = (3 z)(Sn(x,z)A S(zr:x,y)) .. 

Da.t de karakteristiek van een lichaam pis, is nu weer te geven in het 
axiom.a Hp= (x)(y)(SP(x,y) • S(y,y,y)}. 

Laat nu A de canjunctie van alle lichaamsaxioma's zijn en Pn 
(n = 1, 2,, •• ) een o.ftelling van de priemgetallen• Yfo vormen nu een rij 
beweringer. als ,rolgt: x1 = A,Xn+ 1 = XnA4 Hp • Dit betekent, dat 

Xn een uxioma is yoor het begril) "liohaam wa.arvttn de karakteristiek niet 

p 1 , niet p2 , .... , niet Pn_ 1 is". De Xn vormen een monotoon stijgende 
rij. Dat Xn+i ~;,:n geldig is, is duidelijk· dat Xn-7' Xn+ 1 niet geldig_ 
is, volgt uit hot fcit dater voor ieder priemgetal p lichamcn ven ka­

rakteristiek p bestae.n. De verzBJi1aling K der Xn is cr,m axiomasysteem 
voor het bcgri:p 11 lichaa.m van karakj;eristiek 0 11 ,, Daar een eiri.dige verza­

meling boweringen door conjunctie altijd tot een bewering te maken is, 
volgt nu uit hot voorafgaande. 

Het begrip 11 lichaam van karakte:.:·istiek 0 11 is niet met eindig veel 

axioma's te karakteriseren. 
Het spre-.1kt vanzelf, dat dit alleen geldt voor het begrip taal, 

dat wij hebeen beschouwd. In meer on1ve.ttende talen kan een dergelijke 
karakterisoring wcl mogelijk zijn. 

La.at nu Yaun bewering zijn, die geldig is voor alle licho.m.en 
v• karakteristiek o. Uit de stelling van Godel volgt dan, dat Y af-



- 5 -

leidbaar is uit de verzameling K, die hiorboven gedefinie~rd is en du.s 
ook ui t een eindigo deel verzameling van K. Als m de grootste index is, 
die in doze deelverzameling voorkomt. dan is als boven X -J Y. Daar X ' · m m 
geldig is in alle lichamen van karakteristiek ~r Pm, geldt ditzelfdo 
ook voor Y. Hiermoe is dus gevonden: 

Een stelling, die in de hiorboven beschreven taal is weer te geven 
en die geldig is in allc lichamen van karakteristiek O is ook geldig in ., 
alle lichamcn van kar arteristiek p > p0 , waarin· p0 een constante is af"". 

hanke:l;ijk van de stelling._ 

Een voorbccld van een stelling van dezo soort is als volgt to krij­
gen. De relatie y = f(x 1 , ••• , xn), waarin f(x 1,.,.., xn) een polynoom 
in de veranderlijken x1 , ••• , xn is met gehele coefficienten, is gc:mak­
kelijk to·krijgen door herhaalde tocpassing van optellingt aftrokking en 

vermenigvuldiging o:p dG veranderlijken x 1 , ••• , xn• Noem dezc relati-e 
Rf(x1 , •··.t xn, y). Dat de verg0lijkingon f 1(x 1, ••• ~ xn) = O, ••• , 

£k(x1, •••, xn)=O ~en gemeensohatpe11jkeoplossing hebbcn, is nu aan tc go­
ven in de volgondc bewuring: 
X = ( 3 x 1 ) ••• ( =1 xn) ( 3 y) ( Rf 1 ( x 1 • • • , xn, y) /l • • • /\ Rf ( x 1 , ••• , xn, y) /\ 

k 

/t. S(y,y,y)). 
Stel nu dat de ve~gelijkingen f 1 = o, .•. , fk = 0 in ge~n enkel 

lichaam van karakter~stiek O een gemoonschappelijke oplossing hebben, 
dan is de bewaring Y =, X a.us in alle lichamen van katakteristiek 0 

goldig. Uit bovcnstaande stelling volgt dan, dater een p0 bestaat, dus­
danig. dat in ge,m enkel lichaam mot karakteristiek :p > p0 het stelscl 
een oplossing hecft. 

Tor vergelijking geven we oak een algebraisch bewijs van dezo 
etelling. Uit do eliminatietheorie volgt, dat het foit dat t 1 = Oi .... , 

fk = 0 geon g0mounschappelijke oplossing in enige uitbreiding van hot 

lichaam dur rationale gotallen bezitton, im:pliceort dater :polynomen 
g·1 , ••.• , gk mot ( g0broken) rationale ooefficienten .bestaan, zodat 

f 1g1 + ••• + fkgk = 1. Door vermenigvuldiging met e0n geschikt gokozen 
goheel gctal a lc;.:·ij gen we f 1h 1 + •• ~ + fkhk = a, waarin de cotlffioi()n- . 
ten van h 1 , ••• , hk g0hole getallen zijn. Laat nu p0 do grootste pri~m- 1 

factor van a zijn, dan is in icdor liohaam van karaktoristiok p > p0 

het rechtorlid a I- o. Zou in eon dorgelijk lichaam f 1 = O, .,., fk = 0 
, een gemconscho.:ppelijke oplossing hebben, dan zou doo:c substitutie van 
, d.eze oplossing in het linkerlid, di t · = 0 worden, hetgeen een togenspraak 
r gee:f't. 

, ' 
Interessante tocpassingen van metamathematische stellingen zijn 

I: I·.· ook. t.e· geven in de theorie van de goordende lichamon. Het begrip 11 geor-
dend l1chaam11 is in onze taal malclcelijk te forma.liseren. Robinson be-

& . ' • 
r Wijst nu; 



Hot bogri:p nArchimudisch 

tu formalisor~n. 
over 

ordond lichaam 11 is nict in onze taal 

lichamen, die in onz~ taal te formali-

• scrcn is ,:m diL: in allo nict-Archimudisch g"ordond& lichamon goldt, 

gC;ldt ook allc Archimv sch orcJ 0 lichamun. 
Voor h~t js zij binson, hoofdstuk 5. 
Uit di.'.: lan.tst0 volgt dir..:ct: 

Als oon st0lling ~ ordl;ndc licheJnc.m, dio in onze ta.al to :forma.-

lieur0n is in a~n of andur Archimodi ordvnd lichaam gvldt, dan is 
er ook 00n nie:t-Archim0disch goordund licha.nm o stolling gGldt. 

Evn voorboc.:ld vnn een dorgelijko st1,;lling luidt: "h.:dor polynoom 
· in een vorandcrlijltG b,~zi t tusson vm;1rdun van h0t e.rgumunt war::.r 

het vorschil:l.Dnd tuk.:.m aannu1.,;mt, 0,.m nu.l:punt 11 • Dezt.:.J bwwcring blijk:t in-

dordaad eonvoudig t0 f'ormaliswron.. lichaam dcr r0l'.l0 gctallon is 
i(H.m voorbcold vo.n \J,.;ll Archimudisch ordond licho.am, was.rin doze stol-

•ling geldt (middolwaar st0lling vcn 0rstrass), dus er bustaat ook 

eGn ni0t-Archim0disch guordend lichacm, waarin doze st0lling g,ddt. 

In h-::t bowij s vnn Steini tz vaor hut bosto.o.n van algebraisch afgcslo­

ten uitbreidinc;on van ied0r lichaam kan h0t vGrzamC:lingstheorotischo 
gcdoi..:l te ( transfinh.:to inductie) ook vervangen word,m door moto.mathcma­
tische bGschouv1ingc.:n. 

Hat is duidolijk wo.t ·,.re zullon vorstaan ona.~,r isomorfic vc.n twoo 

jmodcllen .. Hicrbij di<..::nt echt'"'r toch neg t,.;,..n opni...,r}dng t0 warden goma.c.lct. 

We hobbGn mo,..:rmul"'n d,., golijkhGid als own relatie x, y) inguvo0rd 1 die 

,refloxiuf 1 syn1ri:10trisr;h 1.m tro.nsi tiwf is .. Di t houdt Jv,mw\Jl nL,t in, dai; 

in eun mod,.:;l vc,1-::. c;,n 'ts..;rzc.n1Gling bcw0ring0n mi:;;t dwze r0latio ook de r1:1-
lc.tie dur i -t."'i ·i.: ovwr,..:i..;nkomt. Hot onigv dat vrn kunn .. m zoggcn, is 

dat er e~n a0qui -;al j_(:r8la ti C: nio0 ovor00:nkomt. Op g1•ond van do sub-

sti tuti vi tuL-t .s'-'i o:1tap van dw andur'-' r0latL.:s kunn,.m w0 1~chtor du klas-

sun auq_ui v:.lu:-r~,:: ,;.l ,:m sum.::.m·vatton tot ,:,.:(.m ni...;1.;..1,7 modvl 1 vm:.~rin wul 

do iduntit~it2r~1~~t~ mut E(x,y) corr0s~ondu0rt. Eon darg8lijk model 

hoemt mun nori;ie.: " 

Als M c;..n ,:10r2,;l is van ewn vcrzameling b0w0ringen IC in eon taal L 

idan kunncm we nan ::~ e;"'n z. g. complcJ-.:t dia.gram D va.n M toc:voegon. D bcstaat 

ui t die boworingon A(a 1 , ••• 1 un) of -, A(a 1, ••• , an), waarir. A oon rG­

:J..atiesym.bool Gn a1 o"bj0ctsym.bolcn zijn 1 di<J in d0 correepond0ntic mot 
pet modal v0Grkom0ng dusdanig, dat de over~0nkomstig0 beweringcn in M 
!jui:::-~ zijn. Hct is duidolijk, dat M ook cvn model van de veroniging 

~• van K en D is. Ook goldt echtcr, dat ieder model van K' eun devlmo-

.!a-el bevat dat isomorf is m8t JI.I. Laa·t nu H e0n verzameling bcwcringon , 

ja;ijn, die K omvat .. De vraag of du vorzameling H1 , die de vereniging is 
r 
w,a.n Hen K 1 00n model bczit, is volgens do stclling van Godel aoq_uivalont 
' 11et do vraag of II' consistent is. :w:o.ar H' is consist(mt da.n en slcohts 



dan als iodoro eindigu doolvorzamoling van H' consistent is. Was n.1. 
H' inconsistent, dan was uit H' oon bovrnring van do vorm XI\ 1X af to 

leiden, maar dan was doz~ bcw0ring ook uit een eindige deQlverzameling 
van H' af to leidon on dus d0zc oindige de,.:.:lverzameling inconsistent. 

Hi.;:rui t vol gt: 

Er bestaat u'-'n modGl van K , a.c~t 00n ui tbr0iding van M is en do.t 

ook modul van His dan un slochts dnn als voor iedvro oindige do0lv0r­

zam0ling H11 · van H ovn ui tbri:.::i ding vnn wr bwstaa t, die oen mod0l is van 

K en H". 

Lant nu K bostaan uit de lichaamsaxioma's en M e0n licha2JU. zijn, 

We la ten nu H bostann uit boworingon 1 do.t een willdrnurig polynoom mot 

~ficionton in M ( oigcmlijk met coufficienten die de objectsymbolon 
zijn, die overeonkomen uot elemonton van M) in linoaire factoren to ont­

binden is. Dit is tu formalisoren in die vorm, dater elementcn y1, ••• , 
Yn bcstaan, waarvan d0 elementaire symmetrische functies gelijk zijn 

.. , _ n n n-1 aan -a1 , a 2 , -a3 , ••• , als h0t Pllynoom x + a 1x + a2x +•••is. 
Nu is uit do algobra b0kena., dat bij icder polynoom f(x) met cocfficign­
ton in].[ ocm ui tbreiding van M tc vinden is, dusdanig, a.cLt f(x) in line­
airc factorGn to ontbinden is. Voor eon eindig stel :polynomen kan het­

zelfdo worden gevonden door hot product van deze polynomen te beschou­
wen. Bov0nstac1.ndo stelling lovort ons dus inecns, dat er ook eon model 
van een licho.nm bcstaat waarin alle polynomen met co\ffficionton:1n Mm li­
nea.ire fo.ctoron to ontbinden zijn. Uit de algebra volgt dan, dat ook de 
polynomen mot coefficionten in do ui tbreiding in liT12aire factoren te 
ontbindon zijn, d.w~z. dat dG uitbrciding algcbraisch afgesloten is, 

Men rn.e:no ni0t, dat door dezu moth ode hot gebruilc van transfiniete 
inductic ( d.us van hot kouzo-axioma) ui t het bewi_j s van Stoini tz zou zijn 

goeliminoGrd, vmnt c1c; stelling van Godel, di0 we gebruikt hobben, wordt 

in de vorm wi10.rin hij hior goformuloord is, ook met transfiniete induc­

ti0 bGVvozon. 
Dczo voorbculdon govon natuu lijk nog een verr0 van vollodig beeld 

van hetgo...,n in hot boek van Robinson to vinden is. ·.'To hobben zolfs maar 

aan hoogstons oon van do twoe belangrijkste aspectcn van het book rccht 

do0n wedorvaron. Behalvc toepassing van metamathematische methoden voor 
het bewijs van stellingen over van ouds bekende mathematische systemen 

worden ook bekonde begrippen ui t de algebra gogeneraliseerd voor algemene­
:re systemGn dan waarvoor ze oorspronkelijk waren gedefinieord. Voorbeel­
dcn van in hot boek behandelde begrip:pen van deze aard zijn het begrip 
:polynoom, hot begrip algobraisch element t.o.v. een grondlichaam cm het 
begrip ideaal. Deze uiteenzettingen zijn echter te ingewikkeld om in 
kort bestek te kunnen worden behandeld. Om enig idee te geven in welke 
richting zich dit ontwikkelt,nemen we het begrip ideaal. 

Voor het begrip ideaal in een ping is voor ons de meest geschikte 
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l-tarakterisering die ala kern vo.n een homomorfie van een ring. Ala een 
ring R homomorf is met eon andere ring, dan is de deelverzameling van 
R.bestaande uit verschillen van elomenten van R met hetzelfde be~ld tn 
R' een ideaal I in Ren ieder ideaal is ook op deze wijze te verkrij­
gen. We k:unnen het ideaal dan ook karakteriseren door de identificaties 
am R ui t to vooron, die nodig zijn om van R de restklassenring R(moa. I) 

te mak~n. In de taal komt dat hierop neer, dat we aan de verzamoling K 
van beweringon, beworingen van d0 vorm E(a,a') toevoegen. Op deze wijze 

,. 
is plausibcl gemaakt, dat eon ideaal metamathematisch kan warden gofer- .. 
nuleerd als oen vorzameling beweringen, die aan zekere eigenschappen vo1-
aoet. 

Ten slotte kan nog worden opgemerkt, dat het boek van Robinson 
~iteraard niet alle methoden van metamathematische aard omvat, die op de 
1lgebra van toepassing zijn. Zo blijven vragen van beslisbaarheid gehee1 
buiten beschouwing. 


