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‘Metamathematische beschouwingen over de algebra,

Deze voordracht is geinspireerd door de verschijning van het boek:
A. Robinson, On the metamathematics of algebra (in de serie Studies in
logic and the foudations of mathematics), Amsterdam 1951.

In de abstracte algebra houdt men zich bezig met systemen zoals
groepen, ringen, lichamen, tralies (lattices). Al deze systemen hebben
dit gemeen, dat het verzamelingen zijn, waarin bepaalde operaties (b.wv.
optelling, vermenigvuldiging) zijn gedefinieerd, en die aan zekere axi-
oma's voldoen. lMen kan al deze algebraische systemen dus beschouwen als
speciale gevallen van het volgende.,

~ Een algebraisch systeem is een verzameling met daarbij behorend
" een #erzameling operaties. Deze operaties zijn functies van n verander—
lijken (n een natuurlijk getal . afhankelijk van de operatie) O(x1h.‘,xn),
",die san ieder geordend n-tal elementen van het systeem een element

van het gsysteem toevoegen. De machtigheid van de verzameling operaties
behoeft niet eindig te zijn. In een bepaalde discussie beschouwen we
klassen van gelijksoortige algebraische systemen. Twee algebraische sys-

temen heten gelijksoortig als er een eeneenduldige betrekking bestaat -
tussen de operaties, dusdanig dat de corresponderende relaties hetzelf-
de aantal veranderlijken hebben. Het is dan gedbruikelijk de overeenkom-
stige operaties met elkaar te identificeren ( ze dezelfde naam te geven).
Zo zijn twee ringen als systemen met optelling en vermenigvuldiging ge-
1ijksoortig.

Niet alle in de abstracte algebra gebruikelijke systemen vallen
hieronder. Neem eerst het begrip geordend lichaam. Daarin is een relatie
a ¢ b gedefinieerd, die voor sommige paren wel en voor andere niet geldt,
Hiervan is echter wel een operatie te mken door een binaire operatie
0(a, b) in te voeren, zodat O(a,b) = 0 als a< b en O(a,b) = 1 als |

"adq b (hierin zijn O en 1 de nul en de &én van het beschouwde lichaem).
Moéilijker wordt de zaak in een gewaardeerd lichaam. De waarderingfunc-
tie‘w(a) is geen operatie in de zin zoals hierboven gedefinieerd, daar
de functiewsrrde in een ander lichaam dan het beschouwde gewsardeerde
lichaam kan liggen.,

We moeten nu nog iets opmerken over de aard van de axioma's. In de
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eenvoudigste systemen hebben deze axioma's de vorm van gelijkheden (b.v.
de casociatieve eigenschap x(yz) = (xy)z), waarbij de leden van deze
gelijkheden opgebouwd zijn door iteratieve toepassing van de operaties
op veranderlijken. Het axioma eist dan, dat bij iedere substitutie wvan
elementen voor de verandsrlijken beide leden in hetzelfde element over—
gaan. lets ingewikkelder vormen van axioma's krijgt men door op deze ge-
lijkheden nog logische operatiecs toe te passen, en wel in ecrste instan-
tie de operatiecs uit de propositielogica, dus "en", "of", "niet" en
“uit ... volgt'. Een stap verder kan men nog gasn door niet alleen pro-
positielogica, maar ook bepsrkte pracdicatenlogica (e¢lementairc logica)
toe tepassen, waarbi] de veranderlijken in de formules nu ook door ox-
istentiéle quantificatoren kunnen worden gebonden., Een voorbecld van
een dergelijk axioma is het axioma, dat in ecn multiplicatief systecm
het bestaan van cen cenhceidsclement postulecrt: er bestaat ecn x, zodat
voor alle' y geldt Xy = ¥y en yX = ¥

Ons doel is nu met behulp van methoden en resultaten van de symbo~-
lischc logica stellingen over dergelijke algebraische systcmen af te
leiden. Hicvrtoe moeten we evenwel het voorafgaande nog verder in lo-
gische taal vestalen. De algebraische systemen zijn op te vatten als
modellen van d¢ bijbchercende systemen ven axioma's. Nu zijn de axioma's
nog niet van ecn vorm a2ls in de legica gebruikelijk, omdat de opcraties
ge:n logische rcelaties zijn., Nu is van een operatic makkelijk ecn rela~
tie te maken, B.v. kunnen we aan de binaire operatie van de optelling
de ternaire relatie S(e,b,c) toevoegen, die juist is als ¢ = a + b en
onjuist als ¢ £ 2 N b. Evenzo vocgen we aan de operatie O(X1, .oy xn)
toe de relatic O'(x1? cee Xn+1>’ die juist is als x4 = O(x, ...,xn)
en onjuist ale n_ 4 » O(xy, «ea , x ). Omgekeerd behoeft bij een (n+1)=
aire relatie op Geze vijze nict een operatie te¢ behoren. Opdat dit voor
de relatie 0'{x,, «.. , %, xn+1) wel het geval ig moet bij icdere keum
Z8 Van Xy, ... ;% &in en slechts één x
X

behoren,

7

nad zodat O’(x1, PP
n? xn+1) juist is. Om dit in logische termen te formulercn, moct ook

de gelijkhcidsrelatie in het logische systeem opgenomen zijn. Ve nemen
daarom euvn rclatic E{x,y), die voldoct aan de¢ rcflexieve, symmetrische
en transitieve cigenschappoen ¢n die verder de substitutiviteitsclgen-
schap bYezit t.b‘v. alle andcre relatiess '

(1) (7 2,) see (Y2 )V 7q) oee (W ) ((R(xq, ooeyx JAE(x, 7 A 0 A

A E(xn,yn)jvb R(Fqr voey Fp))e
Dan correspondcert met ecn relatie O'(x1, eet 3
tie, als geldt:
(2) (\/X1) oo (fon)(g Xn+1) O'(x1, oy Xy Xn+1)’

(3) (¥ %) coe (V)W 2)(WRI((0 (2 vy Xy, 2DAO (xgy vevy Fgpu)) >

Xn+1) eunl Opera-

n!



vende inleiding, waarin we nog sloréig hebbon omgesprongen met de onder-
scheiding tussen een deductief logisch systecm (een "taal") en een rea-
lisering hiervan in een verzameling met relaties(ecn "model").

Een taal I wordt gedefinieurd met behulp van een vaste verzameling
objectsymbolen ( wvan ecn willekcurige doch vaste machtigheid), een aftel-
bare verzamcling van symbolen voor objectveranderlijken (“dummy symbols')
en een vaste verzameling van relatiesymbolen, waarbij iedere relatie een
bepaald gehecl getal n 2 0 als orde bezit (de orde is het aanbal lege
plaatsen in het relatiesymbool). Hicrmee wordt op de bekende wijze een
praedicatenlogica opgebouwd met welgevormde formules, deductie-axioma's
en afleidingsregels. Het feit dat we ons tot de beperkte praedicatenlogi-~
ca beperken, komt tot uitdrukking in het feib, dat we wel objectverander-
lijken maar geen relatieveranderlijken hebben. Een welgevormde formule,
waarin allc veranderlijlen door quantificatoren gebonden zijn, hcet een
bewering (statement), Als K een verzameling beweringen is, noemen we de
verzameling der beweringen dic uit de beweringen van K afleidbear zijn,
S(K). :

Laat nu M cun verrameling zijn, waocrop ecn verzameiing V van rela=-
ties is gedefinicerd on laat er e.n ccnecnduidige betrekking € zijn tus-

gen dec clementen van M en sommige objectsymbolen van L en tusscen de re-
laties uit V in M en sommige rclaticsymbolen in L, waarbij de orde van
correspondercnde relatics en relaticsymbolen dczelfde iee (*ls de machtig-
heid van de verzamelinz der objectsymbolen in T niet pgreot genoeg is onm
ecn eenecnduidige betrelilking met de clementen van M toe te laten, mocten
we de taal ecrst uitbresden; we gaan daarop hier nict in)e kunnen dan
met iedere bewering in L, dic uitsluitend objectsymbolen en relatiesym~
bolcn bevat, 7iz in 43 wetrekking C optreden (en bovendien nog symbolen

A

voor veranderliilicu, on 4d¢ bekende wijze een bewering over clementen

van M laten correspealnren, die juist is of nict. M heet evn model van
K als met allc boeweringen van I juiste beweringen in I rorresponderen.

M is dan ook ecen model ven die bewering uit S(K), die slleen objectsym-
bolen en relatissymbolcen bevatten, die in de betrekking C optreden.

Eegn zeer belangriik hulpmiddel bij de discussie ven algebraische
systemen met bchulp van deze methode is de volledigheidsstelling van Go-
del, die als volgt te formuleren is.

Als ¥ een consistente verzameling beweringen in een taal T is
(dew.z. S(X) bevat niet alle bewcringen van L), dan bestaat er cen model
van K.

Het omgekcerde van deze stelling is triviaal.

Uit d¢ volledigheidsstelling van Godel volgen de beide volgende
stellingen.

Als voor iederc¢ verzameling M met relaties en icdere eeneenduidigo
correspondentic C, waarvoor de bewering X uit L alleen object- en rela-
‘tiesymbolen bevat, die in C voorkomen, X in een juiste bewering in M over-



- gaat,dan is X ecn geldige buwering in L ( d.w.z. afleidbaar uit do de~
ductie-axioma's).
Als de¢ bewering Y in alle modellen van K in ecen juiste bewering
overmaat, dan is Y& S(X).
We zullen nu cnige voorbeclden van stellingen behandelen, die met
metamathematische hulpmiddelen tec bowijzen zijn.
Laat in ecn ta:l L een oncindige rij beweringen Xn (n=1,2,...)
gegeven zijn, dusdanig, dat voor alle n Xn_‘_.l"’> Xn geldig is en Xn—e>Xn+1

niet geldig is. Een dergelijke rij heet monotoon stijgend. Laat K de
verzameling der Xn zijn. Het is dan onmogelijk, dat er ecn bewering Y
in L bestaat, zédat Y afleidbaar ig uit K en alle Xn afleidbaar 2ijn
uit Y({{ aequivalent met X). Als dit n.l. wel het govael was, was Y afleid-
baar uit cen cindige declverzameling Vo van K. Laat m dc¢ grootste index
zijn, dic in V voorkomt. Dan zijn allc bewceringen van V uit Xm aflcide
baar dus Y uit Xm aflcidbaar, maar Xm+1 is uit Y aflcidbaar, dus Xm-—*
i xm+1
We passcn dit toe op d¢ theoric der lichamen. Het is makkcelijk

in t¢ zien, dat het begrip lichaam in cen taal t¢ formaliscren is mct

bechulp van de relaties E(x,y), S(x,y,z), P(x,y,2z)(dw.z. x = ¥,

is geldig, hetgeen nict het geval is.

Z =X+ Y, 2=Xxy). D¢ lichaamsaxioma's zijn dan als beweringen in dceze
taal te formulcrcn. Ook het feit, dat een lichaam e¢cn bepaalde karakto--
ristick # O heeft, is in &¢n axioma weor te geven. Immers de relatie
Sn(x,y), dic uwitdrukt, dat y = nx is door inductie als volgt te dcfini-
erens So(x,y) = 3(z,y.x=) en Sn+1(x,y) = (3 z)(Sn(x,z)A‘S(z,x,y)).

Dat de karakteristiek van een licheam p is, is nu weer te geven in het
axioma Hj = (x)(y)(Sp(x,y)~# S(y,5,7) )

Laet nu A de conjunctie van alle lichaamsaxioma's zijn en p,

{n = 1,2,i..) een aftelling van de priemgetallen: Ye vormen nu een rij
beweringer Xn als volgts X1 = A’Xn+1 = Xnﬁfﬂ'Hp . Dit bvetekent, dat

Xn een axioma is vacr het begrip "lichaam waarvin de karakteristiek niet
Pqs nie¥t Doy eeey niet Pp_1 is". De Xn vormen een monotoon stijgende
rij. Dat Xn+1 —*2%1 geldig is, is duidelijk- dat Xn*+ Xn+1 niet geldig.
is, volgt uit het feit dat er voor ieder priemgetal p lichamen ven ka-
rakteristiek p bestazn. De verzameling K der Xn is cen axiomasysteenm
voor het begrip "lichaam van karakyeristiek 0", Daar een einrdige verza-
meling boweringen door conjunctie altijd tot één bewering te maken is,
volgt nu uit het voorafgaande,

Het begrip "lichaam van karakteristiek 0" is niet met eindig wveel
axioma's tc karakteriseren.

Het spreckt vanzelf, dat dit alleen geldt voor het begrip taal,
dat wij hebeen beschouwd. In meer omvattende talen kan een dergelijke
karakteriscring wel mogelijk zijn.

Laat nu Y ecn bewering zijn, die geldig is wvoor alle lichamen
ven karakteristiek O. Uit de stelling van Gddel volgt dan, dat ¥ af-
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leidbaar is uit de verzameling K, die hicrboven gedefinicord is en dus
ook uit een eindigec deelverzameling van K. Als m de grootste index is,
die in dcze deelverzameling voorkomt, dan is als boven X, Y. Dear X
geldig is in alle lichamen van karakteristiek % Py geldt ditzelfde
ook voor Y. Hiermce is dus gevonden:

Een stelling, die in de hierboven beschreven taal is wecr te geven
en die geldig is in alle lichamen van karakterlstlek O is ook geldig in .
alle lichamen van karekteristiek 1p > Dor waarin P, een constante is af-
hankelijk van de stelling.

Een voorbeeld van een stelling van dezc soort is als volgt te krij-
gen. De relatie y = f(xy, .., z ), wearin f(xj,a.., x,) een polynoom
in de veranderlijken X4y s+, %, i met gehele coéfficiénten, is gemek-
‘kelijk te krijgen door herhaalde tocepassing van optelling, aftrckking en
vermenigvuldiging op dc veranderlijken Tyy seoy xn; Noem dezc relatie
Ro(xyy «evy %, ¥). Dat de vergelijkingen f,(x, vee, xn) =0, vee,
£, ,(x4y +++, %,)=0 een gemeenscharpelife oplossing hebben, is nu aan tc ge-
ven in de volgende bewering:

X=(3xy)...(Fx )3 y)(Rf1(x1..., X TN .../\Rfk(x1, cony X, TIA

A S(yyy,¥)).

- Stel nu dat de vergelijkingen f1 = 0, ...,vfk = 0 in geun enkel
lichaam van karakteristiek O een gemccnschappelijke oplossing hebben,
dan is de bewecring Y = 7 X dus in alle lichamen van kabakteristiek O .
geldig. Uit bovenstaonde stelling volgt dan, dat er een P, bestaat, dus-
danig, dat in gecn enkel lichaam moet karakteristiek p > P, het stelsel
een oplossing hecft,

Ter vergelijking geven we ook een algebraisch bewijs van deze
stelling. Uit de eliminatietheorie volgt, dat het feit dat f1 = 0, ses,
fk = 0 geen gumeunschappelijke oplossing in enige uitbreiding van hot
lichaam dcr rationale getallen bezitten, implicecrt dat er polynomen
Eqr *ory 8 met (gebroken) rationale coéffieilnten bestaan, zodat
f1g1 + ese + fkgk = 1. Door vermenigvuldiging met ecn geschikt gekozen
gcheel getal a krijgen we f1h1 + see fkhk = a, waarin de cotfficitn-
ten van h1, eeey h gchele getallen zijn. Laat nu Py de grootste pricme
factor ven a zijn, dan is in ieder lichaam van karakteristick p > Py
het rechterlid a # O. Zou in ecn dergelijk licheam £, =0, ..., £, =0

~een gemcenschappelijke oplossing hebben, dan zou door substitutie van

: deze oplossing in het linkerlid, dit = O worden, hatgcnn een tegensprask
- geeft, e
3 Inferessante tocpassingen van metamathematische stellingen zijn
g,ook te geven in de theorie van de gcordende lichamen. Het begrip "geor-
5 dend lichaam"” is in onze taal makkelijk te formallseren. Robinson be=
?WlJS’b nus



Het begrip "Archimcedisch guordend lichaam" is niet in onze taal
te¢ formaliscren,

Ben stelling over geordendc lichamen, die in onze taal te formali-
‘seren is ¢n dic in alle nict=Archimcdisch guordende lichamcn geldt,
geldt ook in alle Archimcdisch gcordende lichamen.

Voor hoet buwijs zij verwezen nacr Robinson, hoofdstuk 5.

Uit de laatste stelling volgt dircet:

Als con stulling omr geordende lichemcen, die in onze tazl tc forma-
liscren is in cen of ander Archimcedisch geordund lichaam geldt, den is
er ook c¢en nict-Archimedisch geordund lichaam waarin deze stelling geldt.

Ecn voorbeeld van een dergelijke stelling luidts "icder polynoom
in &én veranderlijke bezit tussen twee wacrden van het argument waar
het verschillend teken cannecmt, c¢oen nulpunt". Deze bewering blijkt in-
derdaad ecnvoudig te formaliscren. Het lichaam der relle getallen is
een voorbeeld van cen Archimcdisch geordcend licheaam, wasrin deze stel-
ling geldt (middclwaardestclling van Weivrstrass), dus er bustaat ook
gen niet-~Archimedisch geordend lichacm, wazarin deze stelling geldt.

In het bewije van Steinitz woor het bestaan van algebraisch afgeslo-
ten uitbreidingen van ieder lichaam kan het verzamclingstheorctische
gedeclte (transfinicte inductice) ook vervangen worden door metamathcema-—
tische beschouwingen.

Het is duidelijk wat we zullen verstaan onder e isomorfic van twee
modellen, Hicrbij divnt echtur téch nog ¢un opmerking te worden gemackt.
We hebben meoermelon de gelijkheid als een relatie BE(x,y) ingevocerd, die
reflexief, symmetrisch en transiticf is. Dit houdt cvenwel nict in, dat
in ec¢n modcl wvan cun verzomeling beweringen met deze relatic ook de re-
latie der identiicit overcenkomt. Het cnige dat we lunnen zeggen, is
dat er ecn acquivalenticrelatic mec overcenkomt. Op grond van de sub-
stitutiviteitacizenachap van de andere relatics kunnen we cchtor de klas—
sen acquivalentc ¢lazurnten samenvetten tot ecn nicuw model, wanrin wel
de identitcitorclosic met E(x,y) corrusponducrt. Ten dergelijk model
noemt men normalls ,

Als W cun mod:l is van ecn verzameling beweringen K in een taal L
dan kunncn wc aan I ¢en z.g compleet diagram D van M toevoegen. D bestaat
uit die beweringen Alay, «e.o, an) of ‘?A(aT, ese, a_), waarir A ccn ro-
latiesymbool cn 24
het modcl voorkomen, dusdanig, dat de overecnkomstige beweringen in M

n
objeetsymbolen zijn, dic in d¢ correspondentic mct

Juist zijne Het is duidelijk, dat M ook eun model van de vercniging

K' van K en D is. Ook gcldt cchter, dat ieder model van K' ecn devlmo-
‘ﬁel bevat dat isomorf is met M. Laat nu H eun verzameling bewcringen
zijn, die K omvat. De vrazg of dc¢ verzameling H', die de vereniging is
&an H cn K' con model bezit, is volgens de stelling van GOdel acquivalent
&et de¢ vraag of H' consistent is. Moar H' is consistent dan en slecchts



dan als iedcorc eindigce declverzemeling van H' consistent is. Vas n.l,
H' inconsistent, dan was uit H' cen bewering van de vorm XA MX af te
leiden, maar dan was deze bewering ook uit een eindige deglverzameling
van H' af tc leiden cn dus deze cindige declverzameling inconsistent.
Hiceruit volgt:

Er bestaat cun model van K , dat cen uitbreiding van M is cn dat
ook modcl van H is dan c¢n slcchts dan als voor iederc eindige deslver-
zamcling H" - van H cen uitbreiding van M bestaat, die cen model is van
X en H".

Laat nu K bestaan uit de lichaamsaxioma's en M ecn lichaem zijn.,
We laten nu H bestaan uit bewsringen, dat een willekeurig polynoom met
officiinten in M (cigenlijk met colfficiénten die de objectsymbolen
zijn, die overccnkomen met elementen van M) in lincaire factoren tc ont-
binden is. Dit is te¢ formaliscren in die vorm, dat cr elementen Tqs ooy
Iy bestaan, waarvan de elementaire symmetrische functies gelijk zijn
aan =g, a5, —83, +e., 2ls het pelynoom x° + a1xn + azxn"’l + ..o 18,

Fu is uit de algcbra bekend, dat bij ieder polynoom f(x) met codfficién-
ten in M cen uitbreiding van M te vinden is, dusdanig, dat f£(x) in line-
aire factoren tc ontbinden is. Voor ecn eindig stel polynomen kan het-
zelfdec worden gevonden door hcet product van deze polynomen te beschou-
wen. Bovenstaande stelling levert ons dus inecns, dat er ook ecn model
van een lichaom bestaat waarin alle polynomen met codfficiintenin Min 1li-
neaire factoren te ontbinden zijn. Uit de algebra volgt dan, :at ook de
polynomen mct co&fficinten in de uitbreiding in linzaire factoren te
ontbinden zijn, d.w.z. dat de uitbreiding algebraisch afgesloten is,

Men mene nict, dat door deze methode het gebruik van transfiniete
induetie (dus van het keuze-axioma) uit het bewijs van Steinitz zou zijn
ge8limincerd, want de stelling van G8del, dic we gebruikt hebben, wordt
in dc vorm waarin hij hicr geformulccrd is, ook met transfiniete induc-
tie bewcezen,

Doze voorbeclden geven natuu lijk nog een verre van volledig beeld
van hetgoeen in het boek van Robinson te vinden is. Te hebben zelfs maar
aan hoogstcns ¢én van de twee belangrijkste aspecten van het bock rccht
doen wedcrvarcn. Behalve toepassing van metamathematische methoden voor
het bewijs van stellingen over van ouds beckende mathematische systemen
worden ook bekende begripven uit de al@ebra gegeneraliseerd voor algemene-
re systemen dan waarvoor ze oorspronkelijk waren gedefiniecrd. Voorbeel-
den van in het boek behandelde begrippen van deze aard zijn het begrip
‘polynoom, hct begrip algedbraisch element t.o.v. een grondlichaam on het
begrip ideaal. Deze uiteenzettingen zijn echter te ingewikkeld om in
‘kort bestek te kunnen worden behendeld. Om enig idee te geven in welke
frichting zich dit ontwikkelt nemen we het begrip ideaal.

Voor het begrip ideaal in een ring is voor ons de meest geschikte
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xarakterisering die als kern van een homomorfie van een ring. Als een
ring R homomorf is met een andere ring, dan is de declverzameling van

R bestaande uit verschillen van elcmenten van R met hetzelfde beeld in

R' een ideaal I in R en ieder ideaal is ook op deze wijze te verkrij-
gen., We kunnen het ideaal dan ook karakteriseren door de identificaties
tn R uit te vocren, dic nodig zijn om van R de restklassenring R(mod I)
te maken. In de taal komt dat hierop neer, dat we aan de verzamcling K
van beweringen, bewceringen van dc vorm E(a,a') toevoegen. Op deze wijze
is plausibcl gemazkt, dat cen ideaal metamath%matisch kan worden gefor— .
nuleerd als ecn verzameling beweringen, die aen zekere eigenschappen vol-
doet.

Ten slotte kan nog Worden opgenmerkt, dat het boek van Robinson
aiteraard niet alle methoden van metamathematische aard omvat, die op de
algebra van toepessing zijn. Zo blijven vragen van beslisbaarheid geheel
buiten beschouwing.




