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I. I nleiding 

HET TENSORPRODUKT 1 ) 

door 

P. C. BAAYEN 

AMSTERDAM 

Laat E en F twee moduli zijn (vgl. § 2 voor de definitie van het 
begrip modulus). Er is een welbekende methode om uit deze twee 
moduli een nieuwe modulus te vormen: de directe som E Er> F. 
Deze bestaat uit alle paren (a, b), met a e E, be F; de operaties in 
E EB F geschieden coordinaatsgewijs, e.g. 

(1. I) (a1 , b1) + (a2, b2) = (a1 +a2 , b1 +b2). 

Zo beschouwt men eigenlijk de verzameling van alle vectoren (pun
ten) in het platte vlak, als men ieder punt in het vlak aangeeft met 
twee coordinaten, als directe som van de vectoren index-as en die 
in de y-as. 

In 1938 heeft H. Whitney, in een artikel ,,Tensor products of 
abelian groups" het probleem gesteld of het ook mogelijk zou zijn 
aan E en F een soort produkt E 0 F toe te voegen. Hij stelde daar
bij de eisen dat ieder element van E 0 F een eindige som moet zijn 
van elementen van de vorm a 0 b(a e E, be F), en dat het ,,pro
dukt" distributief moet zijn, in de zin dat 

(1.2) (a1+a2) 0 b = a1 0 b+a2 0 b; 

(1.3) 

Dit probleem is door Whitney in bovengenoemd artikel volledig 
opgelost, en het door hem gedefinieerde produkt E 0 F is het 
tensorprodukt van E en F. 

In deze voordracht interesseert ons voornamelijk de algebraische 
constructie die tot het tensorprodukt E 0 F voert. Deze con
structie is een duidelijk voorbeeld van abstracte algebraische 
methoden. Vervolgens zal het begrip tensorprodukt toegelicht en 
verhelderd worden door enige stellingen en een aants1,l voorbeelden. 

We zullen ons echter niet bezighouden met de eigenlijke toe
passingen van het tensorprodukt en zijn plaats in de algebra. Daar-

1 ) Voordracht Vakantiecursus 1961, Mathematisch centrum. 

[9] 
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voor ontbreekt op due cur.,,'US de tijd. Ot,eZe toepusingen liggen op 
verschillend terrein. Zo kan men bijv. met behulp van het tensor
produkt een algebratscbc invoering van het begrip tensor geven, dat 
in de moderne differentiaalmeetk:unde een belangrijke ml spt,"elt. 
In de algebra!sche topologie treedt het tensorprodukt herhaaldelijk 
op, en in de homologische algebra, die zich uit de algebralsche top.• 
logie ontwikkeld heeft, spt-elt het zelfs een zeer belangrijke rol. 
~faar ook in sommige puur-algebralsche theorie/:!n wor<lt het tensor
produld wel gebruikt, %<>als in de thoorie van de ringen. 

Het is wellicht nuttig er op te wijzen dat sommige auteurs in 
plaats van de term , ,tensorprodukt" een andere naam gebrniken voor 
hetrelfde begrip. Zo spreekt N. Jacobson over ,,Kronecker 
prooukt" 1), terwijl P. R. Halmos wel de uitdrukking ,,direct 
produk"i:" gebruikt heeft (maar niet meer in zijn latere publikaties). 

Litlwamw: 

H.Whitney, Tensor products of a.bella.n groups. Duke 1\1'.ath. Journal 4, 1938, 
p. 49lh'll!S. 

D.G.Northoott, An introduction to homological algebra. Cambridge, 1960. 
N.Bourbaki, Algebrc Multilintla.ire. A.S.I. 1044, Parijs, 1958. 

2. Grondbe{Jrippen. 

In de eerste plaats hebben we nodig het begrip ring. Een ring 
A is een verzameling van dingen die met elkaar verbonden zijn door 
een optelling en vermenigvuldiging. Deze operaties voldoen daarbij 
aan de:uelfde regels als de optelling en vermenigvuldiging bij de 
gehele getallen: 

;.+1-i = µ+;.; ;. · µ = µ · ;.; 
(i.+1i)+t1 = ;.+(µ+'II}; (A·µ)·,.= l · (µ · v) 

;. · (µ+11) =;. · µ+;. · v. 

Er zijn speciale elementen in A die de rol van O en l vervullen, en 
die we daarom ook met Oen l aanduiden: 

.t+o = ;.; ;. · 0 = O; ;. · 1 = I; etc. 

Evenals bij de gehele getallen heeft iedere ;. een ondubbelzinnig 
bepaald tegengesteld element -A: 

A-A= 2+{-).) = O; (A-µ)+µ=).; 0-(-A) = ).; etc. 

Deling behoeft echter niet altijd mogelijk te zijn. 
(In feite beperken wij ons hier tot commutatieve ringen met 
eenheid.) 

1) De ideeen die ten grondsla.g liggen aan het begrip tensorprodukt zijn nl. uit
eindelijk van Kronecli:er a.fkomstig. 
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V oorbeelden 

1. Alle gehele getallen vormen een ring Z. 
2. Alle rationale getallen vonnen een ring Q; alle reele getallen 

vormen een ring R; alle complexe getallen vormen een ring C. 
In deze drie ringen is deling door een element =f= O wel altijd moge
lijk. 

3. Alie restklassen der gehele getallen modulo n, waar n een na
tuurlijk getal is, vorrnen een ring Z,.. 

4. Alle polynomen met reele coefficienten vormen een ring 
(meestal aangeduid met R[x]). 

5. Alie reele n x n matrices vormen een ring M,.. 
Een tweede essentieel begrip is dat van een modulus oveir een 

ring A. Een A-modulus Eis een verzameling objecten, waartussen 
een optelling gedefinieerd is, die voldoet aan · 

a+b = b+a; (a+b)+c = a+(b+c). 

Een van de objecten in E speelt weer de rol van nulelement, en 
ieder element heeft een tegengestelde: 

a+o = a; a-a= a+(-a) = 0. 

Behalve deze optelling is er ook nog een vermenigvuldiging van ob
jecten uit E met elementen van de ring A. Deze vermenigvuldiging 
is distributief: 

l(a+b) = la+lb; (it+µ)· a= la+µa; 

terwijl verder geldt: 

A· (µa) = (lµ)a; 1 · a = a. 

Voorbeelden 

6. Alle ~ectoren in het platte vlak vormen een modulus over de 
ring R der reele getallen. Zij vormen ook een modulus over de ring 
Z der gehele getallen. 

7. Alle vectoren in het platte vlak, waarvan de eindpunten ge
hele coordinaten hebben, vormen een modulus over Z, maar niet een 
modulus over R. 

8. Iedere ring A kunnen we beschouwen als een modulus over 
zichzelf. 

9. De ringen Z,. uit voorbeeld 3 kunnen we beschouwen als moduli 
over zichzelf, maar ook als moduli over Z. 

Vervolgens zullen we spreken over functies f(x), gedefinieerd 
op eenA-modulus E, met waarden in eenA-modulus F. Wenoemen 
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zo'n functie ook wel een afbeeJdin,g E • F. De functie /(x) heet 
linctiir, als 

/(x1 +x2) = f(x1)+f(x2); 

f (i.x) = A • f (x); 

voor x1, ~. x s E en l e A. 
Ook functies /(x, y) van twee veranderlijken, x e E en ye F, met 

waarden in een A-modulus G, zullen ter spra.ke komen. Zo'n functie 
heet bilineair a.ls hij lineair is in elk van zijn argument en afzonderlijk 

f{Xi+x..a, Y) = f(xi, 11)+/(x,., y); 
f(x, Y1+112) = f(x, '!h)+f(x, '!12); 
f(AX, y) = lf(x, 11) = f(x, ly). 

Laten E en F twee A-moduli zijn. Dan kan het zijn, dater een 
lineaire afbeelding /: E • F bestaat, met de volgende twee eigen
schappen: 

(I) iedere ye F treedt opals een beeldpunt f(x); 

(2) f is 1-1-duidig, d.w.z. als /(x1 ) = /(x2 ) dan is x1 = x2• 

In dat geval heten E en F isomer/, aangegeven met E R$ F. De 
afbeelding f heet dan een isomorfe afbeelding van E op F. 

3. Constructis van het tensorprodukt 

Laten E en F twee moduli zijn over een ring A. Dan vormen we 
eerst een nieuwe modulus, E * F, als volgt. 

Elementen van E * F zijn alle lineaire combinaties 

(3.1) A1 • (a1, b1) +.:t2 • (a2, b2) + ... +i,. · (a,., b,.) 

van paren (ai, b,), waarbij steeds a, e E en b, e F, met coefficienten 
.:t,eA. 

De optelling in E * F gebeurt coefficientsgewijs, d.w.z. 

[l1(a1, b1 ) +;.2 • (a2, b2) + ... ;.,. · (a,., b,.)] + 
+[µ1 • (ai, b1)+µ 2 • (a2, b2)+ ... +µ.,·(an, b,.)] = 
= (l1+µ1 ) • (av b1)+ ... + (ln+µ,.) · (a,., b,.). 

Evenzo gebeurt vermenigvuldiging met een getal µ e A coefficients
gewijs: 

µ · [.:l1 • (av b1)+At · (a2, b2)+ ... +.:t,. · (a,., b,.)] = 
= (µ · A1) • (tZi, b1) + (µ · l 2) • (a2, b2) + ... + (µ · l,.)· (a,.,b.,). 

Men kan eenvoudig nagaan dat E * F, met deze optelling en ver
menigvuldiging, inderdaad een A-modulus is. 

Het merkwaardige is, dat we bij de constructie van E * F in het 
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geheel geen gebruik hebben gemaakt van het feit dater in E en F 
optelling, en vermenigvuldiging met scalaire A, mogelijk is. Dat 
gaat pas bij de volgende stap een rol spelen. 

We gaan ons nu nl. bezighouden met speciale elementen van E * F; 
en wel met de elementen die een van de volgende gedaanten hebben: 

(3.2) (a1+a2, b)-(a1 , b)-(a2, b); 

(3.3) (a, b1+b2)-(a, b1)-(a, b2); 

(3.4) (J.ti, b)-.:i • (a, b); 

(3.5) (a, .:ib)-.:i • (a, b). 

Zij R de kleinste deelmodulus van E * F die al deze elementen bevat. 
Definitie. De restklassenmodulus (E * F)/R heet het tensor

,P,,odukt van E en F, en wordt aangegeven met E ® F. 
Wat houdt deze definitie nu eigenlijk in? Om te beginnen komt 

de overgang van E *Fop (E * F)/R neer op het volgende: twee 
elementen van E * F achten we gelijk, identificeren we met elkaar, 
als hun verschil tot R behoort. I.h.b. worden alle elementen van 
R geidentificeerd met 0. 

Laten we de restklasse van een element (a, b) e E * F aangeven 
met a ® b. Dan kunnen we de restklasse van het element (3.1) aan
geven met 

(3.6) A1 • a1 ® b1+i2 • a2 ® b2+ ... +i,. ·a,.® b,.. 

Dit is dus de algemene gedaante van een element van E ® F; 
m.a.w. E ® F voldoet in ieder geval aan de eerste eis die Whitney 
stelde: ieder element is een lineaire combinatie van elementen van 
de vorm a® b. 

De restklasse van het element {3.2) kan worden geschreven als 

(a1+a2) ® b-a1 ® b-a2 ® b-. 

Aangezien ieder element van de vorm (3.2) behoort tot R en dus 
wordt geidentificeerd met 0, vinden we dat 

(a1 +a2) ® b-a1 ® b-a2 ® b = 0. 

Anders gesteld 

(3.7) 

Een gelijksoortige redenering, toegepast op elementen van E * F 
van de vorm (3.3), (3.4) of (3.5), geeft 

(3.8) a® (b1+b2) =a® b1+a ® b2; 

(3.9) (ia) ® b = .:i • a ® b =a® (Ab). 
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Aan beide eisen va.n Whitney is dus voldu.n: ieder element van 
E ® Fis een som van erementen van de vonn a ® b. en ® voldoet 
aan de distnl>Utieve wetten (3.7) en (8.8). 

Bovendien hebben we nog gevonden dat (3.t) geldt. Dit houdt 
verbe.nd met bet feit dat Whitney rich in zijn oorspronkelijke be
schouwingen alleen bezighoudt met moduli over de ring van allege
hele getallen. Voor dergelijke moduli is (3.9) een gevo]g van (3.7) 
en (3.8); e.g. geldt 

(2'1) ® b - {•+•) ® b""" a®&+•® l, = 2(a ® b). 

To A niet de ring der gehele getalle:n, dan is (S.9) met een gevo)g 
van (3.7) en (3.8), terwijl we tcx:h een dergelijke relatie willen 
hebben, omdat E ® F weer een A-modulus moet zijn, en we de 
scalaire vermenigvuldiging l · a ® bin verband willen brengen met 
de vermemgvuldiging met l in E en F. A)gemeen volgt uit (3.9): 

(3.10) a ® 0 = 0 ® b = O; 

(3.11) 11 ® (-b) = (-a)® b = -(a® b). 

De eigenschappen (3.7), (3.8) en (3.9) kunnen we aldus samen
vatten: 

StBlliffg 1. De functie /(x, y) = 1A1 ® r van de veranderlijken 
a: a E, ya F, met waarden in E ® F, is lnliffMir. 

Men kan aantonen, dat E ® F in zekere zin de roimste A
modulus G is met de eigenschap, dat er een bilineaire functie /(x, y} 
(:i: a E, '!J s F) met waa.rden in G bestaat, zodanig, dat ieder element 
van G een eindige lineaire combinatie is van beeldelementen 
/{x,, y,). 

4. Enig, &igtmsd,a-f>PM 

In § l is de directe som E EB F van twee moduli E en F ter sprake 
gekomen. Deze dire.de som heeft de prettige eigenschap dat we E 
en Fer in kunnen inbedden: de afbeelding a-• (a, 0) is een isomorfe 
afbeelding van E op de deelverzameling van E EB F die bestaat uit 
alle elementen met tweede coordinaat O; daarmee kunnen we E, a1s 
we willen, identificeren. Evenzo knnnen we desgewenst F identifi
ceren met de verzameling van alle elementen van de vorm (0, b) van 
E$F. 

Het tensorprodukt E ® F h,eeft i.h.a. deze prettige eigenschap 
niet. Dit blijkt o.a. uit het feit dat het tensorprod.ukt van twee 
fatsoenlijke, niet-triviale moduli de triviale modulus kan zijn die 
alleen uit het nul-e.lement bestaat. 
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Stel evenzo, dater in de A-modulus F elementen bi, b1 , •• • , b" be
staan, waarva:n ieder element van F een lineaire combinatie is: 

(4.2) 

Dan is klaarblijkelijk 

(4.3) 
m ,. 

x ® y = L L l,µi . a, ® b,, 
,-1 s-1 

en er volgt dat ieder elemeri.t van E ® F een lineaire combinatie is 
van de m · n elementen a,® bli =I, ... , m; i =I, ... , n}. ,.,,.i~ 

Men kan meer aantonen: als de elementen a1 , ..• , a,.. een ~ 
vormen voor E, d.w.z. als ieder element van E op ondubbelzinnig8 
wijze in de vorm (4.1) is te schrijven; en als evenzo de elementen 
b1, .•. , bn een basis vormen voor F; dan vormen de elementen 
ai ® b, (I < i < m; 1 :::;; i:::;; n) een basis voor E ® F. 

Neem het bijzondere geval dat E een m-dimensionale reele vector
ruimte (m-dimensionale euclidische ruimte) is, en F een n-di
mensionale reele vectorruimte. Volgens het bovenstaande is er dan 
in E ® F een basis met juist m · n onafhankelijke elementen; 
d.w.z. er geldt in dit geval 

(4.4) dim (E ® F) = dim E x dim F. 

Dit resultaat, samen met stelling 3, stelt ons in de gelegenheid 
nog een belangrijke eigenaardigheid van het tensorprodukt toe 
te lichten: het tensorprodukt E ® F is afhankelijk van de ring A 
waarover men E en F als moduli beschouwt. 

Neem e.g. E = F = C, de verzameling der complexe getallen. 
Dan kunnen we E en F beschouwen als moduli over C, en volgens 
stelling 2 is in dat geval 

(4.5) E ® F= E® C ~E. 

Maar we kunnen E en F ook beschouwen als moduli over R, de 
ring der reele getallen. In dat geval is de dimensie van E en van F 
gelijk aan de dimensie van het vlak der complexe getallen t.o.v. de 
reele getallen, dus 2; en uit (4.4) volgt dan dat dim (E ® F) = 4 
=ft dim E. In dit geval is E ® F dus zeker niet isomorf met E. 

In verband met deze dubbelzinnigheid is het gebruik om, wan
neer er sprake is van meet dan een ring, bij de notatie van het ten
sorprodukt aan te geven over welke ring dit genomen is: E ® A F. 
We hebben da:n aangetoond: 

E®cF E ®RF. 
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Temlotte merbn 'ft op dat hit teMOlpod..akt in ... • ,«l!lftM,,,,.., ii. Er geldt nl. 

S"'1Uf1f 4. E ® F -. F ® E. 
• • 

8-js. De afbeelding die aan I A. • •, ® 6, tOC!\"Oegt I A, • •• ® •• 
is ten isomorfie. f•l t•l 

In det:elfde dn is het tensorprodnkt ~: 

~ 6. Als E. F en G A-moduli zijn, dan ia 
(E 0 F) ® G ,-, E ® (F ® G). 

a. &a ,_.,,11i11. 
Stal.A a I lijn twee rinpn, wu.rbij A een deelrillf • van I. 

Oat bn iedere moduhn over de grotere ring. I, ook beilc:hclawd 
WOiden all modulus over A. Bet omgekeerde is ec:hter i.h.a. ni1t bet 
geval, mus we nieds .a.gen in § i, voorbeeld 7: alle rooaerpantea in 
bet platte vlak (i.e. alle punten met gehele oo&dinaten) vormen em 
modulus over de ring Z der gebele get:a,llen, maar niet °"" 41 
grotere ring R der re!le getallen. 

Met behulp van bet tensorprodukt bn men nu een methode &an• 

geven om een A-modulus E wil u lwn4M tot een I-modulus. Aan· 
gezien we nl. I zelf ook als A-modulus kunnm ~. kunnm 
we vormen: 

E ®..,. I-
De elementen van E ®,. I lijn lineaire combmaties van elementen 
van de vonn s ® a, s • E, fl• I-

Ah .t I A., dan is, zoa1s immen uit de def'mitie van het t__.. 
produkt volgt, 

l · s ® o ,.. (.as} ® o - • ® .u. 
Bescbou:w nu eren willekeurige p a}:. Noch p • • ® o, noch , • • is 
gedefinieerd, mur 'W'el p • o. We defin:ffln nu: 

(5.l) , . s ® • - s ® fHS; 

en algemeen, als z ,_ .t,_ ·#a® •1+-lt ·Sa®••+.•• +1. ·-. 8 •• 
e,en willekeurig element van E ®" I is: 

(6.t) p • z - 11 • •1 ® 1H'1+lt ·Sa® P"t+ · · · +1.. 11• ® ,-•. 

Men b.n aantonen, da.t op due wipe E ®,. I tot eet:a I~ 
wonit. 
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Op grond van de8e definitie bnnen we nu ook schrij11en 

(5.S) s 0 o,.. s ® (u · 1) =- u · :s ® 1. 

Dus ook, als z =- Ai · =i ® o1 +la · :t:s 0 a,+ ... +.t.. · :i:,. ® a,., 

(6.4) z = l 1 u1 • x1 ® I+lau1 • :t:s ® 1+ ... +l,.a,. · x,. ® I. 

Hieruit volgt eenvoudig: a1s E een bas.is heeft over A., besta.a.nde 
uit elementen 4i, a.., ... , a., Will heeft E ®,.. !, over !, a.ls basis 
de elementen Bi ® l, a.. ® 1, .•. , •• ® l. 

Laten we nog eens besch.ouwen bet voorbeeld met A === Z, 
! == R, E == venameling der roosterpunten in bet platte vla.k. 
Dan heeft E een basis over Z, besta.ande uit de pu.nten '1 = (1,0) 
en It= {0,1). Volgens bet bovenstaande vormen de elementen 
ei ® 1 en 8a ® 1 een basis voor E ®z R; d.w.z. ieder element van 
E ® z R is ondubbelzinnig te schrijven als 

Pi· 81 ® l+p1 • 8s ® l, 

waa.r Pt, Pl reele getallen zijn. M.a.w. ieder element van E ® z R 
is gekarakteriseerd door twee reme coordina.ten, en E ®z R is dus 
in wezen niets anders clan h@t hele platte vlak. (Dit laat tevens 
zien dat de !-modulus E ® 11 ! i.h.a. echt ,,groter" is dan de A
modulus E). 

Op dezelfde wijze kan men euclidische ruimte (beschouwd als 
modulus over R) uitbreiden tot een complexe roimte, door het 
tensorprodukt (over R) te vormen met de ring der complexe ge
tallen: of desgewenst tot een qu.aternionenru.imte, door het tensor
produkt te vormen met de ring der quaternionen. 

A1s laatste voorbeeld nemen we voor A de ring R der reele ge
tallen, en voor ! de ring M .. van alle reele n x n-matrices. (Dan 
kunnen we A beschouwen a1s deelring van :I, als we een reeel ge
tal p identificeren met de diagonaalmatrix 

('- .. .} 
met ,. rijen en kolommen). 

Tenslotte nem.en we voor E de verzameling van alle reele p X q 
matrices. H<,>e ziet dan de I-modulus E ® R M .. er uit? 

De modulus E heeft over R een basis; hiervoor kunnen we nemen 
de p · q versch.illende matrices waarvoor een matrix--element 1 is. 
terwijl alle andere matrixelementen 0 zijn. Schrijven we Eu voor 
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limu.11:nn:it van ,"II, 

WUltkell!lll!'e ''""'t·nv A - (tiu) 

heeft dit over 
m..'UX we moeten nu 

coeu1c1enten die tot M,,. behoren, 
we E ld., kunnen 

(
Xu ... X,, ) 

X ,_ : : : 
• • .. ' t 

x.,1 x_ ... x""' · 
u n x H matrices zijn. Als ,_.>e van deze voorsteUing 

,.."·"''""• dan moeten we het element A. B van E ® R'V• 
schrijven a.ls 

A. B - : : : (
&tuB "1.t13 ••• 4 1f/B) 

a~1B ll;11B . , . a~ .· 

(a.ls A • .., (~.:i). Vatten we dit op a.ls een blokscbrijfwijze va.n een 
-fl x ~ matrix, dan is dit het rog. K.ron,ecke:rp,odt4kt van de 
miu:ri,ces A en B. 



DE CONTRAPOSITIE EN HET BEWIJS 
UIT HET ONGERIJMDE 

door 

Dr. P. G. J. VREDENDUIN 

OOSTERBEEK 

Elke leraar is bij zijn lessen wel eens de volgende of een ana 
situatie tegengekomen. Bewezen zijn de stellingen: 

als een vierhoek een koordenvierhoek is, dan zijn overstaa 
hoeken elkaars supplement, 

als overstaande hoeken van een vierhoek elkaars supplement . 
dan is de vierhoek een koordenvierhoek. 

Gevraagd wordt te bewijzen: 
als in een vierhoek overstaande hoeken niet elkaars supple 

zijn, dan is de vierhoek geen koordenvierhoek. 
De vraag is, of (3) een direct gevolg is van (1) of van {2)f 

meeste leerlingen zeggen bij eerste kennismaking met dit probl · 
(2), en leraren zeggen: (1). 

Ik heb het altijd tamelijk moeilijk gevonden de leerlingen d. 
lijk te maken, dat (3) inderdaad een direct gevolg is Va:J;l 

Natuurlijk kan men zeggen: onderstel eens, dat de vierhoel{ 
een koordenvierhoek was. Dan waren volgens (1) overst<l! 
hoeken elkaars supplement. En in (3) is gegeven, dat over5'G 
hoeken niet elkaars supplement zijn. Dus kan de vierhoek 
koordenvierhoek zijn. Dit sluit als een bus, maar mijn e , 
is, dat deze redenering de leerlingen niet aanspreekt. Ik heb dat 
wel eens geprobeerd, of het inzicht wilde doorbreken met b 
van een voorbeeld uit het dagelijks leven. Een dergelijk voor 
moet vooral een natuurlijk karakter hebben. Het volgende 
mij goed geholpen. 

Als ik voor I uur het perron opkom, dan staat de trein 
Utrecht er nog. Dit is ons uitgangspunt. Nu doet zich de si,, 
voor, dat ik het perron opkom en dat de trein naar Utrecht¢r 
meer staat. Wat volgt hieruit? Voor ieder is het antwoord evl'. · 
het is niet meer voor I uur. 

We kunnen nu het probleem algemener stellen. Gegeven 
A-+B. 
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