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NORME PER LA PUBBLICAZlONE DEGLI ATTI ACCADEMICI 

(Classe di Scienze :fisiche, matematiche e naturali) 

. . l. I Rendiconti della Classe di Scienze jisiclze, matematiche e naturali si pubblicano, di 
· norma, una volta al mese· e contengono le Note ed i titoli delle Memorie, presentate da Soci 
• ed estranei in occasione delle sedute precedenti. Sei fascicoli consecutivi, corrispondenti ad. 

un semestre, compongono un volume. 
2. J:,.e Note di Soci ed estranei per i Rendiconti della Classe di Scienze fisiche, non pos­

sono oltrepassare le sei pagine di stampa, comprese le eventuali figure e tabelle. 
Ove questo limite venisse superato, gli Autori saranno tenuti ad un contribute alle 

spese di pubblicazione fissato in L. 2.500 (duemilacinquecento) per ogni pagina in piu; 
comunque, l'ampiezza delle singole Note non potra olfrepassare le otto pagine. 

In linea di massima, non e ammessa la suddivisione di uno stess.o lavoro in piu Note 
consecutive da pubblicarsi a bre'vi intervalli di tempo. 

3. Le Note di estranei all'Accademia debbono essere presentate da Soci, che ne assu­
mono naturalmente la responsabilita. Gli estranei possono pubblicare nei << Rend_iconti » . 
di Scienze fisiche sino a tre Note per ogni volume semestrale, ma non piu di una per ogni 
fascicolo mensile. 

4. E indispensabile che i manoscritti siano consegnati, od inviati esclusivamente alla 
<< Cancelleria >> dell'Accademia; che siano· redatti nella ·forma. definitiva, possibilmente datti­
lografati, oppure scritti in calligrafia ben chiara; essi dovranno sempre contenere l'indirizzo 
completo dell'Autore. . 

Nella revisione delle bozze sono da evitare le correzioni << straordinarie >> (cioe, quelle 
che corrisp.ondono .a modificazioni del testo primitivo); le maggiori spese di stampa, even­
tualmente addebitate dalla Tipografia per questa ragione, saranno a carico degli Autor/. 

5. Gli Autori sono pregati di restituire le bozze corrette (ed ii relativo manoscritto) 
entro sei giorni (indirizzando esclusivamente alla << Cancelleria >> dell'Accademia). 

Non si inviano seconde bozze, a meno che l'Autore ne faccia, caso per caso, esplicita 
richiesta. In questo caso, pero, la pubblicazione del'lavoro subiragli inevitabili ritardi de! caso. 

6. Se il lavoro da .pubblicare e illustrato o completato da figure o ta vole fuori testo, 
e indispensabile che i relativi di.segni o fotografie vengano consegna,ti· insie_me al manoscritto 
e redatti in forma tale da consentirne senz'altro la riproduzione. · 

Nei riguardi delle Note si raccomanda di evitare le figure a colori e quelle che richitt­
dessero speciali qualita di carta per la tiratura. L'Accademia assume a suo carico le spese 
di riproduzione sino ad un 'massimo di L. r.500 (mille e cinquecento) -per ogni Nota. 

7., I Rendiconti non riproducono le discussioni verbaii che si fanno nel seno dell'Acca­
demia; tuttavia, se i Soci che vi hanno preso parte, desiderano ne sia fatta mensfone, essi 
sono tenuti a consegnarne al Segretario, seduta stante, il testo. 

8. Le Note che oltrepassino.i limiti indicati al pun to 2 e le Memorie propriamente dette, 
sono senz'altro iscritte nei volumi accademici se piovengono da Soci o da Corrispondenti. 
Per le Memorie presentate da estran,ei, la Presidenza ndmina una Commissione la quale esa­
mina il lavoro e ne riferisce per iscritto in uria prossima: tornata della Classe, concludendo: 

a) con una proposta di stampa in. esteso o in sunto nelle Mem_orie accademiche; 
b) colla proposta di far conoscere alcuni risultati o considerazioni contenute nel lavoro; 
c) con un ringraziamento · all'autore; · 
d) con la semplice proposta dell'invio del lavoro agli archivi dell'Accademia. 

La Classe e tenuta a pronunciarsi sulle proposte :della Commissione. 
9. L'Accademia fomira agli Autori, in prosieguo di tiratura, n. 50 estratti gratuti 

senza copertina, ai Soci, e n. 30 estratti gratuiti, senza copertina:, agli estranei. Gli Autori 
potranno avere n. 50 estratti in piu a pagamento, secondo la tariffa speciale riprodotta in 
calce (1). Per gli estratti con tiratura a parte che gli Auteri desiderassero, oltre quelli. con­
cessi da!l'Accademia, essi dovranno trattare direttamente con la tipografia Bardi (Roma -
S~!ita dei Crescenzi, 16). 

(1) Per n. 50 estratti, in piu: 
Pagg. 16 (senza copertina) 

)) 8 )) » 
. >) 4 )) >>. 

Copertina (la stessa de! fascicolo) . . . 
Copertina speciale (col titolo del lavoro) 

L. 610 
)) 325 
>) I.90 

)) 550 
)) 2.150 

Roma, 1956 - Dott. G. BARDI, Tipografo dell'Accademia Nazionale dei Lincei. 



Dai « Rendiconti dell'Accademia Nazionale pei Lincei » 
(Classe di Scienze fisiche, maternatiche e naturali) 

serie VIII, vol. XXI, fasc. 3-4-Ferie e 5 - Novembre 1956 

Matematica. - Una questz"one di approssimazz"one dz"ofantea e 
una proprz"eta caratteristica de£ numeri , quadratz"ci. Nota I C*l di 
CoRNELIS GERRIT LEKKERKERKER, presen tata dal Socio B. SEGRE. 

r. Recentemente M. Cugiani CI) ha studiato la distrihuzione, sopra l'assc 
reale, dei punti P di ascissa 

r 2 -s2 oc 

dove oc e un fissato numero reale positivo, mentre r ed s percorrono, indipen­
dentemente l'uno dall'altro, l'insieme <lei numeri interi. lndicando con I (1X) 
l'insieme di quei punti P e con 

(1) v~ = [ao' a, ' a. ' ... ' an ' ... ] . 

lo sviluppo di Voc in frazione continua regolare, i risultati principali di tale 
Autore possono venire enunciati come segue: 

L'origz"ne e un punto di acczt1nulazione da destra di I (oc) se, e soltanto se, 
la successione a0 , a 2 , a 4 , • • • non e superiormente Nmz"tata; se questa condz"­
zione e soddisfatta, l'insieme I (oc) e denso_ su tutto z"l semiasse a destra dell'ori­
gine. A nalogamente, l' orzgz"ne e un punto di accumulazione da sinz"stra dz" I (IX) 
se, e soltanto se, la successione a, , a3 , a5 , • • • non e superi"ormente Hmz"tata, e 
l' insieme I (IX) e denso su tutto ii semiasse a sinistra dell' orzgine se vale que­
st' ultima condz"zione. 

E pero piu difficile dare informazioni sulla densita di I (oc) sui rispet­
tivi semiassi, se le sottosuccessioni dei quozienti parziali rela tivi alla (1) 
sono superiormente !imitate. 11 Cugiani dimostra soltanto in proposito che 
ognuno degli z"ntervalli (o, 2 v; + 1) e (- 2 Vex - I, o) contiene allora sempre 
almeno un punto di accumulazione di I (oc). Nel presente lavoro ci propo­
niamo di continuare lo studio dell'insierne I (a) nel caso che la successione 
a 0 , a, , a2 , • • • sia superiormen te limi ta ta. 

Porremo Voc = 6. Prima di enunciare i teoremi a cui giungeremo in 
questa Nota I ed in una successiva Nota II, vogliamo introdurre un certo 
insieme, J (6), legato strettamente all'insieme I (1X). Consideriamo un punto, 
di ascissa x, che sia di accumulazione per I (oc). Allara esiste una successione 
(r,, s,), (r2 , s 2), (r3 , s3) ,· • • di coppie di interi non nulli tale che 

(2) 

possiamo supporre, senza limitazione sostanziale, rn >o,sn >o (n= I ,2, 3, · · ·). 
Evidenternente si ha lim r,. = lim s,. = oo, ed inoltre: 

n~oo n • OO 

2 • 2 2 2 0· 2 (" rn 0) ( r,, + 0) > ( rn 0) r,,-Sn IX= rn-Sn = S,, Sn- Sn r,, Sn Sn- · 

(*) Pervenuta all'Accademia ii 25 agosto 1956. 
(1) Si veda: M. CuorANI, Sopra una questione di approssimazione diofantea non lz"neare, 

<< Bollettino della U.M. I.» (3), IO, 489-497 (1955). 
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Quindi abhi:mw, in virti'1 ch-Ila 2 ,, 

0\ o, 

.. , \ 
\ .. ), 

'3', lim s: t r'n () i , ! 
J! ~.·"'\) s,,. 

Invcrsamcnk, dalla 'd segue Lt 
l'in,-it•mc dei pun ti di ascissa 

! rnl idic·remo d 'orn m poi con J (0) 

don' r c s pcrcorrono, indipendentemente 1\mo dall'altro, !'insicnw dei 
numcri interi positi,·i. Indidwremn poi con I' (et.\ l'insicnw derivato di I (.et.) 
::cioi.: l'insicme dei punti di accumulaliorw di I :'et.\1 , ed analogo significato 
avrh r ,0:,. Al!ora la proprieta dim1)Strata sopra vicnc rsprcssa cosl ,,con 
notazionc o\·,·ia'1: 

Supporrcmo sc-mpn' chc O s1a un numero itnz::im1,.d/: positivo ta!, cite 
l'insieme i!ti quozi,:nti p,1rzitrli ndlo svilup,n,i ,.1) sia s11p,•no1m,·11!t' limit,zta. 

Possiamo ora enunciare i l seguente 
TEOREl\!A A. - Condiziont nccessaria ,· suj/io·o,t,· p,rd:,; l'insione J' \(fi 

sia discrdo e die O sia un numero quadratito. 
Com'ti noto, un numero irrazionale O risulta quadraticn sc, e soltanto 

sc, lo sviluppo di O in frazione continua regolare i.: pcriudic,.1 da un certo 
indice in poi. II teurema .A ci fornisce una proprietii. cara tkristica assai di versa 
dei numeri quadratici; essa pub esprimcrsi anchc cml: in ogni intervallo 
finito, cadc soltanto un nunwro finito di punti di accumulazionc di J (0). 

In virtt1 della (41, ii teorema A puo anche cssere formulato mediante ii 
TEOREMA B. - Condizioue n,'cessaria ,. su//ici,•n!t: a!Jinth,1 l'insi,·mc I' (et.) 

si,i discreto e dli: 0( sia il quadrato di un numero quadratfro. 
Esistono numeri 0 del tipo considerato per i quali l'insiemc J' (0) c 

ahhastanza ricco. Naturalmentc, in forza dei risliltati menzionati sopra, l'ori­
gine e sempre un punto isolato dell'insierne J (0). Yale, pen\ ii 

TEOREMA C. ·- Sia k un numero irdero 2; 6. A!lora ,:sistono nwneri 0 
aventi le dut segu.ent£ proprietit 

Ia l'insiemt J (0) J denso su!l'asse rea!e al dz" juori dd!'interz,aflo 
(- 1/k, 1/k); 

2" if 11um,·rn O ammdte uno svilupj>o in fra,,ion,· (ontinu,1 r<1;ol,1r,· 

{) =~ [a" ' Ii' ' a, , ... , iln ' •. • I, 

dove a,, ~ k -- I per n == I , 2 , · • • 
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In modo ovvio, questo teorema potrebbe anche essere formulato con 
riferimento ai numeri oi: ed agli insiemi I (oi:). 

2. Useremo in seguito le seguenti notazioni: 
k denota un numero intern positivo; 
a e b designano numeri interi con a~ I , b ~ o; 
L (k) e l'insieme dei numeri O > o aventi uno sviluppo 111 frazione 

continua regolare 

(5) 0 c=.c.: \ao ' a, ' a2 ' ... ' a" ' ... J ' 

dove an ~ k per n = I , 2 , 3 , · · · ; 
p0 /qo, p,/q,, P2/q2, · · · indicano le ridotte dello sviluppo (S); 
a:, a~ , a:,··· denotano i quozienti completi dello sviluppo (5), defi­

niti cosl: 
(n = 0 , I , 2 , · · ·) . 

Dimostrercmo successi vamen te la sufficienza e la necessarieta della con­
dizione che apparc nell'enunciato del teorema A. A tale scopo premetteremo 
vari lemmi, anzitutto il segucnte che in un certo senso e una generalizza­
zione di un noto teorema sulle ridottc Pn/qn (2 ): 

LEMMA r. - Siano y un numero positivo e O un numero di L (k), e siano 
r ed s interi positivi. Supponiamo che 

(6) e 

A!!ora esz'stono un intero posit£vo n e due numeri interi a e b, tali che: 

r = ap,,_:, +· bPn--2 (7) 

(8) a ;;::; I , o ~ b ~ a ~ c (k, y) = 2 V (y (k + 2) 3 • 

(Ne! caso che sia n °= I, si assuma P-, = I , q_, = o). 
Dimostrercmo poi ii teorcma C; la dimostrazione sara basata essenzial­

mente su un risultato di M. Hall (3), che vogliamo cosi enunciare: 
LEMMA 2. - Ogni numero ne!l'interva!!o cV2 - I '4 V2 -4) puo scriversi 

come la somma di due numeri di L (4) compresi fra o e I. 

3. DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA I. - Consideriamo dapprima i quozienti 
parziali a;,. Siccome a,, ~ k per n ;;::; I, valgono le segucn ti disuguaglianze 

a: > an + k -~ 1 ( 

(n = 0 , I , 2 , · • ·) . 
• I I 

an< a,, + I-~ 1/(k + 1) = an + I - ·.r+-z I 

(2) Si veda acl esempio: HARDY & WRIGHT, An introduction to the theory of numbers, 
Oxford (1945), teorema I 84, p. 1 52. 

(3) M. HALL, On the suin and product of continued fractions, << Annals of Math.>>, 

48, 966-993 (1947). 
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Ne segue per n ~ I 

I I I I I > I 

-a-;;--·a: >a,;-an+1/(k+1) > (k+1)an(an+1) (k+2)3 

_1._ ____ l __ > I . __ I_> I >---I __ _ 

a:, an+I a,,+1--,t/(k+2) a,,+1 (k+2J(a11 +1) 2 (k+:2)3 

Ahbiamo dunque 

(9) 
I I I I I 

an+ I + (k + 2)3 < a; < -;;;:- (k + 2)3 
(n =I, 2, • · · ). 

Per n = o si ha a0 + 1/(k + 1) < 0 = a;< a0 + I - r/(k + 2); se ne 
deduce, in virtu della prima relazione (6): 

(10) 

Cio ci dice che, negli sviluppi dei numeri 0 e r/ s in frazioni continue rego­
lari, gli zeroesimi quozienti parziali coincidono. Denotiamo con n l'indice 
massimo tale che in questi due sviluppi i corrispondenti quozienti parziali 
coincidano fino all'indice n- I, tale che cioe Pofqc, p,/q, '. -. 'p,,_,/qn-, siano 
ridotte anche per il numero r/s, mentre Pn/qn non lo sia. Allara, dalla teoria 
delle frazioni continue, segue che si puo scrivere 

r = ap,,_ 1 + bp,,_ 2 s = aq,,_, + bq,,_., 

dove a e b sono certi numeri interi con a~ I , b ~ o. Valgono inoltre le 
relazioni 

e = a:Pn-, + Pn-• a: q,._, + q,._. 
r a*~Pn-, + .Pn-• 
s - a•: q,,_, + q11 _ 2 ' 

dove a: e a•: sono quozienti completi degli sviluppi di 0 e r/s in frazioni 
continue. Sottraendo queste due equazioni a membro a membro, troviamo 

0-.!:...= (a:-a•:)(j,,_,q,,_,-p,,_•qn_,) 
S (a:qn-x +qn-2) (a*;qn-1 +qn-2) -

(- I)" (a~ -a*;) 
--;--,:-----,----~------

(a:q,,_, +q,,_ 2 )(a•:q,,_ 1 +q,,_ 2 ) 

e quindi 

I I ( )"(e r) ( qn-• ) ( q,,_•) -;;_..--7 = -I -s q,,_, +-.- q,,_, +-.-.-. 
n n an a n 

Infine sappiamo che p,,/q,, none una ridotta per ii numero rfs. Ne segue 
che a•: non e contenuto nell'intervallo (a,, , a,, + 1). Quindi abbiamo, per 
la (9), 

l r I j 1 
a•: - a~ > (k + 2)3 ' 
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eppertanto, facendo uso della seconda rclazione (6), 

-10 -- r I · c· + )2 < ( <J,,_l )2 
<-.._ S qll-- l q,,_, 4 y --··S·••-- J 

donde 

Allora e anche aqn-, < 2q,,_, VY (k + 2)3, ossia a< 2 Vr(k + 2)3• Cosl il 
nostro lemma e dimostrato. 

4. Ricordiamo che J (0) c l'insieme dei pun ti di ascissa s2 ((r/s) - 0) 
(r e s interi positivi). Introdurremo ora certi insiemi ]a,b (0). Fissati a e b, 
indicheremo con ]a, b (0) l'insieme dei pun ti di ascissa 

y y(a,b) ( + b )•( afin-, + bj),._, _ 0), 
':,n = 'on = aq,,_, q,,_, a + b qn-, q,,_, 

dove n percorre l'insieme dei numeri interi ~ 2. 

Sia y un numero positivo, fisso. Consideriamo le frazioni r/s per le quali 
J s2 ((r/s) - 0) I < y. Sol tan to per un numero finito di tali frazioni vale la 
disuguaglianza I (r/s) - 0 i ~ (1/k + 2) o valgono le relazioni (7) e (8) con 
n = I. Dal lemma I, segue quindi il seguen te 

COROLLARIO. - Siano dati y > o e 0 EL (k). Allara l'intersezione del­
l' insieme J (0) e dell' intervallo (- y , y) e contenuta, salvo un numero finito 
di punti, nell'unione deg!£ insiemi ]a,b (0) con b ;;;;; a;;;;; c (k, y). 

(rr) 

5. Faremo spesso uso de! seguente 
LEMMA 3. - Abbiamo 

(a b) (a-·- ba,:) (a+ b/A,, _ 1 ) 

~" = ~"' = (- I)" a• + I(A ----- - -- (n ~ 2 , a~ I , b ~ o), 
n n-1 

dove An-, e definito dalla relazione 

(I 2) (n = I , 2, · · ·). 

Infa;tti, 

aq,, _' + bq,, _, ( b *) ( p ) =-.--·--+----a-a,, p,,_,q,,_,- ,,_,q,,_, 
a,, q,,_, q,,_, 

( a* )-I 
= (- I)" ( a - ba;,) . --: + X ' 
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dove 

poiche 

quindi 

a~ qn-, + qn-2 
x= aq,,_, + bq,,_ 2 

a-ba~ 

- -a (b + a).n_,) 

a* n -----
a 

(a-ba:) q11 _ 2 

a (aqn-, + bqn_ 2 f 

q,, _ I [ ] ~ • -- === an-I, an-2 ,•.•,al =An-I, 
q,,_2 

onde segue l'asserto. 

6. Considereremo anche gli insiemi derivati ]~,b (0), per quali e ora 
facile dimostrare ii 

LEMMA 4. - Valgono le tre seguenti proprieta: 
Ia J'(6)= UJ'a,b(O)= U J~,b(O); 

a, b a, b 
b~a 

za ogni insieme ]a,b (6), e quindi anclze ogni insieme J;,,b (0), e limitato; 
3" J' (6) e discreto se, e soltanto se, ogni insieme J~. b (0) e finz'to. 

Infatti, sia x un pun to di accumulazione di J (0), x E J' (0), c poniamo 
y =[xi+ I. Allora x e anche punto di accurnulazione relativo all'interse­
zione di J (8) con l'intervallo (-y, y). Segue dal corollario ottenuto nel 
n. 4 che x c pun to di almeno un.o degli insiemi J~. b (0) con b ~ a. 

Poiche d'altro can.to, ogni insieme ]a, b (8) c evidcnterncnte contenuto 
nell'insiemc J (0), ne risulta la propricta ra. 

Fissati a e b, e siccome An-,~ I ea:> r, si ricava su!Jito dal lemma 3 
che l'insieme dei numeri t, = ~;~·b) e limitato. Vale dunque la proprieta 2a. 

Se J' (0) e discreto, allora l'intersezione di ]' (8) con un intervallo fi.nito 
e finita. E pure finito ogni insieme ]~,b (8), in virtu della propricta 2a gia 
dimostrata. Inversamente, se ogni insieme J~,b (0) e finito, allora J' (0) e 
discreto, in virti:1 de! corollario de! lemma r e de Ila proprieta 1 a. Cosl anche 
la proprieta. 3a e dimostrata. 

7. Otterremo la prima parte de! teorcma A (enunciato nel n. r), stabi­
lendo il 

TEOREMA I. - Se O e 1m numero quadratico, allora l'insienze J' (0) e 
discreto. 

Infatti, la frazione continua [a0 , a, , a,,•••] e perioclica da un certo 
indice no in poi, e la successione dei quozienti completi a;, e periodica a 
partire dallo stesso indice. Quindi i numeri a: prenclono soltanto un numero 
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finito di valori divcrsi. Inoltre, ogni numcrn A,, .. _, e sviluppabile in frazione 
continua, rcgolare, finita, la quale e puramente periodica sc si fa astrazione 
dagli ldtimi n0 quozicnti parziali; al variare di n, il pcriodo e sempre lo 
stesso a meno di una perrnutazione ciclica. La successione dci nurncri A,,-, 
ha dunque soltanto un numero finito di punti di accumulazione; e possiamo 
aggiungere che questi punti di accumulazione corrisponclono biunivocamt'nte 
ai valori di a;, per n ~ n 0 • 

Daile osservazioni fa tte, e dal lemma 3, segue ora che, fissa ti a c b, 
la successionc dei numeri C:,, = (\;·•) ha soltanto un numero finito di punti 
di accurnulazione. In altre parole, ogni insieme J~.b (0) c finito. Allora ii 
lemma 4 ci dice che l'insicme J' (0) e discreto. Resta cosi dimostrato il 
teorema r. 



Matematica. - Una questz"one di approssimazione diojantea 
e una proprieta caratteristz'ca dei numeri quadratic£. Nota II <*l di 
CORNELIS GERRIT LEKKERKERKER, presentata dal Socio B. SEGRE. 

8. Per poter procedere ci occorrono ancora due lemrni, che stabiliremo 
questo numero e nel numero successivo. 

LEMMA 5. - Siano k e n interi positivi. Allara esiste un numero positz'vo 
e: = e: (n, k), dipendente solo da n e k, tale che vale la seguente proprz'eta. 

Siano ~ e 'f) due numeri positivi, i cui sviluppi in frazioni continue 
regolari siano dati da 

~ = [b0 , b, , b2 , • - ·] 'fj = [c0 , C, , C2 , • • ·]. 

Sia ~ un numero di L (k) e sia f ~ - 'lJ I < z. Allara si ha 

bv = Cv per v = O , I , 2 , • · · , n - I . 

Indichiamo con tm/u,,, le ridotte della prima frazione continua e con 
b:,, i quozienti completi di questa (m = o , I , 2 , • • • ). Abbiamo per un n 
comunque assegnato 

b* 
~ = [bo ! b, > b2 ,· '·, bn-1) b;,] = ,,t,, 

Un- x-+-un-2 

cd e inoltre r + 1/(k + r) < b: < k + r. Un numero positivo ·fJ soddisfera 
all'asserto, se possiamo scrivere 

'lJ = [bo, b,, b2, · · ·, b,,_, , x] , dove x > I, 

(*) Pervcnuta all'Accademia il 25 agosto 1956. 



Lincei - Rend. Sc. fis. mat. e nat. - Vol. XXI - novembre r956 
-----·--- ------------· 

e cioe SC 

Osserviamo dapprima che e: u,,. _ 1 < (k + I)". Consideriamo poi la fun­
zione r.p (x) data da 

l 
r.o (X) = ----- ---• 
' Un-I (xun-, +un-2) 

Essa e decrescen te per x > I, e si ha 

r.p (I)- r.p (r + r/(k + r)) > k:r { (r + r/(k + r)) Un-, +un-• }-• 

__ _r_\_. k+1 _/ 2 > J >I(k+r)-(2n+1) 
--k+1/(k+z)un-,+(k+r)un-2)\ 9 (k+r)u:_, 9 ' 

I I ) r.p (k + IJ-r.p (oo) = r.p (k + r) >----> --(k + r)-<2 n+ 1 • 

(k+z)u:_, 9 

Ne segue che, se y e un numero reale per cui si abbia 

[ r.p (b:) -y [ < ¼ (k + r)-(2n+1)' 

esiste un numero x > I tale che y = r.p (x). Da cio segue il lemma, con 

c: (n, k) = _I_(k + r)-C2 •+ 1 l. 
9 

9. LEMMA 6. - Sia 0 un numero di L (k), 0 = [a0 , a, , a2 , • • ·]. Suppo­
niamo che la successione { a: } abbia soltanto un numero finito di puntz" di 
accumulazione. Allora la frazione continua [a0 , a,, a2 , • • ·] risulta periodica 
da un certo indice in poi. 

Siano p, , p2 , • • ·, pg, distinti fra loro, i pun ti di accumulazione della 
successione { a;}. Gli sviluppi dei numeri p; in frazioni continue regolari 
siano da ti da 

P, = lb, 0 , bII, b,2, · · ·],···,pg= lbg 0 , bg,, bg 2 , • • • J. 

Nessuna di queste frazioni continue e fi.nita, poiche ogni p; e il limite di 
una certa successione di numeri appartenenti a L (k) ed e quindi anche 
un numero di L (k). Ovviamen te p; ~ r, e quindi b,-0 ~ r per z· = r , 2 , • • •, g. 

Sia ora m un intern positivo ~ g, tale che le frazioni continue finite 

[b,o, b,, 'b,., ... , b,,m-,],' .. ' [bgo, bg,, bg., ... , bg,m-,] 

siano distinte fra loro. Poniamo c:0 = c: (2 m, k) dove il numero c: (2 m , k) 
si determini col lemma 5 (n. 8). Sia poi n0 un intero posi tivo tale che, per 
ogni indice n ~ n 0 , la differenza fra a: ed almeno uno dei pun.ti di accu­
mulazione p; sia minore di c: 0 • Allora ad ogni n ~ n 0 si puo associare un certo 
indice i = i (n) ~ g in modo che si abbia 

(14) [ a; - Pi(n) [ < Eo • 
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Dalla (14) segue, per la definizione di e:0 , che certamente i primi m quo­
zienti parziali corrispondenti negli sviluppi di a:, e P,<,,l in frazioni continue 
regolari coincidono. Di conseguenza, per ogni n ~ n0 l'indice i (n) e deter­
minato univocamente. 

Consideriamo ora i g + I numeri n = n0 , no + I , · · · , n0 + g. Ad almeno 
due di questi e associato ii medesimo indice i (n); sia i (n,) = i (n, + p) = j 
dove n0 ~ n, < n, + p ~ n0 + g. Allora abbiamo 

I a:, - Pi I < E:o e 

mentre I ~ p ~ g ~ m. In conseguenza ancora del lemma 5, e per la defi.­
nizione di e:0 , abbiamo dunque 

an,+l = bjt e a,.,+P+I = b11 per l = o, I , 2, · • ·, 2 m - I , 

e quindi 

(I 5) an,+z= a,.1 +p+l per l= o, I, 2 ,· · ·, 21n- I. 

In particolare, 

(I 5') an,+l = an,+P+l per f = 0, I , 2, · · ·, p - I ; 

si ha poi 
a,,,+p+z=an,+•ft+l per l=O,I,2,···,1n-1, 

m quanta p + m - I < 2 m - I; ne segue che dev'essere 

i(n, + p) = i(n, + 2p) =j. 

Puo infi.ne ripetersi indefinitamente lo stesso ragionamento, sostituendo sol­
tanto n, conn,+ p, oppure con n, + 2 p, e via dicendo. Di conseguenza abbiamo 

i (n, + sp) = j per s = o, I , 2, · · ·, 

a,,1 +,p+1=a11,+1 per l=o,1,2, .. -,p-1 e s=0,1,2,••·. 

L'ultima relazione fornisce l'asserto. 

10. Siamo ora in grado di dimostrare anche la scconda parte del teo­
rema A (enunciate nel n. 1), ossia di stabilire il 

TEOREMA 2. - Se J' (0) e discreto, a!lora 0 e un numero quadrati'co. 
Dal lemma 4 segue in tan to che ogni insieme J~,b (0) e finito. In parti­

colare, faremo uso della finitezza degli insiemi J;,, (0) e ]~,, (0), i quali 
consistono rispettivamente dei numeri ~(, ,,) e ~<•,,). 

n n 

Supponiamo che la successione a~, a;, a;,••• abbia un numero infinite 
di punti di accumulazione. Allara esistono infinite successioni crescenti di 
numeri interi positivi 

{n(z', 1),n(z",2),··•,n(z',j),···} (£ = I , 2, · · • ), 

tali che: 
1° la successione dei 

tende a un certo limite tX, per 
2° la successione dei 

tende a un limite tX 2 ; 

numeri (- r)"(i,i) ~(x,'.). 
n (,,;) , 

n (i,j) • oo; 
numeri (- r)"U,il ~<•,~>. 

n (,,;)' 

con i , j = I , 2 , • • • , 

con £ , j = I , 2 , • • • , 



21io 

_,,> fi~sato i arbitrasiarncntc, ia succe~~itiHC •:· {;: 1,., 1 

!n H1t)do ch(' i nurneri P1 ~ p,, ~· · · ri~tdtano dist.inti ;:ra di 
Si ha dunquc 

lin1 a:, u . .iJ =, p, 
!-), ',X; 

lim 
i-~ ex, 

lim 
_ __--: ... ,'.'Ii.; 

· ,,(t, 1l v\·;, 1\ 

.,, l•. J) 

,...U, y\:, 1'1 

"'n fl , .. 1) 

ha w1 lirnite, 
!nrn. 

I , 2 , .. · 

l nunwri .::, .11 I , 2, e p, (I 1 , 2, · · · appartengonn tutti a L /:.\ 
,. son,i quindi irrazionali; i numcri (.( 1 c x, suno finiti e non nulli, per ii lemma·+ 
c i risuitati de! Cugiani richiamali nd n. 1. 

Applichiamn ora il lemma 3, con a = b c-c.~ 1. Tro\'iamo che, per i fis­
~a!o, risulta 

Jim (I ---· ,1:U.i) 
i-:;;. X 

c quindi anche 

1in1 (I--~- Pi) (I -i-- I(An(i,j)----1) (Pi -f··- I/).,.(i,J)-- 1\-r - ct 1 

j • c".'v 

Si ha dunque 

lim 
l-+ oc, 

= -r,, dove 

(i ) 2 '' .. ). 

(ic,-cJ,2 

Applicando di nuoyu il lemma 3, con a = 2 e b l, trn\·iamo che e anche 

\, i :::-·~- I , 2 , · · · \ 

:\bbiamn cosl ottenutu due relazioni col!eganti i limiti p, e -r1 ; eliminando 
fra essc -:-, , si rica va: 

,:x, - ·- x, ·· -· 1)x; +- (2 x, --- r)x; -+- ot 1 ~ o, con .r, -"' 1 ·p,- U =, 1, 2 ,· · ·). 

Dunque, nell'ipoksi fatta, l'ultima relazionc- sarcbbc suddisfatta da un 
numero infinito di distink x,, cio che c as:,;urdo. Pcrtantn la succc:,;sione 
<1;, ,,; , a: , · • • non puo che avere un nunwro finito di pun ti di accumulazione. 

lnfine ii lemma 6 (n. 9·: ci garantisce ia periodicita dd!a frazione con­
tinua O = [a,,, <1 1 , a,,•••]. Quindi O e un numcr1) quadratico, cii:i clw com­
pkta la dimustrazion.e dd tcorema. 

I I. Passiamo da ultimo a stabilire ii tcurcma C ,ymmciato nel n. 1). 
Sia Oun numero di L,k-- 1) e consideriamo l'insicnw J,, 0 (0) quak risulta dal 

b " -j• ,· \ d , _ . ,- __ y(1,o) _ o ( 1 n-r .. (')) '. _ , \ ,\ J' n.4,t,,tOCJOC a1nun1en.,,,--·½n -qn--,,--;;n-~;-·-- _,n--2,,,,···.:··"'.\.PPl-

cando a questi ii lemma 3, con a == I e b = o, ritroviamo la nota rdazione (4) 

, 16; ~,, = q~- I ( ~~'='-- - o') == • ;-_:::~" 
\ q ,t - l / a,, -;- l ! ).n -- I 

(n-'-' 2, 3, • - • ). 

(4) Si vcda ad e,,empio: 0. PERRO:-;, Die Lehrc von den Kdtm/iri2d1en, Teubner 
:1913), p. 5:, r. 4. 
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Faremo vedere che il numero 0 puo essere scelto in guisa che l'insieme <lei 
punti di ascissa (- 1)n (a:+ 1/"'An-,) sia denso su amb.edue gli intervalli 
(- k , - k/4) e (k/4 , k). Indicheremo tale insieme con G = G (0). 

Sia x un punto arbitrario nell'intervallo (k/4, k). Defi.nito il numero 
intero C mediante le Vz - I < X - C ~ V 2, si ha k/4 - C ;::;;; V2, e quindi 
c ;;:;;; k/4 - Vz, sicche c ;;:;;; I; similmente si vede che c ~ k - cV 2 - I), onde 
c ;::;;; k- I. Al numero x -c possiamo ora applicare il lemma 2 (n. 2); cosi 
troviamo che il numero x puo venir scritto nella forma 

x=x'+x'', 

dove x' ed x" sono due numeri di L (4) con c < x' < c + I e o < x" < 1. 

Ovviamente, x e punto di accumulazione di G (0) se esiste una successione 
crescente di indici pari n, , n2 , • • •, n,, · · ·, tale che si abbia 

a:. • x1 

' 
per i-+ oo. 

Dimostreremo anzitutto che ogni numero x dell'intervallo (k/4, k) gode di 
questa proprieta, e tratteremo in modo analogo l'intervallo (-k, - k/4). 

Sia m, , m,, • • . , m;, • • • una successione crescente di interi positivi. Per 
i;;:;;; I, siano B, (1), B; (2), • • •, B; (4m•) gli aggregati di m; interi positivi, 
tutti ~ 4. E immediato come si possa costruire una frazione continua tale 
che ognuno degli aggregati B, (}), con I ~ j ~ 4"'; e z" ;;:;;; I, appaia come 
successione di m, suoi quozienti parziali consecutivi; basta mettere l'uno 
dopo l'altro, in un qualunque ordine, gli aggregati B, (j). Si potrebbero 
anche inserire fra due aggrega ti consecu ti vi al tri in teri o aggrega ti. A noi 
occorre considerare una frazione continua regolare 

(17) [ a,o , a, ' a. ' . . . ] ' 

che rappresenti un numero di L (k- 1) e goda della seguente proprieta. 
Scelti a piacere il numero a= ± I e quattro interi positivi c, i ,j ,}', 

con I~ c ~ k- I ,j ~ 4"'• ,j' ;::i;; 4m, e i;;;;; I, esiste un indice 

n = n (er, c, i ,j ,f) > m,-

tale che si abbia: 

(- 1)n = er, an = C; 

(an+,, an+•, · · ·, a,.+m.) sia l'aggregato B,- (j); 
' 

(an-m,, an-m;+' ,···,a,._,) sia l'aggregato B; (/). 

Osserviamo che l'insieme di tali frazioni continue ha la potenza del continua. 
Riferiamoci ora a due numeri arbitrari x' ex" di L (4) con c < x' < c+r 

e o < x" < I, dove c sia uno dei numeri r , 2 , • • . , k + 1. I loro sviluppi 
in frazioni continue regolari siano dati da 

x' = [c , b, , b. , • • •] x" = [o , c, , c2 , • • • ]. 

Per ogni i ~ I, siano B, (j;) l'aggregato (b,, b2 ,. •., bm), B, (j;) l'aggregato 
(cm,, cm,-,,···, c,), e si ponga n; = n (1, c, i ,j; ,j;), n; = n(-1, c, i ,j; ,j';), 
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Allara, nclla suddetta frazione continua [a 0 , a, , a2 , •. • ], i quozienti parziali 
an, e an;- sono prcccduti dall'aggregato (cm,, c,,,1 _ 1 ,· • ·, c,) e seguiti dall'ag­
grega to (b, , b2 , • • ·, b,,,,.), men trc a,,,.= a,,; = c , n,- e un numero pari c n'; e 
un numero dispari. Ne segue fra l'altro, siccome mi-+ oo per i -+ oo, che 

Jim. a;,_= lim a;,,= [c, b,, b2 ,· • •] = x' 
• ! . I, 
z--->-00 t-+N 

C 

Jim 1/"-11--,= lim I/A11 '._ 1 =[0,c,,c2 ,···]=x". 
:·• oo t i • oo t 

Quindi, poichc gli indici n; sono pari e gli indici n;- sono dispari, 

lim (- Iti(a:. + I/A,..-,)= x' + x" , 
i _,,.. 00 i i 

_Jim (- I)";•(a;,i+ 1/A,,i_,) = -(x' -f-x"). 
,.+ 00 

Daile cose dette segue che, se 0 e il numcro di L (k - r) rappresen­
tato dalla frazionc continua (17), ogni pun to dcgli intervalli (- k, --k/4) e 
(k/4, k) e di accumulazione per G (0). Ne segue chc l'insieme J1 , 0 (0) e denso 
sugli intervalli (- 4/k, - 1/k) e (1/k, 4/k). Ora, se y e un punto di J (0), 
tale e pure ogni punto m 2 y, dove m denoti un qualunque intern positivo. 
Quindi J (0) e denso sull'asse reale al di fuori dell'intervallo (- r/k, 1/k), 
cio che completa la dimostrazione del teorcma C. 

Roma, 1956. - Doti. G. Bardi, Tipografo dell'Accademia Nazionale dei Lincei. 
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