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1. INTRODUCTION 

Soit U un groupe compact, et so;t Kun sous-groupe ferme de U. On suppose que (U,K) est un couple 

de Guelfand, i.e., si 'lT est une representation unitaire irreductible de U dans X('ll), la dimension du 
sous-espace Xx('ll) des vecteurs K-invariants de X('ll) est 0 ou 1. Si dim Xx('ll) = 1, on dit que 'lT est 
de K-classe 1, on choisit un vecteur K-invariant ex de norme 1 et on definit la fonction spherique 

4>(u) := ('ll(u)ex,ex), ueU. 

Cette fonction, qui est biinvariante par K, satisfait l'equation fonctionnelle 

J 4><..u1ku2) dk = 4>(u1)4>(u2), u1,u2 eU. 
K 

(1.1) 

(1.2) 

Une classe speciale de couples de Guelfand est donnee par les couples symetriques compacts (U,K), 

oil U est un groupe compact, semi-simple, connexe (et, pour plus de simplicite, simplement connexe) 
et K est le sous-groupe des points invariants par un automorphisme continu involutif () de U. Soient 
u, f les algebres de Lie de U,K, soit 8 aussi I' involution de u induite par I' involution 8 de U. Alors u 
admet la decomposition u=f+i.P par rapport a 8. (lei g:=f+.p est le dual non-compact de (u,8).) 
On choisit un sous-espace abelien maximal aP de .p et on pose AP: = exp(i ap ). Le groupe U admet la 
decomposition de Cartan U =KApK. Par consequent une fonction spherique par rapport a (U,K) est 

Dans le cas de rang 1, i.e. dim aP = 1, CARTAN [2] a deja observe que les fonctions spheriques cf> 
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s'expriment comme des polynomes de Jacobi p~a,/I)(x): 

qi{_exp(i0H0)) = const. p~a,/I)(cos(cO)), (1.3) 

ou Q::/=H0Eap est donne, la constante c depend du choix de H 0, et les parametres a,{J spat determines 
par le couple (U,K). Le polynome p~a,/I)(x) est le polynome orthogonal de degre n par rapport a la 
mesure (1-x)a(I+xf dx sur l'intervalle (-1,1), ou a,{3>-1. Dans le cas de (1.3) l'orthogonalite 
de Schur pour les fonctions spheriques se traduit comme l'orthogonalite des polynomes de Jacobi, la 
fonction de poids (1 - x tO + x f est la partie radiale de la mesure de Haar de U par rapport a la 
decomposition de Cartan et !'equation differentielle hypergeometrique satisfaite par les polynomes de 
Jacobi s'obtient comme la partie radiale de !'equation «Jf/J=A.q,, ou"' est l'operateur de Casimir de U. 

Les cas ou le systeme de racines de (g,ap) est de type BCi ou A2, ont ete etudies dans [14], [15], 
[ 17]. Dans ces cas les restrictions des fonctions spheriques a Ap sont des polynomes orthogonaux de 
deux variables. Par exemple, dans le cas BCi, on rencontre les polynomes orthogonauxp:fY(u,v) par 
rapport a la mesure 

(1-u +v)a(l +u +vf(u2-4v)'Y du dv, -v -1 <u <v + 1, u2-4v >0, v <I. 

Le polynome p:;f·Y(u,v) s'obtient par orthogonalisation de la suite 

l,u, v,u2 ,uv, v2 ,u3 ,u2v,uv 2 ,. .. ,un-kvk. 

Les parametres a,{3,y sont determines par le couple (U,K). Ils s'expriment en fonction des 
multiplicites des racines. Ce n'est qu'un tres petit sous-ensemble de l'espace des parametres qui 
admet une interpretation en tant que fonctions spheriques. 

JAMES & CONSTANTINE [13] ont obtenu des relations similaires entre des fonctions spheriques et des 
polynomes orthogonaux de p variables dans le cas u=o(p +q), f=o(p)+o(q) <p.r;;;;.q). 

Puis VRETARE [24] a demontre que les fonctions spheriques d'un couple symetrique compact quel­
conque de rang I s'ecrivent comme des polynomes orthogonaux de I fonctions spheriques particulieres. 
La mesure d'orthogonalite et le procede d'orthogonalisation sont donnes en terme du systeme de 
racines avec ses multiplicites. 

En comparaison du cas d'une variable la theorie des polynomes orthogonaux de plusieurs variables 
est tres peu developpee, aussi bien la theorie generate que l'etude de cas speciaux. (Un resume accen­
tuant les cas speciaux est donne dans [16]. Dans KOWALSKI [19] ii s'agit d'un travail prometteur pour 
la theorie generale.) Les polynomes de VRETARE [24] sont des exemples non-triviaux de polynomes 
orthogonaux de plusieurs variables analogues aux polynomes de Jacobi. Leur definition s'etend a des 
valeurs des parametres correspondant a des multiplicites de racines non-existantes dans la nature. De 
cette fa~n on attache a tout systeme de racines une famille de polynomes orthogonaux de plusieurs 
variables dependant d'un ou plusieurs parametres qui parcourent un ensemble continu. Cependant ce 
n'est que dans les cas BCi et A2 (cf. [14], [15], [18], (23]) qu'on a beaucoup d'information sur les poly­
nomes a valeurs de parametres sans interpretation en terme de groupes. (V oir VRETARE [25] pour 
quelques resultats partiels.) Meme l'equivalence de plusieurs definitions possibles des polynomes, 
evidente dans le cas des groupes, n'a pas ete demontree en general. C'est pour cela qu'une 
interpretation plus generale en terme de groupes serait tres souhaitable pour ces classes de polynomes 
orthogonaux. 

Une generalisation possible des fonctions spheriques sont les fonctions dites d'entrelacement. Soit 
U un groupe compact, et soi~nt Ket H des sous-groupes fermes tels que (U,K) et (U,H) sont des cou­
ples de Guelfand. Soit 'TTE U et supposons que X('TT) contient des vecteurs unites eK et en invariants 
par Ket H respectivement. (On dit que 'TT est de K-H c/asse I.) On appelle 

(1.4) 

une fonction d'entrelacement de (U,K,H). Cette fonction, qui est invariante a gauche par Ket a droite 
par H, satisfait !'equation fonctionnelle (cf. DUNKL [5]) 

#.u1)#.u3)#.u2) = c j j #.u1hu3 1ku2) dh dk, u1>u2,u3EU, (1.5) 
KH 
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ou c est une constante complexe non-nulle. Si q,(_ e )=FO on peut ramener cette equation, en posant 

U3=0, a 
q,(_ui)q,(_u 2) = c J J q,(_uihku2 ) dh dk, u.,u2 EU, 

KH 

ou c=FO. On peut expliquer la terminologie fonction d'entrelacement en observant que l'operateur de 

convolution fi-+ f*<PA est un operateur d'entrelacement de L 2 ( U / K) sur un sous-espace irreductible de 

L 2(U I H). 
Une classe speciale de tels triples (U,K,H) s'obtient dans les cas ou U est un groupe compact, 

semi-simple, connexe (et de plus simplement connexe) et K,H sont les sous-groupes des points invari­

ants par des involutions commutantes O,a, respectivement. Soit iapq un sous-espace abelien maximal 

de {XEu I OX=-X=aX}, et soit Apq:=exp(iapq). On a la decomposition de Cartan generalisee 

U=KApqH (cf. [12, §6]). Par consequent les fonctions d'entrelacement de (U,K,H) sont 

completement determinees par leurs restrictions a Apq· Dans le cas ou dim flpq = 1, on peut 

demontrer (cf. [12, §11]) que les fonctions d'entrelacement cf> satisfont encore (1.3), ou O=FH0 Eapq est 

donne. Le fait bien connu que les harmoniques spheriques de degre 2n sur la sphere 

sp+q-i=O(p+q)/O(p+q-1) invariantes par O(p)XO(q) s'ecnvent comme des polynomes de 

Jacobi p~%p-l.~q-i) (cf. BRAAKSMA & MEULENBELD [1]) est un cas particulier de (1.3). JAMES & 

CONSTANTINE [13] ont considere le cas u=o(p +q), f=o(p)+o(q), {J=o(pi)+o(qi) (pi +qi =p +q), 

ou les fonctions d' entrelacement peuvent etre exprimees comme des po~omes orthogonaux de 

plusieurs variables. Dans le cas oil p =2, nous retrouvons les polynomes p~:f'Y(u,v) lies au systeme de 

racines BCz. Par suite c'est un probleme nature! que de developper une theorie generale des fonctions 

d'entrelacement des triples (U,K,H) definis ci-dessus, analogue a VRETARE [24]. Ce probleme a ete 

resolu recemment dans la these [11], [12] de l'un de nous. II s'est trouve que toute la theorie de Vre­

tare pouvait etre generalisee de fa90n satisfaisante bien que pas aussi directement qu'on l'avait sup­

pose. Dans le §2 nous donnerons un resume du travail de VRETARE (24] et dans le §3 !'extension de 

HooGENBOOM (12], en mettant l'accent sur les points de generalisation non-triviaux. Le §4 donne la 

forme explicite de la mesure d'orthogonalite des polynomes orthogonaux, le §5 caracterise ces poly­

nomes dans une autre fa90n, le §6 traite le cas ou dim apq = 1 et, finalement, le §7 traite la theorie 

generale des polynomes orthogonaux lies a un systeme de racines. 
Nous terminons cette introduction en mentionnant deux autres raisons d'etudier ces fonctions 

d'entrelacement. On s'interesse beaucoup, en ce moment, a !'analyse harmonique sur les espaces 

symetriques semi-simples, cf. le livre de FLENSTED-JENSEN [7]. La theorie de structure des systemes de 

racines a deux involutions commutantes developpee dans HooGENBOOM [12] est peut-etre utile dans 

ce cadre. De plus les fonctions propres K-invariantes des operateurs differentiels G-invariants sur 

l'espace symetrique semi-simple G / H, qui jouent un role important dans !'analyse harmonique sur 

G / H, sont des prolongements analytiques de fonctions d'entrelacement dans le cas compact. 

2. LA nrEORIE DE VRETARE DES FONCTIONS SPHERIQUES SUR LES ESPACES SYMETRIQUES COMPACTS 

Ce paragraphe est un resume du travail de VRETARE [24]. lei et dans les paragraphes suivants les 

deux livres [8], [9] de HELGASON seront une reference generale pour les resultats inexpliques de la 

theorie de structure et de !'analyse spherique sur les groupes de Lie semi-simples. 
Soit g une algebre de Lie semi-simple reelle, et soit 0 une involution de Cartan de g. Soit g = f + p 

la decomposition en sous-espaces propres de 0 correspondant aux valeurs propres 1 et - 1. Si aP est 

un sous-espace abelien maximal de p, on le peut completer par un sous-espace ak de f tel que 

a:= ak + aP est abelien maximal dans g. ( a est une sous-algebre de Cartan de g.) Soient !Jc, ac les 

complexifications de g, a, et soit 0 l'involution complexe de !Jc qui prolonge l'involution 0 de g. On 

utilise les notations «I> et «I>p pour les systemes de racines de (gc,ac) et de (g,ap), respectivement. On 

pose 

(2.1) 
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Alors <l>C(iak+ap)* et <I>p={a:¥=OlaE<I>}. On definit !'involution T1 de (iak+ap)* par 

(T1A)(H) := -A.(OH), AE(iok+ap)*, HEiak+ar (2.2) 

On etend chaque µEap* a une forme lineaire reelle de iak+ap en posant µ(H):=O quand HEiak. 
Par consequent 

A= 1h(A+T1A), AE(iok+ap)*. 

Choisissons des sous-ensembles <1>+, <I>j de racines positives dans <I>, <I>P tels que l'on ait aE<I>+ 
- + quand aE<I>, aE<l>p . · 

Soit Ge le groupe de Lie complexe, connexe, simplement connexe avec algebre de Lie {Jc et soit U 
le sous-groupe analytique de Ge correspondant a la sous-algebre reelle f+ii> de {Jc. Alors U est com­
pact et simplement connexe. L'involution () de {Jc peut etre levee a Ge et puis restreinte a U. Soit K 
le sous-groupe analytiq_ue de U correspondant a f. 

Le dual unitaire U de U est en correspondance bi-univoque avec !'ensemble des classes 
d'equivalence des representations irreductibles a dimension finie de l'algebre de Lie complexe {Jc. Les 
classes d'equivalence de ces representations sont determinees par leur poids supreme. La collection 
des poids supremes est donnee par 

A+ : = {AE(iok + ap)* I 2(A,a) / (a,a)EZ+ pour tout aE<I>+ }. (2.3) 
A 

On denote par 'IT>. !'element de U a poids supreme A.. 

THEoRilME 2.1 (CARTAN-HELGASON, cf. [9, Theorem V.4.1]). Soit AEA +. A/ors 'IT>.. est de K-c/asse 1 si 
et seulement si: 
(i) A I in. =O; 
(ii) (A,a) / (a,a)EZ+ pour tout aE<I>j. 
(La condition (ii) peut s'ecrire sous la forme AE2Aj, ou AP est le reseau de poids attache a <I>P et Aj 
le sous-ensemble des poids positifs. Nous utiliserons les notations e, e+ pour 2AP, 2Aj .) 

Selon la decomposition de Cartan, U =KAPK ou Ap: =exp(iop)· Soit A.Ee+, soit eK un vecteur uni­
taire de X('IT>..) invariant par K, etsoit ff0,fi.····fd} une base orthonormale de X('IT>..) telle que 

'IT>,.(X)Jj = ~(X)Jj' XEac, j=O, ... ,d, (2.4) 

ou A.o=A. et Ai. ... ,7\JEac*· Alors, par (1.1), la fonction spherique correspondante <PA s'ecrit sur Ap 
comme 

Par suite 

<P>..(e;x) = ('1T>,.(e;x)eK,eK) 

= ~ (eK,fr) (eK,fs) ('IT>,.(e;x)fr,fs) 
r,s 

= ~ l(eK,fj)l2 />..P0, XEar 
j 

µea,• 

Soient a 1, ••• , a1 les racines simples de <I>P+. On definit un ordre partiel -< de aP * par: 

/Lt -</L2 ~ /L2 -µ1 = ~ mjaj avec mj EZ+. 
j 

Soit WP le groupe de Weyl de <I>r Alors 

<P>..(eiwX) = <P>..(e;x), wET¥p, XEar 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 
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PROPOSITION 2.2. Les coefficients CA,µ. dans (2.5) satisfont CA,wµ.=cA,p. pour wEWp. Si CA,µ.=#=O on a 
wp.-<.A. et wp.Eepour chaque wEWp. En particulier, cx,x=#=O. 

~ cx,,x, (v) '[>,,, 
vee+ 

v-<'A1 +A, 

Soient µ., . . . , /Lt les generateurs de e+ . 

THEoilEME 2.4. 
(i) Soit A.Ee+. Alors 

'f>A= C ("' )n 1 
••• ("' )n' n1, ••• ,n1 "YJI.i "YJl.t 

n1, ••• ,n1eZ+ 

n1/J.i + ..• +n,p.1-<'A 

= ~ c,,('f>µ.)" (symboliquement) 
v-<'A 

et cx=#=O. 
(ii) Soient A..,A.2 Ee+. A/ors 

J 4».,(u) fJ>A,(u) du = 0, A.1=#=A.2• 

u 
La partie (i) est obtenue par iteration du Corollaire 2.3 et la partie (ii) est une consequence des 

relations d'orthogonalite de Schur. 

COROLLAIRE 2.5. Soit A.Ee+, f une Jonction de U. A/ors f = const. 'f>A si et seulement si: 

(i) f = ~ c,, ('[>µ.)", 
v-<'A 

(ii) J f(u) ('1>µ.(u))" du = 0 si vEe+, v-<.A., v:#=A. 
u 

On peut rearranger p.1, ••• , JLt de fa~n que 

4>,.,,_. =4>,.,, ' j = 1, ... ,lo, 

4>,., =4>µ., , j =2/0 +1, ... ,/. 

Alors !'application 

F := (cf>µ.' •.. ,'/> ... ,'[>,.... ' ••• ,'[> ... ) 
I no r-ao+I n 

envoit Ap dans et• X!Rt-2lo =Rt. Pour chaque /EC(K\ U / K) l'identite 

f(F(expiX)) := /(exp(iX)), XEop, 

definit une fonction f de F (Ap ). 11 existe une fonction w independante de f telle que 

J f(u) du = J j(x)w(x) dx. 
U F(A,) 

Voir les formules (4.3), (4.5), (4.9) pour une expression explicite dew. 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 
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3. LA THEORIE DE HOOGENBOOM DES FONCTIONS D'ENTRELACEMENT SUR LES GROUPES DE LIE 

COMPACTS 

Ce paragraphe est un resume du travail de HooGENBOOM (12]. On conserve les notations de §2. Soit 
a une involution de g commutante avec 8. Soit g = fJ + q la decomposition en sous-espaces propres de 
a correspondant aux valeurs propres I et - I. Si apq est un sous-espace abelien maximal de p n q, on 
le pent completer par des sous-espaces a1cq de f n q et aph de p n fJ de fa~n que 

aP := aph+apq et aq := akq+apq 

soient abeliens maximaux dans p et q respectivement. 

LEMME 3.1. [aph ' akq] = {O}. 

On conclut qu'il existe un sous-espace akh de f n fJ tel que 

a:= akh+a1cq+aph+apq 

est abelien maximal dans g. 
Les systemes de racines 4>,4>pq ont ete introduits dans §2. Soient 4>q et 4>pq les systemes de racines 

de (gc,(aq)c) et (g,apq), respectivement. ROSSMANN [21] a demontre que 4>pq aussi satisfait les 
axiomes d'un systeme de racines. On ales inclusions 4>q C(ia1cq +apq)* et 4>pq Capq *. 

Soit AE(iak+ap)*. On utilise les notations (2.1) et 

/\.(H) := A(H), Heia1cq+apq• 
A 

A(H) := A(H), Heapq• 

(3.1) 

(3.2) 

et on etend une forme lineaire d'un sous-espace de i ak + aP a un sous-espace plus grand en mettant la 
forme egale a zero sur le complement orthogonal. Par suite on a le schema donne par la Table I qui 
implique la Table 2. 

(iak+ap)* - (iakq+apq)* 4>U {O} 
A 

l- ........ i - l-
ci * - apq* q,P u {O} 1' - Table 1 

On definit des involutions T1 et T2 de (i ak + aP )* par (2.2) et 

(T2A)(H) = -1\.(aH), Heiak+ar 

En utilisant les inclusions mentionnees ci-dessus on peut ecrire 
A 

-A ....... 
--

A=~(A+T2A), /\.=~(A+T1 X+T2A+T1 T2A), ou AE(iak+ap)*. 

Par suite, 

-
LEMME 3.2. Si aE4> et a=O, a/ors a=O OU a=O. 

4>qU {O} 

l-
q,pq t.J {O} 

Table 2 

(3.3) 

(3.4) 

PROPOSITION 3.3. On peut choisir des sous-ensembles de racines positives q,+, 4>:, 4>:, q,P~ tels que 
pour tout ae4>: 



Ces resultats ont ete obtenus independamment par OSHIMA & SEKIGUCHI (20]. 
On obtient le resultat suivant comme corollaire du Theoreme 2.1: 

PROPOSITION 3.4. Soil A.eA +. A/ors 'IT>. est de K-H c/asse 1 si et seu/ement si 

(i) A.l;a, =O, A.l;a,.+a,. =O. 

(ii) (A,a)/(a,a)eZ+ pour.tout ae<t>P+ u<I>t 

La condition (ii) est equivalente a 

(ii)' (~,~) E [(~,~) Z+] n [(~,~) Z+] pour tout ae<t>+ t.q. a=#). 
(a,a) (a,a) (a,a) 

Soit 

c(a) := max {fMl , {i!Ji }· 
~e4> (a,a) (a,a) 
{J=a 

Nous verrons qu'on peut reformuler la condition (ii)' comme 

(ll .. ),, (A,c(a)a) E.,, t t .if.+ 
( ( ) ( ) ) 

L+ pour OU O'.E'¥pq • 
c a a,c a a 

7 

(3.5) 

La demonstration de cette equivalence est obttznue par classification des valeurs possibles des pro­

duits scalaires de a, T 1a, T2a, T1T2a quand (a,a,a,a) e <I>X<l>PX<I>9 X<I>P9• Elles sont donnees par la 
Table 3. (Sans perte de generalite on pose (a,a)= 1.) 

(a,T1a) (a,T2a) (a,T1T2a) (a,a) (a,a) (a,a) 
1) 1 }, 1 1 1 1 
2a) 1 0 0 1 lh. lh. 
2b) 0 I 0 lh. 1 lh. 
3a) 1 -lh. -lh. 1 1,4 1,4 

3b) -lh. 1 -lh. 1,4 1 1,4 

4) 0 0 1 lh lh. lh. 
5) -lh. -lh. 1 1,4 1,4 1,4 

6) 0 0 0 lh. lh. 1,4 

7) 0 0 -lh. lh. lh Ys 
8a) -lh. 0 0 1,4 lh. Ys 
8b) 0 -lh. 0 lh. 1,4 Ys 
9a) -lh. 0 lh. 1,4 lh. 1,4 

9b) 0 -lh. lh. lh. 1,4 1,4 

Table 3 

Pour la verification de cette table on utilise le fait que le systeme de racines avec involution (<l>,T;) 
est normal, i.e., si ae<I> alors a-T;a f1. <I>. Dans le cas d'une involution TJ il est bien connu que l'on a 

les possibilites suivantes pour (a,a) e <l>X<I>P: 
1. a=a, 2afl.<l>p ; 
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2. (a,a)=2(a,a), 2a~<PP ; 
3. (a,a)=4(a,a), 2aE<Pp . 
Le cas de deux involutions se reduit au cas d'une involution si a=T1a, T2a ou T1T2a, cf. les cas 1)-5) 
de la Table 3. Alors ii reste les cas oil (a,T1a)=O ou -~. (a,T2a)=O ou -~. (a,T1T2a)-=-1"h,O ou -~. 
On peut rejeter quelqu'unes de ces possibilites parce qu'il s'ensuivrait que (a,a):e;;;O ou parce qu'on 
obtiendrait une contradiction avec le Lemme 3.2. 

REMARQUE 3.5. La question de l'existence des cas de la Table 3 est interessante mais pas necessaire 
ici. Dans un travail non publie nous avons construit des realisations minima]es (<P,Ti.T2) pour chaque 
cas de la table et des realisations minimaJes correspondantes (g,8,a). 

On deduit de la Table 3 le resultat suivant: 

LEMME 3.6. Soil aE<P tel que a::;C=O. A/ors (a,a) I (a,a) et (a,a) I (a,a) sont egaux a 1,2 OU 4. Si l'un 
des quotients est ega/ a 4, a/ors 2a E cppq· 

PROPOSITION 3.7. Soil aE<Ppq· A/ors c(a)=l,2 ou 4. Si c(a)=4 a/ors 2a E <Ppq· 

Par suite, les conditions (i),(ii)',(ii)" de la Proposition 3.4 sont toutes equivalentes. 
Une troisieme reformulation de la condition (ii) peut etre donnee en terme de !'ensemble 

<P;q := {c(a)a I aE<Ppq}· (3.6) 

PROPOSITION 3.8. <P;q est un systeme de racines. 

La demonstration de cette Proposition utilise le Lemme 3.10, qui est un corollaire du Lemme 3.9: 

LEMME 3.9. Soient W, »p, Wq, »fq Jes groupes de Wey/ de <P, <Pp, <Pq, <Ppq· Soit s E »fq· A/ors ii 
existe wEW tel que WT; =T;W (i = 1,2) et w I a,.,• =s. 
DEMONSTRATION. On poses: =~a 'la retlexion associee a aE<Ppq (oil aE<P). En utilisant la Table 3 
on construit Wen terme de sa, s,.,a, s,.,a, s,.,,.,a. Par exemple: 
Cas 2a): w : = sas.-,a· 
Cas 6): w : = Sas.-,as.-,as.-,,.,a. 0 

LEMME 3.10. c(a)=c(sa), oit sE»fq• aE<Ppq· 

Soit 

e: = {XEapq * I (X,a) I (a,a)EZ pour tout aE<P;q }, 

alors les elements de 1hf sont les poids de <P;q· Soit 

e+ : = {XEapq * I (A,a) I (a,a)EZ+ pour tout aE(<P;q)+ }, 

La condition (ii)" de la Proposition 3.4 peut etre reformulee de la fa~n suivante: 

(ii)"' x Ee+. 

(3.7) 

(3.8) 

Selon la decomposition generalisee de Cartan, U=KApqH OU Apq:=exp(iapq). Soit AEf+ OU e+ 
est donne par (3.7). On peut imiter la demonstration de (2.5) dans le cas d'une fonction 
d'entrelacement de la forme 

(3.9) 



et on obtient 

<fJA(e;x) = ~ cA,p.eip{X), X eapq (somme finie). 
p.ea,. * ~ 

Soient a., ... ,a1 les racines simples de <Pp~· On definit un ordre partiel -< de apq *par (2.6). 
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(3.10) 

La restriction de <PA a Apq n'est pas toujours invariante par wpq comme dans le cas (2.7) des fonc­
tions spheriques. Definissons pour a e <Ppq: 

!Ja:= {Xeg I [H,X]=a(H)X pour tout Heapq}, 

. Pa : = dim(ga n(fnf)+~nq)), 

qa := dim(gan(fnq+~nf))). 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

PROPOSITION 3.11. Soit ae<Ppq, et soit Ha eapq tel que 111...H a)=2(.JL,a) / (a,a) pour tout p.Eapq *. Soient 

Aee+, Xeapq· A/ors: 

Pa=l=O ~ <fJA(exp(isaX)) = <fJA(exp(iX)), 

qa=/=O ~ <fJA(exp(isaX)) = <fJA(exp(iX +~'11'Ha)), 

Pa=l=O=/=qa ~ (A,a) / (a,a)e2Z. 

L'analogue de la Proposition 2.2 est donne par: 

PROPOSITION 3.12. Les coefficients C>.,p. dans (3.10) satisfont CA,p. =ch.s.p. si Pa=!=O et 

CA,p. = CA,s.p.exp(~'1Ti (s aP.)(H a)) si q a=/=O. 

Si C>.,p.=/=O on a wp.-<A et wp.eepour chaque we Wpq· En particulier, CA,>.=/=O. 

On peut ensuite repeter mot a mot la partie du §2 commen~t au Corollaire 2.3, en rempla~t 

AP par Apq· 

Ex:EMPLE 3.13. On prend U:=SU(2) et 

Ou:=ru)-
1

, ou:= [ ~ -nr·l- 1 
[ ~ -n· ueU. 

Al ors 

{ [ 
cosi[; sin\[! l } { [ cos\[! i sin\[! l } 

K = - sin\[! cos\[! ' H = i sin\[! cos\[! 

et 

!n~=(O), a,=a,,,=pnq=R [-~ n 
On pose X:= [-~ ~ ]• a,:=exp(itX). Alors A,=A,.=(a, lteR). Soit a la Imme line.ire~ a,,, 

definie par a(X)=l. Alors <Ppq={+a}. On verifie quepa=O, qa=l, Ha=X. Le dual unitaire Ude 
U est compose des representations '11'1, oil '11'1 est de dimension 21+1 (/ =O, 1h, 1, ... ). La representation 
'11'1 est de K-H classe 1 si et seulement si I eZ+. On suppose I eZ+ et on denote par q,1 la fonction 
spherique de (U,K) correspondante et par \[11 la fonction d'entrelacement de (U,K,H) correspondante. 
Alors on peut montrer que 

<J>1(a,) = P1(cos2t), \[11(a,) = const. P1(cos(2t -~'11')), 
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ou P1 est le polynome de Legendre (polynome de Jacobi d'ordre (0,0)). On peut maintenant traduire 
les invariances de (2. 7) et de la Proposition 3 .11 par 

et 

q,1(exp(isa(tX)) = 4'1(a-1) = P1(cos(-2t)) = P1(cos2t) = 4'1(exp(itX)) 

1/Jt{exp(isa(tX)) = 1/Jt(a_1) = P,(cos(-2t-lhw)) = P1(cos(2t+Viw)) 

= o/1(a1 +'11.,,) = o/1(exp(itX + lhiwH a)). 

4. FORME EXPLICITE DE LA MESURE D'ORTHOGONALITE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX 
Considerons la formule (2.11) dans le cas des fonctions d'entrelacement: 

J f(u) du = J j(x)w(x) dx, fEC(K\ U / H). 
U F(A,.) 

Si la fonction w est definie par ( 4.1) on deduit que 

J <f>A(x)4'µ.(x)w(x) dx = 0, A,p.Ee+, l...-:f:=µ. 
F(A,.) 

On peut calculer la fonction w en deux etapes: 

OU 

J f (u) du = const. J f (a)8(a) da 
U A,. 

=const. J j(x) 8(F- 1(x)) I det(dFr'<x» I dx, fEC(K\ U / H), 
F(A,.) 

8( exp(iX)) = II I sina(X) Ip. I cosa(X) I q., X E apq ; 
ae4>;; 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

c'est une formule analogue a FLENSTED-JENSEN [6, Theorem 2.6] (G non-compact). Quand a=IJ, la 
formule (4.4) se simplifie de la f~n suivante: 

8( exp(iX)) = II I sina(X) I dim11., X Ear ( 4.5) 
ae4>; 

Voir la these de HELMINCK [10] pour une classification des valeurs de Pa et qa, qui peuvent etre 
realisees par des groupes compacts a deux involutions commutantes. 

On peut montrer que le Jacobien I det(dFr'<x>) I dans (4.3) s'ecrit 

ldet(dFexp(;X))I = const. II lsin(k(a)a(X))I II lsin(k(a)(a(X)-lhw))I, XEapq, (4.6) 
ae(w_;;y ae(4>.;;Y 

p.=l=O 

OU 

('l>p~)' := {aE«I>p~ I Y2a!l«I>p~}, 
et k(a) est le nombre entier positif qui satisfait 

{(A,a) / (a,a) I A Ee} = k(a)Z. 

p.=O 

Alors k(a)= 1,2 ou 4. Dans le cas a=IJ la formule (4.6) se simplifie comme suit: 

I det(dF exp(iX)) I = const. II I sina(X) I, X Ear 
ae4>; 

2a<i!4', 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 
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5. UNE AUTRE CARAcrERISATION DES POLYNOMES ORTHOGONAUX 
Considerons la fonction d'entrelacement cJ>A donnee par (3.9) et dont la restriction a Apq est donnee 
par (3.10) et la Proposition 3.12. Les formules (3.9) et (3.10) ont des prolongements analytiques com-
plexes dans Ge et exp((apq)c). En particulier, ~ 

cJ>A(g) = (71),(g)eH,ex), gEG, (5.1) 

cJ»..(ex) = ~ CJ...iiep(X)' XEapq, (5.2) 
w<A 

oil G est le sous-groupe analytique de Ge correspondant a l'algebre de Lie g. La fonction cJ>A est 
uniquement determinee par sa restriction a exp(apq)· Nous donnerons une caracterisation de cette res­
triction. 

Comme .,,.,.. est une representation irreductible (de dimension finie) de G, la fonction cJ>A donnee par 
(5.1) est une fonction propre de l'operateur de Casimir w de G. La partie radiale A(w) de cet 
operateur agissant sur une fonction f invariante par K a gauche et par He n G a droite se calcule en 
utilisant HELGASON [9, Theorem 11.3.7] et FLENSTED-JENSEN (6, (2.12)]: 

(A(,.,)/Xex) = {:i:
1 

X} + .~; ~.ooth(a(X))+q.th(a(X))]A.}/(ex), Xea,,, 

oil x., .. .,X, est une base orthonormale de apq par rapport a la forme de Killing et AaEapq satisfait 
µ.(_Aa) = (µ.,a) pour tout µ.E(apq)*. 

THEREME 5.1. La fonction P est la restriction a exp(apq) d'une fonction d'entrelacement cJ>A de (U,K.H) si 
et seulement si 

(i) P(ex) = ~ CJ...iiep(X)' XEapq (somme finie, cA,-,..=f=O), 
w<A 

(ii) A(w)P = 11P pour un certain nombre 11. 

La va/eur propre 11 s'exprime en fonction de A par 

11 = (A, A+ ~ (pa+qa)a). 
ae•;; 

(5.3) 

Dans le cas oil o=(J (qa =O pour tout a), le theoreme est un corollaire de la theorie de Harish­
Chandra sur les developpements des fonctions spheriques, cf. HELGASON (9, p.427]. L'equation (ii) 
du Theoreme 5.1 impose des relations de recurrence entre les coefficients CJ...w Par suite, c-,..," est 
determine par c-,..,-,... Dans le cas general la demonstration est analogue. 

Si qa =O et Pa;;;a.O, mais ne correspondent pas necessairement a une paire (U,K), et si 11 est donne 
par (5.3), ou AEe+, VAN DEN DRIES [4] a prouve que les conditions (i) (oil P(ex) n'est pas a priori 
une somme finie) et (ii) du Theoreme 5.1 determinent de fa~n unique une fonction P-,.. et que cette 
fonction, qui est invariante par ff),, est donnee par une somme finie. Ces fonctions sont mutuelle­
ment orthogonales sur Ap par rapport a la mesure 8(exp(iX)) dX (cf. (4.4), qa =O) si leurs valeurs 
propres sont differentes, mais dans les cas sans interpretation sur (U,K) on ne sait pas en general si 
deux fonctions P-,.., P" (A=/=µ.) correspondant aux memes valeurs propres sont orthogonales. (Voir 
aussi §7.) Les resultats de VAN DEN DRIES [4] se generalisent probablement au cas ou qa>O. 

6. LE CAS dim (apq) = 1 
On suppose dim( apq) = 1. Alors 'Ppq = {+a} ou {+a, +2a} et e+ est engendre par k ( a)a. On 
prend X 0 Eapq tel que a(X0) = 1. Alors 

{

acos(k(a)t)+b si Pa >0 ou k(a)> 1, 

'i>k(a)a(exp(itXo)) = acos(t +'hw)+b si Pa =O et k(a)= 1. 



12 

n s'ensuit que <PA (i\Ee+) doit etre de la forme 

. {~(cos(k(a)t) sipa>O ou k(a)>l, 
<P>..(exp(ztX0)) = · 

<P>..(cos(t +~?T)) sipa=O et k(a)=l, 

et que les fonctions <PA sont orthogonales. En particulier, sip a >0 ou k (a)> 1 et si i\=Fµ: 

f ~(cos(k(a)t)) ~ (cos(k(a)t)) I (sintf-(cost)q~(sin(2t)f'"(cos(2t))q,. I dcos(k(a)t) = 0. 
_ 1 " sm(k(a)t) 

Apparemment cette orthogonalite est plus generale que celle des polynomes de Jacobi, mais on peut 
montrer qu'il existe des conditions restrictives sur Pa,qa,P2a,q2a, meme dans le cas ou dim apq a une 
dimension arbitraire. , 

LEMME 6.1. Soit aE«I>pq· A/ors: 
(i) k(a)= 1 <=> 2afl«I>pq et Pa ou qa =0; 
(ii) k(a)=2 ~ q2a =O; 
(iii) k(a)=4 ~ Pa=qa · 

Par suite les fonctions d'entrelacement dans le cas ou dim (apq)= 1 s'expriment comme des poly­
nomes de Jacobi. 

7. THEORIE RUDIMENTAIRE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX GENERAUX LIBS A UN SYSTEME DE RACINES 
Soient a et a* des espaces lineaires reels en dualite de dimension l avec des produits scalaires compa­
tibles. Soit «I> un systeme de racines de rang l dans a* et soit W le groupe de Weyl associe, qui opere 
aussi dans a par dualite. Soit «I>+ un choix des racines positives dans «I>. On considere l' alcove 

e:= {XEa I O<a(X)<?TpourtoutaE«I>+}. (7.1) 

On denote par r (groupe de Wey! affine) le groupe genere par les reflexions par rapport aux murs de 
l'aloove e_ Le groupe I' est le ptoduit semi-drect de W par le groupe des translations de vecteur V Et, 
OU 

2?T 
/:= Z-span { (i\,i\)A>. I i\E«I>}. (7.2) 

lei A>. Ea est tel que µ.{_A>,)=(i\,µ) pour tout JLEa*. 
Soient 

e: = {i\Ea* I (i\,a) I (a,a)EZ pour tout aE«I>}, (7.3) 

e+ : = {i\Ea* I (i\,a) I (a,a)EZ+ pour tout aE«I>+ }. (7.4) 

L'espace '5' des polynomes trigonometriques de a par rapport a «I> se compose des fonctions 

F(X) = ~ C>,ei>.(X), X Ea (somme finie). (7.5) 
>.ee 

Les fonctions dans '5' sont invariantes par rapport aux translations de I et elles sont invariantes par r 
si et seulement si elles sont invariantes par W. On denote par '5'w les elements W-invariants de '3: 
Une base de '5'w est donnee par les "monomes" 

M>,(X) := ~ eisACX}, XEap' (7.6) 
seW 

OU i\ parcourt e+ . Les fonctions dans '5'w sont completement determinees par leurs restrictions a e. 
Soient ai. ... ,a1 les racines simples de q,+. On definit un ordre partiel -< de a* par: 



P.1-</11. ~ /11.-P.1 = ~ miai avec miEZ+. 
j 

Soit a~ ma : <I>p~R+ tel que 

msa = ma pour tout SEW. 

C'est une fonction de multiplicite generalisee. Soit 

Bm(X) : = II (sina(X)r·, x Ee. 
ae4>+ 

13 

(7.7) 

(7.8) 

(7.9) 

Nous voulons definir des polynomes trigonometriques W-invariants orthogonaux sure pour la fonc­
tion de poids Bm et l'ordre partiel -<.. Un choix nature! et canonique est la definition suivante: 

DEFINITION 7.1. Soit AEe+. Alors P'{! est !'element unique de 5w qui satisfait les deux conditions 

(i) P'{! = ~ c'{!,,,.M,,. , oil er,,,. EC, c'r,>. = 1. 
p.-<A 
p.ee+ 

(ii) j P'{!(X) M,,,(X) Bm(X) dX = 0 si A=t=p.Ee+, p.-<.A. 
e 

On deduit immediatement que 

j P'{!(X) P~(X) Bm(X) dX = 0 
e 

si A,p.Ee+, A=t=p. et A-<p. ou p.-<.A. 

CoNJECTURE 7.2. L'orthogonalite (7.10) est vraie pour tous /es A,µEe+ tels que A=t=p.. 

(7.10) 

Si a, cl>, W sont remplaces par aP, cI>P, u;p, si ses derniers objets ont les proprietes du §2 et si 
ma:= dim !Ja, alors ii s'ensuit de la Proposition 2.2, du Theoreme 2.4(ii) et des formules (4.3) et (4.5) 
que const. P'/; s'identifie avec la restriction de la fonction spherique '/». A ap et que la Conjecture 7.2 
est vraie dans ce cas. ' 

Nous considerons aussi un ordre complet < dee+ qui satisfait les proprietes (i) A<.µ si A-<.p. et (ii) 
{µEe+ lµ.<.A} est un ensemble fini pour tout AEe+. Une forme equivalente de la Conjecture 7.2 est 

maintenant: 

CONJECTURE 7.2'. Soit AEe+. Soit Q'I: /'element unique de 5w qui satisfait /es deux conditions 

(i) Q'{! = ~ ci'l:,p.M" ' OU ci'l:,p. EC, d'I:.>- = 1. 
p.<>. 
p.ee+ 

(ii) j Q'/;(X) M,,,(X) Bm(X) dX = 0 si A>p.Ee+. 
e 

A/ors Q'{! = P'/;. 

Soit a l'operateur de Laplace de a (par rapport au produit scalaire). Tout element Y de a peut etre 

identifie a un operateur differentiel de a par la formule 

d 
(Y/)(X) := dt f(X+tY)l,=o, XEa. 

Soit a~m) l'operateur differentiel dee defini par 

(t:,.\m>J)(X) := [a+~+ ma cotha(X)Aa] f(X), XEe. 
ae4> 

(7.11) 
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Soit 

Pm := 1h ~ maot. 
aeil>+ 

THEoRilME 7.3 (VAN DEN DRIES [4]). Soit A Ee+. A/ors P'f: satisfait: 

(ii)' a\m> P'f: = -(A,A+2pm)P'f:. 

La condition (ii)' et la condition (i) de la Definition 7 .1 determinent P'f: uniquement. 

et 

L'operateur a\m> est autoadjoint par rapport a la fonction de poids Bm: 

j (t:i.\m>J)(X) g(X) B(X) dX = j f(X) (t:i.\m>g)(X) B(X) dX, f,gE6jw 
e e 

a\m>M.,... = ~ aT,>..,p.Mp., AEe+, ouaT,>..,p.EC etar,.,...,.,...=-(A,A+2pm)· 
p.-<.A 

(7.12) 

(7.13) 

(7.14) 

Si les valeurs propres a'{'.>.,>. sont toutes differentes, alors la Conjecture 7 .2 est satisfaite, mais cette 
condition n'est pas vraie pour tout m. 

Dans le cas de valeurs de m ou P'{! est la restriction d'une fonction spherique, alors a\m> est la par­
tie radiale de l'operateur de Laplace-Beltrami de U / K, cf. §5. Dans ce cas on a egalement la conjec­
ture suivante: 

CONJECTURE 7.4. II existe des operateurs differentiels t:i.)m> lj = 1, ... 1) de e commutants, mutuellement 
independants algebriquement, autoadjoints par rapport a Bm, tels que a\m> est donne par (7.12) et 

t:i.)m>M.,... = ~ aj,>..,µMp., 
p.-<.A 

oil aj,>..,p. EC et !'application 

A Ee+, 1=1, ... ,1, 

A ...+ (aT,>..,>.. , ... , a't:>..,>.. ): e+ ~en 

est injective. 

La Conjecture 7.4 impliquerait que 

a;m>pr = aj,>..,>..P'f:, AEe+,j=l, ... ,/ 

et que les Conjectures 7.2, 7.2' sont satisfaites. 
Probablement, la Conjecture 7.4 peut etre verifiee pour des valeurs de m plus generales en utilisant 

les resultats de Hoogenboom du §3. 
Dans le cas ou ma = dim g,., attache a U / K, la Conjecture 7.4 est vraie parce que les operateurs 

a;m) peuvent etre choisis comme les parties radiales de l'algebre 6D(_U I K) des operateurs differentiels 
invariants de U / K. La Conjecture 7.4 est verifiee pour tout m dans le cas des systemes de racines 
suivants: 
I. A1 (trivial). 
2. By , cf. [14]. 
3. A1 , cf. (15] dans le cas ou /=2. Dans le cas ou I >2 SEKIGUCHI [22] a donne une expression expli­

cite des parties radiales de I generateurs de l'algebre 6D(_U / K). Mais sa demonstration est esquissee 
et difficile a comprendre. Une demonstration complete des resultats de Sekiguchi a ete donnee par 
I.G. MACDONALD pendant sa visite recente aux Pays-Bas. Ila meme etabli la Conjecture 7.4 pour 
A1 quand m est arbitraire (des resultats pas encore publies). DEBIARD (3] a donne une expression 
explicite differente pour les operateurs a5m> dans le cas A1, mais sans demonstration. 

Bien sfir, en utilisant !'application F donnee par (2.9), on peut traduire les resultats et conjectures de 
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ce paragraphe en terme des polynomes orthogonaux de plusieurs variables, comme il a ete fait dans 

[14], [15] pour les cas BCz et A2• Mais dans le cas general la formulation presente est plus facile et 
elegante parce qu'il est difficile de donner une description explicite du domaine F(e). 

~ 

Nous remercions Danielle Hilhorst-Goldman et Erik Thomas pour leur avis linguistique et Han Noot 

pour son avis typographique. 

REFERENCES 
1. B.L.J. BRAAKSMA and B. MEuLENBELD (1968). Jacobi polynomials as spherical harmonics. Indag. 

Math. 30, 384-389. 
2. E. CARTAN (1929). Sur la determination d'un systeme orthogonal complet dans un espace de 

Riemann symetrique clos. Rend. Circ. Mat. Palermo 53, 217-252. 
3. A. DEBIARD (1983). Polynomes de Tchebychev et de Jacobi dans un espace euclidien de 

dimension p. C. R. Acad. Sc. Paris, Serie I 296, 529-532. 
4. R.J.C.H. VAN DEN DRIES (1985). Spherical functions on compact symmetric spaces I. Delft Pro­

gress Report 10, 74-83. 
5. C.F. DUNKL (1977). Spherical functions on compact groups and applications to special functions. 

Symposia Mathematica 22, 145-161, Academic Press. 
6. M. FLENSTED-JENSEN (1980). Discrete series for semisimple symmetric spaces. Ann. Math. 111, 

253-311. 
7. M. FLENSTED-JENSEN (to appear). Analysis on non-Riemannian symmetric spaces, Regional Confer-

ence Series in Math., American Mathematical Society. 
8. S. HELGASON (1978). Differential geometry, Lie groups and symmetric spaces, Academic Press. 
9. S. HELGASON (1984). Groups and geometric analysis, Academic Press. 
10. A.G. HELMINCK (1985). Algebraic groups with a commuting pair of involutions and semisimple sym­

metric spaces, Dissertation, University of Utrecht. 
11. B. HooGENBOOM (1983). .Intertwining functions on compact Lie groups, Dissertation, University 

of Leiden. 
12. B. HooGENBOOM (1984). ,Intertwining functions on compact Lie groups, CWI Tract 5, Centre for 

Math. and Computer Science, ,Amsterdam. 
13. A.T. JAMES and A.G. CONSTANTINE (1974). Generalized Jacobi polynomials as spherical func-

tions of the Grassmann manifold. Proc. London Math. Soc. 29, 174-192. t 

14. T.H. KooRNWINDER (1974). Orthogonal polynomials in two variables which are eigenfunctions 

of two algebraically independent partial differential operators I,11. Indag. Math. 36, 48-58, 59-66. 
15. T.H. KooRNWINDER (1974). Orthogonal polynomials in two variables which are eigenfunctions 

of two algebraically independent partial differential operators III,N. Indag. Math. 36, 357-369, 
370-381. 

16. T.H. KooRNWINDER (1975). Two-variable analogues of the classical orthogonal polynomials. 
R. ASKEY (eds.). Theory and Application of Special Functions, 435-495, Academic Press. 

17. T.H. KooRNWINDER (1977). Harmonics and spherical functions on Grassmann manifolds of 
rank two and two-variable analogues of Jacobi polynomials. W. SCHEMPP, K. ZELLER (eds.). Con­
structive theory of functions of several variables, 141-154, Lecture Notes in Math. 571, Springer. 

18. T.H. KooRNWINDER and l.G. SPRINKHUIZEN (1978). Generalized power series expansions for a 
class of orthogonal polynomials in two variables. SIAM J. Math. Anal. 9, 457-483. 

19. M.A. KOWALSKI (1982). The recursion formulas for orthogonal polynomials in n variables. 
Orthogonality and recursion formulas for polynomials in n variables. SIAM J. Math. Anal. 13, 
309-315, 316-323. 

20. T. OSHIMA and J. SEKIGucm (1984). The restricted root system of a semisimple symmetric pair. 
K. OKAMOTO (eds.). Group Representations and Systems of Differential Equations, 433-496, Advanced 
Studies in Pure Math. 4, North-Holland. 

21. W. ROSSMANN (1979). The structure of semisimple symmetric spaces. Can. J. Math. 31, 157-180. 



16 

22. J. SEKIGUCHI (1977). Zonal spherical functions on some symmetric spaces. Proceedings of Oji 
seminar on algebraic analysis, 455-459, Publ. RIMS Kyoto University, 12 Suppl.. 

23. I.G. SPRINKHUIZEN (1976). Orthogonal polynomials in two variables. A further analysis of the 
polynomials orthogonal on a region bounded by two lines and a parabola. SIAM J.,,Math. Anal. 7, 
501-518. 

24. L. VRETARE (1976). Elementary spherical functions on symmetric spaces. Math. Scand 39, 343-
358. 

25. L. VRETARE (1984). Formulas for elementary spherical functions and generalized Jacobi polyno­
mials. SIAMJ. Math. Anal. 15, 805-833. 


