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Het Vergelijken van Eindige Differentieschema’s voor

het Numeriek Oplossen van Hyperbolische
Differentiaalvergelijkingen

Erik de Goede

Centrum voor Wiskunde en Informatica
Kruislaan 413, 1098 AB Amsterdam, Nederland

We vergelijken bekende differentieschema’s voor eerste-orde hyperbolische differentiaalvergelijkingen in
twee dimensies. De stabiliteit en de efficiéntie van de schema’s worden onderzocht.

Classificatie : 65M10.
Trefwoorden : Hyperbolische vergelijkingen, eindige differentieschema’s, stabiliteit, efficiéntie.

1. INLEIDING
In de zestiger jaren zijn er tal van differentieschema’s opgesteld voor het oplossen van de hyper-
bolische differentiaalvergelijking

du 4 dF(uw) i 0G(w) _ 0.

ot ax %

Het bekendste schema hiervoor is het Lax-Wendroffschema. Dit is een éénstapsmethode. Later
zijn er door onder andere Richtmyer en Strang meerstapsversies van het Lax-Wendroffschema
opgesteld. Alle bovengenoemde schema’s zijn expliciet en tweede orde nauwkeurig. In Wilson ([7])
worden enkele van deze schema’s met elkaar vergeleken. De volgende differentieschema’s kwamen in
dat artikel als beste naar voren : Strang-I, Strang-II, Richtmyer en Rotated-Richtmyer.

(1.1)

We gaan uit van de inhomogene differentiaalvergelijking :

du dF(w)
- +

ot ox
De hierboven genoemde schema’s hebben we vergeleken bij zowel een lineair als een niet-lineair pro-
bleem. Bij het lineaire probleem hebben we tevens het Lax-Wendroffschema getest. Bovendien heb-

ben we onderzoek gedaan naar de gevolgen van de niet-lineariteit op het resultaat.

+38® | gy =o. (1.2)
dy

We zullen eerst de differentieschema’s bespreken, gevolgd door de bijbehorende stabiliteitsvoor-
waarden. Vervolgens wordt omschreven op welke wijze de differentieschema’s met elkaar vergeleken
worden. Ten slotte volgen de numerieke resultaten en conclusies.
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2. DIFFERENTIESCHEMA’S

We beschouwen de differentiaalvergelijking (1.2). Om een analytische oplossing te kunnen bepalen,
hebben we een inhomogene term toegevoegd. De inhomogene term wordt bepaald door de
differentiaalvergelijking en de beginvoorwaarden. De differentieschema’s, die we zullen bespreken,
zijn dan ook inhomogene versies van de schema’s in Wilson ([7D. De schema’s zijn alle zelfstartend
en éénstapsmethoden in de terminologie die gebruikelijk is bij gewone differentiaalvergelijkingen. Ze
verschillen echter in het aantal tussenstappen dat uitgevoerd moet worden. Er worden de volgende
notaties gebruikt : U] ; geeft de numerieke waarde in roosterpunt (iAx,jAy) op t = nAt aan,

Fij = F(U;) en (F);; = F(F})).

2.1. Richtmyer-schema’s
Richtmyer-schema’s zijn van de vorm :

} At =n =,
Ut = + 2 [— [FX+G;+H"]]
- L A FHT @1

met w(U") één of andere middeling van U" en FZ een benadering van aF" /0x . In termen van
gewone differentiaalvergelijkingen bestaat een Richtmyer-schema dus uit twee niveau’s , te weten een
Euler-tussenstap met smoothing’ van U", gevolgd door een leap-frog-tussenstap. We zullen nu twee
schema’s uitschrijven.

2.1.1. Richtmyer-schema

n+%

1
Uy, = Z‘(U?Jrl/z,j + U?—l/z,j + UZj-F'/& + UZj—‘/z)

n n n n
At | Fivy; — Fiy,; Gij+y — Gij-» n

- = + + H}, 2.
2 Ax Ay ad 22)
Fiie —F20 Gl —ort
+1 _ 117 _ i+%,j i—Y%.j i,j+% ij =% n+%
Ut = U — A + 5 + Hj;

2.1.2. Rotated-Richtmyerschema
Bij dit schema stellen we Ax = Ay.

Un+‘/&

]. n n n n
ij = Z(Ui+l/z,j+'é T Uicnjtn + Uinjon + Uiy )

Ar (F+G)/ 1y, 4 + (F=G)itn,—u

2 2Ax 2Ax
Ar F-G)ipj+n  F+G) y;y .,

2] 20% - A + Hj; @.3)

n+ +%

urtt = g%, — A (F+G)'":‘/1J+'ﬁ + (F“G)?Wz,j—vz
Y Y 2Ax 2Ax
% +%
ca ] L EO e FHOIN

2Ax 2Ax L




2.2. Strang-schema’s
We beschouwen de operatoren L, en L, , met

ij 2

, n i Fiow, — Fl_y; i
Uit = %(wa + Uiopy) — 4 { Hz’ij 5L+ -%'H
L,. +h +1h 24

) no_ A {F;'-*-’/&,j - F;’—‘/&' 1 n+%} @4

urtl =y’
W d Ax

LU = Uit

en analoog voor L,. In Mitchell & Griffiths ([4]) worden L, en L, ééndimensionale Lax-
Wendroffoperatoren genoemd. In verband met de inhomogene term in de differentiaalvergelijking
(1.2) hebben we de operatoren (2.4) aangepast. ~ We hebben de inhomogene term opgesplitst en aan
beide operatoren toegevoegd.

De Strang-schema’s kunnen nu in de volgende vorm geschreven worden :

Strang—1: UJj'! = (L, L, + L, LYU}; en
—1I- n+l n
Strang—1II: U}; (LJZL L, L%)U,, -

Hierbij strekt de L% operator zich uit over de halve tijdstap ( in (2.4): At — —;’At ).

Het Strang-I-schema voert dus acht tussenstappen uit en het Strang-II-schema zes. In de praktijk
kan het Strang-II-schema nog verbeterd worden. Er geldt namelijk

n+2 X X n
ULt = (Lx L Lx) (Lx L, LU,
— n ’
= (Lx L, L L, Lx)U};. (2.5

De L_JZL operator aan het einde van een cykel kan dus samengesteld worden met de L% operator aan

het begin van de volgende cykel.

2.3. Lax-Wendroffschema
Het Lax-Wendroffschema formuleren we alleen voor de homogene differentiaalvergelijking (1.1).

Fio, — Fiy, Gij+1 — Gij-1
Ur]ji-l - 177 - A t+1y i—1,j + i ij
boT Uy 28 24y

+_..

(Fz);l—l,j - Z(FZ)ZJ' + (FZ):"’H,j
(Axy

(GHij—1 = 2AGHi; + (G4 } (2.6

)y

(2Ax).24y)
- (FG + GF):,—IJ—!—I + (FG + GF)?—l,j—l }

(28x)24y)

+ Loy {(FG + GF) 11,41 — (FG + GF)l 4y }
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3. STABILITEITSVOORWAARDEN

We zullen de stabiliteitsvoorwaarde voor het Richtmyer-schema afleiden. De methode die we
gebruiken, is beschreven in Wilson ({7]). Hierbij gaan we uit van de diﬁ'erentiaalvergelijking (L1). De
term H(u) is weggelaten, want deze is niet significant in de lineaire stabiliteitsanalyse. Om nu de
lokale stabiliteit te onderzoeken, stellen we

F@w) _ Ju 0G(u) _ B34
dx A@) x " dy @) ay ’

met A(u) en B(u) de jacobiaan van respectievelijk F(u) en G(u). De schema’s worden gelineariseerd
door A(u) en B(u) constant te nemen. Door nu de Von Neumann-analyse toe te passen, kan de
volgende stabiliteitsvoorwaarde afgeleid worden :

AL < — | 3.1)

met Ay =Ax en A = max [[AA|,]AB|}.
A,B

Voor het Rotated-Richtmyerschema kan een analoge methode gevolgd worden. De stabiliteitsvoor-
waarden van het Strang-1I, Strang-II en Lax-Wendroffschema worden afgeleid in [5],{6] en [3].

Wanneer een hyperbolische vergelijking benaderd wordt door een expliciet differentieschema, dan
moet zo’n schema voldoen aan de Courant-Friedrichs-Lewy (C.F.L.)-voorwaarde (zie [1]). Om dit
duidelijk te maken beschouwen we de differentiaalvergelijking (1.1) voor een punt P in de tweedimen-
sionale ruimte op een willekeurig tijdstip ¢,. Bij P hoort een beinvloedingsgebied, dat omsloten wordt
door de karakteristickenkegel. Wanneer de beginvoorwaarden in het athankelijkheidsgebied van P,
het gebied omsloten door de karakteristiekenkegel op t=0 gegeven zijn, dan is het betreffende
differentieschema convergent. Omdat Lax en Richtmyer (zie [2]) bewezen hebben dat convergentie en
stabiliteit equivalente begrippen zijn, levert de C.F.L.-voorwaarde dus een noodzakelijke voorwaarde
voor de stabiliteit. We zullen nu een overzicht geven van de voldoende en noodzakelijke

stabiliteitsvoorwaarden voor bepaalde schema’s.
.. ou du du
- ~— +B— =0,
Zij o + A4 o 3 0

met A en B constant en
A = max []AA],IABl] .
A,B

Dan vinden we de volgende bovengrenzen voor A% :

voldoende
stabiliteits C.F.L- quotiént
schema
voorwaarde | voorwaarde
(ch (c2) (cl/c2)

Lax-Wendroff 1/2V2) 1 1/(2V2)
Richtmyer 1/ V2 1/ V2 1
Rotated-Richtmyer 1 I 1
Strang-1 1 1 1
Strang-I1 1 1 1

Tabel 3.1: Overzicht van stabiliteitsvoorwaarden
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Als voor een schema de beide voorwaarden gelijk zijn (quotiént = 1), dan is het schema optimaal.
Voor het tweedimensionale Lax-Wendroffschema is de stabiliteitsvoorwaarde duidelijk strenger dan de
C.F.L.-voorwaarde. Het ééndimensionale Lax-Wendroffschema is overigens wel optimaal.

4. HET VERGELIJKEN VAN DIFFERENTIESCHEMA’S

Bij alle testproblemen nemen we een vaste eindtijd en nemen we tijdstappen die maximaal zijn vol-
gens de stabiliteitsvoorwaarde. Voor elk schema meten we de nauwkeurigheid en de “central proces-
sing time’. Tevens wordt de ’central processing time’ vergeleken met de bewerkelijkheid van het
betreffende schema. Als maat voor de nauwkeurigheid definiéren we

cd = —'log( | maximale globale fout op t=eindtijd | ),

wat het aantal correcte cijfers op het eindtijdstip aangeeft. Als eenheid voor de bewerkelijkheid
definiéren we een berekening van FZ j (of GZ ;) Een differentie (F; + B — F; _ w,;7) / Bx is een min-
der geschikte keuze. Immers in de differentieschema’s worden, daar waar mogelijk, berekeningen
samengenomen. In het algemeen zijn berekeningen van de vorm (F+G); ; namelijk goedkoper dan
(Fi; + Gi)).

Om nu een overzicht te geven van het totale aantal berekeningen, bepalen we eerst het aantal
berekeningen dat nodig is om de waarde in één roosterpunt op een zeker tijdstip te bepalen. Om ver-
volgens een verhouding van het totale aantal berekeningen te bepalen, dienen we deze getallen nog te
delen door de bijbehorende stabiliteitsconstante (zie Tabel 3.1). Dit levert de volgende tabel op.

aantal berekingen
schema per roosterpunt verhouding totale
per tijdstap aantal berekeningen
Lax-Wendroff 13 26V2
Richtmyer 16 16V2
Rotated-Richtmyer 8 8
Strang-1 16 16
Strang-11 8 8

Tabel 4.1: Verhouding van berekeningen
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5. NUMERIEKE RESULTATEN EN CONCLUSIES

Bij alle testproblemen is gebruik gemaakt van periodieke randvoorwaarden. We hebben een uniform
rooster gekozen met Ax = Ay. Fr is geprogrammeerd in de taal Algol 68.

5.1. Lineair testprobleem
We beschouwen de lineaire vergelijking

ﬂ13—1_ay_ lOau

o T2|-1 3| T o 1|5 T G-

(x,y) €[0,1]X[0,1}, ¢ [0,0.7],
met de beginvoorwaarde

Uy = (sinQmx)+sin(2my))

uy = %(sin(27rx)+cos(27ry)), (x,y) € [0,11X]0,1]. 5.2
Dan is de analytische oplossing gegeven door

Uy = F(sinQa(x —1))+sinQ2n(y —1)))

Uy = S (sin(m(x —1))+sinn(y —1))). (5.3)

Omdat de grootste eigenwaarde van A van de matrices A en B (zie (3.1)) gelijk is aan twee, verkrijgen
we de stabiliteitsvoorwaarde

k
At < schema

< e 4
Ax 2 S
met Kk p; =L k =1 en
Richtmyer \/-2- >  Lax — Wendroff 5 \/5‘
k Rotated — Richtmyer ™ k Strang —1 = k Strang =11 = 1. (55)

In Tabel 5.1 geven we de resultaten voor de verschillende differentieschema’s. Hierbij geeft het
bovenste getal het aantal correcte cijfers (c.d) aan en het onderste getal de ’central processing time’ (in
sec.).

Het aantal correcte cijfers en de
benodigde ’central processing time’
Ax Lax- Rotated-

Wendroff' | Richtmyer | Richtmyer | Strang-I | Strang-II

0.49 0.78 0.61 0.61 0.61
1/10 7.9 44 1.5 3.9 2.1

1/17 0.94 1.22 1.05 1.05 1.04
/ 35.1 20.5 7.1 18.0 9.3

1.08 1.36 1.19 1.19 1.19
1720 55.9 33.5 113 28.8 14.6

1.33 1.62 1.45 1.45 1.44
1721 135.3 82.0 274 70.2 35.3

Tabel 5.1: Numerieke resultaten voor testprobleem (5.1)




5.1.1. Conclusies

Uit de resultaten volgt duidelijk dat alle schema’s tweede orde nauwkeurig zijn in plaats en tijd.
Immers bij halvering van de maaswijdte, en dus ook de tijdstap, wordt het aantal correcte cijfers
ongeveer 0.6 (= log 4 ) groter. Verder blijkt de nauwkeurigheid van het Rotated-Richtmyer-, Strang-
I- en Strang-II-schema ongeveer gelijk te zijn. Het Richtmyer-schema heeft daarentegen een iets gro-
tere nauwkeurigheid, terwijl het Lax-Wendroffschema de kleinste nauwkeurigheid oplevert.

Wanneer de verhouding van de ’c.p.time’ tussen de Richtmyer-schema’s onderling en de Strang-
schema’s onderling bekeken wordt, dan blijkt dit aardig te kloppen met de vooraf berekende ver-
houding van het totale aantal berekeningen, respectievelijk 2.8 en 2.0 (zie Tabel 4.1). De Strang-
schema’s blijken echter 1.3 maal zo duur te zijn als de vergelijkbare Richtmyer-schema’s. De wijze
van programmeren zou hiervoor een verklaring kunnen zijn. Bovendien blijkt bij een vergelijking van
de ’cp.time’ tussen het Lax-Wendroffschema en het Rotated-Richtmyerschema, dat het Lax-
Wendroffschema ongeveer 5.0 maal zo duur is (de berekende verhouding is 4.6). Het Lax-
Wendroffschema is dus duidelijk inefficiénter dan de andere schema’s.

Ten slotte merken we op dat bij alle schema’s geconstateerd werd dat de globale fout lineair was met
het aantal tijdstappen. De oorzaak van deze constatering valt nader te onderzoeken.

5.2. Niet-lineair testprobleem
We beschouwen de differentiaalvergelijking (1.2) en kiezen

Fw) = (1 — cu)u

G(u) = (exp(cat))u , (5.6)
met ¢, en ¢, constanten. Neem als beginvoorwaarde
u(x,y,0) = sin(2wx) + sin(2my) . .7
Dan wordt de analytische oplossing gegeven door
u(x,y,t) = sinQm(x — t)) + sinCa(y — 1)). (5.8)
Er geldt
Hu)= - %% — al;gc“) —~ a(;;“) (5.9)

= 2n{cosa(y — ).(1 — (1 + cyu).exp(cu)) + cos(m(x — 1)).2c u} .
Om de stabiliteitsvoorwaarden te bepalen, schrijven we het testprobleem in de volgende vorm:

Bu + (1 — 2c1u)—a—li + 1+ czu)(exp(czu))—@l + Hu) = 0. (5.10)
ot ox dy

Zij

M =10 - 2w < [(1—4c))| en

A = | + cau)explcau)| < |[(1 + 2c;).exp(2c,)] , (5.11)
dan is de stabiliteitsvoorwaarde

k
At < schema

A = m (voor k spema 2ie (5.5)). (5.12)

&
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Het overeenkomstige lineaire probleem is
Hu) = 0(dusc; = ¢c; = 0),

F(u) =Gu) =u

met de stabiliteitsvoorwaarde

A
Ax

<k schema -

en

(5.13)

In Tabel 5.2 worden de resultaten van het niet-lineaire probleem en het overeenkomstige lineaire pro-
bleem gegeven. Omdat het Lax-Wendroffschema alleen voor differentiaalvergelijking (1.1) gegeven is,
laten we dit schema buiten beschouwing. Zoals in Tabel 5.1, geeft het bovenste getal het aantal

correcte cijfers aan en het onderste getal de

bleem kiezen we

gebruikte "central processing time’. Voor het lineaire pro-

¢y =c¢3 =0 .19
en voor het niet-lineaire probleem
1
= = 0. == ——— &= (.7). .
€1 =¢; =009 ( max ) 0.7) (5.15)
Het aantal correcte cijfers en de
benodigde “central processing time’
(5.15) (5.14)
Ax Rotated-
Richtmyer | Richtmyer | Strang-I | Strang-II Richtmyer
0.65 0.45 0.53 0.50 1.09
1710 26 12 29 15 0.7
0.92 0.69 0.79 0.76 1.34
/14 70 32 73 38 1.8
1.18 0.95 1.08 1.02 1.67
1/20 19.6 8.9 20.9 10.8 52
1.46 1.23 1.37 1.26 1.91
1/28 53.4 237 56.6 28.3 12.9

Tabel 5.2: Numerieke resultaten voor testprobleem (5.6)




5.2.1. Conclusies

Uit de resultaten blijkt dat er geen grote verschillen zijn tussen het lineaire testprobleem (5.1) en dit
niet-lineaire probleem (5.6). Zo is de nauwkeurigheid van het Richtmyer-schema wederom iets groter
dan bij het Rotated-Richtmyer-, Strang-I- en Strang-II-schema, welke een ongeveer gelijke nauw-
keurigheid leveren. Dit is geheel in overeenstemming met de resultaten verkregen voor het lineaire
testprobleem.

Wanneer we de verhouding van de ’c.p.time’ tussen de Strang-schema’s bekijken, dan blijkt deze het-
zelfde te zijn als de voorspelde verhouding (namelijk 2.0). Dit in tegenstelling tot de verhouding die
bij de Richtmyer-schema’s wordt bereikt. Het Rotated-Richtmyerschema blijkt namelijk niet 2.8 maar
slechts 2.2 maal zo efficiént te zijn als het Richtmyer-schema. Dit valt als volgt te verklaren: Bij het
lineaire probleem is de berekening van (F+G); j echt tweemaal zo goedkoop als (F; j+G,'-f ;) want F
en G zijn lineaire functies. Wanneer F en G meer ingewikkelde functies worden, dan geldt dit niet
meer.  Bij een niet-lineair testprobleem levert het samennemen van berekeningen dus veel minder
voordeel op. Bovendien moet er in elke tussenstap een relatief dure functie H gegvalueerd worden.

Wanneer we het niet-lineaire testprobleem vergelijken met het overeenkomstige lineaire probleem, dan
blijkt het niet-lineaire probleem aanmerkelijk duurder te zijn. Dit wekt geen verbazing, want de
evaluaties van de functies F en G vergen veel meer rekentijd.  Bovendien is de nauwkeurigheid ook
minder dan bij het lineaire probleem.  Bij het lineaire probleem hebben we overigens alleen het
Richtmyer-schema getest. Immers voor het Rotated-Richtmyer-, Strang-I- en Strang-II- schema wor-
den bij dit testprobleem niet relevante resultaten verkregen.  Bij deze schema’s wordt er namelijk
geintegreerd langs de karakteristieken, met als gevolg dat de resultaten exact zijn binnen machine-
precisie. Een vergelijking met het overeenkomstige niet-lineaire probleem is dan niet meer moge-
Lijk.

De eindconclusie mag luiden dat voor het oplossen van de hyperbolische differentiaalvergelijking

ou dF(u)
| ox

9G(u) _
+ 5y T Hw =0 (5.16)

het Rotated-Richtmyerschema en het Strang-II-schema het meest efficiént zijn van alle beschouwde
schema’s. Bij het Richtmyer-schema wordt weliswaar een grotere nauwkeurigheid verkregen, maar dit
weegt niet op tegen het aantal extra berekeningen. Bovengenoemde schema’s blijken aanmerkelijk
beter te zijn dan het Lax-Wendroffschema, het bekendste schema voor hyperbolische
differentiaalvergelijkingen.
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