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Plaatsdiscretisatie van Hyperbolische Differentiaalvergelijking van de

Tweede Orde met Periodieke Oplossingen

T.P. de Vries

Centrum voor Wiskunde en Informatica, Kruislaan 413, 1098 SJ Amsterdam.

We onderzoeken het Cauchy-probleem voor hyperbolische differentiaalvergelijkingen van de tweede orde,
waarvan de frequenties van de Fourier componenten in de oplossing zich bevinden in een bekend
frequentie-interval;

Er worden differentie-formules ontwikkeld die zijn aangepast aan deze frequentie-intervalien.

1980 Mathematics Subject Classification: 65M20, 76B15.

1. EINDIGE DIFFERENTIES
We beschouwen de plaatsdiscretisatie door middel van eindige differenties van stelsels tweede orde
hyperbolische partiéle differentiaalvergelijkingen van de vorm

2w %w 3w 3w T
= + + +g x:=(x, Q 1.1
ar? A ax% Bax% Cax!axz & X (x1,x2)" € (1.1)

waarin A4,B en C matrices met positieve reéle eigenwaarden zijn en g een vectorfunctie. 4,B,C en g
mogen afhangen van (x,¢,w).

Verder bestaan de parti€le afgeleiden w, ,, en w,, en zijn beide continue op £, zodat w, ,, =w, .
We zullen alleen symmetrische discretisaties bekijken op een uniform rooster met maaswijdten van
Ax 1 en Ax 2.

De discretisatie-gewichten worden genoteerd als £§’), n](’) en 5’}’) en de schuif-operatoren ET en E7
worden gedefinieerd door

EVf(x) = f(x+mlx,), meZ, n = 1,2.
2 2
We zullen de plaatsafgeleiden & en i benaderen met de differentie-operatoren

ax% 9x3

9? 2 -
—~DP) i =—— O (E{ + ET/XE, + E;'),
ot D) 2“] ,20,205 (Ef + Ei/) 1)
a3 _
3—2~D52’ = 2 2 i) (B} + E;/)E} + ET'), (1.2)
X3 X2 1=0;=0

2

en de plaatsafgeleide ﬁ met
10X
92 ) _ -

————~D% : O(E{ —ET/\E5—E;"). 1.2/
3%,9%; &= A Aon sz 120,20§ (Ef —ET/X 27) (1.2)
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Hierin bepalen de discretisatiegewichten £, n{) en {{ de nauwkeurigheid van deze differentie-
formules.

In de nu volgende afleidingen lopen de sommatie indices j,/ van O tot en met & en zullen analoge
afleidingen gelden voor formules die betrekking hebben op de x,-coéfficient.

Aangezien
; _ . _ R 1 . 9
Elw(x1,x2) = wlxi+jAx1,x2) = (X l._,(lel‘a‘;cT ) wlx1,%2)
i=0 °°
?
Jhx, = —
=@ " w)
geldt:
4 ]Axl'éi_l _ijl'sg-l’ zaaTz+ —IAXz'éz_z‘
DP = —2 S |E €
ﬁ 2A2x, jz,: Y 2 2
" > cosh(ijl—g—) cosh(lez—i—
A?x, “ 4 9x, x5
= 9,050, Axyz) & (138)
8x1 ’ 8x2 ax% ’
met
¥y ()= 23 £ LS. ooy (1.3b)
iy u
Op dezelfde wijze vinden we
PP = W, =2, axpsy Lo (1.32)
ax dxy " 9x3
met
¥y = 23 1P SO ooy . (1.3b")
W v
De plaatsfout, ontstaan door de benadering van —- door D wordt gegeven door
Xn
(D@ — —8—2—]w = [V, (Ax, =2, Axy,=2y—1) i W, n=12.
n axi n axl b axz ax% »

Het differentie-schema (1.2) is p-de orde nauwkeurig in de plaats als geldt:

\I'n(AX]‘E‘)gT, A.ng‘axj) =1+ O(Al’x,,), n=12.

Voor consistentie moet gelden dat p=2.




Wanneer wij aannemen dat Ax; =eAx,,e =constant voorziet de nu volgende stelling ons van de con-
dities voor tweede respectievelijk vierde orde nauwkeurige differentie-operatoren. (Een bewijs wordt
gegeven in Appendix 1.).

STELLING 1.1. De differentie-operatoren (1.2) zijn tweede orde nauwkeurig als geldt:
2 g}l) = O(A4xl) »
il
21 FE0 =1+ 04%xy),
A

> 2ED = 0a%xy),

gl
en vierde orde nauwkeurig als geldt:

S ED = 04%xy), I 2P =1+ 08*x),
; =

7l

S P = 0atxn), 34D = 04%x),
Bl Bl

SYAHED = 0(A%x,), 3 HED = 0(8%xy) .
gl il

Analoge uitdrukkingen gelden voor de x;- richting.

VOORBEELD 1.1a. Voor k=1, £"=0 voor /540 en tweede orde nauwkeurigﬁeid moet dus gelden:
&€ + &0 = 0a*xy),

0 =1+ 0(A%x,). (1.5)
Negeren we de termen 0(A2x,) en 0(A*x,) dan vinden we het bekende conventionele lijn-molekuul
1
1,—2,1].
Mx. [ ]

VOORBEELD 1.1.B. Voor k=2, £"=0 voor /0 en vierde orde nauwkeurige differentie-operatoren
moet gelden:

&) + &0+ &) = 0(8°xy),
&0 + 4D =1+ 0@axy),
&0 + 1680 = 0(A%x,). (1.6)

Negeren we hier de termen 0(A%x,), 0(A*x,) en 0(A®x,), dan vinden we het conventionele lijn-
molekuul

1 1 16 30 16 1

Ay, L 127127 120120 12
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Vervolgens behandelen we de differentie-operator D (1.2);
hiervoor geldt:

N R B TN
e’A"‘ o _, JA g ele, o, Bx
D2 = () .

ﬂ% 2Ax sz E§ 2 2

= 2 §<’> sinh(jAx; -a——)smh(Isz

Ax sz
= ®(Ax, g Ax; 9 ) & (1.72)
ax 1 ’ 9x 2 ax 1 ax2
met
‘I)(u,v) =2 2 {j(l) Sln.h(]u) . smh(lv) ) (l7b)
o u v
2
De plaatsfout, ontstaan door de nadering van -5;%;— door D wordt gegeven door
10X
DB, — T — @ =, A=) — T
dax 8 ! axl ’ 2 8x2 8x18x2
zodat differentie-schema (1.2) p—de orde nauwkeurig is, als geldt:
0

(I)(Axl ax AXZ )-- 1 +0(APX1)

waarbij Ax; =elAx,, e =constant.
Voor tweede en vierde orde nauwkeunge differentie-schema’s worden de orde-condities gegeven in
stelling 1.2; een bewijs van deze stelling is in Appendix 2. opgenomen.

STELLING 1.2. De differentie-operator D% (1.2’) is tweede-orde nauwkeurig als geldt:
2 2150 =1+ 04%x)),

en vierde~orde nauwkeurig als geldt;

SKP =1+ 0(A*x ),
gl

> P = 06%xy) ,

W

> AP = 0@a%xy).
il

Wij merken hierbij op dat sommatie-indices j en / hier lopen van 1 tot en met k en dat §?=0 voor
j=0en/of [=0.
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VOORBEELD 1.2A. Voor k =1 en tweede-orde nauwkeurigheid moet dus gelden
240 =1 + 0(A%x;).

Negeren we de term 0(A2x,) vinden we het molekuul
1 i

(1.8)

20 32
2 Y T2

VOORBEELD 1.2B. Voor k=2 en vierde-orde nauwkeurigheid moet gelden
2P + &0 + 4P+ &P =1+ 0%,
§0 + 260 + 8P + 1680 = 04%xy) ,
(0 + 8D + 24P + 1689 = 0(A%x,) . (1.9)

Negeren we de termen 0(A%x)) en 0(A%x,) dan is een voorbeeld van een molekuul
1 1 17

T 0 %
1

1
24
1 1
¢ 1 0 6
1
—_— 0 0 0 0 0
ZAXIAXZ 1 1
I R 1 _ 1
24 T 6 0 6 24
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2. DE AFBREEKFOUT
Zij W(t,x) een roosterfunctie die voldoet aan

Fw
L(W):= ——
w) o

xelly 1= {x|x = (sdx,, tdx;), s,;t = *£1,+2,---}.

— ADPW — BDPW — CDEAW — g =0, @.Dn

Hierin zijn 4, B, C en g functies van (1,x, W).

Wij nemen vervolgens aan dat bij de tijdsintegratie van de gewone differentiaalvergelijking (2.1) een
verwaarloosbare kleine fout zal worden gemaakt. Dit is te bereiken door gebruik te maken van een
hogere orde ODE-integrator, of van een “gewone” tijdsintegrator met kleine tijdstappen; echter, het
eerste is uit praktisch oogpunt te verkiezen.

Voor de exacte oplossing van (1.1) geldt:

P*w 9? 0% 9
Lx,w) = — A w — B w—C w.
8( ) ot? ax? 0x3 0x,0x5

De partiéle differentiaalvergelijking (1.1) wordt echter opgelost met behulp van de differentie-
operatoren D, D) en D{Y zodat geldt:

2
L(w) = —%2—w — A(t,x,w)DPw — B(t,x,w)DPw — C(t,x,w)DPw — g(t,x,w):

XEQA.

De afbreekfout gemaakt bij de plaatsdiscretisatie wordt nu dus gegeven door:

2 2
Low) = A(Lx w2 — DPw] + BxwloY — DPw]
Bxl 8x2
aZW 2
+ Ctx,w)=—=— — DP@Aw]: xefy. 2.2)
8x18x2

We veronderstellen dat de exacte oplossing van (1.1) de dominante term
R

wor= 2w @explif-x), /O := (A, 4" (2.3)

r=1

bevat.
Laten 8{7,8% en 8{} de eigenwaarden zijn van respectievelijk D{,D¥” en D} met de eigenfunctie
e/ * | Met behulp van (1.3) volgt dan:

DR = — {0 W (Ax i), Ax,iff)el™

DPel”x = — A N, (Ax i, Ax,if§)el"x . (2.4)
En aangezien cosh (ix)=cos(x) geldt:
o) = 22 > Elcos(jAx ) A7 )cos(IAx, /),
A X1 4
r 2 . r I
8 = > 1cos(jhx, /) ycos(IAx 1 7). 2.5)

2
A%xy 57




Met behulp van (1.7) en sinh (iz)=isin(z) vinden we:
Df&eifm.x — — A" An) .@(Axlmr)’ szifg‘))eif(')'x (2.6)

€n

53 = ¢Psin(iAx, f0)sin(Axof) @7

Axsz

De afbreekfout, gegeven in (2.2) wordt, als w, de dominerende term in de exacte oplossing van (1.1)
is, benaderd door:

R - dr}
Liwoym— S ¢0@x,woml) e, xey ,

r=1

¢(r)(t7xaw0):: A(tyxawﬁ)(ﬁr)z +8Y)) + B(tax’w())(fg)z +8g))

+ C@t,x,wo)(f £ +87)) . (2.8)
We kunnen ¢ met behulp van (2.5) en (2.7) schn'jven als:
1
" = 4 Q) Q)
ry (")
R ewven GO OR 29)

met
p'(r): Z(HY)’P‘&’-))T: z(ﬁr) Ax 1 ’fy) AxZ)T ’
au:=p} + 2 &0cos(jm)oos(lp) = pt — pi¥1Gm,im) ,

gl
Bwy:=p3 + 2 3 niPcos(jm)cos(im) = p3 — pi¥alipa.im)
gl
Yp:=pmp — 2 3 §Psinp)sin() = ppe — mpm@Cm,i) - (2.10)
gl

Uit (2.8) blijkt dat de afbreekfout verkleind kan worden door de waarden van ¢,r=1,--- ,R te
minimaliseren.

Als de dominante frequennes nauwkeurig genoeg bekend zijn is dit te bereiken door de nulpunten van
a,B of y te kiezen in de punten die corresponderen met die frequenties.

Zijn echter slechts intervallen van dominante frequenties bekend - dit zijn intervallen [f,,, £l n=12,
waarvoor geldt:

f,,<j")<7,,'r=1 -++,R, n=1,2

- dan kunnen de drie functies a, B of y geminimaliseerd worden op die intervallen.
In de volgende secties zullen we verder ingaan op methoden om a, B of y te minimaliseren.
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3. LUN-DISCRETISATIES

In deze sectie bestuderen we de differentie-operatoren DY en D (1.2) met £’ =7 =0 voor /540
zodat D en D lijn-molekulen voorstellen.
De functie a uit (2.10) neemt nu de vorm

k
a(p) = @@ ):=pf +2 3 £ceos(jm) 3.0
=0

aan, waarvan de index / is weggelaten.
Eenzelfde uitdrukking geldt voor de functie 8.

Aangezien er k +1 vrije parameters in (3.1) zijn, zoeken we k +1 uitdrukkingen om deze parame-
ters zo gunstig mogelijk te bepalen.

In het spemale geval dat we weten dat de oplossing wordt gedomineerd door & +1 frequenties, zeg
fPip=1, - k+1, eisen we dat voor de punten

AP, p=1,---k+1 3.2)
geldt
a(z,) =0, p=1,---k+1. 3.3)

In het algemene geval dat de dominante frequenties zich bevinden in het frequentie-interval

fA<A'<fi, r=1,---,R;
willen we

max [|a(z)] 5 p:i=fdx, m o= f1Axg, 34
m<z<p, - =
minimaliseren.

We nemen aan dat op het interval [p, fi;] de even-functie a(z) voldoende nauwkeurig door een
polynoom van de §raad k+1 voorgesteld kan worden (en aangezien a(z) een even-functie is zal het
een polynoom in z* zijn).

Het minimax-probleem (3.4) wordt nu bij benadering opgelost door a(z) te identificeren met een naar
[u] »#1] getransformeerd Chebyshevpolynoom van de graad k + 1

Sak +1)(2):= cos[(k + 1)-arcos {(2z2 —G +HV @ —eD}. (3.5)
Maar dan kunnen we de nulpunten z P =1, -+ ,k+1, van a(z) identificeren met die van zo’n
Chebyshev-polynoom.

We verkrijgen nu de & + 1 nulpunten

1
%= \/—[(_1+M1) + (—1 “1)008(2(k+1)) ) 2

1 .
:V_[(ﬁ+f,)+(f fl)cos(z(k+1))]2 p=1, - k+1, (3.6)

van a(z), zodat voor deze punten (3.3) geldt.
De discretisatie-gewichten zijn te bepalen door het stelsel dat door (3.3) beschreven wordt op te los-

sen.
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VOORBEELD 3.1: We bekijken de driepunts-lijnmolekulen, zodat k=1. Het stelsel (3.3) wordt dan
opgelost door

_ —(zf —23)
&= 2(cos z, —co0sz3)’
z3 z3cosz,—z3cosz,
o = T2 fieoszy = 2cos zy —c0Sz3) G7

met z; en z, gedefinieerd door (3.2) of (3.6).
We verkrijgen benaderingen van de discretisatie-gewichten voor kleine waarden van de maaswijdte
door (3.7) te ontwikkelen in machtreeksen.

£ =1+ l—lz(ﬁ +fmx,
+ Es_lz;b’{l“(ﬁ AP - (ﬁ-{%)Z}A%c, + 0(0%x,),
& = —& + —1;—2{2(7? +AP - (7f-ﬁ)2}A4x1 + 0(A%x,) . (.8)

Deze uitdrukkingen voldoen dus aan de orde-condities (1.5) voor tweede orde nauwkeurigheid.

Vervolgens bestuderen we het verloop van de machtreeksontwikkeling van a(p;) in het interval van
de dominante frequenties.
Met behulp van (3.8) vinden we

am) = o (26 +iDP + 8dGA G +id) — G- + 0w (39
en o
max [au)| = [a)| = [a)
[!_‘hl‘l] -
= oG~ + OG- (39)
zodat (zie (2.9))
= 1L 2 _soa 4 ”
flnga:i] Ale a(fle1)| = Y3 1 ;f_1) A X1 + O(A Xl). (3.9 )

Analoge uitdrukkingen gelden voor 19,71, en B

GEvoLG 1: Zij

o0, ) e lfi, AL 2l r =1, ,R;
en laten de discretisatie-gewichten gedefinieerd zijn door (3.7).
Dan wordt de afbreekfout, als er gebruik wordt gemaakt van (2.3) als exacte oplossing van (1.1) met
C =0 gegeven door: '
1

R »dry
Lw) = —5¢ 3 [CaA?x1 4 + CpAx,Blwde™* + 0(A%x) (3.10)
r=1

waarbij de orde-constanten voldoen aan (zie (3.9))

ICal < (A =AF . 1Csl < B - (3.10)
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In het conventionele geval als

z1=z;=0=§ =1§ =1, (3.11)

vinden we
— - 1 4

max [a(m)] = a(w) = -5 m + ) (3.12)

(1] 12 -
en dus geldt dat (zie (2.9))

| 1 =
max |—5—a(fibx)| = 75 fildlx + 0A%xy). (3.12)
Sielfiufil A X1

Zodat eenzelfde uitdrukking als (3.10) geldt maar de orde-constanten moeten nu voldoen aan
, —4 , —4
|Cul =< 8f1 , |Cp| < 8f5 . (3.10")
Bij gebruikmaking van (3.7) vinden we dus een winstfactor ten opzichte van (3.11), van
—4
afbreekfout (3.11) _ 8f1 _ 8§
afbreekfout (3.7) (721 — Ay =21/ F P +(f /)

We zien dat voor niet te grote frequentie-intervallen [f; ,;_’1] een aanzienlijke winst behaald kan wor-
den. -

Zo is de winstfactor voor het frequentie-interval [0,11] nog altijd gelijk 8.

GEVOLG 2:
We nemen aan dat de exacte oplossing bestaat uit R Fourier- componenten met de frequenties

D =rf; n=12; r=1,---R.
Als

fo = fo i fo = RS,

voldoen de orde-constanten (3.10") aan
ICol < RE=11A, |Cpl < (RP—1Pf3

ferwijl de orde-constanten van het conventionele geval (3.10”) voldoen aan
IC.| < 8R*f}, |Cs| < 8R*f3

Deze ongelijkheden leiden dus tot een winstfactor

afbreekfout (3.11) _ _ 8R*
afbreekfout (3.7) (R*—1)

Deze relatie laat dus zien dat de winstfactor variéert van 14 voor R =2 tot 8 voor R groot.
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VOORBEELD 3.2: We bestuderen nu het vijfpunts-lijnmolekuul gedefinieerd door (3.1) met k =2.
Het oplossen van stelsel (3.3) levert ons dan de volgende discretisatie-gewichten

2} —22 23 —23
_ 2(cosz; —co0s2z3) B 2(cosz, —co8z3)
b= 2(cosz,—c0823) ’
2_2
(L = — 2(00:;1__250822) - 2&(coszy+coszy),
2
b=—5 -~ £coszy — &(cos?z;—1). (3.13)

Identificeren we de nulpunten z;,i =1,2,3 van a(z) met die van het derdegraads Chebyshev-polynoom,
dan worden de z; gedefinieerd door (3.6).

TaBEL 3.1 toont de discretisatie-gewichten &, en & voor tot nul naderende frequentie-intervallen. In
de laatste regel staan de conventionele discretisatie-gewichten zoals die bepaald worden door de orde-
condities (zie voorbeeld 1.1B).

Tabel 3.1.

[ , M ] ) & &

[1 , 2 11 -1.252496 | 1.336667 | -.084172
[.05 . | 1| -1.250625 | 1.334167 | -.083542
[.025 , 05 11 -1.250156 | 1.333542 | -.083385
[.0125 , 025 11 -1.250039 | 1.333385 | -.083346
[.00625 , 0125 1| -1.250004 | 1.333339 | -.083335
conventioneel -1.25 1.333333 | -.083333

We zien dus dat de discretisatie-gewichten gedefinieerd door (3.13) convergeren naar de conventionele
discretisatie-gewichten als ;,4; naderen tot nul.

De conventionele gewichten zijn dus te interpreteren als de optimale gewichten (3.13) met de
dominante frequenties gevestigd in nul.

TABEL 3.2 toont de maximum-waarde van [a(z)| op een aantal intervallen [p;,p;] voor de con-
ventionele discretisatie-gewichten (zie voorbeeld 1.1B) en voor de optimaal aan het frequentie-interval
aangepaste discretisatie-gewichten (3.13).
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Tabel 3.2. Maximum-waarden van de coéfficient-functie

j(2)].

v , B conventioneel optimaal
o , .11 1.1 E-8 35 E-10
o , 21|71 E -7 22 E-8
0 , .31} 80 E -6 26 E-7
o , 4| 45 E-5 14 E-6
o , 5] | 17 E -4 56 E-6
o, .6]] 50 E -4 1.7 E-5
o , 71113 E-3 43 E-5
[0 , 81| 28 E-3 98 E-5
[0 , 91155 E-3 20 E-4
[0 ,10]] 10 E-2 39 E-+4
[p1, 211 71 E-7 94 E-9
[0.1, .31 | 80 E -6 1.8 E-7
0.1, 4] | 45 E -5 12 E-6
[0.1, 51| 1.7 E -4 49 E-6
[0.1, 6] {50 E -4 16 E-5
[o.1, 771 13 E-3 41 E-5
[0.1, .8]1 28 E-3 94 E-5
[0.1, 9]} 55 E-3 20 E-4
[01,1.0] | 1.0 E-2 38 E-+4
[0.1, 1.1 | 1.8 E -2 69 E-4
(1.0, 1.1] | 1.7 E-2 38 E-6
(1.0, 12] | 2.9 E-2 36 E-5
[1.0, 1.3] | 46 E -2 1.5 E-4
[1.0, 14] | 7.0 E -2 4.1 E -4
[1.0, 15] | 1.0 E-1 93 E-+4
{10, 1.6] | 15 E -1 1.9 E-3
[1.0, L7] | 2.1 E -1 35 E-3
1.0, 1.8] | 2.8 E-1 62 E-3
[1.0, 19] | 3.8 E -1 10 E-2
(10,20 |50 E-1 |17 E-=2

We concluderen dat er een aanzienlijke winst te behalen is door gebruik te maken van (3.13). Vooral
voor grotere waarden van de dominante frequenties en kleine frequentie-intervallen is de winst
opmerkelijk. Dit was te verwachten, aangezien voor kleiner wordende waarden van de dominante
frequenties de corresponderende discretisatie-gewichten meer gaan gelijken op de conventionele-
gewichten (zie ook Tabel 3.1).
Zelfs voor grotere frequentie-intervallen blijkt de winst nog aanzienlijk.

Tenslotte dient nog opgemerkt te worden dat |a(z)| in Tabel 3.2. een zesde-orde gedrag vertoont,
terwijl we een vierde-orde methode behandelen. Dit komt natuurlijk door de definitie van a in relatie
tot ¢ (zie (2.9))

a
~ ——— ~ afbreekfout
¢ A*x

zodat de afbreekfout wel degelijk vierde-orde is.
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4. “NIET” LIN-DISCRETISATIES

We zullen nu bestuderen of het voordelig is om alle direkte buren van een bepaald roosterpunt te
gebruiken voor de definitie van de differentie-operatoren (1.2), in plaats van het gebruik van lijn-
molekulen zoals in de voorgaande sectie.

Allereerst bekijken we (1.2) met k=1.

We hebben nu te maken met een negenpunts-discretisatie die in molekuul-notatie geschreven kan wor-
den als: '

& % &
1
DPw(x1,x,) = YT 260 4t 260 | w(x1,xa) . 4.1)
R
De coéfficient-functie a(p) (2.10) van de afbreekfout wordt gegeven door
aui,p) = pP + 2P + fPcosp + EPcospy + £Vcos p-cospy] . 42

We gaan de vier vrije parameters nu zodanig bepalen dat:

(i als de dominante frequenties nauwkeurig genoeg bekend zijn, deze dominante frequenties cor-
responderen met nulpunten van a.

(i) als slechts het interval van dominante frequenties M bekend is, geldt dat

r;;agla(u)l (4.3)

minimaal is.
Hierin wordt M gedefinieerd als:
M: :[p‘l 9l_"'1] * [I"’Z?T‘Q]
en voor de dominante frequenties /& geldt

Mn::Axnﬁt ij( <Axnn "'n’ r=19"',R;n=1,2'

ad (i) In het speciale geval dat de oplossing wordt gedomineerd door twee frequenties
ﬂi) ;i = 1,2 in de x; —richting en twee frequenties
ﬂ) ;j = 1,2in de x, —richting,
Kiezen we de punten
iy = A ) ,8x0/); 4,j=1,2, 4.4

als de nulpunten van a.

ad (ii) In het algemene geval gaan we net o te werk als in sectie 3.

We nemen aan dat voor vaste p, €[, 1,] de even-funcue a(y, f2), op het interval [p, ],

voldoende nauwkeurig door een polynoom - in pi - van graad 2 voorgesteld kan worden.

Het minimax-probleem wordt nu bij benadering opgelost door a(p,u;) te identificeren met een naar
7 =2

[p,l .11 getransformeerd Chebyshev-polynoom - in p} - van graad 2. (zie (3.5)).
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We identificeren nu de nulpunten x;,i=1,2 van apg,u2) met die van zo'n Chebyshev-polynoom

zodat
xi= =l ) + @~ peos S
Ax, — — . 4
= —\/z—l[(ﬁ +ﬁ) + —ﬁ)cos( 2'4 l)vr]2 ;i =12. 4.5)

Vervolgens doen we hetzelfde maar nu met 1 €[p, ] vast en met de even-functie a(py, o).

We verkrijgen dan de nulpunten y;, j=1,2

yp =g AT+ + @ —pheos 2™

Axs — -, j— <
= FG+H + G f osZyal™ s j=1,2. @5

In de gevallen (i) en (i) verkrijgen we een stelsel dat gedefinieerd wordt door

alx,y) =05 ij = 12, (4.6)
De oplossing van dit stelsel is:
(0 = x}cosx; —x}cosx)
2(cos x] —COSX3)
gS()) — _(x% _x%) ,
2(cosx;—COSX3)
g =&Y =0. - 4.7

We concluderen dus dat de optimale negenpunts-discretisatie in feite een optimale driepunts-
discretisatie is.

. Vervolgens bestuderen we (1.2) met k =2.

We hebben nu de vijfentwintigpunts-discretisatie die in molekuul-notatie weergegeven wordt als:

[ @ oup P P
g ogqh o) g &P
DP = s (A0 2P 4 %0 u (48)
SR S U7 S A S
£ P P P

J

De functie ofp) (2.10) wordt gegeven door:
a(p) = p} + 2[ &) + £Pcospy + gPcospy + £Vcospcos
+&80cos2u, + £ cos 2p;cos iy
+&Pcos2py + £Pcos pycos 2,
+ &Pcos2ucos2my] 5 peM . : 4.9
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We gaan nu analoog te werk als in het voorgaande probleem met k=1, en vinden het stelsel
a(x;,y)) = 05 4,j = 1,2,3, (4.10)
met
xi=0 ) 5 ypr=0xy f 5 0j=123,

als de oplossing wordt gedomineerd door drie frequenties in elke richting, of met

Xt = “‘71'5‘[@21 +ﬁ%) + Gﬁ "_If%)cos( 2i6_1 B
Axy - . L
= 751‘[0% +A) + (ﬁ"ﬁ)coS(Z'6 L™ ;i =1,23. @.11)

€n
=Gt i) + @ pos ™

Ax,; - = 1.+
TG+ + o Preos o 5 j =123, @i

als alleen het interval M van dominante frequenties bekend is.

Het oplossen van stelsel (4.10) leidt nu tot de discretisatie-gewichten

WP =g =P =g = =0,

d-d _ xd-d
4 = — 2(cosx;—Cosxy)  2(cosxj —cosx3)’
2(cosx, — €OSX3)
2_.2
X1 —X3
¢ 2(cos x| —COS X3) £P(cos x 1 +cosx2) ,
2
x
& = ——2" — 0cosx; — £P(2c0s?x; —1). @12

We concluderen dat de optimale vijfentwintig-punts discretisatie in feite een optimale vijf-punts dis-
cretisatie is.

Het is dus ook hier niet voordeliger om een “Niet” lijnmolekuul te gebruiken in plaats van het
optimale vijfpunts-molekuul met gewichten (4.12).

5. DE DIFFERENTIE-OPERATOR D3 ,
In deze sectie behandelen we de differentie-operator DY} (zie (1.2)), die de plaatsafgeleide P

10X
benadert.

We gaan uit van de vierde-orde nauwkeurige differentie-operator met k=2. Het bijbehorende
vijfentwintig-punts molekuul is te schrijven als:

(—(® - 0o P P
S ol R U A R ¢ %
D@ :-———1———— 0 0O 0 O 0 . ;.1
oo o =g —¢P
- | P P 0 =P P

2Ax,Ax,
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De , op M, te minimaliseren functie y(u) wordt dan gegeven als (( 2.10)):
Y(p) = prpp—208Psinpsinp, + §5sin2p sinp,
+ {Psinpsin2p, + {Psin2p;sin2p,] . 5.2)
We willen dat mﬁxly(z)l bij benadering minimaal is, en bereiken dit door vier geschikte punten in

het vierkant M te kiezen, zodanig dat y nul is in die punten.
De punten kunnen gekozen worden als:

(xi7yj):=(Axlﬁi)? szfy)) > l,j - 1a2 > (5'3)

wanneer de oplossing wordt gedomineerd door twee frequenties f{?:i=1,2 in de x,-richting en twee
frequenties ¥ :j=1,2 in de x,-richting.

Anders identificeren we () (met p; respectievelijk p, vast) weer met een Chebyshev-polynoom
(in p, respectievelijk py).
Dit Chebyshev-polynoom zal van graad 2 zijn.
En, aangezien y(p;, ) een oneven functie is, zal het een polynoom in p, dan wel in g; zijn.

We vinden dan de punten (x;,y)); i,j = 1,2, met

% =51+ ) + G —poos(Zg Dl =12,
Y=l +im) + G —poosE L j=12. 54

We hebben dus nu het stelsel verkregen gedefinieerd door:
Y(x:,y;) = 0 voor i,j = 1,2 (5:5)
en met x; en y; gedefinieerd als in (5.3) of (5.4).

Door dit stelsel op te lossen vinden we de volgende discretisatie-gewichten:

¢ = (0 15in(2x ) — x25in(2x 1 ))(y 1 5in(2y,) —y28in(2y 1))

8sin(x )sin(x,)sin(y )sin(y, )(cos x —€os x| )(COsy, —€OS Y1) ’
o = x1(y18in(2ys) — yosinQy1)) g

8sin(x)sin(y)sin(y;)(cosy, —cosy)cos(x;) 2cosx;
@ = y1(xsin2x;) — xsin(2x4)) ¢ %

~ 8sin(x, )sin(x;)sin(y )(cos x, —cos x 1 )cos (¥ 1) 2cosy;
1 1) 2)

g‘&z) — xl,yl _ g‘ﬁ _ {& _ {S ) (56)

2sin(2x 1 )sin(2y ) 4cos(x)cos(yy) 2cosy 2c0s X

6. EEN-DIMENSIONALE GOLVEN
Als we aannemen dat geldt

0 =ef?, e = constant ,r = 1, ,R, (6.1)

dan bestaat (2.3) in feite uit één-dimensionale componenten en stelt dus golven voor die in het
(x,,%3)-vlak alle in dezelfde richting lopen.
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Door
Axy = Axy/e , P =& (6.2)
te kiezen, verandert (2.10) in ‘
k
o) = B(w) = a(p):=p} + 2 3 &Pcos(jpm)ecos(lm) (6.3)
il
en (2.9) met C=0in
- 1 1
") = a(uf’ A+ B]. 6.4
¢ a(piMi M, Mx, ] (6.4)

Er is dus één functie overgebleven om te minimaliseren.

We bekijken eerst de algemene k=1 formule, wat leidt tot de negen-punts discretisatie van de
tweede orde afgeleiden. De coéfficienten-functie & wordt dan gegeven door:

a() = p + 20 + EP+ED)cospy + £Vcos? ]
= p} + 24 + &cosp + Leos2m] = () (6.5)
met

b =tD + 28D, f:=¢ + £, =70

We zien dat a(y,) identiek wordt aan a(y;) zoals gedefinieerd in (3.1) voor k=2,
We kunnen dus alle resultaten die daar behaald zijn gebruiken om de drie overgebleven vrij-
heidsgraden te bepalen.

Vervolgens bekijken we het vijfentwintig-punts molekuul wat ontstaat voor k =2. De functie a ziet
er dan uit als:

&) = p} + A0 + &P +¢P)cosp + EVcos?py
+ @ +EP)cos 2 + (&0 +EP)cosucosp + EPcos?2u]
= p} + 2[& + &cospy + £cos2u + &cos3py + §ecosdp] = alm) (6.6)
met
fi= & + ¢ +),
= &) + 0 + 7@ +D),
b= &0 + &) + 50,
b= & +0),
b= 9

waarbij a wordt gedefinieerd door (3.1) met k=4.
Van de negen vrijheidsgraden zijn er dus nog vijf overgebleven voor het minimaliseren van a.
In het algemeen is elke functie & van de vorm (6.3) met behulp van de trigoniometrische identiteit

2cos(rz)cos(sz) = cos(r+s)z + cos(r—s)z ,

als een functie @ van de vorm (3.1) te schrijven. (zie Sectie 3. voor een methode voor het minimalise-
ren van o).
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7. NUMERIEKE EXPERIMENTEN
We beschouwen de integratie van scalaire tweede-orde partiéle differentiaalvergelijkingen van de
vorm

2 2
Q—“i = A(txw)——— + B(tx,w) + Ot xw)y——
o2 9x10x,

0<r<T, x€[0,27}*[0,27]

+ g(t,x,w), (.1

met periodieke randwaarde condities.
De plaatsdiscretisaties zullen gebruik maken van de differentie-operatoren gedefinieerd in (1.2) en
(1.2’), met Ax:=Ax; =Ax, en zullen vierde-orde nauwkeurig zijn.
De bijbehorende discretisatie-gewichten worden dan gedefinieerd in (3.13) respectievelijk (5.6).
De frequenties, die nodig zijn voor het bepalen van deze discretisatie-gewichten, (de nulpunten van de
coéfficient-functie a(z) respectievelijk v(z) moeten overeenkomen met de te elimineren frequenties) zul-
len in de tabellen met de resultaten worden vermeld. Hierbij moet men rekening houden met het feit
dat voor de bepaling van de discretisatie-gewichten behorende bij 3%/9x2 ;n=1,2, drie frequenties
geélimineerd kunnen worden. Terwijl er voor de gewichten behorende bij 3%/9x,0x, slechts twee
geélimineerd kunnen worden.
We zullen daarom, bij aanwezigheid van de operator 9*/9x,9x, in de partiéle differentiaalvergelijking
de derde eventueel te elimineren frequentie(s) tussen haakjes vermelden.

Aangezien we alleen partiéle differentiaalvergelijkingen zullen bekijken met een periodiek gedrag in
de tijd is de keuze voor de tijdsintegratie gevallen op de expliciete tweede-orde Runge-Kutta-Nystrém
methode die zich in de Butcher-notatie laat schrijven als: (zie [2])

17210

17210 1/56

17210 0 1730

17210 0 0 1/12
0 0 0 0 172
0 0 0 0 I

Naast deze tijdsintegrator wordt gebruik gemaakt van de klassicke expliciete vierde-orde Runge-
Kutta-Nystrom methode:

1/2]1/8

1 l 0 1/2
|1/6 173 0
176 2/3 1/6

Het periodiciteit-interval van de tweede orde Runge-Kutta-Nystrom is [0, B821~[0,(4.63)*]. Dit wil zeg-
gen met een tijdstap Az die voldoet aan

0<At-o(ADP +BDP +CDB)<B,

waarin o(-) de spectraalradius aanduidt, het semidiscrete probleem met dissipatie nul wordt gein-
tegreerd. :

De vierde-orde Runge-Kutta-Nystrom methode heeft een leeg periodiciteits-interval, zodat de
numerieke oplossing zal worden uitgedempt. Het stabiliteitsinterval is [0, 82]~[0,(2.59)*].

Aangezien we alleen geinteresseerd zijn in de nauwkeurigheid van de plaatsdiscretisatic wordt de
tijdstap in de expenmenten dusdanig gekozen dat de fout tengevolge van de tijdsintegratie
verwaarloosbaar klein ‘is.

Echter, wanneer de frequenties van de exacte oplossing worden geélimineerd, en als gevolg hiervan de
plaatsfout nagenoeg nul wordt, is het mogelijk de nauwkeurigheid van de oplossing in de buurt van de
machine-precisie te krijgen door de tijdstap zeer klein te kiezen.
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Wanneer dit zich voordoet zullen we de tijdstap gelijk nemen aan die van de andere experimenten in
dat probleem, en de gemeten nauwkeurigheid tussen vierkante haakjes ([.]), bij gebruik van de
tweede-orde tijdsintegrator, en tussen ronde haakjes ((.)) bij gebruik van de vierde-orde tijdsintegrator,
vermelden.
Men bedenke dus dat zo’n waarde geheel afhankelijk is van de gekozen tijdstap en tijdsintegrator.

We vergelijken de voor onze problemen bekende exacte oplossing met de numerieke oplossing. Om
de verkregen nauwkeurigheid te bepalen definiéren we

cd(Ax, At, T): = —log(l|globale fout in t=TIl,,) , (7.2)

wat het minimum aantal korrekte decimalen in het eindpunt T voorstelt.

7.1 Probleem 1. .
We beschouwen het twee-dimensionale lineaire beginwaarde-probleem wuit Tabel 7.1. Dit
beginwaarde-probleem heeft de exacte oplossing

w(t,x) = sin(t+x;) + cos(2t+x,) (1.3)

en is dus van de vorm (2.3) met R=2 en met de frequenties 1,0 in de x;-richting en 0,1 in de x,-
richting.

Tabel 7.1.

(1) metd =1,B=4C=0,g=0en
w(0,x)=sin(x)+cos(x;)
w,(0,x)=cos(x;)—2sin(x;) .

getlimineerde 0,0,00* | (0,1,3)*
frequenties: (0,0,0) (0,1,3)

od (—251, 0.05,4) | 086 | 492

od (—%, 005,4) | 203 | (492

od (%%, 0.05,4) | 321 (4.92)

De cd-waarden, behorende bij het conventionele geval, illustreren het vierde-orde gedrag van de
plaatsdiscretisatie. ('°log2¢~1.2).

Terwijl de cd-waarden, in het geval dat de frequenties (0,1,3)*(0,1,3) geélimineerd zijn, tonen dat
de gemaakte plaatsfout nul is. De waarden laten dus alleen tijdfout zien.

7.2. Probleem 2.
Allereerst bekijken we het één-dimensionale lineaire probleem uit Tabel 7.2. Dit probleem heeft de
exacte oplossing

w(t,x) = sin(t+x;) + -;‘sin(2t+2x1) + esin(3t+3x;) 74
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Tabel 7.2
A=1,B=C=0,g=0
w(0,x)=sin(x;) + 7sin(2x;) + esin(3x,)

wy(0,x)=cos(x;) + cos(2x;) + 3ecos(3x,)

geélimineerde

frequenties: (0,0,0){(1,2,3)(1.05,2.1,3.15){(1.1,2.2,3.3)|(0,0.5,1){ (1,1.5,2) | (2,2.5,3)
e=0 ;cd(%,0.1,4) 1.97 | (4.66) 2.43 2.03 212 | (466) | 1.01
e=0.1;cd(%—75-’-,0.1,4) 1.64 1(4.32) 2.34 1.96 2.02 2.21 1.01

Deze resultaten tonen de gevoeligheid van de eliminatie-methode voor afwijkingen in de schatting
van de exacte frequenties. Voor een afwijking van 10% zijn de resultaten nauwelijks beter dan die van
het conventionele geval, bij een afwijking van 5% is er een kleine winst te zien van 0.4 (bi] e=0)
respectievelijk 0.7 (bij e=0.1) decimalen ten opzichte van het conventionele geval (geélimineerde
frequenties (0,0,0)).

Uit de laatste drie kolommen blijkt de dominerende rol van de eerste, en in iets mindere mate, de
tweede Fourier-component.

Vervolgens bekijken we het één-dimensionale niet-lineaire probleem van Tabel 7.3 met dezelfde
exacte oplossing (7.4) als het voorgaande probleem.

Tabel 7.3
A = sin*(¢t+x,),B=C=0,
g = (sin*(t+x;)—Dfsin(+x,) + 2sin(2f +2x;) + 9esin(3z+3x,)]
w(0,x) = sin(x;) + sin(2x;) + esin(3x;)
w,(0,x) = cos(x,) + cos(2x;) + 3ecos(3x;).

geélimineerde

frequenties: (0,0,0)((1,2,3)|(0.05,2.1,3.15) 1(1,1.5,2)
e=0 ;cd(%’sT—,O.lA) 1.69 |(4.74) 2.26 (4.74)
e=0.1;cd(%—757—,0.1,4) 1.38 §(4.23) 2.31 1.96

De resultaten bij een afwijking van 5% van de exacte frequenties tonen, dat ook bij niet lineaire
problemen waarbij de frequenties niet constant zijn maar niet meer dan een klein percentage (bijvoor-
beeld 5%) afwijken van een vaste frequentie, de eliminatie-methode van waarde is.

De laatste kolom, tenslotte, laat de gevoeligheid zien voor de aanwezigheid van een Fourier-
component waarvan de frequentie niet ge€limineerd is.
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7.3. Probleem 3.

In deze sectie bestuderen we het gedrag van de plaatsdiscretisatie van de differentiaal-operator
82 /0x 1 ox 2.

Hiertoe integreerden we problemen die vergelijkbaar zijn met die uit sectie 7.2. Deze problemen zijn
in Tabel 7.4, voor een lineair probleem, en in Tabel 7.5, voor een niet-lineair probleem, gespecificeerd.

Beide problemen hebben dezelfde exacte oplossing
w(t,x) = cos(2t +x;+x,) + ecos(dt+2x;+2x,). 1.5)

Tabel 7.4

C=4A4A=B=0,g=0,
w(0,x) = cos(x; +x;)+ecos(2x; +2x;) -
w;(0,x) = —2sin(x; +x,)—4esin(2x; +2x,) .

ge€limineerde (0,0)*1(1.2)*](0.95,2.1)*{(0.9,2.2)* | (0,1)* | (2,2)*
frequenties; 0,00 (1,2) | (0.95,2.1) | (0.9,2.2) | (O.1) | (2,2)
e=0.04;cd(%,0.1,4) 1.09 |{(4.06) 1.69 1.34 1.46 | 0.27
e=05 ;cd(%zsr—,O.lA) 023 |3.17)| 117 0.84 | 0371027

Tabel 7.5

C = 4cos’(t+x,+x,), A =B =0,
g = Hcos*(t+x) +x3)— Dlcos(2t +x; +x3) + 4e cos(dr +2x; +2x,)],
w(0,x) = cos(x; +x,) + ecos(2x;+2x;)

w,(0,x) = —2sin(x; +x,)—4esin(2x; +2x,).

geglimineerde  [(0,0)*|(1,2)*[(0.95,2.1)* [0, 1)*[2.2)*
(1,2) | (0.952.1) | (0,1) | 2,2)

frequenties: 0,0)
e=0.04;cd(%—,0.1,4) 095 |(4.12)} 179 1.23 | 0.51

@G13)| 111|013 051

e=05 ;cd(%,O.lA) 0.00

De Tabellen 7.4 en 7.5 vertonen hetzelfde gedrag als de Tabellen 7.2 en 7.3. Het commentaar uit
sectie 7.2 is, geprojecteerd op de nieuwe problemen, dan ook hier weer van toepassing.

7.4. Probleem 4.
Het in Tabel 7.6 geillustreerde lineaire probleem heeft de exacte oplossing
(7.6)

w(t,x) = sin(t+x;+x7) + 300s(5t+3x; +2x,)
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Tabel 7.6

A=B=1C=2g=0,
w(0,x) = sin(x; +x;) + %cos(3x1 +2x,)
wi(0,x) = 2cos(x; +x,) — sin(3x; +2x,) .

geélimineerde | (0,0,(0))*[(1,3,(0))* [(1,L(1)*[(3.0,(4)*
frequenties: | (0,0,(0)) | (1,2,0)) | (L, L,(1)) | (2,0,(3))

cd(-%%,0.0SA) 0.42 [2.76] 0.51 0.39

cd(g—g-,0.0SA) 146 | [276] | 158 | 193

De plaatsfout wordt geélimineerd door de frequenties (1,3,(0))*(1,2,(0)) exact te fitten. Het is dan
de tijdfout die alleen aanwezig is.

We merken op dat, bij de plaatsdiscretisatic met een maaswijdte van Ax=27/10, er slechts 3.3
respectievelijk 5 roosterpunten per golflengte worden gebruikt voor de tweede Fourier-component.
Door de maaswijdte te verkleinen naar 27/20 is de golf wel goed te discretiseren, (6.6 respectievelijk
10 roosterpunten per golflengte voor de tweede Fourier-component) en zijn de resultaten wel betrouw-
baar.

We behandelen daarom alleen de resultaten met een maaswijdte van 27/20.

Het blijkt dat de eliminatie van (3,0,(4))*(2,0,(3)) beter is dan de eliminatie van (1,1,(1))*(1,1,(1)).
Dit komt omdat door de eliminatie van (3,0,(4))*(2,0,(3)) de fout voor de frequenties 1*1 ook enigs-
zins verkleind wordt.

We voegen nu een derde Fourier-component toe aan de oplossing (7.6):

w(t,x) = sin(2t+x;+x,) + ‘;“cos(5t+4x1 +2x2)—-11-0—sin(7t+4x| +3x,) . (1.7

Tabel 7.7 toont het probleem met als exacte oplossing (7.7).

Tabel 7.7.

A=B=1,C=2g=0,

w(0,x) = sin(x; +x7) + Scos(3x; +2x;) — l—losin(4x1+3x2)

wi(0,x) = 2cos(x; +x;) — sin(3x; +2x;) — —116005(4):1 +3x,).

geélimineerde [(0,0,(0))* [(1,3,(4))* | (1,3,(0))* | (1,4,(0))* | (3,4,(0))*
frequenties | (0,0,0)) | (1,2,(3)) | (1,2,0)) | (1,3,0)) | (2,3,(0))

cd(-i—%,0.0SA) 0.96 1.50 1.43 1.52 0.83
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Omdat 4 +B=C zou men verwachten dat de invloed van de discretisatie van 3*/9x,0x, even groot
is als die van 82/0x? en 9%/0x} samen. Maar 92/0x,0x, is veel moeilijker te discretiseren omdat:

i) de roosterpunten verder uiteen liggen,

ii) er meer nodig zijn en

iil) omdat er maar twee frequenties in elke richting kunnen worden geélimineerd.

We gaan er daarom vanuit dat de discretisatie van 92/8x,9x, de overheersende rol speelt in de totale
plaatsdiscretisatie.

Dit is dan ook de reden dat de poging tot de eliminatie van de drie frequenties in beide richtingen
minder effect heeft dan in het voorgaande probleem, waar twee frequenties in elke richting werden
geélimineerd.

Tevens verklaart het waarom de eliminaties (1,3,(4))*(1,2,(3)), (1,3,(0))*(1,2,(0)) en (1,4,(0))*(1,3,(0))
ongeveer dezelfde nauwkeurigheid bereiken.

De eliminatie van (1,4,(0)*(1,3,(0)) komt er het best af omdat de frequenties 3*2 worden gedempt.
De resultaten bij de eliminatie (3,4,(0)*(2,3,(0)) laten duidelijk zien dat de eerste Fourier-component
de grootste invloed heeft in de oplossing.

7.5. EEN NIET-LINEAIR PROBLEEM
We bekijken het niet-lineaire probleem uit Tabel 7.8, de exacte oplossing van dit probleem is

w(t,x) = sin(t+x, +xz) + 5008(5t+3x; +2x,) + € cos(5t+2x, +3x5) . (1.8)

Tabel 7.8.
A = B = wk(x,1), C = 2wi(x,1),
g= w?—D[4sin(2t +x, +x,) + 2—25-005(5t+3x1+2x2) + 25e cos(S5t+2x, +3x,)].
w(0,x) = sin(x; +x,) + ‘%‘cos(3x1 +2x,) + ecos(2x; +3x,)

w,(0,%) = 2cos(x; +x2)——§-—sin(3x1 +2x,) — Sesin(2x; +3x,) .

seelimincerde  (0,0,0))* | (13,0))* [ (L,3,2)* [(105,3.15,2. D) | (11,3 3,2.2))"

frequenties ©,0,0)) | (1.2,0)) | (1,2,3) | (1.05,2.1,3.15)) | (1.1,2.2,(3.3))
e=0 ;cd(%’s’—,o.1,4) 031 | (.76 | (1.76) 0.66 0.33
e=0.04;cd(%’5’—,o.1,4) 034 | 120 | 132 0.64 0.32
e=0.1 ;cd(—2i157—,0.1,4) 032 | 076 | o088 0.60 0.29
e=0.5 ;cd(%’—s’-,o.l,@ 031 | 021 | 038 0.32 0.13
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Deze Tabel illustreert:

i)  de overheersende rol van de differentie-operator Dﬁ(l.Z'). Wat blijkt vit de kolom behorende
bij (1,3,(2))*(1,2,(3)) waar de cd-waarden nauwelijks beter zijn dan in de kolom
(1,3,(0))*(1,2,(0)), waar de frequenties van de derde Fourier-component niet worden gefit. (Zie
ook tweede deel sectie 7.4)

ii) de gevoeligheid, van de eliminatie-methode, voor de aanwezigheid van een, in meer of mindere
mate dominerende, derde Fourier-component. Terwijl de conventionele methode ongevoelig
blijkt.

iii) dat, de eliminatie-methode ook van waarde is voor niet-lineaire problemen. Dit blijkt uit de
winst die nog behaald wordt, ten opzichte van het conventionele geval, wanneer slechts schat-
tingen (hier 5% respectievelijk 10%) van de exacte frequenties bekend zijn.

8. ConcLusie

Uit de experimenten blijkt dat, wanneer de oplossing uit slechts enkele dominerende Fourier-
componenten bestaat, de vijfpunts-lijn discretisatie (3.13) van 92/9x2,n=1,2, en de vijfentwintig-
punts discretisatie (5.6) van 92/dx,9x, profiteren van goede schattingen van de frequenties.

Verder blijkt dat zowel lineaire problemen als niet-lineaire problemen voordeel halen wuit de
methode van frequentie eliminatie. Hierbij moeten we ons realiseren dat de winst met te verwaar-
lozen extra kosten behaald wordt.
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APPENDIX 1

Bewijs van stelling 1.1.

Aangezien

d

y _ 8 9
[Df o w = [(¥1(Ax, o,

d 9
»Axy ox, )— 1 o w,
is D p-de orde nauwkeurig als geldt dat
d d
¥y (Ax, ox, ,Ax, ox,

We ontwikkelen ¥, in een Taylor-reeks en vinden

¥y (uy) =23 g}“——iumsi‘z %) cosh(iv)
gl

) =1+ 0(&x,). (A1)

_ 25 {1 R () 0 O(us)}
U gl

2! 4! 6!
2 4 6
{1 +Or &L O, 0(v8)}
2£(I) v j4$(l) j212£(1) 14£(1) vz
= ] 2 40 2600 Y2 S .2 2 JHPR RS
% %) + j°§ +1§j(u)+ l2u+ 2 v 12\u)
jsg}l) ay j214§}0 o j412§}1) ) + 1640 (12_)2
360 24 24 360 " u
+ 0(u6+u4v2+u2v4+v6+v8/u2)} (A2)

met u=Ax;9/9x; en v=Ax,0/0x,.
Wanneer Ax; —eAx,,e= constant volgt uit (A.1) en (A.2) dat de differentie-operator DY tweede-
orde nauwkeurig is als geldt:

> 5}” = 0(A*x)),

Jil

3D =1+ 0%xy),
gl

> 2D = 0(A%xy) ,

Pl
en vierde-orde nauwkeurig als geldt:

S =00, T2 =1+ 04%xy),
ya;

il

3P = 0atxy), 3 D = 0(82xy),
i gl

3 APED = 0(A2xy), 3 IED = 0(A%xy) .
gl gl

Een analoge afleiding geldt voor de functie ¥,. O
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APPENDIX 2
Bewijs van stelling 1.2.
In het geval van de diﬁ‘erentie—operator Dﬂ is het analogon van (A.1):

0

P(Axy— o, sz ) =1+ 0¥x,), (A.3)

waarbij weer Ax; =eAx,, e=constant is genomen. De Taylor-ontwikkeling van ®, met u =Ax,9/9x,
en v=A7x,0/0x, wordt gegeven door:

Su,v) = 22 ¢ sinh( /u) sinh(¥)

v

gl

=2 2 9% {_] + -1—u2 b Lyt g Lu6 + O(ug)}

51
Ik P4 U 8
{l+§'—v +5 +7'—v + 0(v*)

3
=zgw{2,1+LVZ+J;2+156-4+§64+L§L“2V2

j,
+ _; 6 4 U J___ 2,4 4 PP 4
350"t s T e t e
+ 0(u8+u6v2+u4v4+u2v6+v8)} (A4

Uit (A.3) en (A.4) volgt dat de differentie-operator Dﬂ tweede-orde nauwkeurig is als geldt:
> 2580 =1 + 0(A%xy),
gl

en vierde-orde nauwkeurig als geldt:

2080 =1 + 0A*xy),
gl
> JPE = 0lxy),

2 lJ3§(l) = 0(A%x). d
]a
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