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1. Uit de analytische meetkunde van drie dimensies

Een rechtlijnig assenstelsel wordt bepaald door een punt O en drie door

0 gaande niet in een vlak gelegen rechten OX1, OXZ’ 0X3 die de codrdi~

naatassen heten. De vlakken X20X3 enz. heten de co8rdinaatvlakken. De

(scheve) projecties van een punt P op de cobrdinaatassen worden gevormd
door de snijpunten van de assen met door P evenwijdig aan de cobrdinaat-
vlakken gaande vlakken (zie fig. 1.1)

X3

ﬁ3 7
Lo/xs / 2 > %2
KT

fig, 1.1
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De rechtlijnige, ook wel genaamd scheefhoekige, coSrdinaten van P wor-
den gedefinieerd door de lengten van de gerichte 1lijnstukken OPi
(i =1, 2, 3). We schrijven x; = OP..

Kiezen we door O drie andere colrdinaatassen OX{ welke een co8rdi-
naten stelsel xi vormen dan bestaat er tussen de cobrdinaten van een
willekeurig punt P t.o.v. OX, X, X, en OX! X! X! het volgende lineaire

17273 172 73
verband
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(1.1) e P tooXy * t23x3 : ,

xé = t31x1 + t32x2 + t33x3

waarbij de co&fficiénten tij niet van de plaats van P afhangen.

P

figo 102

Het bewijs van deze formule berust op het feit dat de som van de (scheve)
projecties van de elementen van een gebroken lijn welke twee punten O en
P verbindt gelijk is aan de projectie van OP zelf. Het bewijs van de
eerste betrekking van (1.1) ligt in fig. 1.2 opgesloten. De coéfficién-
ten tij zijn hierbij slechts door de onderlinge ligging van de colrdi-
naatassen bepaald.

Uit het feit dat de transformatie (1.1) omkeerbaar is volgt dat de
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coéfficiénten ~ determinant niet nul is.
(1.2) det (tij) # 0.

Een willekeurig punt P(x1, Xs x3) op de door A(a1, I a3) en
B(b1, b2, b3) gaande rechte kan worden voorgesteld in parametervorm als
kai + ubi
(1.3) e T W T
De meetkundige betekenis van de homogene parameters (A, u) is
(1.4) AP : PB=u : A .

Men noemt (1.3) de parameter-vergelijking van de rechte AB.

Een willekeurig punt P(x1, Xps x3) in het door A(a1, 25 a3),
B(b1’ b, b3) en C(cq, Chs c3) geande vlak kan worden voorgesteld in
parametervorm als
(1,5) e Sl Bl

i A4y

Uit (1.5) volgt door eliminatie van de parameters als vergelijking van
het vlak ABC

x1 32 x3 1
a a a 1
(1.6) t 2 3 = 0,
b1 b2 b3 1
c1 c2 c3 1

Toepassing: Het vlak dat van de coSrdinaatassen OXi de stukken s; af-

snijdt heeft de vergelijking

X X X
a-l+-é-€+—-3»=1°
1 2 3

Algemeen stelt de lineaire vergelijking

(1.7) 0 Xy + 0%, + 0Xs = D

een plat vlak voor., Door hierbij aan p verschillende waarden te geven
wordt een bundel evenwijdige vlakken verkregen. Voor p = 0 gaat het

vlak door de oorsprong.
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Voortaan zullen wij vaak de zogenaamde sommatie-conventie van Ein-
stein bezigen. Hierbij spreken we af dat lopende indices (i, j, k enz.).
welke tweemaal voorkomen een sommatie over deze index inhouden.

'Als voorbeeld kunnen wij (1.1) symbolisch schrijven als

(1.8) x! =t.. X..
i ij 73

De inverse transformatie is uiteraard van dezelfde vorm

= 1
(1.9) x; Tij xj

waarbij

(1.10) t.. 7., =T

i t., =8

ij ij ik ik*

Het hierin gebruikte delta-symbool van Kronecker is gedefinieerd als

(1.11) 5.. = {? voor i # J,

1J 1 voor i = Jo

Onder een rechthoekig (orthogonaal of Cartesiamans) assenstelsel
verstaan we een rechtlijnig assenstelsel OX1 X2 X3 waarbij de assen
loodrecht op elkaar staan.

Hiervan zijn er twee typen nml. rechtse met een rechtse schroefzin
(kurketrekker) en linkse met een linkse schroefzin.
Voorzover niet anders sangeduid gebruiken we voortsan uitsluitend

rechtse Cartesiasanse assenstelsels.

rechts
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Voor een punt A(a1, 8y a ) geldt de afstandformule (uitgebreide
stelling van Pythagoras)

2_ 2. 2. 2
(1.12) 0A° = ay +a, + 8z -

Hieruit volgt voor de vergelijking van de bol met middelpunt O en straal
R

2 2. 2 2
(1.13) X] kX, + x5 =R
De kwadraatafstand ven twee punten A(ai) en B(bi) is
2 _ 2 2 2
(1:1k) AB® = (a1 - bj) + (a2 - b2) + (a3 - b3) .
Richtingen corresponderen op (1 - 1)duidige wijze met de punten
van de eenheidsbol x? + xg + xg = 1,

Ligt A(a1, o, a3) op de eenheidsbol dan heten Gyp By @ de richtings-

3

casinussen van de richting OA.
Uiteraard geldt a? + ag + ag = 1.

Voor de hoek ¢(0 < ¢ < 180°) tussen de richtingen A(a ) en B(B )
geldt

(1.15) cosd = o, B1 + o, 32 + oq 63°

Bewijs: Pas op AAOB de cosinusregel toe.

Voor twee loodrechte richtingen geldt in het bijzonder

(1.16) o, s * o, 3 + o0, B 0.

3 3
We bewijzen nu de volgende bewering. Als p > O en a? + ug + ag =1

stelt (1.7) de vergelijking voor van een plat vlak waarvan de normaal
de richtingscosinussen a. heeft en waarbij de afstand tot de oorsprong

gelijk aan p is., Het is namelijk eenvoudig in te zien dat (1.7) in het
punt (pa!, PO.,s pa3) aan de bol x? + xg + xg = p2 raakt. Gemakshalve

stellen we p = 1. Voor de punten welke zowel op de bol als het vlak
liggen geldt

2 2 2 - 2 2 2 _
X, *+ X, + Xy = 1, 0., + o o%p + a3x3 i1 en o, + o, + a3 1

2 _ =
3 = a3) = 0 zodat X, = 0s.

Hr is dus slechts &&n gemeenschappelijk punt d.w.z. het vlak is een

. . 2
Hieruit volgt (x1 - a1) + (x2 - a2) + (x

raakvlak. De vergelijking (1.7) (in orthogonale coBrdinaten) heet de

normaalvergelijking van het vlak.
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We beschouwen nu de overgang van een (rechts) Cartesiaans assenstel-
sel OX X 3 naar een soortgelijk assenstelsel OXv XV Xé Hiervoor

geldt ulteraard het lineaire verband (1.1). Uit de 1nvar1antie van de

kwadraatlengte volgt dat de co&fficiénten tij voldoen g@an de betrekking

t.. t.. = 8. , dat de inverse transformatie van de vorm x. = t,. x! is
1] 1k Jk 1 Ji g
en dat ook tJ kl = 6jko
Bewijs: Uitgaande van (1.1) en x% xg = x; X volgt
tiJ xJ tlk kS X % T GJk i X zodat tij tik = 6jko De Juistheid
3 = a 8. = ° .o Z= ac. L] "‘=6I = * C
van X, tJl xJ volgt uit X tJl xJ tJl th X, - ik X 5%
Dus:
x! =t.,x,. , %, =1t,. x!
1 iJ 4 1 J1 3

(1,17)
=t,. bt . =8

®i5 Bk T Ty ki T Ok
Uit de afleiding van (1.1) volgt dat tij bepaald is door de projectie van

OX% op OXj of omgekeerd
t.. = cos(X{ O X,)
1J 1 d

We kunnen dus bijv. (t ) interpreteren als de richtingsco-

11°? 12’

sinussen van OX« in het coordlnatenstelsel OX X2 X3 en (t11, t21, t31)
als die van OX. in het coBrdinatenstelsel OX“ Xé Xé De relaties
tlJ tlk t ty; = 6 drukken dus niets anders uit dan dat de codrdi-
* naatassen looérecht Gp elkaar staan. Uit deze orthogonaliteitsrelaties

volgt

TR PRRLE!
(1.18) thy top Tpg | TE T

Y37 b3 B3

Bewijs: kwadrateer de determinant.

Hieruit blijkt algebraisch de splitsing in transformaties tussen ge-
1ijksoortige en ongelijksoortige assenstelsels. Bij rechtse codrding-
tenstelsels behoort altijd de determinantwaarde +1. Bij de overgang van

een rechts op een links stelsel behoort de determinantwaarde -1,
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Onderwerpen we de eenheidsbol x2 + x2 + x2'= 1 aan een anisotrope

1 2 3
deformatie
(1.19) X, x1/a1 N x2/a2 T x3/a3
dan ontstaat een drie-assige ellipsoide met de vergelijking
<2 x2 x2

1 2 3 _
(1.20) 2 + 3 t=5=1 .

1 % %3

De oorsprong is het middelpunt. De coBrdinaatassen bepalen de zogenaam-
de hoofdassen. Deze snijden de ellipsoide in de toppen. De co8rdinaat-

viakken zijn vlakken van syrmetrie. De lengten van de hoofdassen zijn

2a1, 232, 233o
In het algemeen stelt de vergelijking
1 = . . = s o = o
(1,21) clx) = ci5 X5 X, 1 (cl'J ch)

een tweedegraads—oppervlak voor waarvan de oorsprong het middelpunt is.
Als de kwadratische vorm ¢(x) positief definiet is, d.w.z. c(x) > O voor
alle combinaties Xqs Xy Xg waarbij het gelijkteken alleen geldt voor

X, = X, = X5 = 0, stelt (1.21) een drie-assige ellipsoide voor.

Hierbij doet zich het probleem voor de hoofdassen te bepalen.

We geven hier een van de methoden om dat zgn. hoofdassenprobleem op te
lossen.,

De hoofdassen zijn bepaald door het maximum~probleem.

(1.22) xi + x2 + xg is stationair met de nevenvoorwaarde

2
e(x) = 1.

De oplossing vandit probleem volgens de multiplicator-methode van

*) .,
Lagrange 1s

9 =
(1.23) E;Z {xi X5 = u(cij X; X5 = 1)} = o,

*) Zie college dictaat 1961-f62, p. 2=3.
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(1.24) X. =Ude,. x. of (ve.,. =98..)x. =0,
1 13 J 1iJ 13 J

Eliminatie van de co8rdinaten xj geeft

o s ® @ 600 = o
(1.25) det(UClJ lJ) 0

Dit is een vergelijking van de derde graad is U. Voor elk van de drie

wortels vinden we een hoofdas door (1.24) op te lossen,

2. Meetkundige behandeling van de vectorrekening

Onder een pijl verstaan we een gericht lijnstuk of een geordend punten-
paar. Pijlen welke uit elkaar door translatie ontstaan heten gelijk en
gelijkgericht. Een vector is gedefinieerd als een volledig systeem van
gelijke en gelijkgerichte pijlen.

Elk van deze pijlen kan dienen als representant van de vector. We kun-
nen bijvoorbeeld, maar nodig is dit niet, alle vectoren voorstellen door
pijlen welke in hetzelfde punt beginnen.

Vectoren dulden we aan met de notatie v enz. Scalaire duiden we aan met
Griekse letters.

Scalaire vermenigvuldiging van een vector v met een scalar o wordt
gedefinieerd door een representatieve pijl van v vanuit zijn beginpunt
met o te vermenigvuldigen (centrale vermenigvuldiging).

Optelling van vectoren geschiedt met de in fig.2.1. gegeven parallelo-

gram-constructie
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o . < . .. .
Definieert men de nulvector 0 als de verzameling pijlen waarvan begin-

en eindpunt samenvallen, dan gelden de volgende grondeigenschappen

- > > -+

X+y=y+x (commutativiteit)
> > -> e -+ > .
x+(y+2)=(x+y)+2z (associativiteit)
(2.1) - -> -
x+0=x
Ze (=3

Men kan gemakkelijk inzien dat alle vectoren afgeleid kunnen worden uit

een willekeurig onafhankelijk drietal Zlg 225 230
Stellen we deze zogenaamde basisvectoren voor door pijlen OEl’ OE2, OE3

dan liggen deze pijlen dus niet in &&n vlak. Voor een willekeurige vec-
tor X kunnen we blijkens fig. 2.2 steeds schrijven

-+ -+ >
e, +x e. . + x e

>
(2.2) : X=X 2% T *3%3

fig. 2.2

We kunnen (x1, X5s x3) interpreteren als de codrdinaten van het uite-
einde P van de met x corresponderende pijl OP t.0.v. het door de ba-

sisvectoren gevormde scheefhoekige assenstelsel.
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Heel vaak kiest men voor de 3i langs de assen van een Cartesiasans assen-
stelsel gelegen eenheidsvectoren. In dat geval zijn de %, de Cartesiaan-
se cobrdinaten van P,

De lengte van de vector x duiden we aan met |X| of soms met x.

Het inwendige product Eo; van twee vectoren X en ; wordt a.v. ge-
definieerd. Als X en ; met de pijlen OP en 0Q corresponderen en indien 6

de door OP en 0Q gevormde hoek is welke tussen 0° en 180° ligt, dan is
> >

(2.3) Xy =Xy cos 6 .

Voor loodrecht op elkaar staande vectoren geldt dus ;o§ = 0,

.. . > 2
In het bijzonder 18 X.X = X .

T.a.v. het inwendig product gelden de volgende grondeigenschappen

> > + >

Xy

]

(commutativiteit)

¥oX
(2.4) > b
X2 + y.2

(distributiviteit)

-+ R
L(x +y).z .

P S .4 - .
Zijn €15 €55 e3 de bij een Cartesiaans assenstelsel behorende een-

heidsvectoren dan volgt uit (2.3)

> >
(205) eiaej - 615 o
Uit (2.2) en (2.5) volgt voor X = xigi eny = yizi de volgende uit=-

drukking voor het inwendig product

(2.6) oy

+ +
XY T XV T %33
of in verkorte notatie

>
(2.7) Xoy = X:¥s o

Indien X en y hierbij eenheidsvectoren zijn stemt (2.6) blijkens (2.3)
overeen met de formule (1.15).

Anderzijds kan (2.6) dienen ter definitie van het inwendig product. De
definitie (2.3) heeft een zekere voorkeur omdat hierbij geen co8rdinaten-
stéisél gebruikt‘isc Bij de keuze van (2.7) als definitie moet aange-
toond worden dat het rechterlid van (2.6) niet verandert bij overgang

op een ander assenstelsel.



- {1 =

Het uitwendige product X x ; van twee vectoren X en ; wordt a.v.
gedefinieerd. Hebben OP, 0Q en 6 dezelfde betekenis als boven dan is
X x ; een vector OR waarvan de lengte x y sin 6 is en waarvan de rich-
ting bepaald is door die eenheidsnormaal n van vlak 0PQ welke met OP

en 0Q een rechtse schroef vormt.

fi&o 23
We hebben dus
-> -+ T
(2.8) xXy=xysinbn.,

Als speciaal geval geldt voor Cartesiasanse eenheidsvectoren (rechts
assenstelsel!)

e > -+
e1 X 82 = 93
(2.9) e Xe.=e. .
2 " €3 T &
> -+ >
e3 X e1 = e2
‘Uit (2.8) volgt i.hob.
> > > >
(2,10} XXy ==y XX,
en
>
(2.11) XX x=0 ,

Evenals voor het inwendig product geldt de distributieve regel
(2.12) (x+J) xz=xxz+yx3z,

hetgeen meetkundig bewezen kan worden.
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Schrijven we met Cartesiaanse eenheldsvectoren x = X.e. en y = y:e

dan volgt uit bovenstaande regels

> »> >
e, &, &;

> >
(2.13) xxy=|x, X, X3
v, Yy ¥4

Uit (2.6) en (2.13) volgt voor de drie vectoren §, ;, Z met de
pijlen OP, 0Q en OR

X X X

1 2 3

> > .
(2.1h) x.(y x 2) = |y, ¥, Y4
Z1 2-2 Z3

Uit de eigenschappen van de determinant volgt

>

% (¥ x2) =3:-(z2x%) =2.(x x¥) =

(2.15) S s > >

= wx.(2 x y) = =y.(x x 2) = =2.(y x x).
Meetkundig heeft §o(§ X ;) de betekenis van de gerichte inhoud van het
op OP, 0Q, OR beschreven parallelopipedum. Inderdaad is I; X ;I het
oppervliak van het op 0Q en OR beschreven parallelogram. Uit de beteke=~
nis van het inwendig product (2.3) volgt dat de overblijvende factor

juist de bijbehorende hoogte is (zie fig. 2.h4)

(]

|
| 7
|

0l 1
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Bij toepassingen gebruiken we nogal eens de volgende regel

>, 3 T

(2.16) xx (¥ xz) =3(2.%) - 2(%.7) .

3. Axiomatische behandeling van de vectorrekening

+ > >
We werken met scalars a, B; Y; ccco €n vectoren X, ¥, Z, ccoo o

Scalars zijn reé€le getallen. Vectoren worden gedefinieerd door hun re-
kenregels. De axioma'’s worden verdeeld in een aantal groepen. De eerste
drie groepen definiéren een lineaire vectorruimte. De laatste groep
zegt iets over het inwendig product.

Voor vectoren is een optelling gedefinieerd met de volgende eigen-

schappen (additieve groep)

> - - -+ . . R
Ta x+y=y+x, de optelling is commutatief.
Ib X + (¥ +32) = (% + ;) + ;,de optelling is associatief.
> . -+ R
Ic X+ 0=x er 1s een nulvector.
Id X+ (=x) = 3, er is een inverse.

Voor vectoren is een vermenigvuldiging met een scalar gedefinieerd

met de eigenschappen

IIa a(Bx) = (aB)¥ .
ITb 1.x = X .

Voor beide bewerkingen gelden de distributieve regels

> > > -
IIla a(x +y) = ax + oy -
IITh (o + B)X = ox + BX -

Uit deze axioma's kunnen verschillende eigenschappen afgeleid

worden. We noemen bijv.

(3-1) 0.0 =8, 0,x=0, (~1).%=-%.

Uitgaande van deze axioma's kan men meetkundige begrippen invoeren
door de vectoren te identificeren met pijlen OP met vastgekozen begin-

punt 0. Aldus vormen de vectoren A; voor variabele A een rechte lijn en

&
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de vectoren Aa + u% analoog een plat vlak,
Vectoren §1, §2$ sosy ;n heten lineair afhankelijk indien tussen

hen een lineaire betrekking bestaat van de vorm

<> > -> .
(3.2) A1x1 + A2x2 + o0 + Anxn = 0 (niet alle Ai nul).

De dimensie van de vectorruimte (welke in onze beschouwingen drie
is) wordt uitgedrukt in het dimensie~axioma:
Er bestaan drie onafhankelijke vectoren. Vier vectoren zijn altijd af-
hankelijk.
> >

. . -+ .
Drie onafhankelijke vectoren a, b, ¢ vormen een zgn. basils,

Een willekurige vector X kan men schrijven als
(3.3) X = A& + ub + ve .

De getallen (A, p, v) heten de componenten van X t.0.v. de gegeven basis.

Voor vectoren is een inwendig product gedefinieerd met de volgende

-elgenschappen

> > >
IVa Xy F YoX
IVb AXey = A(Xoy)

-> >, > - > > >

IVe (x + y)ez = X2 + Yoz

> > . -> -+
Iva X.x > 0 mits x # 0,

Vectoren waarvoor geldt ;o§ = 0 noemen we orthogonaal of loodrecht.
De uitdrukking ;o; heet de kwadraatlengte wvan ; en ;a; de lengte.

Vaak gebruiken we orthogonale eenheidsvectoren, een zgn. orthonorme
. > > >
basis, €15 €5 © waarvoor geldt

3

- -
(3214‘) ei 3 ej - 6ijo

Een orthonorme basis bepaalt een Cartesisans assenstelsel. Uit de axio-

ma's volgt t.0.v. een orthonorme basis

—>_++->+++_—>+—>++
(3.5) XZ X8y T EBy T X3 0 VT V48 T V8 T V3C3

> > + +
XeY = X ¥q ¥ X¥p * XgVge
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Met de bovenstaande axicma’s kan de gehele vector= en tensorreke-
ning opgebouwd worden zonder dat een beroep op meetkundige eigenschap-

pen behoeft te worden gedaan.

L, Algebraische behandeling van de vectorrekening

We gaan uit van rechtlijnige codrdinatenstelsels OX1X2X3 met een vast
gekozen oorsprong en willekeurig gekozen co8rdinaatassen. De coSrdina-

ten (x %50 x3) van het stelsel X en die (x!, x!, xé) van het getrans-

19 1* 72
formeerde stelsel hangen samen volgens de lineaire transformatie (1.1)
of

7 o
(k1) x§ tij Xs s det(tij) #0

Deze transformaties vormen een groep, de affiene groep.
Een vector v is gedefinieerd door zijn componenten V. t.00Ve het stelsel

X met de volgende transformatieregel

(4.2) vi=t,.. v,
1 1 3
Scalaire vermenigvuldiging en optelling van twee vectoren v(vi) en W(Wi)

is gedefinieerd als
(L.3) AV + ouw = ()\vi + uwi)
Inderdaad volgen de componenten ()\vi + uwi) dezelfde transformatieregel
(u;2)o
De metriek in de aldus gevormde vectorruimte wordt ingevoerd door

ons te beperken tot de groep van orthogonale transformaties (1.17) nml.

x!=t,.x. , x.=1%t,. x!

(boh) oo
Y15 Pk T Fsi Yk T Ok
Tenslotte wordt de schroefzin ingevoerd door ons te beperken tot
de kleinere groep van orthogonale transformaties waarvoor geldt

(4.5) det(tij) =1,
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Voortaan gebruiken we uitsluitend deze laatste transformatiegroep,
die van de rechtse Cartesisanse co8rdinatenstelsels. '
Het inwendig product van twee vectoren v, en w, wordt gedefinieerd

als

(4.6) VoW, o

i'i
Inderdsad is deze uitdrukking een (invariante) scalar welke dus niet
van de keuze van het assenstelsel afhangt.
i3 tik vj V) =5jk vj Wy = ViWeo

De verificatie van de in de vorige paragrafen besproken axioma's

Bewijs: viw!. =t
11

en eigenschappen zijn aan de lezer overgelaten. De bespreking van het
uitwendig product zal bij de behandeling van de tensoralgebra worden

gegeven.

5. Tensoralgebra

We leggen aan onze beschouwingen de transformatiegroep van rechtse
Cartesiaanse assenstelsels ten grondslag. Deze is bepaald door de for-
mules (4.4) en (L.5).

Fen tensor T van de orde m is gedefinieerd door zijn componenten:

Ti 3 q t.0.v. het stelsel X met de volgende transformatieregel
172°°°™m '
(5-.1) T 3 Th s bty i oeee o T .
1r2°°'m 191 todp n’m Y1927 Ip

Een tensor van de orde m bezit dus 3m'componenteno Een tensor van de

orde nul is een (inveriante) scalar welke bij transformatie niet ver-
andert.

Een tensor van de orde &én is een»vectoro

Fen voorbeeld van een tensor van de orde twee is Gija Deze tensor is

invariant bij transformatie;

Inderdaad is

Sivgr = Bieg

()
-
Cae
[N
o
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Een voorbeeld van een (invariante) tensor van de orde drie wordt gele~

verd door het eg-symbool e.., dat gedefinieerd wordt als

1jk
Xp o Xy Xg
(5.2) Y9 Yo Y3b T Eigx *i Y5 ke
2y Z, %
M.aows
0 bij twee of drie gelijke indices
(5.3) eijk = 1 bij even permutatie 1, 2, 3

=1 bij oneven permutatie van 1, 2, 3

De tensoreigenschap van € volgt uit de identiteit

Jk
Yiep Fep Byeg
Siogigr T Yyeg Byeg Ppex Gigx T (Pser Py Byes
Yeoq Pgip Byes

Een ander voorbeeld van een tensor van de tweede orde wordt verkregen
als het zgn. direct product viwj van twee vectoren v en w.

Inderdaad geldt de transformatieregel

=% V. Woo

Vir ¥ ivi Byvy ViV

J’
Dit is een bijzonder geval van het direct product van twee willekeurige
tensoren.
Voorbeeld:

def
Siskim - Tij Yxam
De transformatieregels van T en U leiden onmiddellijk tot de tensortrans-
formatie van S.
Op voor de hand liggende wijze kunnen we een tensor met een scalar
vermenigvuldigen en kunnen we twee tensoren van dezelfde orde optellen.

Aldus kunnen we bijv. uit Ti“ en U,., de tensor ATi.

+ yU, ., afleiden,
ik i3k ik uUl afleiden

Jk
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Contractie van een tensor betekent dat twee indices gelijkgesteld
worden. De sommatieconventie hierop toegepast leidt tot een tensor waar=-
van de orde met twee verlaagd is.

Voorbeeld: Uit Tijkl leiden we door contractie k = 1 de volgende tensor
af Sij = Tijkk°
Dat Sij een tensor is blijkt a.v.

¥ —

v =
Sij ijkk tip tjq tkr tks qurs

. . t. t. S_

ip J9 Ts pgrs ip J9 pg
We geven de volgende toepassingen.
&a. De vectoren vi en wi bepalen een tensor viwj.
Contractie levert een temsor van de orde nul d.i. een invariante scalar
ViV, het inwendig product.
b. Uit de tensor e.., en de vectoren v. en w. volgt de tensor ... V. W .
— 13k 1 1 1k 1l m
Tweemalige contractie geeft de vector €53k vjwk, het uitwendig product
(verg., 2.11),
c. Contractie van de tensor €. leidt tot de tensor e,

ijk ®1mn ijp Eklp"
Zonder moeite blijkt dat

(5.4) )

€55p klp - Stk %51 7 %i1 Ok
Uit deze betrekking volgt de regel

(5.5) Ix (T xD) =3z . %) 2% .7 -

We gaan nu nog wat nader in op tensoren van de tweede orde Ti.o

Voor deze tensoren kunnen we ook de matrixnotatie bezigen

Ty Tio Ti3
(5.6) (T30 = | Toy Top Tz |-
T31 T3p Ta3

De tensor heet symmetrisch als Tij = Tji en anti-symmetrisch als
T.;‘:"‘T--o
ij ji
Aangezien
..o= 3(T, ., + T.. 3(T,. - T..
(5.7) TlJ a(TlJ Tal) + 2(TlJ Tgl)’

&
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kunnen we elke tensor schrijven als de som van een symmetrische en een
anti-symmetrische tensor.

Uit een tensor Tij kunnen we een invariante scalar

(5.8) Gij Tij =T, + T22 + T33

en een (invariante) vector
(5-9) ©isk Tsx = (Tiz = Taqs Tog = T3ps Tyy = Ty3)

afleiden.

De scalar Gij Tij heet het spoor van Tijo Voor een symmetrische tensor
is eijk Tjk £ 0. De symmetrie is dus een invariante eigenschap.

We beschouwen nu alleen symmetrische tensoren. Aan zo'n tensor kan

men de volgende tweedegraadsvorm toevoegen

(5.10) T(x) = Tij e xjo

Aen een symmetrische tensor in de oorsprong O kan men dus het meetkundig
beeld verbinden van een tweedegraadsoppervlak, bijv. T(x) = 1, waarvan

0 het middelpunt is. Dit kan een drieassige hyperbololde of een ellip-
soide zijn. Bij de meeste toepassingen geldt het laatste. De hoofdassen=-
transformatie van een dergelijk oppervlak geeft de mogelijkheid een dus-
danig assenstelsel te vinden dat de componenten met ongelijke indices

verdwijnen. D.w.z. het is mogelijk de tensor a.v. op hoofdassen te trans-

formeren
Py 0 0
(5.11) (Tij) =[ 0 2, O
0 A
3
met als representatieve kwadriek
2 2 2
. + + =1,
(5.12) Ay X3+ Ay x5+ Ag x5 =1
Een tensor met A1 = A2 = 13, meetkundig corresponderend met een bol,

heet isotroop. De tensor Gij is een voorbeeld van een isotrope tensor.
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In de fysica wordt de spanningstoestand in een elastisch medium beschre-
ven door een met een drie~assige ellipsoide corresponderende tensor.

De hydrostatische druk in een vloeistof is een isotrope tensor p Gijo

Oggaven

1. Een systeen Tij dat een willekeurige vector a; in een andere vector

bi overvoert volgens Tij aj = bi is een tensor.

2. Een systeem Tijk dat een willekurige tensor van de tweede orde Aij

in een vector b. transformeert volgens T.. A. = b. is een tensor.
1 ijk "k 1

6. Ruimtekrommen

Hoewel de meeste beschouwingen in deze paragraaf onafhankelijk zijn van
het gebruikte coBrdinatenstelsel is het vaak prettig een vast Cartesiaans
codrdinatenstelsel 0X. X .X_ gekozen te denken. Een ruimtekromme is bepaald

1723
door een vector welke van een parsmeter t afhangt.

(6.1) % = r(t)

of in componenten X, = ri(t)p In de meetkundige representatie is ¥ de
pijl OP waarbij P de ruimtekromme doorloopt.

Het boogelement ds van de ruimtekromme is bepaal& door
(6.2) ds = || at .

De booglengte van P(to) tot P(t) is dus

t
(6.3) s=I 13(x)| ar

t

o

Voor theoretische doeleinden kunnen we voor de parameter t de booglengte
s, gemeten vanuit een willekeurig begin, gekozen denken. Uit (6.2) volgt
+ .
|7] = 1 %f
(6.14) 2 =

¥ . .
d.W.2. T 18 een eenheidsvector,
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Uit 7 = lim(r(s + As)é;(s))/As volgt dat ¥ de richting van de raaklijn
in P heeft.
Volgens Taylor is

2

(6.5) (s + As) = r(s) + As ?(s) + 3A°s %(s) + oo

Het vlak door drie naburige punten die in de limiet in P samenvallen be-
vat de vectoren ?, ¥ en %e Aldus is het osculatievlak dat in P een drie-

puntige aanraking heeft bepaald door

(6.6) X = r(s) + A%(s) + u¥(s).

Uit (6.4) volgt door differentiatie
(6.7) F.¥=o0.

De vector ¥ staat dus loodrecht op de raaklijnenvector % en bepaalt in
P de hoofdnormaal. We stellen |¥(s)| = o~ en noemen o~ ae kromming en
p de kromtestraal. We beschikken nu in P over de eenheidsvectoren %(s),

oF(s). We defini&ren

: > - -+
(6.8) n, = %(s), n,=ok(s), 7, =
De eenheidsvectoren ;i in P vormen een orthogonaal drietal, het zgn.

triéder van Serret-Frenet.

Van fundamenteel belang zijn de volgende formules

T 1=
= _ 1= 1 =+
T 1>
n3 - =T M

De eerste van dit drietal is niets anders dan de definitie wvan ;2;

De derde formule volgt uit het gemakkelijk te bewijzen feit dat
33 . ;1 = %3 : ;3 = 0. De evenredigheidsco&fficient 1™ Beet de torsie
en 1 de torsiestraal. De tweede formule volgt uit A

A s
S > > 9 -1 -y > > -7 ' .
Nmy - = e s, B o= 3 = o = . Het teken wvan is
ﬂ2 = n 1 n2 n 1 P en T‘t2 Tl3 ﬂz n3 T eken T

>
n, = 0 en

zodanig gekozen dat bij een rechtse schroef een positieve torsie past.
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I
!
normaaly;ak l

- 7
> N
ny ospulatievlak
_ (] - . € S = 2
Voorbeeld X, a cos == , X, = a sin ==, x3 1 c s

is voor 0 < ¢ < 1 een rechtsdraaiende schroef met de x3 - 88 8ls schroef-

as. De parameter s is de booglengte.

Er geldt
* . C 8 c s 2
¥ = (=¢ sin = © 08 = \’1 - c )
% e2 cs o2 cs
£ = (= == cos = , - == sin =, 0)s
] 2 2
Hieruit volgt p = a/c”,
Uit :1 =% en %2 = p? volgt
> 2 . €8 2 cs
ny = (Y1 = ¢ : sin == , = |[1 - ¢ cos = s C)
Uit de laatste formule van (6.9) volgt voor de torsie
o -1 .2
T = a 1=¢ o

Zoals bekend bepalen vier punten een bol en drie punten een bol-
lenbundel, d.w.z. een verzameling bollen met een gemeenschappelijke
snijeirkel. In het bijzonder bepélen drie in P samenvallende punten van
de ruimtekromme een bundel van bollen welke met de ruimtekromme drie in
P samenvallende punten gemeen hebben, d.w.z. aan de ruimtekromme in P
osculeren. De snijcirkel van de bundel is de kromtecirkel en ligt in het
osculatieviak. We zullen bewijzen dat de straal van de kromtecirkel p
is,

Een bol met middelpunt M(m) en straal R heeft de vergelijking
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¥-m2 - =0,
(6.10) (
Osculatie met de ruimtekromme x = 7(s) betekent
F-m2-r =0
(6:11) (F -m) .,
'ﬁ':

]
o

Hieruit volgt dat M op de volgende rechte ligt

(6.12) m=T+opn, + An,.
2 3

Het middelpunt van de kromtecirkel is dus (A = 0)

-> > >
(6:33) x_N = r + pn2
Het exemplsar uit de bundel met vierpuntige aanraking wordt bepaald door
A
(6.14) (;"E)?i +8 =0

Het middelpunt van deze hyperosculerende bol is dus

(6.15) X, =% +opn

+ 61
M on

2 3

T. Kinematica

We kiezen een vast Cartesisch assenstelsel OX1XéX3g De beweging van een

willekeurig punt P langs een ruimtekromme is bepaald door (6.1), d.w.z.

BY

(7c1) X = ;(t)

>

waarbij t de tijd is. De eenheidsvectoren ;1 en n,

en hoofdnormaal schrijven we hier als t en n.

resp. langs raaklijn

Differentiatie van (7.1) geeft voor de snelheidsvector

> _ds 2>

Hierbij is v = ds/dt de snelheid langs de baan. Differentiatie van (7.2)

geeft i.v.m. (6.9) voor de versnellingsvector

&
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2

, , > -+ -+
(7-3) a=a3at+ n

Did

waarbij a = dzs/dt2 de versnelling langs de baan is.

713 ? een eenheidsvector. De drager van ? beschouwen we als de
rotatie=as 1 van een drssiing wasrbij het punt P een cirkel om 1 beschrijft.
Bij een infinitesimale rotatie om 1 over een hoek db gaat P(;) over in
(¥ + dF) waarbij de infinitesimale vector P Q(dr) blijkbaar voldoet
aan

ES

(7.4) dr = £ d x r-

Delen we beide leden door dt en vervangen we d¢/dt door w, de hoeksnel~

W s =+ > -
heid, en vervolgens wf door w dan verkrijgen ve
-+ -+

(7.5) | F=0xrp

We beschouwen een tweede codrdinatenstelsel OX%X&X% dat t.o.v.

OXjX2X3 een beweging uitvoert. We zillen eerst laten zien dat deze be-
weging steeds opgevet kan worden als een continue reeks van infinite-
simale rotaties. Daartoe onderzoeken we de beweging van de eenheidsvec-
toren Z%; Een eemvoudige berekening toont aan dat er coéfficiénten o,

B ,y¥ Dbestaan zodanig dat

T = 20 4 v
e1 Ye2 Be3
) *, . >0 + >,
(7.6) < e} aes
4 - . > ~ +
e3 Be,6 ae2

Uit het nul zijn van de codffici&nten=determinant volgt dat de vectoren
*gi in één vlak liggen. Cemakkelijk is in te zien dat er een vector w
bestaat loodrecht op dit vlak zodanig dat

<> -+ -3
el = gy x ei

(7.7)

o

Vergelijking met (7.5) leert dat het systeem op elk tijdstip t een infi-
nitesimale rotatie om de rotatieas ® uitvoert. Deze as hangt zelf van
de tijd af en beschrijft in het vaste systeem een kegel K en in het bewe=

gende systeem een kegel K'. De beweging kan nu opgevat worden als een
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een rollen van de kegel K' over K.

Een bewegend punt P in het bewegende systeem kunnen we baerhpriiven

door

. pa = wl Bb € T S
(7.8) r(t) Xy ef + xj el »xjel.
De componenten xi bepalen de relatieve beweging van P in OX%X%X}: De
absolute Dbeweging van P in OX1X2X3 volgt .door de senheidsvectoren 25
als tijdsafhankelijke vectoren in 0X,X.X. te beschouwen.

1273
Gebruikmekend van (7.7) volgt uit (7.8) voor de absolute snelheid ;a

en de relatieve snelheid ;r(i%)

- - PO
- = oo X
(7-.9) v,V tuxr

Differentiéren we nogmaals dan volgt voor de absolute versnelling aa

Q L ‘_)’ oo
en de relatieve versnelling a, (xg)

(7-10) ao=a_ +2uxv_ +ox (0xT) e X,
a r r
Is P vast verbonden aan het bewegende systeem dan heet de absolute verw
snelling de sleepversnelling ZSQ
Dus

(T.11) Zsa$x($x?)+3§>f’;o

We kunnen (7.10) mu schrijven als
-+ >

ES - 3
(7.12) a =a +a +20 %XV
a r s r

De laatste term van het rechterlid heet de versnelling van Coriolis.

8. Gebogen vlakken

In deze paragraaf beschouwen we enkele eigenschappen van oppervlakken,
Deze kunnen in parametervorm voorgesteld worden door x, = ri(u9 v)

of in symbolische schrijfwijze
P
(8.1) x = r(u, v)

Een kromme op het oppervlak kunnen we bepalen door u en v als functies

van een parameter t te beschouwen
.
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(8.2) u = u(t) ve=v(t),

De kromme heeft dus als parameter~ vergelijking

>

(8.3) x = r {ult), v(t)}.
De raasklijn-vector is
> -
(8.4) r,d+vr, ¥
en staat dus loodreght op de vector ;u x ?vo Kiezen we op het oppervlek
een punt P en beschouwen we de rasklijnen in P san door P gasnde krom-

men op het oppervlak dan liggen degze allen in het door r,enr, bepasl-
de vlak, het raskvlak in P:

_ - o3
(8.5) X =T +Ar, +ur
Het lijnelement ds gevormd door twee naburige punten P(¥) en
alr + dr) op het oppervlak is bepaald door
(8.6) as® = (a7)° = (;udu + ;vdv)z,
zodat we kunnen schrijven

2 2 2

(8.7) ds“ = Edu® + 2 F dudv + G av°

wasrbij E; F en G bepaald zijn door

-+ - -+

. =Y g -
(8.8) Ber.r, Fer.r, C=r.r .

De normaalvector ;u % ; heeft de kwadraatlengte

2, *2 *2 > 2 2
(8.9) (r X r )= Ty - (ror)" =BG - F° .
We kunnen dus als eenheids~normaalvector invoeren de vector e bepaald
door - -
(8 ) > ru * rV
.10 e a‘-’"‘"‘"“"_"‘? o
(EG - F°)

In het zeer speciale geval dat het beschouwde oppervlak juist het
x3»vlak is kunnen we u en v opvatten als de Cartesiaanse codrdinaten
1 0° Zijn e1, e2, e3 de eenheldsvectoren van het Cartesisanse codre

dinatenstelsel dan reduceert (8.1) zich tot

X, en X
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-+ + 2
=e, u e. Vv
1 2 °®

-+
X
zodat 'x"’u =&, en T, = €;: We hebben dus E = 1, F = 0, G = 1 zodat (8.7)

zich vereenvoudigt tot de stelling van Pythagoras.

(8.11)

Keren we weer terug tot het algemene geval dan vormen de krommen
u = constant en v = constant op het beschouwde oppervlak een generalisa-
tie van de rechten x, = constant en X, = constant op het x3-=vlak°
Het oppervlak-element do is een infinitesimaal parallelogram gevormd
door de parameterkrommen u, u + du, v, v + dv. De grootte is bepaald

door het tripel-product gc(?u x ;v)du dv zodat i.v.m. (8.10)
1
(8.12) do = (EG - F2)? qu av,

Bij beschouwingen over de kromming in P van door P gaande krommen
op het oppervlak speelt de verandering van Z een rol,

Daartoe voeren we nieuwe symbolen L, M, N in welke bepaald zijn door

+ > <> > > -+ > -+
(8.13) L=zwr .e,2M=wr .€e =r o€, ,N=wr ,e
u ® u u® v T v 5 v ° v

a

Met behulp van deze symbolen kunnen we schrijven

(8.14) 4% . 48 =L du° + 2M du dv + N av© .

Doorgaans noemt men het rechterlid van (8.7) de eerste'fundamentaalvorm
en dat van (8.14) de tweede fundamentaalvorm.

We beschouwen nu een of andere kromme op het oppervlak welke door
P gaat. De eenheidsvectoren volgens raaklijn, hoofdnormaal en binormaal
in P duiden we aan met resp. g; n en b.
Voor alle punten van de kromme geldt uiteraard

e >

(8015) tce=00

Differentiatie van deze uitdrukking langs de kromme, d.w.z. naar de

booglengte~parameter s geeft

(8,16) e =

o

iy
a8,
218,

zodat volgens (8.7) en (8.1L)
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Z _ L du2 + 2M du dv + N dv2

(8.17) g-K . e = 5 -
Edu™ + 2F du dv 4+ G dv

Het opmerkelijke van deze voor de krommingstheorie uiterst belangrijke

formule is dat het rechterlid alleen van de vorm van het oppervlak in

P afhangt en niet van de door P gaande kromme.

Als eerste belangrijke conclusie vermelden we:

Alle krommen welke in P hetzelfde osculatievlak bezitten hebben dezelf-
de kromming in P.

Het is dus in zekere zin voor de krommingsthearie voldoende wanneer we ons
beperken tot vlakke doorsneden. Kiezen we de vlakke doorsneden met een

> . .
gemeenschappelijke tangent t, d.w.z. een vlakkenwaaier, dan volgt uit

(8.17)
cos O
~u3m~

waarbij © de hoek tussen de oppervlaknormaal e en het snijvlak is. Uit

= constant

deze formule volgt dat hij zogenaamde normaaldoorsneden d.w.z. snijvlake
ken door de oppervlaknormaal ; de kromtestraal p maximaal is. Noemen

we deze kromtestraal R dan is dus
(8,18) p=Rcos 6,

hetgeen bekend staat als de stelling van Meusnier.
Uiteindelijk kunnen we ons dus beperken tot normaaldoorsneden waarbij
dus de kromtestraal R alleen afhangt van de richting t = dv/du van t,
Uit (8.17) volgt

_E+OFt 4Gt

(8.19) R 5
L+2Mt +N ¢

of

(8.20) (RN - G)t2

+ 2(RBM - F)t + (RL = E) = O,
Fen maximale of minimale waarde van R treedt op als

(8.21) (RM = F)° = (BN - G)(RL - E)
of
(8.22) R2(IN - M2) + R(2 MF = LG - NE) + (EG = F°) = O,
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De twee hieruit volgende extrema R1 s i.h.a. een maximum en een minie
8

mum, heten de hoofdkromtestralen in het beschouwde punt.

Gewoonlijk noemt men K = 1/R1R2 de kromming volgens Gauss en H = R;1 +
+ R;1 de gemiddelde kromming.

Gemekkelijk volgt uit (8.22) dat o.a.

EN - 2 FM + CL
EG - F°

(8,23) -

Oggave‘

Ga een en ander na voor de torus

i

(e # b cos v)cos u

i

(s + b cos v)sin u
b sin v (a>b>0),

N
]

9. De' nabla-operator

Is in ieder punt van de ruimte, of althans een deel van de ruimte, een

1,1 0501
. m
Ter wille van de eenvoud nemen we aan dat de tensorcomponenten voldoende

tensor T. . . (x1s X5 x3) gegeven dan spreken we van een tensorveld,

vaak continu differentieerbare functies zijn voor de gehele ruimte, des-
noods met uitzondering van enmkele punten, lijnen of vlakken,

We voeren nu de nabla-operator V(ai . ai . Bi') in en we tonen
1 2 3

aan dat deze operator zich als een vector gedraagt.

Inderdaad geldt bij coBrdinatentransformatie volgens de kettingregel

° x! ~ o9x. ox! ij ox. *®
1 dJ 1 d
zodat 3§m de transformatieregel van een vector volgt.

Uit dit * feit volgt onmiddellijk

Hoofdregel

De partiéle afgeleiden 32» van een tensor T. . . van de m® orde
XJ. 1112ew01m

bepalen een tensor van de orde m + 1.

&
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We passen deze regel meteen toe op een aantal belangrijke eenvou=

dige gevallen en wel die waarbij T een scalar of een vector is.

1. sealarveld s(xi, X55 x3) A
Volgens de hoofdregel bepaalt het scalarveld s het vectorveld Vs of 3;%0
De vector Vs noemt men de gradi&nt van de scalar s. Bij sommige be=-
schouwingen spreekt men i.p.v. een scalarveld van een potentisalveld.
Hierbij is het gebruikelijk de uit de potentimal s afgeleide vector van
een min~teken te voorzien.
Men zegt dan dat het vectorveld v afgeleid is van een potentisal s ine-
dien v = Vs,
Aan de gradiént van een scalarveld kan men een meetkundige betekenis
hechten., De vlakken s(xqg Xps x3) = constant vormen de zogenaamde niveau-
vlakken (aequipotentiaalvlakken). Door een punt P(x19 Xns x3) geat juist
8én aequipotentiaslvlak. Is Q(x1 * By X, t Ens Xy + €3) een naburig
punt dan geldt de ontwikkeling van Taylor
3s(P)
X,

(9.2) s(Q) = s(P) + -»-TT Es * ooo

Ligt Q diecht bij P op het door P gaande aequipotentiaalvlek dan is
- ' i s 08 -

s(Q) = s(P) en dus is 3;; £, = 0.

Vatten we (61, 529 53)

dan 1s dus

(9.3) wm= ., = 0

op als locale Cartesiaanse cofrdinaten in P

de vergelijking van het raakvlak in P aan het door P gaande aequipotenw
tiasalvlak. Uit (9.3) volgt dat de gradiént %%— hierop loodrecht staat,

d.w.z. de gradiént %%m is gerieht volgens de® normeal asn het door P
gaande sequipotentiaalvlak. Kiezen we in (9.2) Q op deze normasal zodat
de Eiavector dezelfde richting heeft als de gradi&ntvector dan blijkt

dat

s | ) P
{(9.4) el = LM et
8xi] P QP

We bespreken in dit verband nog in het kort het begrip richtingsafgeleide.

We nemen aan dat —f;(f‘19 s f3) een eenheidsvector is,
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De richtingsafgeleide in de richting T van de poteritiaalfunctie
s(x.!s X5 x3) in het punt P(xT, X5 x3) is gedefinieerd als

s(x.g vl ,x, +oef,,x, + €f3) - s(xl, X5 5 x3)

Q2

(9.5) 3-5- = lim -
e+0

Uit (9.2) volgt onmiddellijk dat we deze richtingsafgeleide kunnen schrije

ven als
9s _ 9ds -
(9:6) T T

i
. ]
Tenslotte merken we op dat naast de twee notaties 3§~ en Vs voor de

gradiént van s ook de symbolische notatie grads veellgebruikt wordt .

2 torveld v( )
. vectorve vixgy x5 g

Passen we volgens de hoofdregel de V-operator toe op een vectorveld
; dan kunnen we een scalarveld V . v en een nieuw vectorveld V x v af-
leiden. De scalar vV . Vv heet de divergentie van ¥ ook wel geschreven

. -
als dav v
De vector v x ¥ heet de rotatie van ¥ ook wel geschreven als rot v of
curl V.
Gebruimekend van de index-methode vormen we uit de vector v, de tensor

I v.. Door contr&g%ie vormen we hieruit de divergentie welke nu

39X,
ge%chreven wordt als S;i o

)
° essenseegansis v °
k ax. k
J J

De meetkundige betekenis van divergentie en rotatie zullen we later be~

De rotatie wordt hieruit afgeleid als €;

handelen.

We vatten de verschillende notaties hieronder nog even samen.

- 28
(9.7) Vs = grad s ==
. > avi
(908) V. ve=div v -a-;;—
V.
(9.9) YxV=rot ¥V=curl ¥ k

Co oy
13k a3x.
Jk 9 3
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Uiteraard kunnen we de V-operator meer dan &én keer toepassen. In
het bijzonder kunnen we uit een gradi&ntveld weer de divergentie en de
rotatie vormen. Hierbij maken we gebruik van de operator van Laplace
A welke gedefinieerd is als

o 2 .2
(9.10) b=V, V=dm s T2
1x.® ax 2 ox°

1 o %3

Aldus heeft men
(9.11) div grad s = As, rot grad s = 0,
Tenslotte vermelden we nog de gemskkelijk te verifi&ren formules

'(9012) div rot v = 0, rot rot v = grad div Ve AV,

10, Integratie

Een scalarfunctie ¢(x1, X5 x3) kunnen we integreren over een ruimte-
kromme, een gebogen oppervlak en een deel van de ruimte.
Bij integratie over een ruimtekromme X, = xi(s) integreren we doorgaans

naar de booglengte s en schrijven we
B 83

(10.1) [ ¢pds = I ¢{x1(s), x2(s), x3(s)} ds.
A Sy '

Bij sommige beschouwingen is het nodig een vectoriéle lijnintegrasl te
o & L k- + o
gebruiken waarbij het boogelement een infinitesimele vector ds is.

Is t de eenheidsvector langs de rasklijn dan is dus

+ >
ds = t ds
en schrijven we .
B B
(10.2) ' I ¢ds = f ot ds.
A A

Feitelijk stelt dit een lijnintegraal van een vectorfunctie voor, maar
het is duidelijk wat hieronder verstaan moet worden. Algemeen is de lijn-
integraal van een tensorfunctie over een ruimtekromme de lijnintegraal

van elk van zijn componenten.
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Uiteraard kunnen we (10.2) ook opvatten als de limiet van een eindige
vectoriéle som. Is de ruimtekromme bepaald door de parametervergelijking

r(t) waarbij t niet noodzakelijk de booglengte is dan is
(10.3) ds = 7 dt

en kunnen we (10.2) vervangen door

(10.4 ftB o{x; ()} ¥ at.
tA
Bij integratie over een gesloten ruimtekromme bezigen we de notatie van
de kringintegraal ¢ .
Bij integratie van een vectorveld v over een ruimtekromme ;(s) ontmoe-

ten we vaak het volgende type

' B > 5
(10.5) j v ., ds,
A

Is bijve v een krachtveld dan stelt (10.5) de verrichte arbeid voor bij

beweging van een eenheid;van‘massa van A naar B langs de ruimtekromme.
Bij integratie van een scalarfunctie ¢ over een deel van een ge-

bogen oppervlek maken we gebruik van de parameter voorstelling (8.3).

Volgens (8.12) kunnen we schrijven

(10.6) f[ ¢do = ff ¢\/EG - F° du av,

waarbij E; F en G door (8.8) gegeven zijn.

Door (10.6) is integratie over het gebogen oppervlak'; = ;(u5 v) te-
ruggebracht tot integratie in het beeldvlak (u, v) waarbij u en v als
rechthoekige codrdinaten kunnen worden beschouwd.

Bij sommige beschouwingen is het nuttig een vectori&le oppervlakte~inte-
graal toe te passen waarbij het vlakelement een vectori&le betekenis

do heeft. Is namelijk n de eenheidsnormaal in een punt van het opper-
vlak (zie (8.10)) dan is

-3

(10.7) dc = n do .

We schrijven analoog aan (10.2)
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(10.8) \ ff 0ds = II ¢on do.

We kunnen hierbij weer dezelfde opmerking meken als boven dat integra-
tie van een tensorveld de 1ntegrat1e van alle componenten betekent.
Bij integratie van een vectorveld v over eeh gebogen oppervlak r(u9 v)

ontmoeten we wvaak het volgende type

- -+ - > -+
(10.9) II v . do = ff:y:o‘nldca
Uit (8010) volgt dat we hiervoor kunnen schrijven
(10.10) | ff v.do = ff Vor xr, auav.

De volume-=integraal
(10.11) IJ( pdt , dr = dx1 dx2 dx3 ®

waarbij geintegreerd wordt over een deel van de ruimte geeft geer sanleiding

tot bijzondere opmerkingen,

11, Green,; Gauss, Stokes

De stellingen van Green en Gauss welke we eerst zullen behandelen be-
- rusten op een eenvoudig lemma: dat: betrekking heeft op de omzetting van
een volume=integraal in een opperviakte-integraal.

Bij het analogon in R2 is dit de transformatie van een gebiedintegraal
in een lijnintegraal. We beschouwen eerst het Ra-gevalo Het is hierbi]
nodig -zogenaamde normealgebieden te beschouwen. Een normaalgebied is
een enkelvoudig samenhangend gebied omsloten door een-eivormige rand-
kromme welke door een willekeurige snijlijn ip precies twee punten ge=-
sneden wordt.

Voor een normaalgebied G met randkromme C geldt bij integratie van een

scalarveld a(x19 x2) het lemma

(11.1) [I Vado= .§ nads,
e c



- 35 =

o P . ; .
waarblij n de eenheidsnormaal in een punt van C is.

Wordt C in positieve zin doorlopen, dan wijst T naar buiten.

Voor het bewijs van (11.1) is het voldoende de x,=-component te beschou-

wen. Snijdt een horizontaal x, = constant C dn I, (links) en R {rechts)

2
dan is
0 R da
[f 5= @ dx, dx, = [dx2 f 5 dx, = I(aR - a;)ax,.
G 1 L 1
Aangezien voor het rechterdeel van C geldt dx, = n,ds,voor het linker-

deel dx2 = =n.ds kan de laatst verkregen term in bovenstaande herlei-

ding geschreven worden als

f 8 nﬁds + f a n1ds = § a n?dso
R I c

Men ziet gemakkelijk in dat het bovenstaande lemmea eveneens geldt voor
gebieden welke uit een eindig aantal normaalgebieden samengesteld zijn.
Als voorbeeld beschouwen we een ringvormig gebied begrensd door twee

krommen C1 en 02
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We kunnen dit gebied beschouwen als het verschil van twee normeaalge-
bieden. Bij toepassing van (11.1) moeten we C opvatten als de som van
C1 doorlopen in positieve zin en 02 doorlopen in negstieve zin.

Bij de vereniging van twee normealgebieden moet men bedenken dat in het
tweede 1id ven (11.1) de bijdragenover de gemeenschappelijke grens te=

gen elkaar wegvallen zoals onderstaande figuur laat zien.

In drie dimensies gelden soortgelijke overwegingen.

Hierbij beschouwen we normsalgebieden in de vorm van ovoiden.
Het analogon van (11.1) is

(11.2) ﬁfvva‘“:«”s nafo .

Bij het bewijs kunnen we ons tot dat van &&n component beperken. Ana-
loog aan dat van het tweedimensionale geval maken we hier gebruik van
dx2 dx3 = + n, 4o met + voor rechts en - voor links.

Op min of méer mechanische wijze volgen uit (11.1) en (11.2) een
aantal belangrijke stellingen welke gewoonlijk has¥ Gauss (soms
Ostrogradsky) en Green genoemd worden. We beperken ons tot het driedi-
mensionale geval. Vervangen we a door een vectorveld ai dan volgt uit

(11.2) natuurlijk

(11.3) ff{ ;;% at = ff ng a; do.

Contractie t = j geeft de stelling van Gauss

8ai
(11.h4) ff[ﬁ: dtr = IJ ni ai dao,

of in symbolische notatie




of ook wel
¢
(11.Lp) JH {

Zijn a en b gegven scalarvelden dan kunnen we voor aj in (11.3) het

_)
. a do.

(11.4a) mf div a ﬁ
SE:

vectorveld a a%£= substitueren. Hieruit volgt

Py

2
s b da  9db - b
(11.5) jfj a 3;;§§§ Qx + ff[ 3mm~mwm»dt = If an, 3§E do.

Contractie i = j geeft de berste) stelling van Green (verg. (9.6))

(11.6) ffjatsbdf+ijfVaCVde=f!a%§dug

waarbij dus 3/9n differentiatie langs de naar buiten gerichte normaal

aanduidt-
Verwisselen we a en b dan leidt aftrekking tot de (tweede) stelling

van Green

F

{(11.7) j” aA'bmbAadT‘:ﬂ (augg %%)dm

Bij toepassing van de genoemde stellingen dient men te bedenken dat deze
alleen gelden voor velden welke in de beschouwde gebieden vrij van sine-
gulariteiten zijn, d.w.z. velden welke door i.h.a. twee maal continue
differentieerbare functies bepaald zijn.

Volgens de stelling van Stokes, welke alleen in R_ van interesse

is, geldt onder ruime voorwaarden voor een véctorveld a

£ ¢
(11.8) [f rot a . do = § a2 .ds,

2’3 i
waarbij S een gebogen oppervlak is dat begrensd wordt door de rande-
kromme C. Hierbij dient de omloopszin van C aangepast te worden aan
de oriéntatie van S volgens de rechtse schroef.
De voorwaarden van de geldigheid van (11.8) blijken vanzelf uit die
van het navolgende bewijs.

Volgens {(10.10) kan het linkerlid van (11.8) geschreven worden als
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(¥ x7 ). (V x a)du av = €... €. r . T . 9 a du dv.
u v ijk "ipg "u) vk p q

Met toepassing van (5.4) kunnen we hiervoor schrijven

fffrvk(ruj Bj)ak - Tuj(rvk Bk)&jhﬁudv =

-+ -+
( + da > g _
,j (rvc“é‘”‘;mrua%‘)dudv—

jf%ﬁ“ (a . r ) =5z (a . T )} du dv,

Op de laatste uitdrukking passen we de tweewdimensionale stelling van
Gauss toe. AI‘s(n‘33 na) de eenheidsnormaal  van de randkromme in het (u, v)-
vlak en (t1§ t2) de eenheidsvector langs de raaklijn, dan is de laatst

verkregen uitdrukking gelijk aan

(G Fn, - @ 2n,) aste, -

f {(a.7)e, + (3 . T )t,} asly, v) =

<+ > + dv - > >
I a - (ru =t T ds)ds = I a .t ds ,

waarbij % de eenheidstangent asn de ruimtekromme is.

De stelling van Stokes welke hiermee bewezen is kunnen we ook schrijven

als
(11.9) [h)arotgdofo*%gggdse
oF s c
- 98,
(11.10) €. . n,.-mwlgdo=§a., d x..
js i3k 1 8xj 1 1

Met behulp van de stellingen van Gauss en Stokes kunnen we nu ook een
andere 1ets meer meetkundlge interpretatie geven van de begrippen di-
vergentie en rotatie in een punt P van een vectorveld Vo Kiezen we om
P een klein volume-elementje;, bijv. een bolletje Vé met straal €, dan
volgt uit de stelling van Gauss (11 2) dat

n ° v do

(11,11) IV ¥ = LM e em—
e+0
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Kiezen we analoog door P een geori&nteerd klein vlakelementje bijv.
een cirkel Se met straal e, dan geldt volgens-de stelling van Stokes
(11.9)

N 5 % 5 ; ds
(11.12) n : rot v = 1lim
e+0 €

Aldus vinden we de projectie van rot g langs de eenheidsnormsal ; van
Se . Voor de volledige bepaling van de rotatie moeten we dus drie vlake

elementjes gebruiken.

12. Scalarpotentiaal en vectorpotentiaal

Voor een vectorveld v dat van een potentiaal d)(x19 X5 x3) afgeleid is

volgens v = grad ¢ geldt blijkens (9.11)
(12.1) rot v = 0,

We zullen nu aantonen dat omgekeerd een vectorveld v waarvoor (12.1)
geldt van een potentiaal afgeleid kan worden.

De voorwaarde (12.1) is dus nodig en voldoende opdat v een gradiéntveld
is. In de onderstelling dat v aan de voorwaarden van de stelling vén

Stokes voldoet hebben we voor elke gesloten kromme
I & >
(12,2) ? v.ds =0
We kiezen een willekeurig vast punt Po en vormen de lijnintegraal

P .
(1203) ¢=[ -\;od-ga

P

o

waarbij P(x,g,-xz5 x3) een willekeurig variabel punt is. Uit (12.2) volgt
dat het rechterlid van (12.3) niet van de van P_ tot P gekozen weg af-
hangt: Aldus definieert het rechterlid van (12.3) een scalarfunctie ¢{(P).
Is Q(xi + Gxi) een dicht bij P(xi) gelegen punt en ondergsat ¢ bij over-
gang van P naar Q de verandering &¢ dan is met verwasrlozing van kwaw
dratische en hogere termen

5¢ = fQ v.ds =v, 6x, + v, 6x. + v, 6x
= | ; . dg = .
P 1 1 2 2 3 3

&
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zodat inderdaad
grad ¢ = (v19 Voo v3)0 p

Aan gezien Po willekeurig gekozen kan worden is de scalaire potentiaal
¢ op een addtitieve constante na bepaald.

Bij vele fysische problemen komen potentiaalvelden voor welke door
lineaire superpositie opgebouwd kunnen worden uit het volgende poten-
tiaalveld waarbij het punt Po een singulier punt js; d:w.z. waar ¢ =
Bij de wiskundige beschouwing van.deze velden kan men met veel voordeel
gebruik maken van het fysische beeld van elkaar aantrekkende puntmassa's,
Aldus is de gravitatiepotentiesal van een zich in Pb bevindend massapunt

met de massa'm gelijk aan
S ' "

Kiezen we ter wille van de eenvoud Po in de oorsprong dan hebben we dus
het potentiaalveld

_m _ m
(1205) ¢ "‘"1:'-

X, + X, + x3
Aan V¢ kunnen we het beeld verbinden van de naar 0 gerichte asantrek-

kingskracht
mx

1
r3 ’ r3 ’ r3

(12.6) ¥ = gred ¢ = ( =

We weten reeds dat rot v = 0, Een eenvoudige berekening leert het in
zekere zin verrassende resultaat dat ook div v =0 is.
We vinden dus
1
(12.7) A==0,

hetgeen uiteraard in de ocorsprong geen betekenis heeft. Op de volgende
wijze kunnen we echter toch de oorsprong in de beschouwingen betrekken.
7ij P een willekeurig punt en V een om P geslegen-klein bolletje met mid-

delpunt P en straal ¢ dan geldt volgens de stelling van Gauss

(12.8) I A¢dr = j 7. grad ¢ do.
v s
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Verschilt P van o en is € zo klein dat het bolletje de oorsprong niet

bevat dan zijn beide leden van {12.8) voor de potentiaal (12.5) wegens
(12.7) gelijk aan nul. Valt daarentegen P met O samen dan kunnen we aan
het linkerlid van (12.8) niet meer de waarde nul geven omdat (12.7) in
0 niet geldt. Het rechterlid van (12.8) kunnen we gemakkelijk berekenen

nml.

A _r;;gradd)dc:, ﬂdb=l&w52:ﬂ=ml}m:
S g or e2

Derhalve geldt voor elke om O geslagen bol, hoe klein ook

(12.9) j Apdt = =hmm,
We drukken dit feit uit door (12.7) vollediger te schrijven als
(12.10) \ Ap = =bmm 5(x1, X5s x3) ’

waarbij 6(x1, Xps x3) de delta-functie van Dirac is.

Uit de potentiaal (12.4) kunnen we gemakkelijk algemenere typen
potentiaalvelden afleiden. We kunnen bijvoorbeeld een verzameling van
punten Po vormen die een lijn Co vormen met massadichtheid p(sO)e Dit
betekent dat het lijnelement dSé,de massa‘u(sbﬂsb bezit. De gravitatie-
potentiaal wordt nu

: (s )a
(12,11) ¢(P) .—.f f..f_?.mi?.

C0 PPo ”
Hiervoor geldt natuurlijk weer A¢ = 0 behalve voor punten op de lijn C.
Nog algemener kunnen we de punten PO een materieel lichaam met de
massadichtheid H(Po)d T, laten vormen.
De gravitatiepotentiaal wordt
u(P)d <

v PPo
o)

¢]

(12.12) ¢(P) = [

Bij deze uitdrukking kunnen we integratie zonder meer tot de gehele
ruimte uitstrekken door y = 0 te nemen waar geen massa is. De vergelijking

(12.10) gaat nu over in de zogenaamde vergelijking van Poisson

(12.13) Ap = =bmp

&
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+ o °
Voor een vectorveld v dat afgeleid is van een zogenaamde vectorpo=-

tentiaal'§, doWaZs

>

(12.14) v =rot T,
geldt blijkens (9.12)
(12.15) div v = 0,

Het zal weer blijken dat een vectorveld waarvoor (12.15) geldt afgeleid
kan worden van een vectorpotentiaal ?o

We stellen voorop dat deze vectorpotentisal F door (12.14) zeker niet
ondubbelzinnig bepaald is. Aan ¥'kunnen.we,zpnder bezwaar de gradiént
van een of andere scalar E = gféd ¢ toevoegen aangezien immers rot E =

= rot grad ¢ = 0. We kunnen degze vrijheid van keuze benutten om een
vectorpotentiaal af te leiden waarvan de divergentie nul is. Is namelijk
¥ cen of andere vectorpotentiaal welke aan (12.1h) voldoet dan kunnen we
? vervangen door t 4 E,fé = grad ¢ waarbij E:MQet voldoen aan div E =

= - div ?, deWo2s

(12.16) A = - div T .

We kunnen deze vergelijking interpreteren als de vergelijking van Pois-
son (12,12) voor de gravitatiepotentiaal van een magsaverdeling met
nassadichtheid p div ¥, Volgens (12.12) is dus

1 div %o d T
(12.17) ¢ = T [II = 0
v
o

(o]

Er blijft tenslotte nog het probleem een aan (12.14) voldoende vector-
potentiaal ?(f1, fz” f3) te construeren. We probereh daartoe een oplos-
sing met f3 = 0. Uit (12,.14) volgt dan

af of of of
(12.18) vy = - 3;% s Vp = 3;§ s V3 = 3;% - 3;& .
We kunnen dus stellen
*3 *3
(12.19) £, = fo vydxg = y(x1, x2), f, = = fo v, dxg, f3=0,

waarbij y een nog nader te bepalen functie van X, en %, is,
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De derde betrekking (12.18) levert daartoe

X ov 3v
vy = - I 3 (§§l + sggjdx3 + 311 .
0 1 2 %o

.
In asnmerking genomen dat volgens (12.15) V . v = 0 is kunnen we dit
herleiden tot

v
3y j"3 3 :
2 YV o= e dX,_ =V (x s Xns 0),
8x2 3 0 3x3 3 371 2

waaruit gemakkelijk een oplossing voor vy volgt. Inderdaad lukt het dus

met de keuze (12.19) aan (12.14) te voldoen.

13, Orthogonale kromlijnige codrdinaten

Bij sommige beschouwingen  is het gewenst van andere dan Cartesiaanse
codrdinaten gebruik te maken. Daartoe denken we de ruimte verdeeld in

drie stelsels aequipotentiaalvlakken.
(13:1) ay = ay(xyy %50 %3)s G = Glxgs %ps X3)s 93 = G3(xy, %5, %3),
zodanig dat, afgezien van eventuele singulariteiten, door elk punt

P(x1, Xy X ) drie elkaar onderling loodrecht snijdende vlakken gaan.

3
Gewoonlijk gaat men in de praktijk uit van de inverse transformatie

(13:2) %y = xy(ay, ap, ag)s %y = %p{ay5 99y 93)s %3 = x3(ay, 0y 93

We beschouwen nu de infinitesimale omgeving van een niet singulier punt
P dat we dus hetzij door de codrdinaten (x1, Xps x3) of de codrdinaten
(q1, dss q3) bepaald kunnen denken. Er zijn dan in P twee locale ortho=-
gonale rechtlijnige codrdinatenstelsels asnwezig. Het eerste wordt ge-
vormd door -de originele Cartesiaanse codrdinaten waarin de infinitesi-
male vector ds de componenten (dx1, dx,, dx3) heeft. Het tweede wordt
gevormd door de drie raaklijnen aan de door de g-vlakken gevormde snije
lijnen. De infinitesimale vector ds heeft hierin de componenten

(da,, da,, dag)e

Het verband tussen beide wordt gelegd door de betrekkingen

axi
(13.3) ‘ dx, = 5— dq,

&
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en invers

Q

|

Cae

welke uit (13.1) en (13.2) door differentiatie volgen.
De veronderstelde orthogonaliteit van de g-vlakken betekent dat

9x, 8xi
(13.5) 5_lx T s 0 voor j# k.
q,j X

Het boogelement ds2 kunnen we in de g-co8rdinaten dan schrijven als

' 9x. 9x,
2 _ i . .2 .2 2 .2 2 .2
(13.6) as" = P 33; dqj qu = h1 dq1 + h2 dq2 + h3 dq3,

e

i

3
waarbij dus

2 _ "2 2. 2
(13.7) by = (55" * o) * )

De overgang van het locale x-codrdinatenstelsel tot het locale g=colr=
dinatenstelsel kunnen we dus opvatten als een draaiing gevolgd door
een verandering van de eenheidsvectoren met de factoren h1, h2, h3.
Het volume-element dt = dx,dx.dx. kunnen we in de gwcodrdinaten dus

177273
schrijven als

(13.8) dr = h, h, hy dg, da, da, o

Is ¢ een scalarveld dan zijn de componenten van V¢ in het locale
g-cobrdinatenstelsel in het punt P blijkbear

(13.9) Vo = (nok it oho08 100

o L]

h1 3q1’ h, 8q2’ h3 8q3

-’. L] k]
We beschouwen nu een vectorveld v en we vragen nasr uitdrukkingen

voor de divergentie en de rotatie in een punt P.

De componenten van ¥ in de q=richtingen noemen we hierbi] Vis Vps Vg
Ter bepaling ven de divergentie maken we gebruik van (11.11). Voor het
volume=element kiezen we het infinitesimale blokje dat begrensd wordt
door de vlakkin Qs Qg * 6q1, Qs 9y * 6q2, q3,'q3 + 6q3. Bij de bere~
kening van |n . v do moeten we dé bijdragen nemen van elk van de zes
zijvlakken. Die in de q = richting leveren tezamen 32- (v1 h, h3) 6q1

6q2 6q3° Een eenvoudige berekening geeft tenslotte 1
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>___ 1 (3
(13.10) Ve ¥ o= o {5

- (v h
1Bghs 39,

a o
1hghs) -+ o= (vohah it 7, (vahihy)}e

qa
In het bijzondere geval dat v de gradiént van de scalarpotentiaal $ is
levert combinatie van (13.9) en (13.10)
h_h h.h
1 3 23 ¢ 9 371 99 9 172 9¢
(13.11) A¢ = ( ) + ( ) + ( )}
hyhohg "9qy ° hy 9qy"  %q, " h, 9a," 9y " hy 3qg

. . + » . i
Op analoge wijze kunnen we de componenten van rot v in de richtingen

van dq1, dq2 en-dq3 met behulp van (11.12) afleiden. We vermelden
slechts het resultaat '

1 ] ]
(13.12) V x ¥ = (== (v h.) = == (v h.)) (m= (v.h.) +
by da, '3'3 T 9q; 2 byl h3h1 aq3 184

d 3 9
- 5= (v3h3)), g g (Vah) = 7= (v}

De verkregen resultaten passen we toe op de bij toepassingen veel=-

vuldig voorkomende cylindercodrdinaten  en bolcodrdinaten.

1. Cylinderco8rdinaten

Uitgaande van de Cartesiaanse codrdinaten x, y, z worden de cylindere

cobrdinaten r, 6, 2z gedefinieerd door
(13.13) x=rcosf, y=rsinb, z-=z

Bij deze transformatie zijn alle punten van de z-as singulier.

De cobrdinaatvlakken zijn bollen r = constant, vlakken door de z-as
6 = constant en vlakken z = constant.

Het lijnelement is

(13.14) d52 = dr2 + r2 d92 + dz° .

Het volume element is

(13:.15) dt = r dr 46 dz .

De gradiént van een scalar ¢ is volgens (13.9)

(13.16) V¢ = (%% ,-% %%) .

Wi Q
DiO-

&
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Volgens (13.11) is

1 2 3d 1 90°¢ 9 ¢
L1 = e s o 44 i rmemcntan on——
(13:17) At r or (r or + 2 .2 =z -
r 30 9z

en (13.12)

212, 12,32
(13.18) VoV =537 (r v?) M R
v v v oV v
> _11°3 2 1 3 1 3 1 %Yy
(13.19) v xv = {r 36 "3z 3z ~or T or (rvy) -3 —33'}°

2, Bolcodrdinaten

Uitgaande van de Cartesiasnse codrdinaten x, y, z worden de bolcoSrdi-

naten r, 6, y gedefinieerd door
(13,20) x = sin O cos ¥, vy =r sin @ sin ¥, 2z = r cos 6,

Bij deze transformatie is alleen de oorsprong singulier. De codrdinaat-
vlakken zijn bollen r = constant, omwentelingskegels 6 = constant met

de z-as als‘omwentelingsas en meridiaanvlakken ¢ = constant d.w.z. plat-
te vlakken door de z=-as.

Het lijnelement is

(13.21) as® = ar® + r2 36° + r° sin° 0 a v° .
Het volume=element is
(13.22) dt = r2 sin 6 dr 46 day

De gradi&nt van een scalar ¢ is volgens (13.5)

S 13 13
(13.23) V¢ = (3; ST 30 °r sin © aw) °

De laplace operator van een scalar ¢ is volgens (13.11)

2

1 3,2 3¢ 1 3, . o8¢ 1 )

(13.24) 8¢ = —5 5= (r" 32) + 555 (sin & 55) + —— )
r r sin © r sin © 3Y

Voor een vectorveld ¥ met volgens bolcodrdinaten bepaalde componenten

(vys Vo v3) geldt als speciaal geval van (13.10) en (13.12)
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v
1 9 . ‘ 1 3
(sin © v2) + g 57 ¢

> 13,2
(13.25) v VT 3w (V) * 50T

¥ x ¥ = {2 sin 8 v,) - 5 (r ),

r- gin ©

o (5 (7)) =32 (v sin 0 v))), 1 (5% (r ¥)) - 55 (v}

1h, Elasticiteit

Volgens Helmholtz (1858) kan de deformatie van een elastisch lichaam
locaal beschreven worden als de som van een translatie, rotatie en een
vervorming (uitrekking of semendrukking) langs drie onderling lood-
rechte assen,

Als bij een kleine deformatie het punt P(xl, X5 x3) overgaat in

(14.1) Ei = ?i +u, (x1, Xys x3),
dan geldt volgens de"oﬂfwikkeling van Taylor
aui
(1h.2) dEi=dxi+3-;dx5+ooa .

Bij onze beschouwingen nemen we aan dat de uitwijkingen*ui dermate klein

zijn dat kwadratische en hogere termen in u, verwaarloosd kunnen worden,

>
e £
Q
P u
fig. 1b.1

De transformatie (14.2) schrijven we als



= 48 =

u.
_ i
(14.3) dg; = (sij + EEE)de'
en voorts symbolisch als
(1k,h) af = (I + R + D)ax ,

waarbij I de identiteit, R het antisymmetrische deel van Baul en D het
symmetrische deel van 9. u1 is., We herinneren ons uit de beschouwingen van
§7 dat een rotatie van een vast lichaam om m(w ) bepaald is door de trans-

formatie

Ui T ek Y5 Fie

of uitgeschreven

it

- ug Xy +owy Xg

(14.5) by X - wy Xg

-y Xg toay Xy

Aldus stelt in (14.4) R een zuivere rotatie voor.
De translatie van P naar Q is reeds impliciet in sanmerking genomen.

Er rest nog de discussie van de symmetrische tensor
(14.6) D 1?(—- + ——i{}

Volgens de hoofdassentransformatie van een symmetrische tensor is er
een Cartesisans codrdinatenstelsel waarin de door D bepaalde transfor=-

matie van de volgende vorm wordt
'\dg1=(1 +a1) ax, ,
(1h.7) i ag,

(:?53 = (1 + a3) axy

Inderdaad is dit een vervorming langs drie onderling loodrechte assen.

(]

(1 +a.2) dx, s

We kunnen dus D een zuivere deformatie noemen.
De meetkundige betekenis van de symmetrische tensor D blijkt ook uit

de verandering van het lijnelement.
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Uit (1h4.2) volgt

L [ 2u3 ifi
(14.8) a; @ =8, + (-3-2-{-3 + axi)}dxi dx, .

Hieruit kunnen we o.a. afleiden dat een klein bolletje in P gedefor-
meerd wordt tot een ellipsoide in Q waarvan de hoofdassen met die van
D overeenstemmen.

Bij sommige beschouwingen ontmoeten we de zogenaamde kubische dila-
tatie welke gedefinieerd is als de relatieve volumeverandering bij de
deformatie. Uit (14.T) volgt voor het daar geldende speciale codrdina-

tenstelsel
a=(1+ a1)(1 + a2)(1 + a3)-19
In de lineaire benadering dus

(14 .9) o= a, +a,+ oy

Het rechterlid is juist het spoor van D. De algemene uitdrukking is der-

halve
u ou ou
(1k.10) O R - R

Bx1 3x2 ax3 e

De spanning in een punt P van een medium is impliciet gedefinieerd

door de kracht ¥ do welke op een gericht oppervlakte element d werkt.
In het algemeen wijkt de richting van K af van die van de normaal n

van het oppervlakte element. De component van % langs ; heet de normasle
gspanning en het overblijvende deel de tangentiaalspanning. De eenvous
digste afhankelijkheid van K als functie van n (of do) is die van een

lineaire vectorfunctie
(1ho11) K. = p.. n.o

Inderdaad blijkt dat deze betrekking het evenwicht tussen de op een
elementair volumen werkende krachten beschrijft. Beschouw namelijk een
elementair viervlak PP _P_P_ waarvan de drie ribben PPi evenwijdig asn de

17273
cobrdinaatassen lopen (zie fig. 1k4.2)
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Is dgi de grootte van het tegenover Pi gelegen zijvlak en do de groot-
te van het zijvlak P1P2P3 en zijn %i dci en ¥ do de erop werkende krach=-
ten dan vereist evenwicht dat

-1 =

(14.12) k do = X do, + K do, + %3(103,

of uitgedrukt in de componenten van de eenheidsnormaal 7 van P1P2P3
-+ -+ 3 -+

(1’4013) K - K.xn.] + K2n2 + K3n3o

Stellen we

->+—>+—>
Pyq€qy ¥ Ppy®p T P3q%3

e

> -+ ->
(1h.14) o = Pyp®q ¥ Pppfp * P3p€3

o 4

_—>+-—>++
3 = Py3®p * Pp3®p T P33°3

dan stemt (14.13) precies met (14.11) overeen.
Door (14.11) is de spanningstoestand bepaald door een tensor P; ;o de

spanningstensor.

Op de volumeelementen van een elastisch medium werken i.h.a. zowel
oppervlakte-krachten als volume-Krachten. De oppervlakte-~krachten ont-
staan door de spanningstoestand.

De volume-krachten kunnen o.a. het gevolg zijn van gravitatie. Voor een
volumeelement kunnen de volume-krachten verwaarloosd worden t.o.v. de
oppervlakte-krachten. Voor een willkeurig groot brok uit het medium is

dit niet meer zo.
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e
De 'oppervlakte-krachten Kdo werken hierbij alleen aan de begrenzing.
De volumekrachten th werken op alle volume-=elementen. Evenwicht ver=

eist nu dat

(14.15) [[ %ao + jff Far = o,

of in de indexnotatie na substitutie van (1Lk.11)

(14.16) ff b;.ndo + ff[ Pt = 0

Volgens de stelling van Gauss kunnen we dit vervangen door

0
J
Aangezien dit moet gelden voor elk willekeurig deel van het medium is
dus
]
(14.18) -’a';“-pij + Fi = 0,

Bij evenwicht is niet alleen de resultante van alle krachten nul maar
ook die van alle momenten t.0.v. een willéekeurig punt. Naast (14.15)
geldt dus ook

(14.19) ”?«’xim+[”?x"§&=0,
of analoog aan (14.16) en (1L4.17)
(1k.20) j[ Eijkxjpklnldg + I[I Eijkijde =0,
resp-
9 =
(ik.21) [[ T {?E; (xjpkl) + ijk} dr = 0,
zodat
3 =
(1k4.22) eijk{'é?t“; (xjpkl) + ijk} = 0,
Aangezien uit (14.18) volgt
3 =
(1k.23) Eijkxj(s-;; pkl + Fk) = 0,

kunnen we door vergelijking van (14.22) en (14.23) besluiten tot

&



- 52 -

(1k.2h) 0,

€ijk Pxj T
d.w.z, de spanningstensor is symmetrisch
Er is dus een speciaal codrdinatenstelsel, bepaald door de hoofdassen

van pij’ waarbij de spanningstensor de specisale vorm

h, 0 0
(1h.25) 0 h, 0
0 0 h,

heeft. De elementen hi’ invarianten van Pij’ heten de hoofdspanningen.
Bij een elastisch medium zijn deformatie en spanning gekoppeld door
de zogensamde wet van Hooke (door Hooke op primitieve wijze geformuleerd).
In het algemeen kunnen de deformatietensor (14.6) met componenten Dij
en de spanningstensor pij door een lineaire transformatie gekoppeld

zijn volgens een tensor van de vierde orde

(1k4.26) Pys = Aijkl Dy ;>
Inderdead geldt (14.26) als de gegeneraliseerde wet van Hooke voor een
anisotroop medium (bijv. bij kristallen). Voor een isotroop medium

moet de tensor Ai onafhankelijk zijn van het gebruikte codrdinaten-

Jk1
stelsel, Daartoe stellen we (zie de appendix van deze paragraaf)
(1h.27) Aijkl = A 515 Sy * M S5y 85q TV 811 S5

Asngezien echter Pij en Dkl symmetrisch zijn blijken u en v gelijk te
zijn,
Aldus kunnen we (14.26) vervangen door (verg. 14.10)

(14.28) p;5 = A 513 Dpp + 2 Dija

Deze belangrijke betrekking (Eng. stress-strain relation) vormt de ba-
sis van de elasticiteitstheorie. De constanten A en u worden gewoonlijk
naar Lamé genoemd. |

Uit (14.28) volgt onmiddellijk dat de hoofdspenningsrichtingen overeen-
stemmen met de hoofdrichtingen van de deformatie.

Contractie toegepast op (14.28) geeft

(14.29) p;; = (3 + &) Dy
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Het is nu niet moeilijk om (1iL.28) te inverteren. We vinden dan

= 1 A 1
(14.30) Dij = - ITa 6ij pPP + I pij o
De bewegingsvergelijking van een elastisch medium volgt uit het dy =

namische krachtenevenwicht op een elementair blokje. Toevoeging van de
traagheidskracht aan de statische.evenwichts~betrekking (1k4.18) geeft

aldus 32
d ‘ U3
(14.31) g==D.. + F, =p ’
ij ij i 6t2

waarbij uy (zie 14.1) de locale verplaatsing (uitwijking) is. We geven
van deze vergelijking nog een toepassing welke o.a. van belang is voor
het onderzoek van seismische trillingen (aardbevingen en ondergrondse
explosies). Hierbij is Fi 2 0. Substitutie van de rek-trek relatie
(14.28) in (14.31) leidt dan tot

2
du. du. 9 .
90 3 1 ] 1
axi axj axj axi 8t2
waarbij 6 de kubische dilatie is
(14.33) 0 = 3;; = div u.

De bewegingsvergelijking (14.32) schrijven we in de symbolische nota-

tie als

2-
(1k.34) WAT+ (A +u) grad o = o2,
3t
Nemen we van beide leden de divergentie dan volgt
2
(14.35) AB = lu.é_g.a c2 =Arz2u
02 at 1 e

1
We herkennen deze vergelijking als de golfvergelijking welke de voort-
1 beschrijft. Aldus beschrijft

(14.35) bij een aardbeving bijv. de voortplanting van longitudinale tril-

planting van golven met de snelheid ¢

lingen.
Nemen we van beide leden van (14.34) de rotatie dan volgt
2

-+
(14.36) A rot U= 9_robt u c2 = &

B

(¢] -t
e
(%)
©
N
hed
@

&
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Deze golfvergelijking beschrijft de voortplanting van transversale tril-

lingen met de snelheid c,. Het blijkt dat de transversale trillingen

2
zich langzemer voortplanten dan de longitudinale.

Appendix.

We bewijzen dat een willekeurige invariante tensor van de 4 orde Aijkl’
waarvan dus de componenten invariant zijn bij codrdinatentransformatie,
noodzakelijk van het type (14.27) is. Vier willekeurige vectoren';, %,
Z,'E bepalen een asntal scalaire invarianten welke samengesteld kunnen
worden uit de vier lengten a, b, c, d en de zes scalaire producten4;{%,
2@2, enz. (Overigens zijn deze tien invarianten niet onderling onafhan-
kelijk maar bestaat er tussen hen een zekere betrekking).

Nu is Aijkl aibjckdl een scalaire invariant van deze vier vectoren wel-
ke homogeen en lineair in de componenten van elke vector is. Volgens
het bovenstaande kan deze invariant samengesteld worden uit de zes sca=-
laire producten en is er als enige mogelijkheid

]

Do, = pAa.b.c.d. + ya.c.b.d. + va.d.b.,
A a.b.c, d Aalblc dJ ualclbadJ valdlecJ

1ijk1717) k1 J

waarbij A, u, v zekere constanten zijn.

Deze betrekking nu impliceert de voorstelling (1L4.27).

15. Hydrodynamica

Een stromende vloeistof (of gas) kunnen we mathematisch beschrijven
door een van de tijd t afhangend vectorveld A (x19 Xps X33 t), waarbij
vy de snelheid is van het deeltje dat zich op de tijd t op de plaats
(x1, X5 x3) bevindt. Bij deze door Euler gegeven beschrijving interes-
seren we ons niet zozeer voor de door de individuele deeltjes gevormde
bapen masr eerder voor de stroomlijnen:. De stroomlijnen zijn lijnen
welke op een zeker tijdstip overal asn de snelheidsvectoren raken.
7ij zijn dus bepaald door de gewone differentiaalvergelijkingen
(15.1) i
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Op elk tijdstip t bestaat het systeem dus uit een stelsel van w? stroom-
lijnen. De baankrommen van de individuele deeltjes zijn daarentegen

bepaald door de vergelijkingen
dax.

(15.2) -3% = vi(x1, X5y %39 t),

waarblj de tijd nu de onafhankelijk variabele is.

In het bijzondere geval van een stationaire stroming, doio een stroming
waarbij het vectorveld v niet van de tijd afhangt, vallen stroomlijnen
en baankrommen samen.

Bij een vloeistof (of gas) zijn voor een passende mathemstische be-
schrijving behalve de snelheid ook de dichtheid en de druk van belang.
De dichtheid p(xl, Xos X35 t) is in het algemeen zowel een functie van
plaats als van tijd. De vloeistof is in het algemeen dan ook samendruke-
baar of compressibel, Echter kan men bij vele beschouwingen p als een
constante beschouwen., In dat geval spreekt men van een onsamendrukbare
vlceistof of van een incompressibele stroming.

Het principe van behoud van massa leidt bij stromende vloeistoffen
tot de zogenaamde continuiteitsvergelijking.

Beschouw daartoe een willekeurig ruimtedeel V dat begrensd wordt door
het gesloten oppervlak S. De verandering in de totale massa binnen V
per tijdseenheid is gelijk aan de hoeveelheid welke per tijdseenheid

door de begrenzing S heen gestroomd is. D.W.Z.

- f[{-%% dt = [i p ; > dg °

v
Toepassing ven de stelling van Gauss op het rechterlid geeft

Uf {32 + aiv o ¥} a1 = 0.

Aangezien dit geldt voor een willekeurig ruimtedeel geldt

3P . >
(15.3) sc tdive v =0,

hetgeen de continuiteitsvergelijking genoemd wordt.
In het bijzondere geval van een incompressibele stroming vereenvoudigt

deze vergelijking zich tot
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(15.h) div v = 0.

Fen ideale vloeistof wordt gekenmmerkt door de volgende eigenschap-
Op een willekeurig vlakelementje do met eenheidsnormaal 7 werkt een

kracht %do volgens

-2

(15.5) = -p n-

Vergelijken we deze betrekking met (14.11) dan blijkt een ideale vloei-
stof gekarakteriseerd te worden door een isotrope spanningstensor -Psijc
We noemen p de hydrostatische druk. (Druk en spanning hebben tegengesteld
teken) -

Fen visceuse vloeistof of een vlioeistof met inwendige wrijving wordt
gekenmerkt door het optreden van schuifkrachten wanneer vloeistoflaag=
jes zich met een verschillende snelheid over elkaar heen bewegen. Hier-
bij bestaat de spanningstensor uit de hydrostatlsche druk en uit een
symmetrische tensor welke opgebouwd is uit termen gm- welke de locale
snelheidsverandering beschrijven (zie (14.6). Voorlopig zullen we ons
met ideale vloeistoffen bezighouden:

Is ¥ een uitwendige kracht per massaeenheid dan geldt voor een niet
stromende vloeistof de evenwichtsrelatie (1L4,18) die zich hier vereen-
voudigt tot
(15.6) oF = grad p-

Toevoeging van de traagheidskracht leidt dan tot de bewegingsvergelij=

king. De versnellingsvector a; wordt uit de snelheidsvector vi(x1, Xy X t)

3)
afgeleid door langs een baankromme te differentiren. We schrijven met

toepassing van (15.2)

Dv, avi Bvi avi avi
(15.7) T e e A T T L B T
1 2 3
De operator
D_3 , >
(15.8) TtV

noemen we de substanti&le afgeleide (populair: meebeweegafgeleide).
De bewegingsvergelijking (soms naar Euler genoemd) kunnen we nu schrijven

als
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a3 o 5 3
(15.9) i (v.v)ve=F- l-grad P-

at Y
We beschikken voor de vijf variabelen Vys Vps Vg3 Py 0 nu over de cone
tinuiteitsvergelijking (15.3) en het drietal (15.9). Een vijfde verge-
lijking is de toestandsvergelijking waarbij de druk een gegeven funce

tie van de dichtheid is en welke dus van zuiver fysische aard is
(15.10) p=flp)-

In een aantal belangrijke gevallen is het snelheidsveld afgeleid van

een potentiaal

(15.11) v = = grad ¢

Men spreekt dan van een potentisalstroming of van een rotatievrije
stroming, aangezien nu rot v =0,

Is de stroming bovendien incompressibel dan voldoet de stromingspoten-

tiaal blijkers (15.4) aan de potentiaalvergelijking

(15.12) Ap = 0,
Voorbeeld
17.2 2 .
Als ¢ = §(x,g o x2)9 zodat dus A¢ = 0, is
.

v = (xl, =Xy 0).

De stroomlijnen zijn hyperbolen

XX, = constant, Xg = constant,
In het bijzondere geval dat ¢ slechts van X, en x2 afhangt reduceert
(15.12) tot
2 2
(15.13) 224+28-0.
ax1 8x2

We kunnen ¢ dan opvatten als het reé€le deel van een anslytische functie
van de complexe variabele X, * ix2: In het bovenstaande voorbeeld is
b = re {%(x1 + ixe)z}c Bij de studie van een vlskke stroming van een
incompressibele ideale vloeistof, waarvoor dus (15.13) geldt, kunnen
we met veel voordeel gebruik maken van de theorie van de analytische

functies.

&
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Indien de uitwendige kracht F in (15.9) afgeleid is van een poten-
tiaal, F=-a grad ¢, kunnen we met gebruikmaking van de gemakkelijk te

verifiéren relatie
V(Eo%)=(zoV)%+(%gV)z+;x(Vx%)+%x_§?x-a>,),

en met behulp van

© I;—b
<}
o]
it
el '«.n
8
<1
o]
1]

Pi g
- 8p
Vf%pdpdp

(15.9) schrijven als

> p
(15.1k) -g-% + P 4o 4 jp Qf—} =¥ x rot v,
o

Is de stroming rotatievrij, zodat v=- grad ¢ dan is

p
et wtees [ o

en dus

(15.15) %v2+¢+fp 2.2 o),
o

waarbij het rechterlid alleen van de tijd afhang%; De laatste betrekking
heet de vergelijking van Bernoulli voor een compressibele rotatievrije
stroming-

Fen andere versie van de vergelijking van Bernoulli heeft betrekking
op een stationaire stroming van een incompressibele vloeistof onderwor=-
pen aan een conservatieve uitwendige kracht - grad ¢. Hierbij is de uit-

drukking

(15.16) v + ¢ + 2

constant langs een stroomlijn. Het bewijs hiervan berust op de consta-
tering dat

(15.17) -=-( v+ g +2) =

*)

hetgeen aan de lezer overgelaten wordt.

%
) Verg. Rutherford Ch. VI.



Het gedrag van eenvisceuse vloeistof kunnen we vergelijken met dat
van een elastisch lichaam. In het infinitesimale tijdsinterval dt onder-
gaan de vloceistofdeeltjes de verplaatsingen u, = vidt; De deformatie«~

tensor (1L.6) is dus van de vorm

def avi oV,
15 . o= = 1 canxyemms -
(15.18) Uij Vijdt 2(3x° + Ezi)dty

Het uitgangspunt van de theorie van een visceuse vloeistof is de "stress-

strain" betrekking, het analogon van (14.26)

Vkl 3

Hierbij hebben we de isotrope tensor van de hydrostatische druk afge-

(15-19) Pys = D 6ij + Aijkl

splitst en is Ai° wederom een isotrope tensor van het type (14.27).

Jkl
Uitwerking geeft

_ A A B
(15-20) le = =D 513 + A i3 axk + U(axj + Bxi)a
met twee parameters A en u.
Contractie geeft
v,
(15.21) pi; = =3p + (3% + 2u) 3;? :

Gewoonlijk kiest men, overigens vrij willekeurig,
(15.22) A= - %-u

zodat p inderdaad de gemiddelde druk is.
Voor incompressibele visceuse vloeistoffen, waarvoor dus (15.4) geldt,
is slechts &&n parameter u nodig. De constante u heet de viscositeitse
constante-

We leiden nu nog eens de volledige bewegingsvergelijking af. Voor

een willekeurig ruimtedeel geldt dan het evenwicht

avi Bvi (f
J[[ o) --—a-{_)- + Vj '!5";{'; dr = JJI o] Fid‘f + [f pijdoj

en dus met toepassing van de stelling van Gauss

v, v,

i iy _ J
(18.23) D("g; + Vj 3;;) =p Fi + 3;; pijo
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Substitutie van (15.20) geeft

vy vy D 3 3 1 52
(15:2h) plgg= + v; axj) B S T Vo, B Vi ML AT
of symbolisch
-
(15.25) o %% = p F - grad p + u A v+ %-u grad div v

Deze vergelijking wordt de vergelijking van Navier=-Stokes genoemd.

16. Affiene tensoranalyse

In de affiene meetkunde van drie dimensies, waarbij we dus werken
met punten, (rechte) lijnen en (platte) vlakken, hebben we alleen te
maken met de fundamentele begrippen evenwijdigheid en deelverhouding.
Het meten van afstanden en de daaruit afgeleide hoeéweting worden niet
gedefinieerd of niet gebruikt,

In het bijzonder bestaat er dus geen begrip loodrecht. Wel kunnen we
aan twee punten A en B van een rechte lijn 1 een afstand toekennen
wanneer op 1l een lengteeenheid is gekozen. Is C een derde punt van 1
dan is de deelverhouding AB/AC onafhankelijk van de eventueel op 1
gekozen lengteeenheid. De eenvoudigste beweging of transformatie in de
affiene meetkunde is de parallel-verschuiving of translatie waarbij een
willekeurige rechte lijn overgaat in een daaraan evenwijdige lijn.

Gast tengevolge van een translatie het puntenpaar AB over in A'B' dan
is de vierhoek ABB'A' dus een parasllelogram. Door translatie kunnen

we een op 1 gekozen eenheid overdragen op een asn 1 evenwijdige lijn.

We definidren een céntravariante vector als een geordend puntenpaar

AB. Twee contravariante vectoren welke door een translatie uit elkaar
afgeleid kunnen worden noemen we aequivalent. Alle onderling aequivalen-
te vectoren kunnen we verenigen tot een klasse welke we aanduiden met

de naam vrije contravariante vector. Elk element van de klasse kan dienst
doen als representant. Meestal laten we in het spraakgebruik de toe=-
voeging "vrij" achterwvege.

We defini®ren een covariante vector als een geordend paar evenwijdie=

ge vlakken of. Op analoge wijze leiden we hieruit het begrip vrije co-

variante vector af, waarbij wederom de toevoeging "vrij" doorgaans weg-

&
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gelaten wordt.
Een contravariante vector AB en een covariante vector @B bepalen

een inwendig product of scalair product dat op de volgende wijze afge-

leid wordt. We gaan uit van willekeurige representanten AB en 0B, In-
dien nu de lijn AB, de drager 1 van de vector, de vlakken & en B snijdt

in Sa en SB dan is per definitie de verhouding

A B
(16.1)
5,53

het inwendig product van de genoemde vectoren. Het is duidelijk dat deze

definitie niet afhangt van de representant en van de keuze van de een-
heid op 1. In het bijzonder kunnen we de representanten zo kiezen dat
bijvoorbeeld A en S, samenvallen. In dat geval is (16.1) de gewone deel-
verhouding.

Contravariante en covariante vectoren kunnen we ontbinden in compo-
nenten t.0.v. een zogenaamd eenheidsblok bestaande uit eenheidsvectoren,
Daartoe kunnen we een blok (parallelopipedum) dat gevormd wordt door een
s EE3 van het contravariante type. De
eenheidsvectoren van het covariante type worden gevormd door de paren

drietal eenheidsvectoren EE1, EE

overstaande zijvlakken waarbij het door E gaande zijvlak telkens het

eerste is. (zie fig. 16.1).

fiEO 1601
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De door EEi bepaalde richting zullen we de i® basisrichting noemen.
Alle rechten met deze richting bezitten dus een gemeenschappelijke meet-
eenheid. De zijvlakken bepalen analoog drie vlakstsnden of basishelline
gen,

De componenten van een willekeurige contravariante vector EE t.0.V,
het gekozen eenheidsblok worden nu a.v. bepaald. Brengt men door A en B
vlakken met de i€ basishelling en snijdt men ze met een willekeurige
rechte met de i° basisrichting, bijv. de rechte EE., in de punten A.
en B dan is de lengte van A B gemeten met de bijbehorende lengteeen-
held EE, perdefinitie de i® component v! van de vector (zie fig. 16.2).
AiBi

i
(16.2) Vo= e
i

fig. 16:2

-—)' -
EE., dan vinden we de

Passen we dit procédé toe op de vectoren E§1’ Eﬁz, 3

volgende componenten
—> e —
EE1(19 0, 0) , EEé(O, 1, 0) , EEB(O, 0, 1)
De componenten van een willekeurige covariante vector of t.0.v. het
gekozen eenheidsblok worden nu a.v. bepaald.

Snijdt men o en B in Ai en Bi met een willekeurige rechte met de i€

basisrichting dan is de i® covariante component Wi bepaald door

(16.3) W, =
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Toepassing op de covariante vectoren gevormd door de paren overstaande
zijvlakken van het eenheidsblok, geeft wederom de componenten (1, 0, 0),
(0, 1, 0) , (0, 0, 1),

T.a.v. de gevolgde notatie merken we op dat we de componenten van een
contravariante vector met bovenindices, contravariante indices, aange-
ven en die van een covariante vector van benedenindices, covariante in-
dices, voorzien.

Voor de nu volgende beschouwingen is het beter vaste vectoren te be-
schouven waartoe we alle contravariante vectoren laten beginnen in het=-
zelfde punt 0, de oorsprong.

Van alle covariante vectoren kiezen we analoog het beginvlak door de
oorsprong. De eenheden leggen we vast met een eenheidsblok waarbij 0

en E overstaande hoekpunten zijn. (zie fig 16.3)

fig. 16.3

De basisvectoren 5§i bepiien aldus de assen van een re?htlijnig cobr—~
dinatenstelsel. De door OEi bepaalde as noemen we de x*-as. Onder de
cobrdinaten van een punt P t.0.v. dit coBrdinatenstelsel verstaan we

de contravariante componenten van de vector 5§° Brengt men dus door P
een vlak evenwijdig aan het i€ codrdinaatvlak, te weten dat tegenover
OEis en snijdt men dit in P. met de i® codrdinaatas OXi dan is dus de i°

o aa i ..
coordinaat %~ van P gelijk aan
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(16.4) i

o x = BEI .
Op volkomen analoge wijze zijn de co8rdinaten @, van een niet door de
oorsprong gaand vlak o bepaald door de componenten van de covariante
vector g§vormd door het asn a evenwijdige vlak door O en o zelf. Snijdt

dus @ OX® in het snijpunt Ai dan is volgens het boven gegeven voorschrift

(16.5) O, = m—

fig. 16.h

Men kan. meetkundig bewijzen dat het inwendig product van de door punt P
en vlak o bepaslde contravariante resp. covariante vector gelijk is aan
6] 0P oP

1 2 3 _ 1 2 3
(16.6) oA, YR, TOR. S % Xt X togxt.
1 2 3
In het bijzondere geval dat P in o ligt is dus
1 2 3 _
(16.7) @, X+ o, X * ay X° = 1.

We kunnen dit dus opvatten als de vergelijking van vlak o in de contra=-

variante punt-coérdinaten (x1, x2, x3) of als de vergelijking van punt
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P in de covariante vlakcodrdinaten (a1, sy ct3),c
Het is niet onze bedoeling deze beschouwingen gedetaileerd voort te
zetten en we beperken ons tot enige algemene opmerkingen. De contrava-
riante vectoren kunhen opgeteld en met een scalar vermenigvuldigd wor-
den volgens de methode van §2. Deze lineaire bewerkingen weerspiegelen
zich in de com.ponenten° Zijn b en y contravariante vectoren met de com=
ponenten xl en y dan heeft deze som x + y de componenten x1 + y N
Het product van de vector X met de scalar A is de vector Ax met de com=
ponenten Ax*. Aldus vormen de contravariante vectoren een lineaire
vectorruimte.
De covariante vectoren vormen de duale vectorruimte d.w.z. de vectorruim-
te gevormd door de lineasire functionalen t.0.v. de eerste vectorruimte.
Kiest men in de lineaire vectorruimte van de contravariante vectoren
‘een andere basis van eenheidsvectoren dan transformeren de componenten
x* van een contravariante vector zich 8.v., waarbij het accent op de

nieuwe basis duidt,

(16.8) ' =4l b aet al 4o,
Zoals we zien wordt de sommatieconventie toegepast op een zelfde index
die zowel bovenindex als benedenindex is.
In de algemene tensorrekening is dit regel. De bij (16.8) behorende
inverse transformatie is
(16.9) X = Ai, Xt R
waarbi]j tussen de coéfficiénten Ail en A%, het volgende verband bestaat
(16.10) A Y Y R
Hierbij is 6; het symbool van Kronecker in aangepaste notatie. De coéf-
f1c1enten AT ;0 en A behoren le reciproke matrlces. We kunnen bijv.
AT .opvatten als de minor van A ’1n de matrix (A ) gedeeld door de de=
term1nantwaarde=

De transformatie van de covariante vectoren is bepaald door de in=-
variantie van het inwendig product van een covariante vector us met

. . . 1 .
een willekurige contravariante vector x . We eisen dus
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Substitutie van (16.9) geeft
i is
(ui° - A7, ui) x* =0,
3¢
Aangezien dit moet gelden voor willekeurige ' is

(16.12) ug, = A;, u,

De componenten van een covariante vector transformeren zich dus tegen-
gesteld, of beter invers, aan die van een contravariante vector. De

transformatie(16.12) heet zelf covariant. De inverse van (16.12) is

uiteraard
- al’
(169‘1‘3) ui —Ai uig:
Algemeen definisren we een affiene tensor (affinor) als een sys-
teem getallen Tl1°°°1p 3 3 met p contravariante en g covariante
1C'C'C q
indices welke zich transformeren als
quCCi' iﬂoooie j ODOj i oeci
(6.4) T P o=al PUS. c!t P,
,J,lcunq 1°°° P J1aoqu J1ooeJq
waarbij
IS, L P | i! it Jj
(16.15) A, jf; I NV TR Y
1000 P 1ocqu 1 P J“ Jq

Deze definitie is het uitgangspunt van de affiene tensoranalyse, een
uitbreiding van de "gewone" tensorrekening in de Euclidische ruimte
t.0.V. Cartesische codrdinatenstelsels. De affiene tensoranalyse kan nu
opgebouwd worden als in §5. We zullen dit niet expliciet uitvoeren om-
dat we in de volgende paragraaf een nog algemenere tensoranalyse zul=-
len beschouwen.

We besluiten deze paragraaf met de volgende twee opmerkingen. We
hebben tot dusver de affiene vector- en tensorrekening alleen in een
ruimte van drie dimensies beschouwd. Het is een kleine moeite deze be-
schouwingen uit te breiden tot een ruimte van een willekeurig aantal

dimensies.
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De tweede opmerking is dat het boven gedefinieerde tensorbegrip be-
trekking heeft op een vrije tensor die dus aan een willekeurig punt toe-
gevoegd kan worden.

Anders gezegd, affiene tensoren zijn gedefinieerd behoudens translatie
zoals we dit ook bij contravariante en covariante vectoren gezien heb-

ben.

17, Algemene tensoranslyse

We beschouwen nu een willekeurige ruimte XN van N dimensies bestaan-
de uit punten. De punten kunnen gekarakteriseerd worden door N kental-

2, cooay xN)o De kentallen x noemen we de codrdinaten van het

len (x1, X
beschouwde punt P. Een eendimensionale meetkundige plaats van punten
(17.1) x = x"(t)

waarbij t een parameter is, heet een lijn. Fen nadere aanduiding van
krom of recht is zinloos. X kan bijvoorbeeld zowel een "gewone" drie-
dimensionale ruimte als een tweedimensionaal oppervlak van een bol zijn.
In de laatste ruimte bestasn er geen lijnen die in de gewone zin recht
z1ijn.

Fen functionele betrekking

2

(17.2) £(x', %2, ..., ) =0

stelt per definitie een hypervlak (of kortweg vlak) voor,
In een ruimte van drie dimensies is dit dus een oppervlak.

In het bijzonder zijn de co8rdinaatvlskken gedefinieerd als
(17:3) x' = constant-

Voor elke index is er dus een stelsel codrdinaatvlakken. Door een punt
P gaat van elk stelsel precies é&n exemplaar. In de omgeving van P kunnen
we de cobrdinaten van een willekeurig punt Q op de volgende wijze uit-

drukken in die van P

(17.1) Q) = x(P) + axi(p).
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De componenten dx® vormen een infinitesimale contravariante vector ?ac
We kunnen de omgeving van P opvatten als affiene ruimte van N dimensies
met een vaste oorsprong P. In deze microscopische affiene ruimte. kunnen
we de punten Q identi?iceren met de vaste contravariante vectoren PQ
met de componenten dx'. Aldus bezit elk punt van XN zijn eigen locale
affiene ruimte met de bijbehorende (infinitesimale) contravariante vec=
toren. Vooralsnog beschikken we nog niet over de middelen om de vector-

systemen in twee veschillende punten P, en P, met elkaar te vergelijken.

Dit wordt pas mogelijk als we in XN een metriek hebben ingevoerd, d.W.Z.
een methode om afstanden (booglengten) en hoeken te maken.
Zoals we verderop zullen zien wordt deze metriek geintroduceerd door
een formule te geven voor de kwadraatlengte van een willekeurige infini-
tesimale contravariante vector dxi in een willekeurig punt P.

We kunnen in X' andere coBrdinaten (x1', xev, coo xN') invoeren door
middel van de transformatieformules

(17-5) o = xiﬁ(xl, X2

9 coo XN)C

Hierbij nemen we aan dat de rechterleden minstens twee maal continu
differentieerbsar zijn. Opdat deze transformatie inverteerbaar is moet
de transformatiedeterminant A nergens nul zijn, d.w.Z.

1 27 N¥ it
(17.6) NRCLE SUME SEFETEINE Sl R 355— # 0.

a(xlg x29 ssss xN) ax

Het effect van de transformatie (17.5) op de omgeving van een punt
P is de overgang van basisvectoren (dx1, 0, «00y 0) (0O, dxz, coos 0)y
cocy (Op Oy wcay de) op nieuwe basisvectoren (dx1i, Oy ccos 0)
(o, dx2'9 socy 0)p so:9 (05 Oy ooy ax

matie in de locale aan P toegevoegde affiene ruimte. Uit (17.5) volgt

), dow.z. een affiene transfor-

door differentiatie

it iv .1
(17.7) ax’ o= AL ax
waarbij ‘
N 1
' _ 9x \
(17.8) Ay == (P) .
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Inderdaad stemt (17.7) overeen met de transformatie (16.8) van een
contravariante affiene vector. De transformatie (17.7) levert een affiene
transformatie simultaan in alle punten P van XNO Inderdaad hangen de
]

transformatiecoéfficiénten A; af van de codrdinaten van het beschouwde
punt P, Aldus kunnen we (17.7) opvatten als de transformatie van een

. i
contravariant vectorveld dx .

De inverse transformatie is

. . .
(17.9) ax’ = A7, ax'
waarbij
. i
3
(17.10) Ai, = -3%1 (P) .
9x

Uit de kettingregel van de partiéle differentiatie volgt dat in alle

punten voldaan is aan de betrekkingen (16.10) welke we nog even herhalen.
it i i R R |

(17.11) Ay qu = Gé' s A, Aj = ej

Een contravariante vector vl, of een contravariant vectorveld

2 2

vl(x1, X"y oo xN), wordt gedefinieerd als een groep getallen (v1, VT, oo
soo vN) welke zich transformeren als
. ey s
(17.12) vt o= Ai v,
Analoog wordt een covariante vector LA gedefinieerd m.b.v. de trans=

formatie

(17.13) Wiy = Ag, Vs

Voor een vast punt P stemmen deze definities dus overeen met de in de
vorige paragraaf besproken transformetie van een contravariante en een
covariante vector in een affiene ruimte. Het essenti&le Yerschil.is dat
met de verandering van P de transformatiecoefficienten A;,, en A;' mede
veranderen.

In dezelfde geest wordt een tensor gedefinieerd als een groep getallen
i1’ i20°0 ip

T welke zich transformeren als

J1J2 °°°Jq

i'ODQi' i'QDoi' j OGOJ‘ i °°°i

(17.14) oV P =t P 1 Va1 P
Jv oaJ' 1,000l J'oaoJ' Jazeod

1°°°Yq 1 p Y1 q 1 q’
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waarbij per definitie

ifo..dl §ieeed il i ;
(7.5 A P o = oA A at
1°°°1p JjocVJqq 1 P J1 Jq

Het getallenpaar (p, a) heet de orde van de tensor. We noemen p de con=-
travariante orde en q de covariante orde. Voor p = O heet de tensor
covariant, voor q = O contravariant en in alle andere gevallen gemengd.
Het getal p + g heet wel de totale orde.

Uit de betrekkingen (17.11) blijkt dat 6 een gemengde tensor van de
orde (1,1) is. De bewerkingen met tensoren zlgn als in §5. Tensoren
van dezelfde orde kunnen bij elkaar opgeteld worden. Een tensor kan met
een scalar vermenigvuldigd worden en van twee willekeurige tensoren kan

het direct product gevormd worden. Men heeft bijv.

ij A1 lJl
(17016) Pcok ° k.m ¢

De mogelijkheid van contractie van een gegeven tensor bouwt op de ei=-

genschap (17.11). Bijv.

' ij oot
(17017) Soojl Tol ¢
Inderdaad geldt
it 'k 1 ij _ait,l
(17.18) Tol' 1 J AJ A Sockl A A 6 Scokl A, Ap T 1

Vormen we van twee tensoren het direct product en laten we dit volgen
door contractie waarbij telkens een index van de andere tensor genomen
wordt dan spreken ve soms van overschuiving (transvectie). Het eenvou=
digste voorbeeld hiervan is het uit een contravariante vector v1 en een
covariante vector wj gevormde scalaire product vlwio

Verwisseling van gelijksoortige indices van een tensor leidt tot

een nieuwe tensor welke een isomeer genoemd wordt. Bijv.

ij _ &di
(17.19) ka Seck .

Fen tensor waarvan slle componenten invariant zijn t.o.v. verwisseling
van gelijksoortige indices heet symmetrisch.

Gaan de componenten in hun tegengestelden over bij verwisseling van een
willekeurig paar gelijksoortige indices dan heet de tensor antisymme-

trisch of slternerend.
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Uit een gegeven tensor kan men een symmetrische tensor afleiden door het

gemiddelde van alle isomeren te nemen. Bijv.

1
(17c20) Sijk - K(Tijk + Tjki + Tkij + Tikj + Tjik + T oo)c

Soms duidt men dit aan met de schrijfwijze

(17.21) | sijk = T(ijk).
Analoog kan men een antisymmetrische tensor afleiden door tevens het
teken van de permutatie in acht te nemen. Bijv.

(17.22) A.. =-% (T... +T.. . + T .. =T,

i3k « Teor =T os)o

ijk Jki kij ikj Jjik kji

Soms schrijft men

Een contravariante of covariante tensor van de tweede orde kan men aldus

splitsen in een symmetrisch en een antisymmetrisch deel. Bijv.

= 1 1 -
(17.24) Tij = 2(Tij + Tji) + z(Tij Tji)@

Dat ook de in §5 beschouwde quotientregel geldt illustreren we aan de
hand van het volgende voorbeeld.
De bewering is dat de getallen T9J  een tensor vormen indien bijv. voor

o0

een tensor Vlm met willekeurige componenten het inwendig product

1j -
(17.25) T Vij = W,

een tensor, en hier dus een covariante vector, oplevert.

Overgang op geaccentueerde cobrdinaten geeft

ir3 TS S R ¥ ki) it
T T Viege T Mo S A W = AT Vi = A T By A Vi
i3 i3 ki _
(T° Tgr = A5 Ay A T Vi = 0.

Aangezien de componenten van de hulptensor Vij volkomen willekeurig’
zijn geldt dus

ij

ook ’

irye vt ok
Tl A4 A5 AT

hetgeen uitdrukt dat de getallen Tle een tensor vormen.



-T2 -

18. Metriek

Ten einde het meten van afstanden en hoeken mogelijk te'maken kennen
we aan de infinitesimale contravarlante vectoren ax* van een willekeu=

rig punt P de kwadrastlengte ds toe volgens de formule
(18.1) as® = 83 axt axd |

waarbij de van de coSrdinaten van P afhangende coéfficienten minstens
twee maal continu differentieerbare functies‘zijnc
Zonder bezwaar kunnen wve g; i3 =”gji kiezen. Uit de gepostuleerde invari=-
antie van d52 t.0.V. transformatie van coBrdinaten volgt dat de coéf=
ficienten g.j een covariante tensor vormen, de zogenaamde fundementaal=-
tensor. Aangezien g i3 = gJi is deze tensor symmetrisch.

Twee 1nf1n1te51male vectoren dx” en d& in P leveren de invariante
scalar gij ax* dEJD Noemen we de lengten resp. ds en do dan wordt de

hoek ¢ tussen de vectoren gedefinieerd als

(18.2) ds do cos ¢ = gij axt ag? .

In het bijzonder wordt de loodrechte stand uitgedrukt door

i3 2
(18.3) 8 3 ax™ agY = 0,

Zonder moeite kunnen we deze begrippen ook toepassen op willekeurige
aan P toegevoegde contravariante vectoren v' en Weo In het bijzonder

definieren we

(18.4) g.. vV v

1) .
als de kwadraatlengte van vl, en zeggen we dat de vectoren vl en W

2

orthogonasl zijn indien

(18.5) g5 VW = 0.

Aan de covarlante fundamentaaltensor g; j kunnen we een contravariane
te tensor g J, welke eveneens symmetrisch 1s9 toevoegen met behulp van
de betrekkingen . ]

(18.6) g gy = &
Hieruit volgt dat de door de componenten gij en gij gevormde matrices

elkasars inverse zijn. De determinantwaarde van de matrix (gij) noemen
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we g. We nemen aan dat g # 0. Daarmee sluiten we de zogenaamde ontaar-
de metriek, welke voor de toepassingen niet belangrijk is, uit:

Het ligt voor de hand te eisen dat (18.4) een positief definiete
kwadratische vorm is. In dat geval heeft elke (contravariante) vector
een positieve van nul verschillende lengte tenzij de vector de nulvec=-
tor is. Toch beschouwt men in de relativiteitstheorie een kwadratische
vorm (18.4) welke zowel positieve als negatieve waarden kan aannemen.
In de speciale relativiteitstheorie heeft men voor de kwadraatlengte
van de infinitesimale "wereldvector" (dx, dy, dz, dt) de uitdrukking

(18.7) ds® = ax° + dy° + dz° - at° .

Vectoren met een positieve kwadraatlengte hebben hierbij een "ruimte-
1ijk", die met een negatieve kwadraatlengte een "tijdelijk" karakter.
Wij zullen hier echter uitsluitend een XN met een positief definiete
metriek beschouwen., In dat geval is ook de deter@inantwaarde g positief.
De fundamentaaltensor gij en de toegevoegde glj stellen ons in staat
op (1=1)=duidige wijze contravariante en covariante vectoren aan elkasar
toe te voegen: Aldus is asn de contravariante vector vi de covariante

vector LA toegevoegd volgens

- J
(18.8) v = gij v

Omgekeerd is

(18.9) vi= gt w, .

Een analoge toevoeging geldt voor tensoren. In het jargon van de ten-~
soranalyse dulden we dit aan als omlaaghalen en omhoogbrengen van ine-

dices. Bijv:

2 1 . - - -
( 1 E ) g] ]_C g T - ]: T]': .- =

Aan een covarisnte vector wi kunnen we nu ook een kwadraatlengte toe=

kennen, namelijk die van de toegevoegde contravariante vector, d.w.z.

ij
10. 11 . .
(18.11) g w, WJ

Door (18.1) is in de omgeving van elk punt P meting mogelijk.

De cobrdinaatvlakken x1 = constant enz. bepalen een locaal rechtlijnig



- Th =

cobrdinatenstelsel PX X Xﬁ waarbij de eenheidsvectoren langs PX’a

2 3

N
PX~, PX*, ...y PX resp. de lengten €119 \[Bops 2o0s bezitten.

&
e
We zullen aanstonds bewijzen dat het op de eenheidsvectoren beschreven
eenheidsblok de inhoud \/g heeft. Aangezien de componenten gij zich op

covariante wijze als

Ix ij
(18.12) gi”jr’ =TIV TTIT 85
ox E‘vx‘]

transformeren geldt voor de determinant g de transformatieregel (verg.
17.6)
(18.13) g' =4 g

o o 37 g ¥
In het bijzonder kunnen we een codrdinatenstelsel (x 2 s o000 )

kiezen dat in het punt P een Euclidische metriek bepaalt waarbij de
componenten gij in P de waarden 63 aannemen. In dit speciale codrdina~
tenstelsel is de inhoud van het volume=element gevormd door de vectoren

1% ) i Nt .
(dx’ 4, 0, :.:5 O)p (05 A@x"™ , .5 0)y 255 (0, 0y ccoy dx ) gelijk aan

g ] 9
dr = dxj dx2 223 de , Door de transformatie van dit speciale naar het

oorspronkelijke coBrdinatenstelsel gaat het volume-element over in

19 2°¢ Ne
7 ¥ §

(18.1k) PR LR 1€ S SEPRETYE" S0 O S FC SR Pl

1 2 N

(x5 X7 5 sias% )

De inhoud van het e]@mentaire blokje in het PX1X2 soo0 XN co8rdinatenstel-
sel is dus iAidx ax> ... ax, Volgens (18.13) waarbij g' = 1 is dus
(]8;\15) dI = [’d}s dX R el deJ

Voorbeeld. De Euclidische ruimte Eé is een X3 waarbij het mogelijk is
2

Cartesiaanse codrdinaten (x‘és x“, x”) te gebruiken met de metriek

(18.16) ds2 = dxi dxif

De fundamentaaltensor is dus in alle punten identiek met de eenheids-
tensor. Uit (18.8) en {18.9) volgt dat in dit cobrdinatenstelsel het
verschil tussen contravariant en covariant vervalt. Gebruiken we bol-
codrdinaten (zie 13.20) danheeft men de metriek

(:8.77) as? = ar® + r2ae® + r° sin% ay°

Hierbij is het wel weer nodig onderscheid te meken tussen contravariante
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en covariante componenten. In een punt P(ros 90, wo) vormen de codrdi-
naatvlekken r = r_ (bol),0 = o, (kegel) ¢ = v, (vlak) locaal een ortho-
gonaal rechtlijnig cobrdinatenstelsel waarbij de meeteenheden resp. 1,

r en r sin 6 zijn. Het volume-element is in overeenstemming met
- — - 2
Vg— - \/é;‘i g22 \/g33 = 7r s1in 9

(18.18) ' ar =\r2 sin 6 dr 46 dy.

19. Covariante differentiatie

Wij hebben in §9 gezien hoe uit een gegeven tensorveld door toepas-
sing van de nablp-operator een nieuw tensorveld kon worden afgeleid.
Voor een scalarveld s leidde dit tot de gradi&nt Vs, voor een vector-
veld v tot de begrippen divergentie V .V en rotatie V x ¥. We stellen
ons nu de vraag hoe deze begrippen met algemene kromlijnige codrdina-
ten te beliandelen.,

2, sosy xN) kunnen we door par=

Uitgaande van een scalarveld s(x1, X
tiéle differentiatie de getallen Bis afleiden., We bewijzen dat deze de
componenten zijn van een covariante tensor, de gradi&nt. Inderdaad geldt

de transformatieregel

i .
9 s b'd 1 s
(19.1) R T
Ix X 93X ax

2

. . 1 N
Uitgaande van een covariant vectorveld wi(x s X 3 ooos X ) vOrmen

we het systeem aj W Blijkbaar transformeert dit systeem zich als

v, , . .. oW, 2 i
S ) = A, e =
37 ox ax’  ox

ev -]
axJ

Het systeem is dus geen tensor. Wel geldt dit, zoals men eenvoudig in-

ziet, voor de antisymmetrische combinatie

def awi ow.
(19.2) rs = 1 »-—-5~-—§- )
X 9X

Deze antisymmetrische covariante tensor heet de rotatie van het cova-

riante vectorveld wio Deze tensor stemt overeen met de rotatie van een
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vector in een Euclidische ruimte van drie dimensies.

Het lukt niet op deze wijze verder te gaan. In het bijzonder worat uit
een contravariant vectorveld vi door partiéle differentiatie geen ten-
sor gevormd. We zullen evenwel laten zien dat dit wel lukt indien aan de
partiéle afgeleiden Bj v zekere lineaire combinaties Fji v* van de com-
ponenten vk worden toegevoegd We beweren dusa

1 2

Er bestaan getallen ij x', x°, sy X )9 de z.g.n, symbolen van
Christoffel, zodanig dat
i :
oV 1k
19,3 — + T ¥
(19:3) ; P

ox
een tensor is. Deze tensor heet de covariante afgeleide van de vector vic
De structuur van de hierbij benodigde Christoffel symbolen berust op
het fundamentele begrip van pseudo-parallele verplaatsing dat we nu zul-
len bespreken.

In een XN met kromlijnige co8rdinaten xi en voorzien van een metriek
gij bestaat i.h.a. geen begrip van evenwijdigheid. Dit wordt o.a. ge=-
demonstreerd door het speciale geval van een boloppervlek, Het is daar=~
door niet mogelijk vectoren en tensoren welke in twee verschillende pun=-
ten P en Q gedefinieerd zijn met elkaar te vergelijken zoals dit wel het
geval was bij een FEuclidische ruimte EN waar alle vectoren en tensoren
evenwijdig verplaatsbaar zijn. We hebben dit feit trouwens uitgebuit door
bij vele beschouwingen de vectoren en tensoren naar de oorsprong ver=
plastst te denken.

Men kan echter, met zekere restricties, in een algemene XN een zeke=
re pseudo-parallele verplaatsing definiBren waarbij het mogelijk is een
vector of tensor langs een bepaalde kromme pseudo-parallel te verplaate
sen, Het eindsresultaat kan van de gebruikte kromme afhangen zodat bijv.
ne een rondgang over een gesloten kromme niet noodzakelijk de vector of
tensor tot de uitgangswaarde is teruggekeerd.

We beschouwen dasrtoe een zogenaamde infinitesimale verplaat51ng van
een contravariante vector vl in P(x%) naar het naburlge punt Q(x* + axt).
Voor de verplaatste vector schrijven we v - d vt . We kunnen stellen

i i ik i i
(19.4) av —rjkv dx,I‘jk—I"kj,



- TT =

waarbij de co&fficiénten FJ; ulteraard functles van de coordlnaten van
P zijn ., We zullen straks aantonen dat d vt geen vector en T, k geen ten-
sor is. Desondanks handhaven we de notatie met boven- en benedenlndlces
en gebruiken we voorzover niet het tegendeel gezegd is de sommatie-cone-
ventie van Einstein., Aan onze pseudo-parallele verplaatsing stellen we
als eis dat hoeken en afstanden invariant blijven. We eisen dus m.a.w.
dat s 2 ° ' o ¢ o
(19.5) g;5(Q) (v = @V - aW) = g (P) v
Uitwerking geeft

| B 3 (vi d*wj + w:‘)L d%vi) = %E%i v WJ dxk
Substitutie van (19.4) geeft

. . 8. - s s
g, T J v wl + g, I . vle = emoil vle,

ij 1k ij "1k axk
zodat
m m agij
(19-6) Eim gk Bmy Tik T T

voor alle combinaties van i, j en k.
Uit (19.6) volgen door verwisseling van de vrije indices i, j, k de

aequivalente betrekkingen

m m agkg
Bem i Bmy Tki T T
en
9g.
m m_ "“ik
€im ij T B rlJ B it °

Uit (19.6) en de bovenstaande twee gelijkheden volgt i.v.m. de symmetrie

van de benedenindices van g en T

og. g, - 3g.
ik + k)]

(19.7) g, .0 = 3ot S

km ~13 3xd axt ax®
zodat tenslotte

k . e
(19.8) roo = g [i 3, 1]

J
waarbi]j

9g. 28, . °g. .

. o 4+ def 1k k. 1

(19.9) [ij, ] 8 H—5+ —gb - —2d |

axJ axl X
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hetgeen bekend staat als het Christoffel symbool van de eerste soort.
De getallen ri§ heten het Christoffel symbool van de tweede soort. Uiter=

aard is ook
. s - n
(19.10) [i3, k] = Ep rij o

Zoals gezegd vormen de Christoffel symbolen geen tensoren. Hun trans-

formatie-eigenschappen kunnen a.v. gemakkelijk afgeleid worden. Uit de

transformatieregel van de contravariante vector v
. ey s
(19.11) vio= A; vt

volgt door differentiatie

N s , y
(19.12) avt = A§ avt + v a A; .

Aasngezien de pseudo=-parallele vector v« &v" aan de transformatieregel

van een contravariante vector in Q voldoet, t.w.

o i C e s )
(19,13) vio-d v = (A; + dA; Yvt - &V
geldt i.vem. (19.11)

ey —— C .
(19.1k) avt = A; R vldA; .

Uit (19.12) en (19.1h4) volgt door aftrekking dat

i def i i

(19.15) v avt + d v

weer san de transformatieregel (18.8) voldoet zodat 8v* een infinite=-

simale contravariante vector voorstelt. We noemen 8§ de covariante dife-

ferentiaal. We kunnen schrijven
(19.16) svt = v, v oax? .

. i . .
De hierdoor bepaalde tensor V.v™ noemen we de covariante afgeleide van

v', I.v.m. (18.1) kunnen we schrijven

. 1 . .

1 v ik J
19.1 §y™ = fmmme 4+ T .7 v ax
(19.17) 3 5k

X

. . i,
De covariante afgeleilde van v~ 1s dus

i v ik
1 018 Vev = momsms +P= A's o
(19.18) J J Jk
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Vaak gebruikt men hiervoor de notatie

i i
19,1 vV.v: = v,,
(19.19) 3 >3

Zoals gezegd volgt uit het vectorkarskter van av en van dxk het ten-

sorkarakter van v- s J» We hebben reeds gezegd dat T. k geen tensor is.

De transformatieregel hiervan volgt gemakkelijk uit (19.14). Substitu-
tie van (19.4) in (19.1L4) geeft namelijk

it 3! _ a1 i
rj“k" vYoax = Ai ij

if k i 3' _ k? 9 it §v o k'
= A Ag, Ko s v'oax® - A%, = A v oax
E 3x
zodat
iv it 3 .k i i 9 Lif
FJvkv Al AJV Akw rJ'k' - Ajv k’Al ]
9x
of
. . . . . 2.1
it _ 1t 3 Lk i i' 97x
(19.20) Fj,k9 = Ay Aj, g Tap * Ay 3

Na deze uitvoerige behandeling van de pseudo-parallele verplaastsing
en covariante differentiastie van contravariante vectoren is het niet
moeilijk meer soortgelijke bewerkingen ook voor covariante vectoren en
tensoren in te voeren. Voor een scalar ¢ is dp reeds een covariante
differentiaal aangezien 33{ een covariante vector, de gradiént, is.

We hebben dus m.a.w. voo%xeen scalar d%¢ = 0 en
(19.21) 8¢ = d¢ -

Voor de covariante differentiaal van een covariante vector W, gaan we
uit van de dlfferentlatleregel van Leibniz welke we toepassen op de
scalar le:L waarbij vl een willekeurige contravariante vector is. We
hadden dan

i i i i i i
.+ W = . = . = .+ W .
LA v, 8V 6(wlv ) d(wlv ) = v dw, wldv
Substitutie van (19.17) leidt onmiddellijk tot
i k

19,22 dw, = 4w, =TI, w. dx
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en -

(19.23) Yy v — rjk o
X

We schrijven ook

(19.2h) V. w, =W

Voor een tensor T kunnen we analoge uitdrukkingen afleiden,
Elke index geeft de aanleiding tot een I' - term welke een + teken heeft

voor een contravariante index en een - teken voor een covariante index.

BijVo
i i i1 k m 3 k
0 8T, = .+ . w T,
(19.25) TCJ d TOJ rkl TOJ dx er ‘I’om dx
en i
i T3 i1 n i
© o = 5 + 0 G® ° Qo
(19.26) Tngk Bxk I‘kl Tea er Tom

Tenslotte vermelden we nog een veel voorkomende formule, Men heeft

(19.27) r.l=1-2 1logg, g=det g,
ExJ 1J

Het bewijs volgt gemakkelijk door uit te gaan van de definitie (19.8),
(19.9),

i_ 4 in agin agnj, agija _ 1 in 98: _
jjrde =y g5} = 5 C
9x X 3x X
1 L.
=228 A2 138,
E agin ax’ 2e 9%
In een Euclidische ruimte E_ is het mogelijk Cartesiaanse cobrdina=

N
ten te kiezen. De fundamentaaltensor gij reduceert zich dan voor alle

punten van de ruimte simultaan tot Gij doWoZo
2,2
)

ds2 = (dx1)2 + {dx + 0o (dxm)zo

Alle Christoffel-symbolen zijn dan overal tegelijk nul zodat de covari-
ante differentiatie (19.23) overeenstemt met gewone parti&le differen-
tiatie. Zoals bekend kan men uit de contravariante vector v' in Eucli-

dische co8rdinaten de invariant aivl, de divergentie, afleiden.
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2o o w0 e 1
In algemene kromlijnige codrdinaten stemt de tensor 3.v overeen met de
J i
’ o

. . i . . .
covariante afgeleide vsj en de divergentie met de contractie v

Volgens (19,18) is

J

i vt k

Vo, = e 4 [ o
1 1
N 3x 1k

I.vem, (19.27) kunnen we hiervoor schrijven

i _wr o1 48
'V‘i---i-+——-=-v—-—1- g
s 9x \/g 9x
zodat
(19.28) Vli = —1--n3; (vt v—3
2 gax

We kunnen van een covarlante vector w de divergentie vormen door er

ij

eerst een contravariante vector g wj van te maken. Passen we dit toe

o0 ] . .
op de gradiént ;ET dan vinden we uit (19.28) voor de Laplace operator A
X

(19.29) AS = -J--i’- (gtd 35 VE;
v—* BxJ

Voorbeeld. Pseudo~parallele verplaatsing over een boloppervlak. Op een
boloppervlak zijn de punten bepaald door de kromlijnige codrdinaten
x1 =0 en x2 = ¥ met als uitdrukking voor de kwadraatlengte van het

lijnelement
d52 = d62 + sin26 dw2o
Voor de uit vier elementen bestaande covariante fundamentsaaltensor gij

geldt dus
- - = = ainl

De contravariante componenten zijn
g1, 62=6"20, g2=sin2s.
Voorts geldt

. 1 .
sin 6 cos © T22 = =51n 6 cos 6

=gin 6 cos 6 P1g = cotg 6.,

[12, 2]
[2 2, 1]
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Alle overige Christoffel-symbolen zijn nul.

Laat nu (u, v) een contravariante vector in het punt P(6, ¢) zijn,
dan levert volgens (19.4) pseudo-parallele verplaatsing naar het naburi-
ge punt Q (6 + d6, ¢ + dy) de vector

{u(Q)
v(Q)

Verplaatsing van de vector over de breedtecirkel 6 = constant leidt tot

u(p) + v(p) sin 6 cos 6 dy

v(p) - u(p) cotg 6 dy,

de differentiaalvergelijkingen

du _ . av _
- v sin 6 cos 0, T u cotg 6o

De oplossing hiervan is
u=asin (y cos 8 +b), v sin 8 = a cos (Y cos 6 + b),

waarbij a en b integratieconstanten zijn die we aan de aanvangspositie

in P kunnen aanpassen.

We constateren dat bij een maal rondlopen over de breedtecirkel

Y+ ¢ + 21 de vector niet meer met de aanvangspositie overeenstemt, ten-

zij 6 = 3w,

20, Korste lijnen

In een XN kunnen we bijzondere lijnen, geodeten, bepalen welke de
eigenschap bezitten dat ze de korste verbinding vormen tussen twee pune
ten. Voor deze lijnen xi(t) geldt dus dat
(20.1) [Q & 3 ax* ax’

P
minimaal is. Volgens de methode van de variatierekening vergelijken we
de lengte over de korste 1lijn xk(t) met die van een willekeurige nabu-
rige 1ijn xk(t) + su.k(t)o Schrijven we (20.1) als

Q
£(e) = I FE + eu, ¥+ ed®) at,
P
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waarbij het fluxie-symbool differentiatie naar t aanduidt, dan moet dus
9f
ae
Dus

= 0 voor willekeurige uk(t)a

Q t
[ (éFk & 4 OF_ du ) g = 0.

P \9x 9%
Partiéle integratie geeft
Q
]
[l ) ke
P \‘BX af{
Aangezien dit moet gelden voor alle uk(t) vinden we de differentiaal=-

vergelijkingen (van Euler-Lagrange)

3F _ 4 oF
(20-2) TE & ok
ox 90X

Substitutie van de uitdrukking voor het lijnelement geeft indien we
voor de parasmeter t de booglengte s kiezen

. 9g. ., a i

oioj °ij P O dx
X k 2 ds (gik ds ) -
9x
Hiervoor kunnen we schrijven
! !
i / . o . - ;0. . dg. dg. o .
dexl - |1 agln 9glk 015] -1 ‘aglJ glk ng ol
Bix .2\ xTL 3 XX Tz K- o373 |X% »
s ox ax? ax 9x ax
zodat
dexi 5
g. + [ij, k] % = o,
ik d52

Vermenigvuldiging met de covariante fundamentaaltensor gkn leidt in
verband met (19.8) tot

dexk
5+ s "3 ~as ~ O

(20.3)
ds

Dit zijn dus de differentiaalvergelijkingen van de geodeten.
In een Euclidische ruimte met rechtlijnige co8rdinaten zijn alle
Christoffel symbolen nul., Volgens (20.3) zijn de geodeten de rechte
., k k k
lijnen x =o' s + B,

Voor verdere eigenschappen van de geodeten zie men de literatuur.
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21, Kromlijnige codrdinaten in E3>

We specialiseren ons nu tot een Euclidische ruimte van drie dimen=

2

sies met kromlijnige codrdinaten (x1, %", x3)o Als voorbeeld gelden

bol- en cylindercodrdinaten en elliptische codrdinaten.
De primaire begrippen zijn de covariante fundamentaaltensor g
de eGW?eapandcrende contrgvariante fundamentaaltensor g en de gemengde

eenheidstensor éj; Zij zijn gebonden door de betrekking
(21.1)

Uit het £~ symbool
"0 bij twee gelijke indices
(21,2) €5y = 1 1 bij even permutatie van 1, 2, 3
J éfj bij oneven permutatie van 1, 2, 3

kunnen we de volgende tensoren afleiden

ijk o1 Ny
(21.3) e \ﬁ; €K% ik \Jg—eijko

Het bewijs van het tensorkarakter volgt uit de in (18.13) gegeven trans-
formatieregel

(21.4) Elaﬂlg

( V; is dus geen invariante scalar maar heet een scalardichtheid).

ijk = A=) - 3
Ai’j*k'\/geijk A \/& ei"j'k' \/8 ei’j'k”

. i i
Het scalarproduct van twee contravariante vectoren a en bT 1is

Inderdaad is bijv.

(21.5) a.b=g, a bY.

. , i i
Het vectorproduct van twee contravariante vectoren a” en b is de

contravarisnte vector

(21.6) axb=el®a v,
j kK’
De gradiént van een scalarveld s(x s x2, x3) is de covariante vector
(21.7) grad s = iif s

oxX
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De divergentie van een contravariant vectorveld v- (x1, xz, xs) is
volgend (19.28)

g

o1 Vifax

s . 1 2 .
De rotatie van een covariant vectorveld v, (x', x5, x3) 1s de con=-

i 1 3
1

travariante vector
g
(21.9) rot w = e 95y |
kyJ
Volgens (19:2) zijn de componenten van de rotatie gelijk aan
/ 2 v /

i aw3 8w2 3 /aw1 aw3 1 aw2 aw1

(21:10) = |—= ""-'3'5”“-&'“?““"7»“:_"‘"--
Vg ax 9x Vé_ 9x 3x Vg

De divergentie van een gradi&ntveld grad s levert de Laplace opera-
tor formule (19.29) het volgende geeft

f) Q
3% | ax”

(21.11) 48 = =k =2 |2 38 15 ) = (g"9s,.),, -

5 Yo
Véuaxl i ax? 471

Met behulp van het voorgaande is het niet moeilijk meer de evenwichts
en bewegingsvergelijkingen van de fysica voor algemene kromlijnige
cobrdinaten op te schrijven. Als voorbeeld kiezen we de elasticiteits~-
theorie van §14. De uitwijking u, bij de deformatie vatten we op als
een covariante vector (vlakkenpaar). De deformetietensor van (1k4.6)
gaat over in

21,12 D.. =2 {(u., .+ u, .
( ) ij = ° ( 1 B I |

Yo
Voor de dilatatie (14.33) schrijven we nu
(21.13) 6 =g D, =¢g9q ..

De rek=trek relatie (1L4.28) wordt

d o & = s o + . o O
(21,1k) Pij = A8 B;5 * 2u Dy
De bewegingsvergelijking (14.32) tenslotte wordt
. a2u,
(21‘15) (A + u) e@i + ug uisj,k p atg °

Op analoge wijze kunnen de vergelijkingen van de hydrodynamica in

algemene vorm gebracht worden.
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Hierbij gean we uit van de contravariante snelheidsvector v' = dxt/dt.
De continuiteitsvergelijking (15.3) gaat over in

5

30 iy o
(21016) 3t + (p v )ai = 0,

De bewegingsvergelijking (15.9) wordt

i . .
(21.17) -g-l,c'—+ (viv? ’«%g1J plyi =T



APPENDIX bij INLEIDING TOT DE VECTOR « EN TENSORREKENING

(prof.dr. HoA. Lauwerier)

door R.P, van de Riet, november, 1966.

" Opmerking bij formule 1h.k:
ou,
Omdat de afgeleiden 3;3 klein verondersteld worden, zodat we kwadrati-

sche termen mogen verwaarlozen, kan 1h.l ook geschreven @%rden als
(1k.ka) dn, = (eij,+ Rij)dxj

(1k.bv) dej = (6Jk + Djk)dnko

Omdat Rij een antisymmetrische tensor is bestaat er een vector & zo dat
Dus dﬁ = dX + w % dx

Eenvoudig is in te zien dat Idﬁl = |d§[ + kwadratische termen zodat Rij
inderdaad een zuivere rotatie beschrijft, die geen bijdrage zal leveren

in de spanningstoestand van het elastisch lichaam.

Omdat we geinteresseerd zijn in het verband tussen deformatie en spanning

kunnen we ons dus beperken tot het beschouwen van de tensor D;:e

M.a.w. we mogen veronderstellen dat Rij = 0, zodat de dn, in (14.4b) ver

vangen kan worden door dxko

Oggave:
1) Bewijs dat de lengte dx, van de vector (dx1, 0, 0) na deformatie met
een bedrag D, ,- dx, is toegenomen. (Op kwadratische termen na).

2) Bewijs dat de hoek ¢ tussen de twee vectoren (dx1, 0, 0) en (0, dx,,

na de deformatie voldoet aan

cos ¢ = 2D (op kvadratische teimen na).

12°
Blijkbaar nemen de componenten D11, D?2 en D33 de uitrekking (Eng.
extension) voor hun rekening, terwijl de cémponenten 9129 D23 en pl@
de afschuiving (Eng. shear) veroorzaken. . '
Dit velgt ook uif formule (1451Q),

e ORI e T
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De betekenis van de covariante en contravariante componenten van een

‘vector

In deze beschouwing nemen we san dat de Riemann ruimte een Buclidische
ruimte is. R
M.a.w., er bestaat een vast gekozen Cartesisch codrdinatenstélsel x
waarin we de co- en contravariante vectoren willen beschouwen.

iv it

We merken op dat g, = Z 25{~»35¢—
I I axt axd
]

> . it L .
Beschouw een vector v gedefinieerd met componenten v~ in het Cartesisch

o

coBrdinatenstelsel.
31 >

i
j' j' VJ = v °

De co- en contravariante componenten ven v zijn dus identiek.

Aangezien Birse = Gi'j" geldt v, = g;,

In het x* cobrdinatensysteem zijn de co- en contravariante vectoren gege=-

ven door

. . i
Hieruit volgt dat v V. =V VL, =
We zullen nu een interpretatie geven van de co=- en contravariante compo=-

&> . i o s ‘
nenten van v in het x~ codrdinatenstelsel.

Stelling: De component van Vv in de richting van de x1 as 1s gegeven door:

v

\/511

de component van ¥ in de richting loodrecht op het vlak x1 =

constant is gegeven door: .

v

11
8

Deze stelling is nader geillustreerd in de figuur



x2 = constant

constant

cp .
Bewijs: Het Cartesisch coSrdinatenstelsel x> is gedefinieerd door
> 9 ‘]
xt = xt (x15 cooy ) (1)
De richting van de x1 as, is de richting van de raakvector aan de kromme,

die ontstaat door xz, covg o constant te nemen en x1 te varieren,
59
De raakvector t heeft dus als componenten in het x* stelsel

. i?
1! 9x

t 2 msemenon

axiv v
1.3 e A o
R
it ax1 °‘8x1

De inverse trensformatie van (1) is gegeven door

o & 9 . '
X" = xl(x1 » v00y el )

i

constant is dus
1

De richting n loodrecht op het vlak x1

> 1 ax
n=9yx en n,, = =ome,
i P

> . . > .
De component van v in de richting van n is dus



x 47
kS - i? > i
n.:.v 28X ..V
- =7 ' Vo e
K ) ax| axl |2 T
N U &
i' 9x 9x -
N.B. dat g11 = 2 EETT‘aﬁyT , volgt uit de volgende beschouwing:
i' 9x X
/ i\ E i J 3t a8t
T 9% 9X _ v ax~  9x ax*¥ 9x
W, oS e bl T L o)t
J @' 3 9x~ Jkl' 9x~  9x J' ox¥Y ox
. . .
x> ' ax? ax* ax™ i
) e S5 TR T T " Tk O <
it gt ox X 'oax ax
Anderzijds geldt glJ gjk = 6;, en sangezien de determinant g 4 0, volgt:
.. i 3
i 9x~ ox
g =) ==y

it ox ox

De Divergentie, de Gradint., de Laplace operator en de Rotatie.

We leiden eerst een uitdrukking af voor de divergentie van een vector

¥ in een willekurig kromlijnig codrdinatenstelsel x>,

De volgende definitie zal het uitgangspunt zijns

De divergentie van ¥ in een punt P is bepaald door:

”3 do
. . Re
div v = lim

e+0 VoL Ge

waarin Ge een gebied is dat, als € + 0, tot het punt P convergeert,

waarin Re de rand van Ge is en waarin Vol Ge het volume van G€ 1S.

Voor Gc nemen we het gebied dat wordt gevormd door een parallelopipidum,

met zijden evenwijdig aan de x* = constant vlakken en ribben dx1, dx2

en dx3o

&
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De bijdragen tot JJ v dg, worden gevormd door de verschillende z2ij~
R .

vlakken, £
Een willekeurig zijvlak kan voorgesteld worden door twee vectoren &

3
en dn.

De normaal n is dan gégeven
. - 3
dn door n = ¢ * dn

het oppervlak van do is |n|.
> > > -+ - > 3 it J°
Dus v . &0 = v . n=v , (df # dn) = Ei0g0g agY dn- .

. . . i
Nu is Eijk geen invariante tensor zoals 659

&
Dit blijkt als volgt (met x* een willekeurig coSrdinatenstelsel):

A AR A
eijk Aéﬂ Agu AII:N I” Agn Agn Agn = Ei"j"k" ° Alﬂs
Mw B2, A3,
met A~1 = det (A;‘..)g
€,. 15 een zogenaamde tensor capaciteit.

1k
Beschouw nu \/g3
Uit

i o
B.nnem = Ai" Agn B s

1d 1d
volgt \’g" = Aﬁ1\/go



e

\’g is een zogenaamde scalar dichtheid.

Het product Véreijk is nu wel een tensor omdat bij transformetie de

factoren A wegvallen.
Voor Cartesische co®rdinaten geldt \’g' = 1 zodat we zonder meer Kunnen

stellen
v o‘dg = 'VET Ei‘j'k' vi' d&j' dnk'
= V?; eijk vi dii dnko
Neem nu dEi = (0, dxa, 0)
dni = (0, 0, dx3)
dan is

¥ .do= \’g €123 v1 dx2 dx3 = Véuv1 dx2 dx3,
Het parallelopipidum (dx1, dx2, dx3), waarop we de uitdrukking voor de

divergentie willen toepassen is getekend in de volgende figuurs

We beschouwen de bijdrage tot Jj? o dg van de gearceerde vlakjese

De bijdrage van het voorvlak is dan:
Vet@) v'(@) ax® e,
het achtervliak levert een bijdrage
- \[;ka) vI(R) ax® ax>.
(Het minus teken omdat de normaalldg # dn, naar binnén wijst).

Van beide vlakjes samen dus een bijdrage

""‘Q'.‘i" gov1) udx1 dx2 dx30
ox

De andere vlakjes leveren dezelfde bijdragen met verwvisseling der indi-

ces, dusg



Tenslotte moeten we nog het volume van het parallelopipidum berekenen.
In het Cartesisch codrdinatenstelsel is het volume gegeven door
lﬂ - k'l
€5 15k dg dﬂa dg
met df, dn en d7 de vectoren die het parallelopipidum opspannen.

In het x* codrdinatenstelsel is dit dus gelijk san:

i, J ..k

at = (0, ax°,

met
0)

an* = (0, 0, dx3)
l - (dx1, Op o)°
Dus VOL G, \, ax! ax® dxd,

Conclusies
‘ divy = wlwumiw, v

\,g ax*

De gradiént van een functie ¢, heeft in het Cartesisch cobrdinatenstel-

sel de componenten

L.

H
ax*

-]

Zodat de covariante componenten in het x* coBrdinatenstelsel gegeven zijn

door it
Ai' 3¢ _ 9x 3 _ 99

. ."" 3 © aq-"
oaxt et et ex

i
en de contravariante componenten:

. g Li s [ g
Z. A;e ¢e =2 A;, AE« 2. = g’ 2
i

ax* it ax? , axd

De Laplace operator A¢ is gedefinieerd door.
A = div grad ¢ = —— -2 (\[g . g% _i.)

VE?axl

e g e o



w8 -

De uitdrukking voor de rotatie leiden we af, gebruik makend van : de

rotatie van v in een punt P in de richting n is bepaald door:

jﬁ T a3 3
R

€

% . rot v = lim )
>0 Ye Re
€
Waarin Re de rand is van een gericht oppervlak, met eenheidsnormaal B en

oppervlak Seo
Als ¢ »0 dan moet het oppervlak convergeren naar het punt P.

.. > -+ . > -+
We beschouwen eerst een lijnelement ds = d€, en we berekenen v . ds.

-+ - iv _ i
v, ds = v, ag” = v, dg o

Voor het oppervlek 5_ kiezen we een oppervlak in het vlak x1 is constant,
3

L 2 a £ L]
de rand Re kiezen we langs de x° en x~ codrdinaatlijnen,

De rand R_ is opgebouvd uit de volgende "vectortjes", die tot de inte=-

graal de tevens vermelde bijdragen leverens

i 2 2
dgi = (0, ax°, 0) s v,(A) ax
i 3
dg% = (0, 0, axd) v,(B) dx
agy = (0, —ax?, 0) ¢ =v,(C) ax®
dgli) = (0, O, -dx3) -v3(D) ax>,
Totaal dus:
v, (P) ov., (P)
bl 23 odx3dx2+ 32 odxadx3
ox ox

Verder is het oppervlak Se gelijk aan de lengte van

> >

o = dEA *% dEBo



Nu is
- it ok
Oiv = Eiegege dEp ey
dus
- J ok
a; = \[Qsijk dgy aty
I e 2 ..3
= \/g 55.23 dx— dx
zodat
o o l H
2] = (g% 6. a,)? = \/gi1 "g ax® ax3 :
i3 |
}
Conclusies ‘

In het punt P is de rotatie van 39 in de richting van ;, d.¥.2, in de

richting loodrecht op het vlak %' = constant gegeven door:

\/311og 9x

N -+ .
De contravariante component van rot v is dus gegeven door:

3v3 ) ng) O

(rot 3)1 - (= 5 3
\[E; x ox

Op analoge wijze vinden we de andere contravariante componenten.

Het is nu eenvoudig in te zien dat we kunnen schrijven:

ijk v
(rot -1;)1 ] &GL..M&
\,g axd
Oals i = jof i =%k of j =k,
met 2% = 1 als (i, j, k) een even permutatie van

(1, 2, 3) is,
-1 als (i, j, k) een oneven permutatie van
(1, 2, 3) is.

T o s ¢



Opgaven:
1, Als het codrdinatensysteem x* orthogonasl is dan valt de richting

loodrecht op het vlak x* = constant samen met de richting van de x*

co8rdinaatas, en er geldt:

85 = 0 als 1i# jo
2

. , 2 _ . 2 _
In de notatie van paragraaf 13 is nu h1 = g11, h2 = g22 en h3 g33°
In paragraaf 13 zijn de formules afgeleid voor de divergentie, de
gradiént, de Laplace operator en de rotatie, die schijnbaar verschil-
len met de formules afgeleid in deze appendix.

Verklaar het verschil.

2, Een contravariante vector v' kunnen we voorstellen als een pijl tus=-
» l -
sen twee punten (bijv. vt o= %%m), een covariante vector Wy als een
.92'.,{)0
1 ox
De contravariante component v van een vector v is de component van
¥ in de richting loodrecht op het vlak x1 = constant, vermenigvul-

digd met 3110 Men zou in eerste instantie echter verwaghten dat

pijl tussen twee vlakken (vijv. W, =

dit de covariante component v, had moeten zijn.
Verklaar deze zaak, zonder gebruik te maken van het in deze appen=
dix gegeven bewijs, door uit te gaan van de raskvector V aan een
kromme xi' = xi'(t)o '

Cijk _
een tensor 1s.

3, Bewijs dat het systeem
\}g




Covariante dlfferentlatle, Geodetenmcoordlnatenstelselg Pseudo=-parallel,

J
In de Euclidische pulmte kan uit een scalarveld s eem vectorveld gede=-

finieerd worden do@r-

In kromlijnige co8rdinaten zijn de aldus gedefinieerde componenten v

ook de componenten van een vector.

. . . o o )
Daar immers in een nieuw codrdinatenstelsel x = x* (x' o0 %) geldt
ds i 2s
Vit IT T A 1
ox 9x .
avl
In de BEuclidische ruimte vormen de componenten - een tensor.
9x

Dit is niet meer het geval in een kromllgnlg codrdinatenstelsel, als ge
volg van het feit dat v* in een punt P(x ) anders transformeert dan in

het punt o(xt + ax )
Men kan dit ook direct inzien door berekening:

. . 19
it . . . i . QA
a ¥ ?
e e (A v =l A v o
ax®  ox ax 2%

In feite ontbreekt het middel om v (P) te vergelijken met v (Q).

De beide vectoren zijn wezenlijk verschillend.
Het is daarom nodig een nieuw begrip in te voeren n.l. de pseudo~parsle

lele verplaatsing, analoog aan het begrip parallele verplaatsing in de

Buclidische ruimte.
In de FEuclidische ruimte verplaatsen we v (P) parallel aan zich zelf

naar Q en vergelijken daar beide vectoren v P) en v (Q) hetgeen sane
Bv

leiding geeft tot de afgeleide vector Sme e
X

De meest eenvoudlge wijze om een vector pseudo»parallel te verplaatsen

is te eisen dat de verpleaatste vector u (Q) in al zijn componenten ge

1ijk is aan v>(P)
dus ut(Q) = v*(P).

Dit is echter een veel te strenge eis, want nu is in het algemeen u (Q)

geen vector.
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. . e s i
Wel echter kunnen we eisen dat er een speciaal coSrdinaten systeem x

<y .y
bestaat zodanig dat ut (Q) = vt (P).

Dit codrdinaten systeem zullen we het geodeten-coordlnaten systeem noe-

men. In het oorspronkelijke x* co8rdinaten systeem heeft u (Q) de ge=

daante: .
. . . . .y
w'(Q) = A},(Q) u' (@) = A7, (Q) v¥ (P)
i
. 3A, (P) .y
= (&, (p) + =i . axf) v (P)
X~
i
. AL, (P) TR
= vH(P) + =t — axt . At vI(P)
ax J
! i .3 k
v (P) - Ti v (P) ax
i
. Y .y
i i i
met, I". = o= [ A- °
Jk 3xk J
Er geldt: T?k is symmetrisch in j en k.
2 i . s 2 i . i
immers F%k Z - i, =S o Ai AT = - ——%T—ﬁuif . AE A
J 98X .9X J ax~  9X J

Dit is een manier om pseudo-parallele verplaatsxng in te voeren; een
andere manier is om uit te gaan van het systeem P k’ en u (Q) per de=

finitie pseudo—parallel aan v (P) te verklaren als
i) = vie) - 1k, V) axt.

lierbij hoeft men eventueel niet te eisen dat rjk symmetrisch is (in
dat geval heeft men te maken met z.g.n. ruimtes van Cartan):

ng moet men eisen stellen aan de transformatie wijze der r3k° opdat
ul(Q) inderdaad een vector zal zijn.

Deze eisen verkrijgt men op de volgende wijze:
30 31 30 28 ]
ul Q) = Vl (pP) - r?j-'k' vJ (P) dxk

(N.B. het accent teken heeft bvetrekking op een w1llekeur1g coordlna—

tenstelsel en niet op het geodeten—coﬁrdmnatenstelsel' i.heve zal v (P)

Fs



ii
als v- genoteerd worden).

- . 2y 2
A; (Q.) ul(Q) mA;: Vo= J'k! j v Ak dx

het linkerlid is gelijk asn

C . .
A} vl - Tl P gx9] =
;@ [ 4 7]
]
T ATV BT R
(AT # s dx°)(vh = T2 v¥ dx?) =
i e P9
i?
AR iodr Oy o g p
i 9%
31
. L T LT
Conclusies (=T AT & e b T AV AT) vP ax? = 0

pa i ..4 J'k" Tp Ta

dit moet gelden voor willekeurige vP en dax? dus:
.}
.., AAr ,
SR AR ST LR U L
Pd L 5,0 3k 7p

. 13 ) I.) q s he 3 °
na vermenigvuldiging met An* Am9 en verwisseling ven n' »> j', m' + k'

lv
i D it opd P qmgm
r. = A% A, T w A%, A
et T A5 B AL Tpg A 553

Uitgaandc van de definitie van pseudo-parallele verplaatsing t.o.v. de
I‘lks is het nu niet moeilijk om een differentiaalvergelijking te cone

strueren wasraan het speciale geodetenwcoordlnatenstelsel moet voldoen,

Immers in het geodetenucoordlnatenstelsel geldt P 'k' = 0,

]
Dus de functies xl = (x 58 xn) moeten voldoen aan
]
D q a L P q BAE
A.' Ak, A qu w A% Ak' axq = 0
. 1 k)
an* , 9A
Hu is S %mJlr
qu a4 axq




| ]
Bovendien geldt: AL, AY: = 8%
y 8 3 O T 05
it P
' A~ .. OA% .
- o l' % H
90X T 9x*
We vinden dus p
Ap a Ai? Pi + Ai' a Aqi aAqq = 0
sohe f Tpa YAy e By Y
vermenigvuldiging met A}E geefts
AT
. . j'
AR, A%, 1T 4 et = 0
3" k' pg o gk
axP 9x% 1 3% x+
-of WWFT + T " 0
axd axt PL axd ax

Het is nu mogelijk om de covariante afgeleide van vl te definieren:

v, vt = 1 vo(9) = u(q)
. ax"+0 ax®

it

i . .
lﬁm {(ng + T2 v9) dxk}/dxk

dx =0 X Jk

dus .

i %r i
V. 4" = e ¢ Iy
Iy Jk

Dit wordt ook genoteerd als vlk o

]
Differentiatie van covarisnte vectoren en algemene tensoren wordt nu
zodanig gedefinieerd dat
te. in een Fuclidisch cobrdinaten systeem de gewone differentiatie geldt,
2e. de regel van Leibniz gehandhaafd blijft:

dus als P' de nieuwe differentiatie ven f asnduidt geldt:
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9
1 = P17
(f.‘ - -1 fn) f1 f2 L fn + L 2E - -4 * f1 000 fn-1 Q fno

. 3 .
Aangezien MEE , met s een scalarveld, al een wvector is, kan dus gesteld

worden: ox
9s
VS:MQ
k axk

Voor een covariante vector u; en een willekeurige contravariante vec-

tor v1 geldt: 3
us v = scalar

dus i u
Velug v) ==t (ay vh) =y Tk v
ox ox oX
def i i
ui Vk v© o4+ v Vk ui
= u, (3&% + P%k vj) P Vi Uge
ox J ,
J aui i
Dus (Vk ug + Ty us - ;;E) v© =0

voor willekeurige vl8 dus moet gelden:

Bui j
V WU, =B wwoscws o I’- U, o
k "1 Bxk ik 7

Op analoge wijze volgt uit de boven omschreven eisen dat

l1ooolp . a l1°°°1P
Vk‘t . . -ﬂmk“‘b 5 5 +
v.].‘ooqu 53 . 1noo q
1 pi uooi i i oo:i hp
+ Pllt 2 p- i 4‘ 00 + r kt 1 p1 ] 3
o Jpeeedy p Jpeeedq
i OOOi i OOGi
P 1 p 1 P
w{ T t . s+ oo *+ T t . . °
J1k Pdgoeed qu J1ooan”1D
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i,000d
Hetgeen ook genoteerd wordt als t . . °
13 L J1aoquak

v
H

' Covariante afgeleide in éen metrische ruimte

In een Riemann ruimte, met fundamentaaltensor gij is het mogelijk de
i
ij
heeft sls de oorspronkelijke vector.

zo te definieren dat de parallel verplaatste vector dezelfde lengte

We vragen ons dus af kan men zodanige T;k construeren dat geldt:
8;5(Q) w'(@) ul(Q) = g;5(P) v ie) vi(e).

Het zal blijken dat het antwoord bevestigend luidto
Achteraf zullen we echter moeten aantonen dat de gevonden ng ook beho=

ren bij een geodeten-cobrdinatenstelsel.

Allereerst construeren we de ng, vervolgens verwijzen we naar paragraaf
20 waarin de kortste lijnen(geodeted behandeld zijn en tenslotte tonen

we asn dat er inderdaad een geodeten-codrdinatenstelsel bestaat.

Van nu af asn zullen we zolang nog niet vastgesteld is of er inderdead
een geodeten-codrdinaten systeem te yinden is, niet meer de notatie

i . i
Tjk gebrulken maar {jk}u

Gevraagd dus, zijn er {3k} zodanig dat als

ui(Q) = vi(P) - {gk} v
geldt: 5;,(@) vH(@) WH(@) = a55() vH @) VIR,

98, . . .
(gij(P) + ";'i"l%l" dxk’)(vl(P) - {im} Vl ax )( J(P) - { } dxp) -

= .. A g vt {

J n .. p J il 1 Q k
i3 i3 Footax? - v {3 v ax” + W v a4

np J im ax



+ tweede orde termen = gij vt v
of: &.. {j } vb R axP + & s {i Uyd ot gl = 25;1 -
ij ‘ap ij ‘lmi 8y °

Asngezien alle indices sommatie indices zijn kunnen we er voor zorgen dat

overal vl VJ dxk staat

. o L o ag‘ o e o
1 1.3 k 1 i, k . 1) .1 ] k
&; ; {jk} viovlax g {5} v v ax — vt v oax
98 o
- 1 1y . oij
dus s g I * ey lid = =% (1)
X
Verwisseling ven indices geeft
i+ja+k=+1
98
1 1 28
8i1 lgil + o {ji} T (2)
98, » .
1 1, . Pki
en g {ish* ey gl = e (3)

Nemen we nu aan dat {%j} symmetrisch is in i en j dan kunnen we {ij}
berekenen door vergelijkingen (2) en (3) op te tellen en daarvan (1)

af te trekken, dit resulteert in:

98, 38, = 38, .
1 Jk ki 1] . s
By 153} = 3 {4 4 == o —l] = [1, K]
1k 2g3 Bxl axJ axk ’
met
98 . 38, » g «
. s 1 k k1 134
ElJakJ—;{Q‘ﬁ' s s }
axt  axY  ax

Dit systeem getallen wordt het le symbool van Christoffel genoemd.

Vermenigvuldiging met g B geeft:
{?.} = gkp [ij k] en is inderdasd symmetrisch
iJ ® b ¢

Het systeem {gj} heet het 2e symbool van Christoffel.

4%



w 18 -

s

‘Het geodeten~cobrdinatenstelsel

Met behulp van de in paragraaf 20 ingev&brde geodeten, kan men een geo=
deten~coBrdinatenstelsel invoeren, in de buurt van P,

Voor het gemak nemen we aan dat P de ocorsprong is. -
Door elk punt van de ruimte gaan i.h.a. w1 geodeten, (N.B, N is de ‘
dimensie van de ruimte). Waarvan de richting nog nader bepaald mag worden.

Zo ook in P,

We kunnen dus I richtingsgetallen ais met gij ai aj = 1, kiezen waarmee :
een geodeet is vastgelegd. Op deze geodeet liggen o punten die we kune
nen karakteriseren door de booglengte s gemeten vanaf P. Op deze wijze
zijn N nieuwe co8rdinaten geconstrueerd namelijk ai en S.

Hoe zien deze coBrdinaten er locaal in P uit; wat is het verband met de

oorspronkelijke codrdinaten?

De geodeet heeft de parametervoorstelling x* = xt(s)3

ontwikkeling naar s geeft:

i i iz
X™ = 0 8+ B8+ ves o

| i i ,
Substitutie in (20.3) met Ml = {jk} geeft:

28" + {3 Ha? + 267 8)(o" + 268" 8) + oo = 0,

. . -
Dus gt = -3 {gk} ot o

We construeren nu het geodeten-codrdinatenstelsel %+ door

i i
X =0 Bo .
Zodat )
i_=i iy 2i ok '
X =X ""% {jk} X0 %+t oo @

Het bewijs dat het stelsel %' aan de differentiaalvergelijking voor een

geodeten~co8rdinatenstelsel voldoet in P wordt aan de lezer overgelaten.

2
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Samenvatting Algemene Tensorrekening.

College Prof. Lauwerier 1968 - '69

1. Tensorrekening in Rn'

We beschouwen als generalisatie van de drie-dimensionale

Euclidische ruimte R3 met Cartesische co8rdinaten een n~dimensionale

2

Buclidische ruimte R met rechtlijnige coSrdinaten(x1, X5, L, ).

We zien m.a.w. voorlopig af van metrische begrippen als hoek en

afstand. Overgang naar nieuwe codrdinaten (51, 22, vees X0) met
behoud van de oorsprong C wordt beschreven door een niet singuliere

lineaire transformatie

(1.1) =AY,
od
1 1 1
A.1 A.2 oo A.n
- i _ 2 2 1
met A = det A.,j A.1 A.2 oe e A.n #0.
n n n
A.1 A.2 . o A.n

Een bovenindex heet een contravariante index.

Een benedenindex heet een covariante index.

De indices hebben een rangorde van links naar rechts zodat in Al'j

de rijindex i vooraf gaat aan de kolomindex j. De sommatieconventie

wordt toegepast op een als eo-eu contravariante herhaslde index.

De inverse transformatie van (1.1) is

i i

(1.2) o= ot .

De matrices Ai. en ’ Aii zijn elkaars reciproke.
Hierbij geld.t.J ) i - i

(1.3) Ajl _ cofactor Agi in (A.i) ,

en



(1.4) At A-f; =

waarbi] 6; de aangepaste notatie is van het Kronecker symbool.

De volgorde van de indices doet er niet toe zodat we de indices
gewoon onder elkaar schrijven. '

Een contravariante vector v& is meetkundig de pijl OP waarbi]
P de coSrdigaten (v1, V2, cevs V) heeft.
We noemen v de contravariante componenten van de vector. De trans=
formatieregel van een contravariante vector is natuurlijk identiek
met (1.1) en (1.2).

Een covariante vector wordt gedefinieerd als een lineaire
functionaal op de door de contravariante vectoren vi gevormde

linealre vectorruimte welke met Rn overeenstemt. Een lineaire

. i . .
functionaal op de v- - ruimte 1s van de vorm

1 2 n
. + + ... +
(1.5) u,v u,v u v
en is zelf weer op te vatten als een vector met covariante com-
ponenten (u1, uz; cens un) .

Het meetkundige beeld is het hypervlak dat bepaald is door de ver-
gl king u1v1 + u2v2 + ... unvn =1,
Gewoonlijk voegen we hier het door O hieraan evenwijdig gaande
hypervlak aan toe.
In R3 dus : puntenpaar = contravariante vector ,

vlakkenpaar = covariante vector,
De transformatieregel van de covariante vector u, volgt ult de
invariantie van (1.5) aangezien het begrip lineaire functionaal niet

afhangt van het toevallig gekozen codrdinatenstelsel.

Uit v =uvo=u, AV = ou, Al ,
i i i J i

volgt

(1.6) w o= A9 u.

en analoog invers

(1.7) u. =A'j



We merken op dat de matrix AiJ de getransponeerde inverse is van
Alj , die van (1.1).

Uit een willekeurige contravariante vector a~ en een covariante
vector bi volgt de invariante s?alar

(1.8) albi )

hetgeen onmiddellijk voortvloeit uit de definitie van covariante
vector. De meetkundige betekenis blijkt a.v.
De vector al correspondeert met het punt A(x1 = al). De vector bi
komt overeen met het hypervlak B
b.x' = 1.

i
De lijn OA snijdt het hypervlak B in een punt B waarvan de coSrdinaten
van de vorm (ia’) zijn.

Substitutie in de vergelijking van B geeft

Mb,a™) = 1,
i
Anderzijds geldt A = 0S/OP . Dus
(1.9) a'b, = 0P/0S .
-3 1
X
P

Een tensor wordt gedefinieerd als een multilineaire functionasl
t.o0.v. de contra— en covariante vectoren.

Voorbeeld:

De tensor T'Y heeft 2 contravariante en 1 covariante index.

e K
De transformatieregel is

T o= at ad a4 ¢ .
.ok P . Ak T?.r



Een algemene begrip is de gewogen tensor waarbi]j in het rechterlid
van de transformatieregel de factor A voorkomt .

Als p = 1 spreekt men van een tensorcapaciteit.

Als y = =1 spreekt men van een tensordichtheid. ]

Voorbeeld: Een contravariante vectordichtheid M" heeft de trans-

formatieregel

Bij de speciale tensorrekening waaraan de groep 803 van echte
draaiingen van Cartesische codrdinatenstelsels ten grondslag ligt
zijn er een aantal identificaties. Aangezien de transformatieregel
(1.1) dan een orthogonale matrix tij met A = 1 bevat stemt de trans-
formatieregel van een covariante vector met die van een contravariante
vector overeen. Het heeft dan geen zin meer onderscheid te maken tussen
contra— en covariante vectoren en overeenkomstige indices. Aangezien -
ook A = 1 verliest het begrip gewogen tensor zijn aparte betekenis.

Een kleine verruiming van de basisgroep, bijv. naar 0, 4d.w.z.

3

SO3 met spiegelingen, geeft evenwel complicaties omdat ook A = -1
mogelijk is. De gewogen tensoren vallen dan ulteen in echte tensoren
met u even en pseudotensoren met u oneven. Als voorbeeld is het uit=-
wendig product van twee vecltoren te interpreteren als een pseudo-
vector en het tripelproduct van drie vectoren, meetkundig de inhoud
van een scheef blok, als een pseudoscalar.

De gebruikelijke tensorregels van de speciale tensorrekening
kunnen met voor de hand liggende aanpassingen zonder moeite gege=-
neraliseerd worden.

Een tensor heet symmetrisch wanneer verwisseling van twee
contravariante indices of van twee covariante indices geen invloed
heeft. Treedt er bij elke genocemde verwisseling tekenwisseling op
dan heet de tensor antisymmetrisch.

Uit een gegeven tensor kunnen door de processen van symme=
trisering of antisymmetrisering een symmetrische of antisymmetrische
afgeleid worden.

Voorbeeld: T(lJ) =1 (Y + ™M) is symmetrisch.

ngk] _ 1 (Tijk _oplkd , ik pdik  cki§ o Tkji)_



In het bijzonder kan men uit twee of drie contravariante vectoren

door antisymmetrisering een zgn. bivector of trivector afleiden.

De bivector a[% b;] heeft 1 n(n-1) componenten.

De trivector a'= pY ck heeft %-n(n-1)(n—2) componenten.

Is R3 heeft een bivector slechts 3 componenten. De vraag rijst of een
bivector weer een vector is. In T 1] antisymmetrisch in R3 » dan

schrijven we

=133 o =3 o3 ¢ =p'2 o 20
1 2 3
Er geldt
T =T =42 22 oo (a% a3 -2 A3y .
] B | R R | .J .1 k

waarbij i, j, k een permutatie van 1, 2, 3 zijn.
Volgens (1.3) geldt

- 1 X
= f,
Cp=cofi b G 1 k

I}
[
=
Q

Hieruit volgt algemeen
C. = A A{j Cs
zodat een contravariante bivector zich in R3 transformeert als.een
covariante vectorcapaciteit.
Op analoge wijze blijkt een contravariante trivector in R3
een scalarcapa01te1t te zijn.

Is namelijk T 1k antisymmetrisch en is

c=023 2032 ,

dan geldt ..
2 —123_ 1 2 3 _ijk _ 1 2 .3
¢=T By A AT =len A, A7) o

zodat inderdaad

c = A c.

Antlsymmetrlserlng van de uit drie contravariante vectoren ge=
vormde tensor a' bJ ck leidt dus tot de scalarcapaciteit
£ a bJ ck '
ijk :
Hieruit volgt dat de tensor Eijk een covariante tensorcapaciteit

is.
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Antisymmetrisering van de covariante tensor Tijk

scalardichtheid. Dit betekent dat Eijk ook op te vatten is als een

levert analoog een
contravariante tensordichtheid.

Metriek in Rn'

In Rn wordt metriek ingevoerd door met behulp van een zgn.
fundamentaaltensor gij als inwendig product van twee contravariante
vectoren a~ en b de volgende uitdrukking te definieren

i
(2.1) gij a~ bY , |
We nemen hierbij aan dat gij symmetrisch. We beperken ons tot de

zgn. Riemann-metriek waarbi]

glJ X X7

een positief definiete vorm is.

. i,
De kwadraatlengte van een contravariante vector a  is nu gegeven
als

i3]
(2.2) 8 ; a aY,

welke in de hier gevolgde Riemann-metriek positief is.
De cosinus tussen a’ en b is bepaald door

1.3
gij a b
\/r——"—T*T- Vs
1.4 1.J
gij a a \ gij bbb

In het bijzonder correspondeert loodrechte stand met

(2.3) cos(ai, bi) =

1.3 -
(2.4) g; & b 0.
Volgens de productregel van determinanten toegepast op
_ .k 1 =
83 = Aih; &
geldt wvoor
(2.5) g = det(g. .)

de transformatieregel

(2.6) | g=3%.
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Hieruit volgt dat \/g een scalardichtheid is, mits we ons beperken
tot transformaties met A > O.

Dank zij de metriek kan aan elke covariante vector op ondubbel-
zinnige wijze een contravariante vector toegevoegd worden en omge-
keerd. Voor R3 betekent dit meetkundig dat aan een (covariant) vlakken-
paar een (contravariante) pijl toegevoegd wordt welke er loodrecht
op staat.

Volgens deze conjugatie bepaalt v de covarlante vector g i3 vj.
Analoog kan uit de contravariante tensor T i de covariante tensor
glk ng Tkl afgelelid worden.

Volgens de quotlentregel kan van de covariante fundamentaaltensor g
een contravariante tensor afgeleid worden door middel van

(2.7) e’ gy = 8

Als matrices beschouwd zijn (gij) en(gij) dus elkaars inverse.

Is nu w. een gegeven covariante vector dan geeft conjugatie de

contravariante vector glJ w. . Nogmaals conjugeren geeft
ik w, = Gk W, =W
&5 8 M ik Vio

dus weer de uitgangsvector.

Er is in Rn een coordinatenstelsel waarin gij de hoogddiagonaal~
vorm aanneemt. De codrdinaatassen staan dan ondeling loodrecht.
Door ook geschikte meeteenheden te kiezen ontstaat tenslotte een
Cartesisch codrdinaten-stelsel. Alleen in dit speciale stelsel zijn
de componenten van overeenkomstige geconjugeerde vectoren en tensoren

identiek.

Kromlijnige coSrdinaten.

We beschouwen een ruimte van n dimensies waarbij de punten P

1
door n parameters, kromlijnige coSrdinaten, (x , x2, ceey X0 bepaald
zijn. Beschrijven we de ruimte met andere codrdinaten (21, 22, ceey X0)

dan is er in elk punt P een transformatie

(3.1) x5 = fl(x1, x2, ceey X



bepaald waarbij de Jacobiaan
(3.2) A = det ( ==

ongelijk nul is. .
Beperken we ons tot transformaties waarbij de functies £" continue par=-
tiele afgeleiden van voldoend hoge orde hebben dan ontstaat een tota-
liteit van codrdinatenstelsels verbonden door transformaties (3.1)
welke een groep vormen. Is het mogelijk een ondergroep en een neven-
groep te bepalen waarbij resp. A > O en A < 0 is dan heet de ruimte
oriénteerbaar. Voorbeelden van niet-oriénteerbare ruimten zijn de
M&biusband en de fles van Klein. We spreken af hier slechts oriénteer-
bare ruimten te beschouwen.

De codrdinaatruimten x= = constant bepalen in een punt P een
stelsel van n kromlijnige coS8rdinaatassen. In de omgeving van P
kunnen we de codrdinaatassen benaderen door de raaklijnen hieraan
in P waardoor in P een locaal rechtlijnig codrdinatenstelsel gevormd
wordt. In dit codrdinatenstelsel kunnen we volgens de in § 1 ont-
wikkelde regels tensorrekening bedrijven door uit te gaan van de
transformatieregel van de locale infinitesimale contravariante
vector (dx1, dx2, e, dxP).
Deze regel volgt uit (2.1) door differentiatie als

-1 o j
(3.3) dx = — d.X':J .
9x
De inverse regel is natuurlijk
. i .
(3.14) axt o= 2 g

x

Vergelijking met (1.1) en (1.2) laat zien dat
' i 2%+ i ax

(3.5) A, = =3 s AT =—Tr
-J 9x J x
De uitbreiding is nu dat de coefficienten A van de colrdinaten van P
afhankelijk zijn. Zolang we bij P blijven kunnen we met de voor P
geldende A=-waarden volledig van het in de vorige paragrafen ont=

wikkelde formalisme gebruik maken.



Er komen nieuwe problemen zodra we de situatie in P vergelijken met
die in een ander, bijv. naburig, punt. In het bijzonder geldt dit
voor de generalisatie van de begrippen gradient, divergentie en
rotatie.

De metriek wordt als in § 2 vastgelegd door een positief defi-

niete kwadraatlengte van de vector ax’ als

2 1 2 i ]

(3.6) ds® = 8 ; (x', x°, .v.y X)) ax ax? .
Voorbeelden.
1. Cylindercod8rdinaten in R3 met x1 =r , x© = o, x3 =z ,
Men heeft

ds® = ar® + r2ac® + az° |

N . 1 _ 2 _ 2 _

2. Bolcodrdinaten in R3 met x =r, x =0, x =¢,

as® = ar® + r2ae® + r2sin0 a2,

3. Bolcodrdinaten op het oppervlak van de eenheidsbol met
x1 = 0, x2 = ¢
as® = a0® + sin®0 4 ¢° .

In overeenstemming met (2.6) is in de oriénteerbaar veronder-

stelde ruimte g = det(gij} een scalardichtheid. Aangezien €..

13k
een covariante tensorcapaciteit is bestaat er in een oriénteerbare

ruimte de gewone covariante tensor Vg Eijk

. . . i i .
ultwendig product van twee contravariante vectoren a~, b ondubbelzin=-

en is het mogelijk het

nig vast te leggen als

(3.7) \fg eijk aj bk

In een niet-oriénteerbare ruimte zou het uitwendig product op

tweewaardige wijze, met willekeurig teken, gevormd moeten worden
Het belangrijkste probleem is vooreerst de vertaling in alge-

mene colrdinaten van de bij de Castesische tensorrekening be—‘

schouwde begrippen : gradient, divergentie en rotatie.

Regel 1. De gradient van een scalarveld is ecn covariant vectorveld.



10

Bewijs.
Uit S(X'y Xp veny ) = s(x1, x2, vees X) R
volgt s 3s 9x.
_o - 3 _- ,
9%~ axd  oxt
ofwel
s = AY 3.s s
i i g

hetgeen de transformatieregel van een covariante vector is.
Beproeven we de transformatie van ijl dan blijkt dit i.h.a.

geen tensortransformatie te worden. Immers

Y- 5, 0 k., ax i1 v %% 1k
= = T3 (7% V) 5= Ay A T YT o1 AV
ax ax X 9x 9x X 9x
225t
Wanneer in de gehele ruimte>——————fi = 0 voor alle indexcombinaties
ax  9x

gaat de transformatie wel in die van een tensor over. Dit is zo bij
de groep van lineaire transformaties zoals bij de affiene ruimte.
Daarentegen geldt wel

Regel 2. De divergentie van een contravariante vectordichtheid is

een scalardichtheid.

Bewijs.
We beperken ons gemakshalve tot drie dimensies. Volgens de bewering

moet uit
=i =1 3% .
M " =A = M ,
BxJ
voor de contravariante vectordichtheid M* volgen dat

=i i
3¥. - A—T 3Mi
ax ™ 9x

Aangezien volgens (1.3) ook
. i :
M* = (Cofactor ﬁ%{ ) M
ax
is vinden we na differentiatie

=i -i kX ...] . J
3¥i = A 1 ax_ afi aMk + Ml Ei (Cof. Bfi -
90X axJ ox 90X 9xX 9x
_ i . J
= At W A (o, X
i -1 =1

9x X 90X
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We moeten dus bewijzen dat de laatste term in het rechterlid identiek

nul is. Nemen we bijv.

f =

dan geeft uitschrijven

> x° 90 x5 xS |
3% 33> 3% 3% 8%
d 8x2 Bx3 sz 3x3
* = (3 o7 o e
ox ox ox ax 9x
+ 9 ( 8x2 3x3 _ 8x2 8x3 )
2% 9% ax° 2%° 3%
inderdaad het verlangde resultaat.

Regel 3 . De rotatie van een covariante vector is voor drie dimensies

een contravariante vectordichtheid.

Bewijs.
Is dus wi een covariant vectorveld dan moet volgens de bewering de
ijk

vector met componenten e ,aj W
d.w.z.

R N B S-S VA

2 2
8x2 ax3 8x3 8x1 3x1 3x2 /

zich transformeren als een contravariante vectordichtheid, Het is

dus voldoende aan te tonen dat de geantisymmetriseerde aj W - Bk Wj

een covariante tensor is. Inderdaad volgt uit
o, ax® oxt ow 2 x
1 _ k 9 X
PR S N N A s S W
X 9x X X 9xX~ 9x
en
. axt axt  ow 2 x
—_l = e S
=i ot RN Camio =] k ? :
9x ax ox ax 9xX  9x

door aftrekking de transformatieregel van een covariante tensor.

Weer dient te worden opgemerkt dat in een niet-ori&nteerbare

ruimte de rotatie niet eenduidig bepaald kan worden.
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Om tot de juiste "vertaling" van de m.b.v. Cartesische coSrdinaten
gevormde grad, div, rot en A te komen dienen we nog gebruik te maken
van het feit dat V g een scalardichtheid is.
Het begrip gradient geeft geen probleem.

De vertaling van div 3 gaat als volgt.
We gaan uit van dé cgntravariante vector vi. Hieru%t vormen we de
vectordichtheid g v' . Volgens regel 2 is Bi(\fg v") een scalar-
dichtheid, zodat

1 9 1
G I (Vg +Y).

ox

(3.8) div v =

) » » . 3
De vertaling van rot w 1is analoog voor een covariante vector

k2

+
(3.9) rot w T W

— 1
wﬁ; 3 £

90X

De Laplaceoperator A = divgrad levert tenslotite op

1 b~ id3s
(3-10) A S::>v~g- 1 (Vg g J)

oxX 90X

Covariante differentiatie.

Bij het gebruik van slechts Cartesische coSrdinaten in een
Euclidische ruimte leidt een vectorveld na differentiatie tot een
tensorveld o.a. omdat de nabla=—operator zich als een vector gedraagt.
Bij de algemene tensorrekening zijn de afgeleiden Bj vi van b.v.
een contravariant vectorveld in het algemeen niet de componenten van
een tensor.

2

Er bestaan evenwel coefficienten rt (x1, X 5 oosy xn) , de

Jk
zgn. symbolen van Christoffel , zodanig dat

(k1) v, v &F 5 et JE,
J J Jk

wel de componenten van een tensor, de covariante afgeleiden van
i ..

v© , zljn .

Analoog wordt ook uit een covariant vectorveld . door

def i
(L.2) YW = 3, LE Tk i o

een tensor, de covariante afgeleide van LAD gevormd.

&
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De Christoffel symbolen kunnen op de volgende wijze ingevoerd worden.
Eerst definieren we de symbolen [} Js g] als
(4.3) Ciogs 21 3-a, 8. + 5, 85 + 5.g.) .

d 1i7J dJ 1
De symbolen van Christoffel worden nu gedefinieerd als
(4.h) rljfj Mooy,
Zowel de drie~index symbolen als de Christoffel symbolen zijn geen
tensoren maar we passen er wel de sommatieconventie op toe zoals
bij de in (L.4) gegeven definitie.

We merken op dat bij het gebruik van rechtlijnige codrdinaten
in een Euclidische ruimte de componenten van de fundamentaaltensor
overal dezelfde waarden hebben zodat de Christoffel symbolen in elk
punt identiek verdwijnen.

Hieruit volgt dat, wanneer men zich beperkt tot lineaire transfor-
maties van rechtlijnige codrdinaten, de covariante afgeleiden (L4.1)
en (4.2) met de gewone afgeleiden overeenstemmen, zodat in dat
geval Bj vi en Bk Wj wel de transformatieregel van een tensor
volgen.

De transformatieregel van de Christoffelsymbolen kan a.v. af=

geleid worden:

Uit o 8
g _  ox ax’ g
5 % To7 =3 ;
S L
volgt na partiele differentiatie
B E = bx axB b I & +
x 8 — = =
td ax-  oxY axk Y ap
2
+ 2 x" 2 2% P gy
g o S = ok -1 ) -
90X~ 09X 9x axY 9 9x
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Met enig gemanipuleer van indices volgt hieruit

(=8 g55 * 35 85 *+ 95 &)

v o . B
a(= 3 + a + 3 —_——
2( Y gOﬂB o gB.Y B gYa)

Y
9X +

9%+ 9%d ot

MR

3% x*  axd
+ gaB -1 =3 -k ?
9x~ 9x X
ofwel
s —————tr o B .Y 2 o B
(4.5) l:i j’k]= Eo‘ BSYJ %%%*’gas _?_ }_C 3>_Ck.
Ax’ BxJ X 9X  9x Eh:d

Met toepassing van (4.4) kan hieruit zonder moeite de volgende regel

afgeleid worden

~ o .8 .-k 2y .k
(b.6) TE = & o opvo, _bx X
J ax-  oxY  oax' axt ox® ax'

Deze transformatieregel kan gebruikt worden om te bewijzen dat de
door (4.1) en (4.2) gedefinieerde covariante afgeleiden zich inder-

daad als tensoren transformeren.

De divergentie van een contravariante vector kan ook met behulp van

(4.1) gevormd worden als

div v o= V.vi=03. v+ T Eyd .
i i ij
Voor T ;j vinden we
i _ il = . 1 1l _
Fij—g E-ng]"'zg ajgil—
1 sg 81 1
" 2g o 3 Tz %8
il  9ox
zodat :
‘v T = i v - i
divv =29, v + o 2.8 = NG 8, (v- Vg) »

waarmee de in (3.8) gevonden uitdrukking teruggevonden is.

De Christoffel symbolen welke hierboven op vri] kunstmatige
wijze uit de lucht zijn komen vallen kunnen op de volgende wijze

op meer natuurlijke wijze tevoorschijn gebracht worden.
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We stellen de vraag in de gegeven ruimte de zgn. geodeten te bepalen,

d.w.z. de lijnen x* = x (t) welke tussen twee punten de kortste ver—

bindingen vormen. Voor deze lijnen geldt dus dat
(k.7) f gij # % dt = minimum

Volgens de beginselen van de variatierekening leidt deze eis tot de

volgende vergelijkingen van Euler en Lagrange

oF 4 23 F
(4.8) k ~ dat .k 4
0x 9X
waarbij F = ds/dt.

Uitwerking van (4.8) geeft na overgang op de prettiger werkende
parameter 8

.

dx=  ax? 5 = 2 a ( dx®
ds ds k gij ds '8k ds

Na enige herleiding volgt hieruit

2.1 i J
d x . . dx~ dx* _
gy o * L[i i,k as as = O
ds
. . . kn
of na vermenigvuldiging met g
2 i J
dx k dx ax
. —_ + o s T e .
(k.9) ds2 g 1] ds ds 0

Voorbeeld 1.

In een Euclidische Rn zijn alle Christoffel symbolen nul.
Uit (4.9) volgt

zodat de geodeten rechte lijnen zijn, zoals natuurlijk te ver-

wachten was.
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Voorbeeld 2.
Op een boloppervlak

x = gin® cosé , y = 8in0® sin¢ , 2z = cosO

geldt

as? = ao® + sin0 d¢°.

De matrix van de fundamentaaltensor is dus

0 sine /

Berekening van de drie-index symbolen geeft

FT11,1]J=C11,2]=[12,1]=[22,2]=o0,
C12,2]=-[22, 1] = sinécose
Voor de Christoffel symbolen vinden we
1T _ 2 - W1 2
Pyp = Ty = Ty = T =00
P2 = tgl T1 = = 3ind ©
12_cog s 22— s1nocos

De geodetenvergelijkingen (4.9) zijn daarmede |

2 2

o _ . ape e _ _ a do
5 = sinGcoso (ds) , 5 2 cotgd = oo
ds ds
Eliminatie van de parameter S geeft met behulp van
2 2 2
40 _ @ 4 o . &0 492, do &y
= . =
ds d¢ ds dS2 d¢2 ds dé ds

als resultaat de vergelijking

2
é—% - 2 cotgd (§9)2 - sinBcos® =0,
s dé
welke geschreven kan worden als

2
QLE- (cotgd) + cotgd = O.
aé
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Hieruit volgt de algemene oplossing

cotgd = A cos¢ + B sing
ofwel

cos0 A cos$ sin® + B sin¢g sin® .

Dit is dus de grote cirkel als doorsnede van de eenheidsbol en het
vlak
z = Ax + By,

Op een bol zijn de grote cirkels de geodeten, ook weer een bekend feit.
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