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1. Uit de analytische meetkunde van drie dim2nsies 

Een rechtlijnig assenstelsel wordt bepaald door een punt O en drie door 

0 gaande niet in een vlak. gelegen rechten ox1, ox2, ox3 die de coordi­

naatassen heten. De vlakken x2ox
3 

enz. heten de co8rdinaatvlakken. De 

(scheve) projecties van een punt P op de coordinaatassen worden gevormd 

door de snijpunten van de assen met door P evenwijdig aan de coordinaat­

vlak.ken gaande vlak.ken (zie fig. 1o1) 
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De rechtlijnige, ook wel genaamd scheefhoekige, coordinaten van P wor­

den gedefiniee~d door de lengten van. de gerichte lijnstukken OP. 
l. 

(i = 1t 2, 3)o We schrijven x. = OP.o 
l. l. 

Kiezen we door 0 drie andere coordinaatassen OX! welke een coordi-
1 

naten stelsel x! vormen dan bestaat er tussen de 
l. 

coordinaten van een 

willekeurig punt p toOcVo OX1 X2 X3 en 0X1 X2 x3 het volgende lineaire 

verband 

x3 = t31x1 + t32x2 + t33x3 

waarbij de coefficienten t .. niet van de plaats van P afhangeno 
l.J 

p 

figo 1 o2 

Het bewijs van deze formule berust op het feit dat de som van de (scheve) 

projecties van de elementen van een gebroken lijn welke twee punten 0 en 

P. verbindt gelijk is aan de projectie van OP zelfc Het bewijs van de 

eerste betrekking van (1o1) ligt in figo 1o2 opgesloteno De coefficien­

ten t .. zijn hierbij slechts door de onderlinge ligging van de coordi-
1.J 

naatassen bepaaldo 

Uit het feit dat de transformatie (1c1) omkeerbaar is volgt dat de 



coefficienten - determinant niet nul iso 

( 1.2) det ( t • . ) # 0 o 
1J 

Een willekeurig punt P(x1, x2, x
3

) op de door A(a
1

, a
2

, a
3

) en 

B(b 1, b2, b
3

) gaande rechte kan word.en voorgesteld in para.metervorm als 

Aa. + µb. 
(1.3) xi = ~ + µ 

1 

De meetkundige betekenis van de homogene para.meters (At µ) is 

{1o4) AP : PB = µ : A o 

Men noemt {1.3) de para.meter-vergelijking van de rechte AB. 

Een willekeurig punt P(x1, x
2

, x
3

) in het door A(a
1

, a
2

, a
3

), 

B(b1, b2, b
3

) en C(c 1, c2, c
3

) gaande vlak kan worden voorgesteld in 

para.metervorm als 

(1o5) x. = 
1 

Aa. + µb. + vc. 
1 l l 

A + P + v 

Uit (1.5) volgt door eliminatie van de para.meters als vergelijking van 
het vlak ABC 

x1 ~2 x 
3 

1 

a1 a2 a3 1 
( 106) = o. 

b1 b2 b3 1 

c, c2 c3 1 

Toepassing: Het vlak dat van de coordinaatassen OX. de stukken s. af-
1 l 

snijdt heeft de vergelijking 

x
1 

x
2 

x
3 -+-+-=lo s, 82 $3 

Algemeen stelt de lineaire vergelijking 

( 1o 7) 

een plat vlak vooro Door hierbij aan p verschillende waarden te geven 

wordt een bundel evenwijdige vlakken verkregen. Voor p = 0 gaat het 
vlak door de oorsprongo 

" 
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Voortaan zullen wij vaak de zogenaamde sommatie-conventie van Ein­

stein bezigeno Hierbij spreken we af dat lopende indices (i, j, k enz.). 

welke tweemaal voorkomen een sommatie over deze index inhoudeno 

Als voorbeeld kunnen wij (1o1) symbolisch schrijven als 

x! =t .. X.o 
J. l.J J 

De inverse transformatie is uiteraard van dezelfde vorm 

x. = T .• x! 
J. l.J J 

waarbij 

(1o10} 

Het hierin gebruikte delta-symbool van Kronecker is gedefinieerd als 

(L11) & •• 
l.J 

= [o voor ~ f ~ , 
b voor i = Jo 

Onder een rechthoekig (orthogonaal of Cartesiaans) assenstelsel 

verstaan we een rechtlijnig assenstelsel ox1 x2 x3 
waarbij de assen 

loodrecht op elkaar staano 

Hiervan zijn er twee typen nml, rechtse met een rechtse schroefzin 

(kurketrekker) en linkse met een linkse schroefzin. 

Voorzover niet anders aangeduid gebruiken we voortaan uitsluitend 

rechtse Cartesiaanse assenstelsels. 

~ 
rechts ~ links 

x, 

figo 1.3 
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Voor een punt A(a 1 ~ a2, a
3

) geldt de afstandformule (uitgebreide 

stelling van Pythagoras) 

(1o12) 

Hieruit volgt voor de vergelijking van de bol met middelpunt O en straal 

R 

(1o13) 

De kwadraatafstand van twee punten A(ai) ~n B(bi) is 

2 2 2 (1.14) AB = (a
1 

- b
1

) + (a
2 

- b
2

) + 

Richtingen corresponderen op (1 - 1)duidige wijze met de punten 
2 2 2 van de eenheidsbol x
1 

+ x
2 

+ x
3 

= 1, 

Ligt A(a 1• a
2

• a
3

) op de eenheidsbol dan heten a
1

, a
2

, a
3 

de richtings­

casinussen van de richting OAo 

Uiteraard geldt a~+ a~+ a~= 1e 

Voor de hoek ~(O ~ ~ ~ 180°) tussen de richtingen A(a.) en B(S.) 
l 1 

geldt 

( 1o 15) 

Bewijs: Pas op AAOB de cosinusregel toeo 

Voor twee loodrechte richtingen geldt in het bijzonder 

(1o16} 

b 
.. . 2 2 2 We eWlJZen nu de volgende beweringo Als p > 0 en a

1 
+ a

2 
+ a

3 
= 1 

stelt (1c7) de vergelijking voor van een plat vlak waarvan de normaal 

de richtingscosinussen a. heeft en waarbij de afstand tot de oorsprong 
1 

gelijk aan p iso Het is namelijk eenvoudig in te zien dat (lo7) in het 
2 2 2 2 punt (pa

1
, pa

2
, pa

3
) a.an de bol x

1 
+ x

2 
+ x

3 
= p raakt. Gemakshalve 

stellen we p = 1c Voor de punten welke zowel op de bol als het vlak 

liggen geldt 

2 2 2 2 2 2 x 1 + x2 + x3 = 19 a 1x1 + a2x2 + a
3
x

3 
= 1 en a 1 + a2 + a

3 
= 1 

2 2 2 Hieruit volgt (x1 - a 1) + (x2 - a2) + (x
3 

- a3) = 0 zodat xi = ai. 
Er is dus slechts ~~n gemeenschappelijk punt dow.z. het vlak is een 

raakvlako De vergelijking (1c7) (in orthogonale coordinaten) heet de 

normaalvergelijking van het vlako 
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We beschouwen nu de overgang van een (rechts) Cartesiaans assenstel­

sel ox1 x2 x
3 

naar een soortgelijk assenstelsel ox; X2 x30 Hiervoor 

geldt uiteraard het lineaire verband (1o1)o Uit de invariantie van de 

kwadraatlengte volgt dat de coefficienten t .. voldoen aan de betrekking 
l.J 

t .. t.k = c5 "kt dat de inverse transformatie van de vorm x. = t .. x! is 
l.J l. J 

en dat ook t •• tk. = o.ko 
Jl. l. J 

Bewijs; Uitgaande van (1oi) en x~ x~ = x. 
l. l. l. 

t .. x. t.k xk = x. x. = o.k x. 
l.J J l. l. l. J J 

van x. = t .. x! volgt uit x. 
l. Jl. J l. 

Dus~ 

= t .. l.J 
(1o17) 

~' zodat 
= t .. x! = 

J l. J 

x. x. = 
J ~ l. 

x. volgt 
l. 

l. Jl. J 

t .. t.k = o.ko De juistheid 
l.,J l. J 
tji tjk Xk'. = oik Xk = Xi c 

t .. x! 
J l. J r! t~. tik = t .. tk. = c5 jk 0 l.J J l. l. 

Uit de afleiding van (1o1) volgt dat t .. bepaald is door de projectie van 
l.J 

oxr op oxj of omgekeerd 

t .. = cos(X~ 0 X.) 
l.J l. J 

We kunnen dus bijvo (t 11 , t 12 , t 13 ) interpreteren als de richtingsco­

sinussen van oxi in het coordinatenstelsel ox, x2 x3 en (t11, t21, t31) 

als die van OXi in het coordinatenstelsel ox; x2 x30 De relaties 

t .. t.k = t .. tk. = c5 "k drukken dus niets anders uit dan dat de coordi-
l.J l. Jl. l. J 

naatassen ·1oodrecht .Op eJ:kaar staano Uit deze orthogonaliteitsrelaties 

volgt 

t,, t12 tn 

( L 18) t21 t22 t23 = + 1 0 

t31 t32 t33 

Bewijs; kwadrateer de determinant. 

Hieruit blijkt algebraisch de splitsing in transformaties tussen ge­

lijksoortige en ongelijksoortige assenstelsels. Bij rechtse coordina­

tenstelsels behoort altijd de determinantwaarde +10 Bij de overgang van 

een rechts op een links stelsel behoort de determinantwaarde -1o 
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Onderwerpen we de eenheidsbol x~ + x~ + x~ = 1 aan een anisotrope 

deformatie 

( 1o 19) 

dan ontstaat een drie-assige ellipsoide met de vergelijking 

(1.20) 

De oorsprong is het middelpunto De coordinaatassen bepalen de zogenaam­

de hoofdassen. Deze snijden de ellipsoide in de toppen. De coordinaat­

vlakken zijn vlakken van syr.nnetrie, De lengten van de hoofdassen zijn 

2a
1

, 2a2 , 2a
3

• 

In het algemeen stelt de vergelijking 

(1,21) c(x) :: c .. x. x. = 1 
. J.J J. J 

(c .. =c .. ) 
J.J J J. 

een tweedegraads-oppervlak voor waarvan de oorsprong het middelpunt is. 

Als de kwadratische vorm c(x) positief definiet is, d.w.z. c(x) > 0 voor 
= 

alle combinaties x
1

, x
2

, x
3 

waarbij het gelijkteken alleen geldt voor 

x 1 = x
2 

= x
3 

= O, stelt (1c21) een drie-assige ellipsoide voor. 

Hierbij doet zich het probleem voor de hoofdassen te bepalen. 

We geven hier een van de methoden om dat zgn. hoofdassenprobleem op te 

lossen. 

De hoofdassen zijn bepaald door het maximum-probleemo 

(1.22) is stationair met de nevenvoorwaarde 

c(x) = 1. 

De oplossing vandit probleem volgens de multiplicator-methode van 

Lagrange*) is 

a -ax. 
1 

*) Zie college dictaat 1961-~62, p, 2-3. 
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dcWoZ o 

( L24) x. = iic .. x. of 
l. l.J J 

Eliminatie van de coordinaten x. geeft 
J 

( L25) det (ii c. . - o .. ) = O o 
l.J l.J 

(ii c. . - o .. )x. = O. 
l.J l.J J 

Dit is een vergelijking van de derde graad is J.lo Voor elk van de drie 

wortels vinden we een hoofdas door (1o24) op te losseno 

2o Meetkundige beh!'l.Ildeling van de vectorrekenins 

Onder een pijl verstaan we een gericht lijnstuk of een geordend punten­

paaro Pijlen welke uit elkaar door translatie ontstaan heten gelijk en 

gelijkgerichtc Een vector is gedefinieerd als een volledig systeem van 

gelijke en gelijkgerichte pijleno 

Elk van deze pijlen kan dienen als representant van de vectoro We kun­

nen bijvoorbeeld, maar nodig is dit niet, alle vectoren voorstellen door 

pijlen welke in hetzelfde punt beginnen. 
. + 

Vectoren duiden we aan met de notatie v enzo Scalaire duiden we aan met 

Griekse lettersc 
-+ 

Scalaire vermenigvuldiging van een vector v met een scalar a wordt 
+ 

gedefinieerd door een representatieve pijl van v vanuit zijn beginpunt 

met ate vermenigvuldigen (centrale vermenigvuldiging). 

Optelling van vectoren geschiedt met de in fig.2.1o gegeven parallelo­

gram-constructie 

x 

-+ + 
x + y 
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Definieert men de nulvector 0 als de verzameling pijlen waarvan begin­
en eindpunt samenvallen~ dan gelden de volgende grondeigenschappen 

+ + + + x + y = y + x (commutativiteit) 
+ + + + + + x + (y + z) = (x + y) + z (associativiteit) 

( 2 0 1) 
+ + + 
x + 0 = x 

+ + + x + (-x) = 0 

Men kan gemakkelijk inzien dat alle vectoren afgeleid kunnen worden uit 
+ + + een willekeurig onafhankelijk drietal e

1
i e

2
, e

3
, 

Stellen we deze zogenaamde basisvectoren voor door pijlen OE
1, OE

2 , OE
3 

dan liggen deze pijlen dus niet in ~en vlakc Voor een willekeurige vec-
+ tor x kunnen we blijkens fig~ 2c2 steeds schrijven 

(2c2) 

I 
'\ I 

~~-~: x2 x2 

I 

x, 

x, 
fi~c 2,2 

We kunnen (x1, x2 , x
3

) interpreteren als de coordinaten van het uit­
einde P van de met ~ corresponderende pijl OP t.ocVo het door de ba­
sisvectoren gevormde scheefhoekige assenstelselo 



-+ 
Heel vaak kiest men voor de e. langs de assen van een Cartesiaans assen­

J. 
stelsel gelegen eenheidsvectoren, In dat geval zijn de x. de Cartesiaan­

J. 
se coordinaten van Po 

De lengte van de vector ~ duiden we aan met Iii of soms met Xo 
-+ -+ -+ -+ 

Het inwendige product XoY van twee vectoren x en y wordt aoVo ge-

definieerdo Als i en y met de pijlen OP en OQ corresponderen en indien e 
de door OP en OQ gevormde hoek is welke tussen o0 en 180° ligt, dan is 

+ -+ 
XoY = x y cos 0 o 

-+ + 
Voor loodrecht op elkaar staande vectoren geldt dus XoY = Oo 

•• • -+-+ 2 
In het bJ.JZOnder is XoX = x o 

ToaoVo het inwendig product gelden de volgende grondeigenschappen 

-+ -+ = YoX 

-+ -+ + .Ji. 
=xoz+yoZ 

(commutativiteit) 

(distributiviteit) 

Zijn ~ 1 , ~2 , ~3 de bij e~n Cartesiaans assenstelsel behorende een­

heidsvectoren dan volgt uit (2o3) 

+ + 
e .• e. = o. . o 

J. J l.J 

+ Uit (2c2) en (2o5) volgt voor x = 

drukking voor het inwendig product 

of in verkorte notatie 

(2o7) 
-+-+ XoY = x.y. 0 J. J. 

-+ -+ x.e. en y J. J. 
-+ = y.e. de volgende uit­J. J. 

Indien i en y hierbij eenheidsvectoren zijn stemt (206) blijkens (2o3) 

overeen met de formule (1,15), 

Anderzijds kan (2c6) dienen ter definitie van het inwendig producto De 

definitie (2o3) heeft een zekere voorkeur omdat hierbij geen coordinaten­

steisel gebruikt isc Bij de keuze van (2o7) als definitie moet aange­

toond worden dat het rechterlid van (206) niet verandert bij overgang 

op een ander assenstelselc 
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. . + + + + Het u1twend1ge product x x y van twee vectoren x en y wordt a.vo 

gedefinieerdo Hebben OP, OQ en e dezelfde betekenis als boven dan is 
+ + • • • x x y een vector OR waarvan de lengte x y sin e is en waarvan de rich-

ting bepaald is door die eenheidsnormaal ; van vlak. OPQ welke met OP 

en OQ een rechtse schroef vormto 

We hebben dus 
+ + , -+ 
x x y = x y sin a n • 

Als speciaal geval geldt voor Cartesiaanse eenheidsvectoren (rechts 

assenstelsel~) 

+ -+ 
x e = e 

2 3 

(2.9) 
+ + + 
e2 x e3 = e 1 
+ + + 
e3 x e1 = e 2 

Uit (208) volgt Lhobo 

(2o10) 
+ + + + x x y = -y x x 

' 
en 

(2o11) 
+ + 
x x x = 0 0 

Evenals voor het inwendig product geldt de distributieve regel 

{2o 12) + + + + + + + (x + y} x z = x x z + y x z , 

hetgeen meetkundig bewezen kan worden. 
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. • . • + + + + 
SchrlJVen we met Cartesiaanse eenheidsvectoren x = x.e. en y = y.e. 

l 1 1 1 

dan volgt uit bovenstaande regels 

+ + + 
e1 e2 e3 

{2o13) 
+ + x x y = x1 x2 X3 

Y1 Y2 Y3 

+ + + 
Uit (206) en (2o13) volgt voor de drie vectoren x 9 y, z met de 

pijlen OP, OQ en OR 

x1 x2 x3 

{2o14} 
+ + + Xo (y x z) = Y1 Y2 Y3 

z1 z2 Z3 

Uit de eigenscha.ppen van de determinant volgt 

io<Y x ;:> + + + + + = y.(z x x) = Zo(X 
+ 

x y} = 

= -~o{i X y) =-yo(~ X i) = -i.{y X ~)o 

Meetkundig heeft ~o(y x i) de betekenis van de gerichte inhoud van het 

op OP, OQ, OR beschreven parallelopipedumo Inderdaad is IY x ii het 

oppervlak van het op OQ en OR beschreven parallelogramo Uit de beteke­

nis van het inwendig product (2c3) volgt dat de overblijvende factor 

juist de bijbehorende hoogte is (zie fig. 2o4) 

I 
I 

I 

I 
I 

0 -Q\ 

' ' ' 
p 

figo 2o4 
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Bij toepassingen gebruiken we nogal eens de volgende regel 

{2o 16) + + + +++ +++ x x (y x z) = y(zox) - z(xcy) c 

3c Axiomatische behandeling van de vectorrekening 

+ + + We werken met scalars a, S, y, 0000 en vectoren x, y, z, 0000 o 

Scalars zijn reele getalleno Vectoren warden gedefinieerd door hun re­
kenregelso De axioma 8 s warden verdeeld in een aantal groepeno De eerste 
drie groepen definieren een lineaire vectorruimteo De laatste groep 
zegt iets over het inwendig producto 

Voor vectoren is een optelling gedefinieerd met de volgende eigen­
schappen (additieve groep) 

+ + + + 
optelling is commutatiefo x + y = y + x, de Ia 

Ib 
+ + + (i + y) + x + (y + z} = + z,de optelling is associatiefo 

+ + + 
is x + 0 = xji er een nulvectorc Ic 

+ (-~) o, is inverseo x + = er een Id 

Voor vectoren is een vermenigvuldiging met een scalar gedefinieerd 
met de eigenschappen 

II a 

IIb 

IIIa 

IIIb 

a(S~) + = (aS)x 

Voor beide bewerkingen gelden de distributieve regels 
-+ + 

a(x + y) = 

(a + sY~ = 

-+ + ax + ay o 

+ + 
ax + Sx 

Uit deze axioma~s kunnen verschillende eigenschappen afgeleid 
wordeno We noemen bijv. 

-+ -+ 
acO = O, 

+ -+ 
Oox = O, 

+ + (-1)cX = -Xo 

Uitgaande van deze axiomavs kan men meetkundige begrippen invoeren 
door de vectoren te identificeren met pijlen OP met vastgekozen begin-

+ • • punt O, Aldus vormen de vectoren Aa voor variabele A een rechte lijn en 



- 14 -

.... .... 
de vectoren Aa + µb analoog een plat vlako 

.... .... .... 
Vectoren :x:1, x2, 000 1 xn heten lineair afhankelijk indien tussen 

hen een lineaire betrekking bestaat van de vorm 

(3o2) 0 0 0 

.... 
+ A x = 0 (niet alle A. nul)o 

n n 1 

De dimensie van de vectorruimte (welke in onze beschouwingen drie 

is) wordt uitgedrukt in het dimensie-axiomag 

Er bestaan drie onafhankelijke vectoreno Vier vectoren zijn altijd af­

hankelijko 
............ 

Drie onafhankelijke vectoren a, b, c vormen een zgn. basiso 
-+ 

Een willekurige vector x kan men schrijven als 

.... -+ .... .... 
x = Aa + µb + vc o 

( ) 
.... . 

De getallen A, µ, v heten de componenten van x toOoVo de gegeven basiso 

Voor vectoren is een inwendig product gedefinieerd met de volgende 

eigenschappen 
........ -+ -+ IVa XoY = YoX 

IVb 
-+ .... 

AXoY 
........ 

= A(Xoy) 

(~ 
.... .... ........ .... -+ 

IVc + y) cZ = x.z + YoZ 
-+ .... 

mits 
.... .... 

IVd XoX > 0 x :f 0 0 

-+ .... 

De ui::~::::gw~~v:::tg:~d:w=~~t~e::::•:a:e~o::h~~eo~e~~:~echt, 
Vaak gebruiken we orthogonale eenheidsvectoren, een zgno orthonorme 

.... .... .... 
basis, e 1, e2 , e

3 
waarvoor geldt 

(3,4) 
.... .... 
e. , e. = o .. o 

1 J 1J 

Een orthonorme basis bepaalt een Cartesiaans assenstelselc Uit de axio­

ma' s volgt toOoVo een orthonorme basis 
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Met de bovenstaande axioma~s kan de gehele vector- en tensorreke­

ning opgebouwd worden zonder dat een beroep op meetkundige eigenschap­
pen behoeft te warden gedaan: 

4 o Algebraische behandeling van de vector,rekening 

We gaan uit van rechtlijnige coordinatenstelsels ox1x2x
3 

met een vast 

gekozen oorsprong en willekeurig gekozen coordinaatassen, De coordina­

ten (x19 x2 ~ x3) van het stelsel X en die (x1 9 x2, x3) van het getrans­
formeerde stelsel hangen samen volgens de lineaire transformatie (1o1) 

of 

x2 = t .. x. 
J. l.J J 

det( t .. ) :/: O o 
l.J 

Deze transformaties vormen een groep, de affiene groepo 

Een vector v is gedefinieerd door zijn componenten v. toOoVo het stelsel J. 
X met de volgende transformatieregel 

v~ = t .. v. = J. l.J ,) 

Scalaire vermenigvuldiging en optelling van twee vectoren v(v.) en w(w.) J. J. 
is gedefinieerd als 

AV+ µw =(AV.+ µw.) J. J. 

Inderdaad volgen de componenten (Av. + µw.) J. J. dezelfde transformatieregel 

De metriek in de aldus gevormde vectorruimte wordt ingevoerd door 
ons te beperken tot de groep van orthogonale transformaties (1.17) nml. 

r = t .. x. D x. = t .. x! 
(4o4) 

t~. 
l.J J J. J J. J 

t. = t .. tk. = ojk J.J J.k J J. J. 

Tenslotte wordt de schroefzin ingevoerd door ons te beperken tot 
de kleinere groep van orthogonale transformaties waarvoor geldt 

det(t .. ) = L 
l.J 
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Voortaan gebruiken we uitsluitend deze laatste transformatiegroep, 

die van de rechtse Cartesiaanse coordinatenstelselso 

Het inwendig product van twee vectoren v. en w. wordt gedefinieerd 
J_ J_ 

als 

v.w. 0 
J_ J_ 

Inderdaad is deze uitdrukking een (invariante) scalar welke dus niet 

van de keuze van het assenstelsel afhangto 

Bewijsg v?w!.. = t .. t.k v. wk =o "k v. wk = v.w. o 
1 ~ 1J J_ J J J 1 1 

De verificatie van de in de vorige paragrafen besp~oken axioma 9 s 

en eigenschappen zijn aan de lezer overgelateno De bespreking van het 

uitwendig product zal bij de behandeling van de tensoralgebra worden 

gegeveno 

5o Tensoralgebra 

We leggen aan onze beschouwingen de transformatiegroep van rechtse 

Cartesiaanse assenstelsels ten grondslago Deze is bepaald door de for­

mules (4o4) en (4c5)o 

Een tensor T van de orde m is gedefinieerd door zijn componenten1 

T. . . toOoVo het stelsel X met de volgende transformatieregel 
1 1 i 2 o o o im 

0 • 0 

Een tensor van de orde m bezit dus 3m componenteno Een tensor van de 

orde nul is een (invariante) scalar welke bij transformatie niet ver­

anderto 

Een tensor van de orde een is een vectoro 

Een voorbeeld van een tensor van de orde twee is o .. o Deze tensor is 
1J 

invariant bij transformatie• 

Inderdaad is 

t.,. t.,. o. J. 
J_J_ JJ J_ 
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Een voorbeeld van een (invariante) tensor van de orde drie wordt gele-

verd door het e-symbool e .. k dat gedefinieerd wordt als 
1J 

x, x2 x3 

{5o2) Y1 Y2 Y3 = Eijk x. yj Zko 1 

z, z2 z3 

{

o bij twee of drie gelijke indices 

eijk = 1 bij even permutatie 1, 2, 3 

-1 bij oneven permutatie van 1, 2, 3 

De tensoreigenschap van e. "k volgt uit de identiteit 
1J 

= 

Een ander voorbeeld van een tensor van de tweede orde wordt verkregen 

als het zgno direct product v.w. van twee vectoren v en Wo 
1 J 

Inderdaad geldt de transformatieregel 

v. 1 w.j = t. 1 • t. 1 • v. w •• 
1 J 1 1 J J 1 J 

Dit is een bijzonder geval van het direct product van twee willekeurige 

tensoreno 

Voorbeeld: 

s. 'kl 1J m T •. Ukl 1J m 

De transformatieregels van T en U leiden onmiddellijk tot de tensortrans­

formatie van So 

Op voor de hand liggende wijze kunnen we een tensor met een scalar 

vermenigvuldigen en kunnen we twee tensoren van dezelfde orde optellen. 

Aldus kunnen we bijv. uit T. 'k en U. "k de tensor AT .. k + µU. "k afleiden. 
1J 1J 1J 1J 
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Contractie van een tensor betekent dat twee indices gelijkgesteld 

wordeno De sommatieconventie hierop toegepast leidt tot een tensor waar­

van de orde met twee verlaagd iso 

Voorbeeld: Uit Tijkl leiden we door contractie k = 1 de volgende tensor 

af' S .. = T .. kk. 
1J 1J 

Dat S .. een tensor is blijkt aoVo 
1J 

= t. t. o T = t. t. S o 
1p Jq rs pqrs 1p Jq pq 

We geven de volgende toepassingen. 

ao De vectoren v. en w. bepalen een tensor v.w .• 
1 1 1 J 

Contractie levert een tensor van de orde nul d.i. een invariante scalar 

v.w., het inwendig producta 
1 1 

b. Uit de tensor E. 'k 
- 1J 

en de vectoren v. en w. volgt de tensor e .. k v
1 

w • 
1 1 1J m 

Tweemalige contractie geeft de vector eijk vjwk, het uitwendig product 

( verg. 2 o 11 ) • 

Co Contractie van de tensor eijk e1mn leidt tot de tensor eijp eklp• 

Zender moeite blijkt dat 

Uit deze betrekking volgt de regel 

+ (+y +) +(+ +) +(+ +) x x x z = y z • x - z x 0 y 0 

We gaan nu nog wat nader in op tensoren van de tweede orde T ..• 
1J 

Voor deze tensoren kunnen we ook de matrixnotatie bezigen · 

T11 T12 T13 

(5.6) (T .. ) = T21 T22 T23 0 

1J 

T31 T32 T33 

De tensor heet symmetrisch als T .. = T .. en anti-symmetrisch als 
1J J1 

T •• = -T •.• 
1J J1 

Aangezien 

(5.7) T .. = HT .. +T .. ) + HT .. -T .. ), 
1J 1J J1 1J J1 
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kunnen we elke tensor schrijven als de som van een symm.etrische en een 
anti-symm.etrische tensoro 

Uit een tensor T .. kunnen we een invariante scalar 
l.J 

en een (invariante) vector 

afleidena 

De soalar o .. T .. heet het spoor van T .. o Voor een symm.etrische tensor 
l.J l.J l.J 

is E:ijk Tjk :: Oo De symm.etrie is dus een invariante eigenschap. 
We beschouwen nu alleen symm.etrische tensoreno Aan zo'n tensor kan 

men de volgende tweedegraadsvorm toevoegen 

(5c 10) T(x) :: T .. x. X.o 
l.J l. J 

Aan een symm.etrische tensor in de oorsprong 0 kan men dus het meetkundig 

beeld verbinden van een tweedegraadsoppervlak 9 bijvo T(x) = 1, waarvan 
0 het middelpunt iso Dit kan een drieassige hyperboloide of een eilip­
soide zijn, Bij de meeste toepassingen geldt het laatsteo De hoofdassen­

transformatie van een dergelijk oppervlak geeft de mogelijkheid een dus­
danig assenstelsel te vinden dat de componenten met ongelijke indices 
verd:wiJneno DoWcZ• het is mogelijk de tensor aoVo op hoofdassen te trans­

formeren 

(5.11) (T .. ) = 
l.J 

met als representatieve kwadriek 

(5o12) 

0 0 

0 

0 

Een tensor met A1 = A2 = A
3

, meetkundig corresponderend met een bol, 
heet isotroopo De tensor o .• is een voorbeeld van een isotrope tensor. 

l.J 
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In de fysica wordt de spanningstoestand in een elastisch medium beschre­

ven door een met een drie-assige ellipsoide corresponderende tensor. 

De hydrostatische druk in een vloeistof is een isotrope tensor p o ..• 
1J 

Opgaven 

1o Een systeem T •• dat een willekeurige vector a. in een andere vector 
1J 1 

b. overvoert volgens T .. a. = b. is een tensor. 
1 1J J 1 

2o Een systeem T. "k dat een willekurige tensor van de tweede orde A .. 
1J 1J 

in een vector b. transformeert volgens T. "k A. = b. is een tensor. 
1 1J Jk 1 

60 Ruimtekrommen 

Hoewel de meeste beschouwingen in deze paragraaf onafhankelijk zijn van 

het gebruikte coordinatenstelsel is het vaak prettig een vast Cartesiaans 

coordinatenstelsel ox
1
x

2
x

3 
gekozen te denken. Een ruimtekromme is bepaald 

door een vector welke van een parameter t afhangt. 

~ = ~(t) 
+ 

of in componenten x. = r.(t). In de meetkundige representatie is x de 
1 1 

pijl OP waarbij P de ruimtekromme doorloopt. 

Het boogelement ds van de ruimtekromme is bepaald door 

De booglengte van 

(6,3) 

ds = 1~1 dt • 

P(t ) tot P(t) is dus 
0 

B = J: li(T)I dT 

0 

Voor theoretische doeleinden kunnen we voor de parameter t de booglengte 

s, gemeten vanuit een willekeurig begin, gekozen denken. Uit (6.2) volgt 

111 = 1 ~f 
~2 
r = 1 

d ?r ~s h "d t .w.z. • een een ei svec ore 
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Uit t = lim(~(s + 6s)-~(s)}/6s volgt dat t de richting van de raaklijn 
in P heeft, 

Volgens Taylor is 

Het vlak door drie naburige punten die in de limiet in P samenvallen be-
+ + 7. • vat de vectoren r, r en re Aldus is het osculatievlak dat in P een drie-

puntige aanraking heeft bepaald door 

Uit (6c4) volgt door differentiatie 

De vector ~ staat dus 

P de hoofdnormaal. We 

p de kromtestraalo We 

p~(s)o We definieren 

loodrecht op de raaklijnenvector f en bepaalt in 

I*( ) I -1 -1 . stellen r s = p en noemen p de kromming en 

beschikken nu in P over de eenheidsvectoren t(s), 

~2 = p°f:(s)~ 

De eenheidsvectoren ~. in P vormen een orthogonaal drietal, het zgno 
1 

trieder van Serret-Freneto 

Van fundamenteel belang zijn de volgende formules 

cl> 1 + 
n, = 'P n2 

(609) -t- 1 + 1 + 
n2 = ... - n +-n 

p 1 T 3 
-;- 1 -l> 

n3 = = - n T 2 
-+ De eerste van dit drietal is niets anders dan de definitie van n2 , 

De derde formule volgt uit het gemakkelijk te bewijzen feit dat 
.... -+ .... -+ • ' " • ' -1 n

3 
n1 = n

3 
, n

3 
= 0, De evenredigheidscoefficient T heet de torsie 

en r de torsiestraaL De tweede formule volgt uit h~ ~ = 0 en 1 ? .... -+ 7 -1 ~ + -+ ~ -n2 n1 = -n2 , n1 = -P en n2 n
3 

= -n2 o n
3 

= T Het teken van T is 
zodanig gekozen dat bij een rechtse schroef een positieve torsie past. 
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norm.aalvlak 

N 

osculatievlak 

Voorbeeld x 1 =a cos cas t x2 =a sin cas 9 x
3 

= P s 

is voor 0 < c < 1 een rechtsdraaiende schroef met de x
3 

- as als schroef­

as = De parameter s is de booglengte, 

Er geldt 

Hieruit volgt p 
• + ? 

U:i.t n
1 

= r en 

f = ( • c s 
-c sin - a 

c s \~) • c cos 7 • V 1 - c 

2 
~ = (- .£.... a 

2 = a/c , 

ii = p~ volgt 
2 

CS 
COS - II a 

2 c --a 
• CS O) sin ........ 9 • 

a 

+ ( \ r;--:2 . CS \ r;--:21 2 CS ) 
n3 : v 1 - C SJ.n a 9 "" v I - C COS a j C 

Uit de laatste formule van (609) volgt voor de torsie 

,-1 = a-1 c p o 

Zeals bekend bepalen vier punten een bol en drie punten een bol­

lenbundel ~ d.woZo een verzameling bollen met een gemeenschappelijke 

snijcirkel. In het bijzonder bepalen drie in P samenvallende punten van 

de ruimtekromme een bundel van bollen welke met de ruimtekromme drie in 

P samenvallende punten gemeen hebben 9 doWoZo aan de ruimtekromme in P 

osculereno De snijcirkel van de bundel is de kromtecirkel en ligt in het 

osculatievlak. We zullen bewijzen dat de straal van de kromtecirkel p 

is, 

Een bol met middelpunt M(~) en straal R heeft de vergelijking 
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-+ -+2 2 
(x - m) - R = 0, 

Osculatie met de ruimtekromme i = ;(s) betekent 

+ -+ 2 2 (r - m) - R = 0 

(6,11) (; - ~) c 11 1 = 0 

c; -+ ~2 
- m) ' -+ 1 = 0 p 

Hieruit volgt dat M op de volgende rechte ligt 

(6,12) 

Het middelpunt van de kromtecirkel is dus (A = 0) 

Het exemplaar uit de bundel met vierpuntige aanraking wordt bepaald door 

+ -+ n3 , 
(r - m) , - + p = 0 

t 

Het middelpunt van deze hyperosculerende bol is dus 

7, Kinematica 

We kiezen een vast Cartesisch assenstelsel ox
1
x

2
x

3
• De beweging van een 

willekeurig punt P langs een ruimtekromme is bepaald door (6c1) 9 d,w.z, 
-+ -+ 
x = r(t) 

waarbij t de tijd is, De eenheidsvectoren n1 en n2 resp. langs raaklijn 
en hoofdnormaal schrijven we hier als t en n, 
Differentiatie van (7,1) geeft voor de snelheidsvector 

Hierbij is v = ds/dt de snelheid langs de baan. Differentiatie van (7.2) 
geeft i.v,m, (6.9) voor de versnellingsvector 
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2 
-+ -+ v + 
a=at+- n 

p 

2 2 
waarbij a = d s/dt de versnelling langs de baan iso 

Z1'J' ..pf • + een eenhe1dsvectoro De drager van f beschouwen we a.ls de 

rotatie-as 1 van een dr~ng waarbij het punt P een cirkel om 1 beschrijft, 

Bij een infinitesimale rota.tie om 1 over een hoek dQ> gaat P(;) over in 

Q(~ + d~) waarbij de infinitesimale vector P Q(d;) blijkbaa.r voldoet 

aan 

{(o4) 
+ + -+ 

dr = f dcp x ro 

Delen we beide leden door dt en vervangen we dcp/dt door w9 de hoeksnel-
+ + 0 Q 

heid& en vervolgens wf door w dan verkriJgen we 

We beschouwen een tweede coordinatenstelsel ox;x:?3 dat tcOoV c 

<· 
ox1x2x3 

een beweging uitvoerto We zullen eerst laten zien dat deze be-

weging steeds opgevat kan.worden als een continue reeks van infinite­

simale rotatieso Daartoe onderzoeken we de beweging van de eenheidsvec-
+ 

toren e?o Een eenvoudige berekening toont a.an dater coefficienten a 9 
1 

$ ~Y bestaan zodanig qat 

i" ~ -+ -+ 

e1 = yeg + $eW 
2 3 

(706) 1"9 -+ + 
e2 = -yeU + aeg 

1 3 

1', + + 
e3 = ... $e' - ae 9 

1 2 

Uit het nul zijn van de coefficienten-determinant volgt dat de vectoren 

.g~ in ~~n vlak liggen. Gemakkelijk is in te zien dat er een vector w 
l. 

bestaat loodrecht op dit vlak zodanig dat 

"t + -+ e!=w><e,o 
1 1 

Vergelijking met (7,5) leert dat het systeem op elk tijdstip teen infi= 

nitesimale rotatie om de rotatieas ~ uitvoerto Deze as ha.ngt zelf van 

de tijd a.f en beschrijft in het vaste systeem een kegel K en in het bewe­

gend.e systeem een kegel K' a De beweging kan nu opgevat worden als een 
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een rollen van de kegel K1 over Ko 

Een bewegend punt P in het bewegende systeem kunnen we 

door 

De componenten xr bepalen de relatieve beweging van P in ox;x2x3, De 

absolute beweging van Pin ox1x2x3 
volgt.door de eenheidsvectoren ~i 

als tijdsa.fhankelijke vectoren in ox
1
x
2
x

3 
te beschoowen­

Gebruikmakend van (7o7) volgt uit (7c8) voor de absolute snelheid; 
a 

en de relatieve snelheid ~ (x!) 
r l. 

""' Differentieren we nogma.als dan volgt voor de absolute versnelling a 
a 

en de relatieve versnelling ~ (x!) 
r i 

-+ + + -+ + + + "'Ii' + a =a + 2w xv + w x (w x r} + ~ x re a r r 

Is P vast verbonden aan het bewegende systeem dan heet de absolute ver-
-r 

snelling de sleepversnelling a o s 
Dus 

(7o11) + -+ -+ + "t -+ 
a = w x (w x r) + w x ro s 

We kunnen (7o10) nu schrijven als 
+ -? 
a =a a r 

+ 
+ a s 

-+ + 
+ 2w x v 

r 

De laatste term van het rechterlid heet de versnelling van Corioliso 

8. GebJ?&e:r:, ylakken 

In deze paragraaf beschouwen we enkele eigenschappen van oppervlakken. 

Deze kunnen in parametervormvoorgesteld worden door x. = r.(u 9 v) 
J. J. 

of in symbolische schrijfwijze 

-+ -+ 
x = r(u, v) 

Een kromme op het oppervlak kunnen we bepalen door u en v als functies 

van een parameter t te beschouwen 
<-
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(8,2) u = u(t) v 1111 v(t) o 

De kromme heeft dus als parameter- vergelijking 

~ =; {u(t) 9 v(t)}. 

De raaklijn~vector is 

(804) ~u ~ + ;v t 
+ + • 

en sta.a.t dus loodteoht op de vector r x r " K1ezen we op het oppervlak 
u v 

een punt P en beschouwen we de raa.klijnen in P aan door P gaande krom-

men op bet oppervlak 4111 liggen deze allen in het door ru en rv bepaal­

de vlak 9 het raakvlak in P: 
+ + + + 

( 80 5) x • r + Ar + 'IJr • u v 
. + 

Het lijneiement ds gevormd door twee naburige punten P(r) en 

(+ +) • Q r + dr op bet oppervlak is bepaald door 

2 +2 + + 2 
(8.6) ds = (dr) = (rudu + rvdv) 9 

zodat we kunnen schrijven 

(807) ds2 = E du2 + 2 F du dv + G dv2 • 

waarbij E& F en G bepaald zijn door 
+ ... + + + + 

(8.8) E = r o r 9 F = r o r 9 G = rv. rv u u u v 
+ + 

De normaalvector r x r hee:f't de kwadraatlengte 
u v 

(8.9) (; x ; )2 • ; 2 ; 2 - (; o ; )
2 = EG • F2 • 

u v u v u v 
• • + 

We kunnen due als eenhe1ds-normaalvector invoeren de vector e bepaald 

door 

(8.10) + e a 

In bet zeer speciale geval dat het beschouwde oppervlak juist het 

x3-vlak is kunnen we u en v opvatten als 4e Cartesiaanse co5rdinaten 

x
1 

en x2• Zijn ;
1
,·:2, ;

3 
de eenheidsvectoren van het Cartesiaanse co8r­

dinatenstelsel dan reducee:rt (8.1) zich tot 
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• 
( 80 11) 

-+ + + + zodat ru = e 1 en rv = -e2 o. We hebben dus E = 1 9 F = Os G = zodat (807) 
zich vereenvoudigt tot de stelling van Pythagoras. 

Keren we weer terug tot het algemeae geval dan vormen de krommen 

u = constant en v = constant op het beschouwde oppervlak een generalisa-

tie van de rechten x
1 

= constant en x2 = constant op het x
3
-vlako 

Het oppervlak-element do is een infinitesimaal parallelogram gevormd 

door de parameterkrommen u, u + du, v, v + dvo De grootte is bepaald 
. + (+ + ) . (8 ) door het tripel-product eo r X r du dv zodat 1cVoIDo c10 u v 

(8, 12) da = (EG - F2 )~ du dv, 

Bij beschouwingen over de kromming in P van door P gaande krornmen 
+ op het oppervlak speelt de verandering van e een rolo 

Daartoe voeren we nieuwe symbolen L, M, N in welke bepaald zijn door 
+ + + + + + + + (8013) L = -r c e , 2M = -r • e - r • e , N = -r • e • u u u v vu v 

Met behulp van deze symbolen kunnen we schrijven 

(8, 14) + + 2 2 -dr • de = L du + 2M du dv + N dv • 

Doorga~s noeltlt .. men het ri::chterlid van (8.7) de eerste•fundamentaalvorm 
en dat van (8.14) de tweede fundamentaalvorm, 

We beschouwen nu een of andere kromm.e op het oppervlak welke door 

P gaato De eenheidsvectoren volgens raaklijn, hoofdnormaal en binormaal 
. . + + + in P duiden we aan met resp. t, n en b, 

Voor alle punten van de kromme geldt uiteraard 

(8.15) + + 
t , e = 0 • 

Differentiatie van deze uitdrukking langs de kromme, d,w.z. naar de 

booglengte-parameter s gee~ 

(8016) 

zodat volgens (8q7) en (8.14) 

v 
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L du2 + 2M du dv + N dv2 

E du2 + 2F du dv + G dv2 

Het opmerkelijke van deze voor de krommingstheorie uiterst belangrijke 

formule is dat het rechterlid alleen van de vorm van het oppervlak in 

P afhangt en niet van de door P gaande kromme, 

Als eerste belangrijke conclusie vermelden we: 

Alle krommen welke in Phetzelfde osculatievlak bezitten hebben dezelf­

de kromming in P, 

Het is dus in·zekere zin voor de k~earie voldoende wanneer we ons 

beperken tot vlakke doorsneden, Kiezen we de vlakke doorsneden met een 

gemeenschappelijke tangent!, d,woZo een vlakkenwaaier, dan volgt uit 

(8, n) 
cos e 
~~- = constant 

p' 

waarbij e de hoek tussen de oppervl~~ormaal ~ en het snijvlak isc Uit 

deze formule volgt dat qij zogenaa.mde normaaldoorsneden dowoz. snijvlak­
+ 

ken door de oppervlaknormaal e de kromtestraal p maximaal iso Noemen 

we deze kromtestraal R dan is dus 

p = R cos 6 , 

hetgeen bekend staat als de stelling van Meusnier. 

Uiteindelijk kunnen we ons dus beperken tot normaaldoorsneden waarbij 

dus de kromtestraal R alleen afhangt van de richting t = dv/du van t, 
Uit (Bo 17) volgt 

(8: 19) 

of 

R = E + 2F t + G t
2 

L + 2M t + N t 2 

(RN = G)t2 + 2(RM - F)t + (RL - E) = Oo 

Een maximale of minimale waarde van R treedt op als 

2 (RM - F) = (RN - G)(RL - E) 

of 

{8c22} 
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De twee hieruit volgende extrema R1 2 , i.h.a. een maximum en een mini­
' mum, heten de hoofdkromtestralen in het beschouwde punt. 

Gewoonlijk noemt men K = 1/R
1
R

2 
de kromming volgens Gauss en H = R1 1 + 

-1 0 0 + R
2 

de gem1ddelde kromm1ng, 

Gemakkelijk volgt uit (8c22) dat o~a. 

Opgave,. 

Ga een en and er 

2H = EN - 2 FM + GL 
EG - F

2 

na voor de torus 

(a +b cos v)cos 

y = (a + b cos v)sin 

u 

u r= 
z = b sin v (a>b>O). 

9. De·nabla ... ogerator 

Is in ieder punt· van de ruimte, of althans een deel van de ruimte, een 
tensor To • o (x

1
, x

2
, x

3
) gegeven dan spreken we van een tensorveld. 

1112···1 
Ter wille van demeenvoud nemen we aan dat de tensorcomponenten voldoende 

vaak continu differentieerbare functies zijn·voor de gehele ruimtet des­

noods met uitzondering van tmkele pU?lte~$ lijneri of vlakkett. 

We 

aan dat 

a a a voeren nu de nabla-operator V(-;-- , ~ , a) ox
1 ox

2 
x

3 
deze operator zich als een vector gedraagt. 

in en we tonen 

Inderdaad geldt bij coordinatentransformatie volgens de kettingregel 

a a ax. a 
--r = -- -1..iJ. = t .. ~x. , ax. ax . ax. 1J o 

1 J 1 J 

zodat ~ de transformatieregel van een vector volgt. ox. 
Uit dit 1 feit volgt onmiddellijk 

Hoofdre5el 

De partiele 

bepalen een 

afgeleiden ~ van een tensor T. . . xj 1 11 2 ••• im 

tensor van de orde m + 1. 

van de me or de 
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We passen deze regel meteen toe op een aa.ntal belangrijke eenvou­

dige gevallen en wel die waarbij T een scalar of een vector iso 

1c scalarveld s(x
1

, x2 ~ x
3

) 
as 

Volgens de hoofdregel bepaalt het scalarveld s het vectorveld Vs of ';"""""'o ox. 
De vector Vs noemt men de gradient van de scalar s. Bij sommige be- 1 

schouwingen spreekt men iepcVo een scalarveld van een potentiaalveldo 

Hierbij is _het gebruikelijk de uit de potentiaal s afgeleide vector van 

een min~teken te voorzienc 
-+ 

Men zegt dan dat het vectorveld v af geleid is van een potentiaal s in-
• -+ 

dien v = -Vs. 

Aan de gradient· van een scalarveld kan men een meetkundige betekenis 

hechten. De vlakken s(x
1

, x29 x
3

) =constant vormen de zogenaamde niveau­

vlakken (aequipotentiaalvlakken). Door een punt P(x
1

, x2 , x
3

) gaat juist 

een aequipotentiaalvlakc Is Q(x
1 

+ ;
1

, x
2 

+ ~2 , x
3 

+ ~ 3 ) een naburig 

punt dan geldt de ontwikkeling van Taylor 

as(P} a ~.+ooo x. 1 
s(Q) = s(P) + 

1 

Ligt Q dicht bij P op het door P gaande aequipotentiaalvlak dan is 

s(Q) = s(P) en dus' is ~s ;. = 0, ox. 1 

Vatten we (; 1 ~ ; 29 ~3 ) 1 opals locale Cartesiaanse coordinaten in P 

dan is dus 
as 
~ ~. = 0 ox. 1 

1 

de vergelijking van het raakvlak in P aan het door P gaande aequipoten­

tiaal vlak. Uit (9.3) volgt dat de gradient ~s hierop loodrecht staat, 
~ ox. 

doWoZo de gradient~ is gericht volgens de1 normaal aan het door P 
ox. 

gaande aequipotentiaaivlaka Kiezen we in {9o2) Q op deze normaal zodat 

de ;.-vector dezelfde richting heeft als de gradientvector dan blijkt 
1 

dat 

las I 
ax:-1 

1 
= lim 

Q-+P 

We bespreken in dit verband nog in het kort het begrip richtingsafgeleide, 
-+ 

We nemen aan dat f(f1s f 29 r
3

) een eenheidsvector iso 
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De richtingsafgeleide in de richting f van de potentiaalfunctie 

s(x 1 j x29 x
3

) in het punt P(x1, x2 ~ x
3

) is gedefinieerd als 

Cls l" - = im 
s(x

1 
+ £f

1
,x

2 
+ £f

2
,x

3 
+ £f

3
) - s{x

1
, x

2
, x

3
) 

(lf 0 
£+ 

£ 

Uit (9,2) volgt onmiddellijk dat we deze richtingsafgeleide kunnen schrij­

ven als 

~ = ~ f. = f , 'ils , ar Clx. 1 
J. 

. as t'7 Tenslotte merken we op dat naast de twee notaties ~ en vs voor de ox. 
gradient van s ook de symbolische notatie grads veel1 gebruikt wordt. 

2. vectorveld + 
v(x

1
, x2 ~ x

3
) 

Passen we volgens de hoofdregel de 'ii-operator toe op een vectorveld 

; dan kunnen we een scalarveld V • f en een nieuw vectorveld 'il ~ ~ af­

leiden. De scalar v • ~ heet de divergentie van ~ oak wel geschreven 

als div 

De vector 'il x ~ heet de rotatie van ~ ook wel geschreven als rot ~ of 

curl 

Gebruimakend van de index-methode vormen we uit de vector v. de tensor 
J. 

...1.... v., Door contractie vormen we hieruit de divergentie welke nu ax, J av. 
ge~chreven wordt a.ls ~ • 

oX. 
J. 

De rotatie wordt hieruit . -1... afgeleid als E··k vk. 
J.J ax. 

De meetkundige betekenis 

handelen. 

J 
van divergentie en rotatie zullen we later be-

We vatten de verschillende notaties hieronder nog even samen. 

vs - grad s -1.:! 
ax. 

J. 

av. 
+ div + J. v 0 v = v -ax. 

J. 

+ rot ->- curl + avk 
'il x v = v = v €ijk ax. 

J 
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Uiteraard kunnen we de V-operator meer dan ~~n keer toepassen, In 

het bijzonder kll1'nen we uit een gradientveld weer de divergentie en de 

rotatie vormeno Hierbij maken we gebruik van de operator van Laplace 

A welke gedefinieerd is als 

(9o 10) 

Aldus heeft men 

div grad s = As, rot grad s = Oo 

Tenslotte vermelden we nog de gema.kkelijk te verifieren formules 

' + + . + + 
div rot v = 0 5 rot rot v • grad div Y • Avo 

10 a Intee;ratie 

Een scalarfunctie •(x1
, x2

, x
3

) kunnen we integreren over een ruimte­

kromme, een gebogen opp~rvlak en een deel van de ruimteo 

Bij integratie over een ruimtekromme xi = xi(s) integreren we doorgaans 

naar de booglengte s en schrijven we 

f 
sB 

•ds = •fx1(s), x2 (s), x3(s)} dso 
SA 

Bij somm.ige beschouwingen is het nodig een vectoriele lijnintegraal te 

gebruiken waarbij het boogelement een infinitesimale vector d; iso 
+ 

Is t de eenheidsvector langs de raa.klijn d~n is dus 

+ + 
ds = t ds 

en schrijven we 

(10a2) . JAB + fB •ds = A •t dsa 

Feitelijk stelt dit een lijnintegraal van een vectorfunctie voor 9 maar 

het is duidelijk wat hieronder verstaan moet wordeno Algemeen is de lijn-

integraal van een tensorfunctie over een ruimtekromme de lijnintegraal 

van elk van zijn componentena 
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Uiteraard kunnen we (10o2) ook opvatten als de limiet van een eindige 

vectoriele somo Is de ruimtekromme bepaald door de parametervergelijking 

;{t) waarbij t niet noodzakelijk de booglengte is dan is 

-+ ~ ds = r dt 

en kunnen we (10o2) vervangen door 

Bij integratie over een gesloten ruimtekromme bezigen we de notatie van 

de kringintegraal f o 

Bij integratie van een vectorveld-; over e.en ruimtekromme ;( s) ontmoe­

ten we vaak het volgende type 

-+ + 
V o dso 

+ 
Is bijvo v een krachtveld dan stelt (10c5) de verrichte arbeid voor bij 

beweging van een eenheid van massa van A naar B langs de ruimtekromme. 

Bij integratie van een scalarfunctie $ over een deel van een ge­

bogen oppervlak maken we gebruik van de parameter voorstelling (8a3)o 

Volgens (8,12) kunnen we schrijven 

fJ +do = ff + ~ii,G - ,." du dv, 

waarbij E9 F en G door (8.8) gegeven zijno 

Door (1006) is integratie over het gebogen oppervlak ~ = ;(u, v) te­

ruggebracht tot integratie in het beeldvlak (u, v) waarbij u en v als 

rechthoekige coordinaten kunnen warden beschouwdo 

Bij sommige beschouwingen is het nuttig een vectoriele oppervlakte-inte­

graal toe te passen waarbij het vlakelement een vectoriele betekenis 
-I> c+ 

dcr heeft, Is namelijk n de eenheidsnormaal in een punt van het opper-

vlak (zie (8,10)) dan is 

-+ -+ 
do = n do 

We schrijven analoog aan (10o2) 
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(1008) ff ~dd =If ~~ do. 

We kunnen hierbij weer dezelfde opmerking ma.ken als boven dat integra­

tie van een tensorveld de integratie van· alle componenten betekentc 
. . + . + 

Bij integratie van een vectorveld v over een gebogen oppervlak r(u, v) 

ontmoeten we vaa.k het volgende type 

(10o9) 
+ 
n · do o 

Uit (8010) volgt dat we hiervoor kunnen schrijven 

De volume-integraal 

(10011) 

+ + 
o r x r 

u v du dv o 

waarbij geintegreerd wordt·over een deel van de ruimte geeft geen a•l$iding 

tot bijzondere opmerkingeno 

110 Greeni Gauss, Stokes 

De stellingen van Green en Gauss welke we eerst zullen behandelen be­

rusten op een eenvoudig·lemma.:dat·betrekking· heeft op de omzetting van 

een volume-integraal in·een·oppervla.kte-integraal. 

Bij het analogon in R
2 

is dit de transformatie van een gebiedintegraal 

in eerr lijnintegraalo We beschouwen eerst het R2-geval. Het is hierbij 

nodig·zogenaamde normaalgebieden te bescho~weno Een normaalgebied is 

een enkelvoudig samenhangend gebied omsloten door een·eivormige rand­

kromme welke door een willekeurige snijlijn in precies twee punten ge­

sneden wordt o 

Voor een normaalgebied G met randkromme C geldt bij integratie van een 

scalarveld ~(x1 , x2 ) het lemma 

{1101) 
+ 
n a ds \} 

,. 
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waarbij ~ de eenheidsnormaal in een punt van C iso 
Wordt C in positieve zin doorlopeni dan wijst ~ naar buitenc 

n 

Voor het bewijs van (11o1) is het voldoende de x
1-component te beschou­

weno Snijdt een horizonte.al x
2 = constant C in L (links) en R {rechts) 

dan is 

a 
~ a dx 1 dx2 = ox

1 e 

Aangezien voor het rechterdeel van C geldt dx2 = n 1ds,voor het linker­
deel dx2 = =n1ds kan de laatst verkregen term in bovenstaande herlei­
ding geschreven worden als 

JR a n1ds + JL a n 1ds = f c a n1ds. 

Men ziet gemakkelijk in dat het bovenstaande lemma eveneens geldt voor 
gebieden welke uit een eindig aantal normaalgebieden samengesteld zijn. 
Als voorbeeld beschouwen we een ringvormig gebied begrensd door twee 
krommen c1 en c2 

'" 
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We kunnen dit gebied beschouwen als het verschil van twee normaalge­

biedeno Bij toepassing van (11o1) moeten we C opvatten als de som van 

c1 doorlopen in positieve zin en c2 doorlopen in negatieve zino 

Bij de vereniging van twee normaalgebieden moet men bedenken dat in het 

tweede lid van (11o1) de bijdragSlover de gemeenschappelijke grens te­

gen elkaar wegvallen zoals onderstaande figuur laat zieno 

lent 

met 

In drie dimensies gelden soortgelijke overwegingeno 

Hierbij beschouwen·we norm.aalgebieden in de vorm van ovoiden. 

Het analogon van (11a1) is 

( 11o2) 
-+ 
n a. 4a o 

Bij het bewijs kunnen we ons tot dat van ~en component beperkeno Ana­

loog aan da.t van het tweedimensionale geval ma.ken we hier gebruik van 

dx2 dx3 = !. n1 da met + voor rechts en - voor links. 

Op min of meer mechanische wijze volgen uit (11.1) en (11o2) een 

aantal belangrijke stellingen:welke gewoonlijk ~:t." Gauss (soms 

Ostrogradsky) en Green genoemd wordeno We beperken ons tot het driedi­

mensionale gevala Vervangen we a door een vectorveld a. da.n volgt uit 
l. 

(11o2) natuurlijk 

(11o3) 

Contractie t = j geeft de stelling van 

(11o4} III :;t 
l. 

of in symbolische notatie 

Gauss 

a. do. 
l. 
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of ook wel 

( 1 L4b) 

III 
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+ 
div a dt = J f ~ 

Uf- v , -: 
J J 

Zijn a en b gegven scalarvelden dan kunnen we voor a. in (11,3) het 
ab J vectorveld a ~ substitueren, Hieruit volgt 
J 

ff f a ff a ni ~~. doc 
J 

Contractie i = j geeft de eerste) stelling van Green (verg, (906)) 

( 1 L6) If fa 6 b dt +ff f Va cV b dT = JJ,a ~ dcr~ 
waarbij dus a/an differentiatie langs de naar buiten gerichte normaal 
aanduidt, 

Verwisselen we a en b dan leidt aftrekking tot de (tweede) stelling 

van Green 

( 1L7) Jf f a 8 b - b 6 ad T =ff {a~ - b ~)dcro 
Bij toepassing van de genoemde stellingen dient men te bedenken dat deze 
alleen gelden voor velden welke in de beschouwde gebieden vrij van sin­

gularitei ten zijn~ d:W:Zo velden welke door iohoa, twee maal continue 

differentieerbare functies bepaald zijnc 

Volgens de ~tel±_ing van Stokes~ welke alleen in R~ van interesse 
is~ geldt onder ruim.e voorwaarden voor een vectorveld a 

(f rot ~ , do = ~ 
J s Jc 

+ + 
a c ds , 

waarbij S een gebogen oppervlak is dat begrensd wordt door de rand-

kromme Cc Hierbij dient de omloopszin van C aangepast te worden aan 
de orientatie van S volgens de rechtse schroefc 

De voorwaarden van de geldigheid van (11,8) blijken vanzelf uit die 
van het navolgende bewijs, 

Volgens (10c10) kan het linkerlid van (11,8) geschreven worden als 
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ff (~u x f,)o(V x :)du dv =ff e:. Ok e:. r . r k a a du dvo 
,, 1J J.pq UJ V p q 

Met toepassing van (5o4) kunnen we hiervoor schrijven 

+ -+ 
aa -+ aa) 
~ ""' r " ~v du dv = 
aU U dV 

Op de laatste uitdrukking passen we de twee-dimensionale stelling van 

Gauss toeo Is(n19 n2 ) de eenheidsnorma,al·vanderandkromme in het (u 9 v)­

vlak en (t 1$ t 2 ) de eenheidsvector langs de raaklijn, dan is de laatst 

verkregen uitdrukking gelijk aan 

= f { c: -+ -+ -+ } 
o ru)t 1 + (a o rv)t2 d s(u, v) = 

f 
-+ + f; + dv f + -+ 

= a (r + r d)ds = a t ds , 
U ·S V S 

waarbij t de eenheidstangent aa.n de ruimtekromme is, 

De stelling van Stokes welke hiermee bewezen is kunnen we ook schrijven 

als 

( 11c9-) f -+ + f c 
+ + 

S n o rot a do = t 0 a dso 

of' 

(1L10) f s 

aak 
f ai d e:. "kn. a do = x., 

l.J l. x. l. 
J 

Met behulp van de stellingen van Gauss en Stokes kunnen we nu ook een 

andere iets meer meetkundige interpretatie geven van de begrippen di­

vergentie en rotatie in een punt. P van een vectorveld ;. Kiezen we om 

P een klein volume-elementje, bijv. een bolletje V met straal e:, dan 
e: 

volgt uit de stelling van Gauss (11.2) dat 

f 
-+ -+ 
n • v do 

I • + o s 
dl.V V = lJ.m --=-y-.......... 

e:-+O e: 
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Kiezen we analoog door P een georienteerd klein vlakelementje bijv. 

een cirkel S met straal E, dan geldt volgens de stelling van Stokes 
E 

( 1 L9) 

(1L12) 
-+ 
n 

-+ 
rot v 

= lim ... f _-+_t_, .,..t_d_s_ 
g-+Q SE 

-+ • + Aldus vinden we de projectie van rot v langs de eenheidsnormaal n van 

S o Voor de volledige bepaling van de rotatie moeten we dus drie vlak­
E 

elementjes gebruiken, 

12c Scalarpotentiaal en vectorpotentiaal 
-+ 

Voor een vectorveld v dat van een potentiaal ~(x1 , x21 x
3

) afgeleid is 
-+ volgens v = grad $ geldt blijkens (9o11) 

(12c1) 
-+ 

rot v = Oo 

-+ We zullen nu aantonen dat omgekeerd een vectorveld v waarvoor (12a1) 

geldt van een potentiaal afgeleid kan wordena 

De voorwaarde· .( ·12. 1) is dus nodig en voldoende opdat t een gradientveld 
-+ iso In de onderstelling dat v aan de voorwaarden van de stelling van 

Stokes voldoet hebben we voor elke gesloten kromme 

(12,2) 
f + + f v c ds = O 

We kiezen een willekeurig vast punt P
0 

en vormen de lijnintegraal 

• = I: {12o3) -+ + 
v • ds 9 

0 

waarbij P(x1, x2 , x
3

) een willekeurig variabel punt is. Uit (12.2) volgt 

dat het rechterlid van (12.3) niet van de van P
0 

tot P gekozen weg af­

hangto Aldus definieert het rechterlid van (12a3) een scalarfunctie $(P)o 
Is Q(x. + 6x.) een dicht bij P(x.) gelegen punt en ondergaat $ bij over-. l 1 1 

gang van P naar Q de verandering 6$ dan is met verwaarlozing van kwa~ 

dratische en hogere termen 
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zodat inderdaad 

grad ~ = (v1, v2, v
3

)o 

Aan gezien P willekeurig gekozen kan worden is de scalaire potentiaal 
0 

$ op een addtitieve constante na bepaal.do 

Bij vele fysische problem.en komen potentiaalvelden voor welke door 

lineaire superpositie opgebouwd kunnen·worden uit het volgende poten­

tiaalveld waa.rbij het punt P
0 

een singulier punt ise doWoZo waar ~ = ~o 
Bij de wiskundige beschouwing·van.deze velden-kanmen met veel voordeel 

gebruik maken van het·fysische beeld van elkaa.r aantrekkende puntmassa'so 

Aldus is·de gravitatiepotentiaal·van een zich in P bevindend massapunt 
0 

met de massa m gelijk aan 

(12o4) m 
~ =­ppo 

Kiezen we ter wille van de eenvoud P in de·oorsprong dan hebben we dus 
0 

het potentiaalveld 

{12o5} m m 
~=r:=0 2 2 2 y x 1 + x2 + x 3 

Aan V~ kunnen we het beeld verbinden van de naar 6 

kingskracht 

(1206) 
...,. mx1 
v = grad ~ = ( - r 3 9 

gerichte aantrek-

We weten reeds dat rot ; = Oo Een eenvoudige berekening leert het in 
0 • + . 

zekere zin verrassende resultaat dat ook div v = 0 iso 

We vinden dus 
1 

f:,, - : Q II 
r 

hetgeen uiteraard in de-oorsprong geen betekenis heeft. Op de volgende 

wijze kunnen we echter toch de oorsprong in de beschouwingen betrekken. 

Zij P een willekeurig punt en V een om P geslagenvklein bolletje met mid­

delpunt P en straal t dan geldt volgens de stelling van Gauss 

Iv t:i.~dr = f 8 ri a grad ~ do. 

" 
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Verschilt P van oen is e: zo klein dat het bolletje de oorsprong niet 
bevat dan zijn beide leden van {1208) voor de potentiaal (12o5) wegens 
(12,7) gelijk aan nulc Valt daarentegen P met 0 samen dan kunnen we aan 
het linkerlid van (1208) niet meer de waarde nul geven omdat (12.7) in 
0 niet geldto Het rechterlid van (1208) kunnen we gemakkelijk berekenen 
nmlc 

o grad <P dcr ='.' J 12 d a = 4 n e:2 
8 

ar 
-m 

2 
e: 

= -4mu, 

Derhalve geldt voor elke om 0 geslagen bol 9 hoe klein ook 

{12c9) J A<PdT = -4nmo 

We drukken dit feit uit door (12o7) vollediger te schrijven als 

{ 12c 10) 

waarbij o(x1, x2 , x
3) de delta-functie van Dirac is, 

Uit de potentieral (12c4) kunnen we gemakkelijk algemenere typen 
potentiaalvelden afleiden. We kunnen bijvoorbeeld een verza.meling van 
punten P

0 
vormen die een lijn C

0 
vormen met massadichtheid µ(s

0
). Dit 

betekent dat:het·lijnelement ds de massa µ(s ~s bezitc De gravitatie-o 0 0 
potentiaal wordt nu 

(12011) <fl(P) = f c 
0 

Hiervoor geldt natuurlijk weer A<P = 0 behalve voor punten op de lijn c. 
Nog algemener kunnen we de punten P een materieel lichaa.m met de 

0 
massadichtheid µ(P )d T laten vormen, 

0 0 

De gravitatiepotentiaal wordt 

(12,12) ip(P) = f v 
0 

Bij deze uitdrukking kunnen we integratie zonder meer tot de gehele 
ruimte uitstrekken door µ = 0 te nemen waar geen massa isc De vergelijking 
(12c10) gaat nu over in de zogenaamde vergelijking van Poisson 
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+ 
Voor een vectorveld v dat afgeleid is van een zogenaamde vectorpo-
. + 

tent1aal f, d.w.z. 

(12.14) 
+ + 
v = rot f , 

geldt blijkens (9.12) 

(12.15) 
• + 

dlV V = Oo 

Het zal weer blijken dat een vectorveld waa.rvoor (12.15) geldt afgeleid 
• + 

kan worden van een vectorpotent1aal f. 

We stellen voorop dat deze vectorpotentiaal l door (12.14) zeker niet 

ondubbelzinnig bepaald is. ·Aan ! kunnen.we.zonder bezwa.a.r de gradient 
+ . . + 

van een of andere scalar g = grad <P toevoegen·aangezien immers rot g = 
= rot grad ~ = O. We kunnen deze vrijheid van keuze benutten om een 

vectorpotentiaal af te leiden waarvan de divergentie nul is. Is namelijk 

f een of andere vectorpotentiaal welke aan (12.14) voldoet da.n kunnen we 
+ "i: + .+ •• '* . + 
f vervangen door :r + g, g = grad <P waarb1J g:~t voldoen aan div g = 

= - div r, d.w.z. 

(12.16) 
• + 

t.cp = ... di v f 0 

We kunnen deze vergelijking interpreteren als de vergelijking van Pois­

son (12.12) voor de gravitatiepotentiaal van een massaverdeling met 

massadichtheid ~ div f. Volgens (12.12) is dus 

(12.17) 
<P =~ III 

v 
0 

. + div f
0 

d -r
0 

pp 
0 

Er blijft tenslotte neg het probleem een aan (12.14) voldoende vector­

potentiaal f(f 1, r
2

• r
3

) te construeren. We proberen daartoe een oplos­

sing met r
3 

: O. Uit (12.14) volgt dan 

ar
2 

ar
1 

ar
2 

ar
1 

v1 = - ax
3 

, v2 = ax
3 

' v3 = ax
1 

- Clx
2 

• (12.18) 

We kunnen dus stellen 

(12.19) J
X3 (X3 

r1 = 
0 

v2dx3 - y{x1, x2 ), r2 = - Jo v 1dx3 , r3 = o, 

waa.rbij y een nog nader te bepalen functie van x1 en x2 is. 
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De derde betrekking (12018) levert daartoe 

f 
x3 av 1 av2 

v3 = - (a + a-)dx3 
0 x, x2 

In aanmerking genomen dat volgens (12.15) V 

herleiden tot 

+ 
• v = 0 is kunnen we dit 

ay Jx3 av3 ·. 
ax2 = v3 - O ax3 dx3 = v3(x1, x2' 0) , 

waaruit gemakkelijk een oplossing voor y volgt. Inderdaad lukt het dus 

met de keuze (12.19) aan (12.14) te voldoen. 

13. Orthogonale kromliJni~e coordinaten 

Bij sommige beschouwingen· is het· gewenst van andere dan Cartesiaanse 

coordinaten gebruik te maken. Daartoe denken we de ruimte verdeeld in 

drie stelsels aequipotentiaalvlakken. 

(13.1) 

zodanig dat, afgezien van eventuele singulariteiten, door elk punt 

P(x
1

, x2 • x
3

) drie elkaar onderling loodrecht snijdende vlakken gaan. 

Gewoonlijk gaat men in de praktijk uit van de inverse transformatie 

(13.2) 

We beschouwen nu de infinitesimale omgeving van een niet singulier punt 

P dat we dus hetzij door de COOrdinaten (x
1

, x29 x
3

) Of de coordinaten 

(q
1

, q
2

, q
3

) bepaald kunnen denken. Er zijn dan in P twee locale ortho­

gonale rechtlijnige coordinatenstelsels aanwezig. Het eerste wordt ge­

vormd door de originele Cartesiaanse coordinaten waarin de infinitesi-
+ male vector ds de componenten (dx

1
, dx

2
, dx

3
) heeft. Het tweede wordt 

gevormd door de drie raaklijnen aan de door de q-vlakken gevormde snij­

lijnen. De infinitesimale vector d; heeft hierin de componenten 

(dq
1

, dq
2

, dq
3

)o 

Het verband tussen beide wordt gelegd door de betrekkingen 

ax. 
1 

dxi = aq. dqj 
J 

(13.3} 



en invers 

(13,4) 
aq. 

1 dq. = ~ dx. 
1 ax. J 

J 
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welke uit (13,1) en (13e2) door differentiatie volgen. 

De veronderstelde orthogonaliteit van de q-vlakken betekent dat 

ax. ax. 
i i_o 

aqj' aqk - . {13o5) voor j rJ k • 

ds2 kunnen we in de q-coordinaten dan schrijven als 

waa.rbij dus 
ox ax ax 

h~ = (......1.)2 + ( 2)2. + (-=-:l)2 • 
i aq. lq. aq:-

i l J. 

De overgang van het locale x-co8rdinatenstelsel tot het locale q-co8r­

dinatens telsel kunnen we dus opvatten a.ls een draaiing gevolgd door 

een vera.ndering van de eenheidsvectoren met de factoren h1• h2, h3• 

Het volume-element dt = a.x1a.x2dx3 kunnen we in de q-co8rd.inaten dus 

schrijven a.ls 

(13.8) 

Is ~ een scalarveld dan zijn de componenten van V~ in het locale 

q ... coordinatenstelsel in het punt P blijkbaa.r 

( 13 .9) v~ = (...l --~-• ...l .21, ...l 21) . 
h1 ~ h2 aq2 h3 aq3 

+ 
We beschouwen nu·een vectorveld v en we vragen naar uitdrukkingen 

voor de divergentie en de rotatie in een punt P. 

De componenten van; in de q-richtingen· noemen. we· hierbij v1, v2, v3, 

Ter bepaling van de divergentie ma.ken we gebruik van (11.11). Voor het 

volume-element kiezen we het infinitesimale blokje dat begrensd wordt 

door de vlakken ql 5 q1 + dq11 q2• q2 + dq2, q3, q3 + dq3• Bij de bere­

kening van fri . v do moeten we de'bijdragen nemen van elk van de zes 

zijvlakken. Die in de q1 - richting leveren tezamen a! (v1 h2 h3) 6q1 
dq2 dq

3
• Een eenvoudige berekenins geeft tenslotte 1 
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( 13 1 0 ) -+ 1 { a . ( ) a ( , a ( . ) 1· 
0 'i/ 0 v = h1h2h3 aq, V·1h2h3 . + aq2 v2h3h1 .~ aq3 v3h1P:2 • 

In het bijzondere geval dat ; de gradient van de scalarpotentiaal $ is 

levert combinatie·van (13o9) en (13010) 

hh hh hh 
M = , {2... (-Ll ..11> + ...L ci..!. 21) + a c.....22 ...!!> J h1h2h

3 
aq1 h1 aq1 aq2 h2 aq2 aq

3 
h

3 
aq

3 

Op analoge wijze kunnen we de componenten van rot ; in de richtingen 

van dq1, dq2 en· dq
3 

met behulp van (11012) afleideno We vermelden 

slechts het resultaat 

(13.12) 

De verkregen resultaten passen we toe op de bij toepassingen veel­

vuldig voorkomende·cylindercoordinaten· en bolcoordinaten. 

1o Cylindercoordinaten 

Uitgaande van de Cartesiaanse coordinaten x, y 9 z worden de cylinder­

coordinaten r, e, z gedefinieerd door 

(13.13) x = r cos e, y = r sin e, z = z 

Bij deze transformatie zijn alle punten van de z-as singulier. 

De coordinaatvlakken zijn bollen r = constant, vlakken door de z-as 

e = constant en vlakken z = constant. 

Het lijnelement is 

(13.14) 

Het volume element is 

( 13015) d• = r dr de dz o 

De gradient·van een scalar$ is volgens (13.9) 

(13.16) 
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Volgens (13011) is 

+ 
Voor de divergentie· en· de rotatie· van een vector v geldt volgens ( 130 10) 

en ( 13012) 

( 13019) 
+ 

I/xv 

2o Bolcoordinaten 

+ 1 a 
I/ a·V = - - (r V ) 

r ar 1 

.. 
Uitgaande van de Cartesiaanse coordinaten·x, y, z worden de bolcoordi-

naten r, 0 9 lfJ gedefinieerd door 

(13020) x = r sin e cos lfis y = r sin e sin lfJ, z = r cos eo 

Bij deze transformatie is alleen de oorsprong singuliero De coordinaat­

vlakken zijn bollen r = constant, omwentelingskegels e = constant met 

de z-as als omwentelingsas en meridiaanvlakken lfJ = constant d.woZo plat­

te vlakken door de z-asa 

Het lijnelement is 

2 2 2 2 2 • 2. 2 
ds = dr + r dO + r sin e d $ • 

Het volume-element is 

( 130 22) dT = r 2 sin e dr de d$ • 

De gradient van een scalar$ is volgens (13.5) 

( 13023) - l1 1 l1 1 0$ 
- <ar , r ae j r sin e ~) • 

De laplace operator van een scalar$ is volgens (13.11) 

( 13, 24) 1 " 2 ""' " ( • 0 a"'> a2
"' il$ = - ~ (r ~) + ----

0 
.:.z. 'I' 

2 ar ar 2 as sin a-e + 2 e ... ,,,2 
r r sin e r sin a'I' 

+ 
Voor een vectorveld v met volgens bolcoordinaten bepaalde componenten 

(v1, v2 , v3 ) geidt als speciaal geval van (13.10) en (13.12} 

" 



( 13025) 
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~ 1 a 2 a av3 
i/ 0 v = 2 ar (r v1) + r sin a as {sin a v2) + r sin a ar 

r 

~ 

{ 2 
a sin a v3) 

a 
v2)), i/ x v = <ae<r - ~ (r 

r ain a 

a a sin 1 a a ~ 
r sin a (- {v ) - - (r e v3)}, r <ar (r v2) -ae- (v,)). oljJ 1 ar 

14. Elasticiteit 

Volgens Helmholtz (1858) kan de deformatie van een elastisch lichaam 

locaal beschreven warden als de som van een translatie, rotatie en een 

ve~vorming (uitrekking of samendrlikking) langs drie onderling lood­

rechte assen. 

Als bij een.kleine deformatie het punt P(x1, x2 , x
3

) overgaat in 

Q(E;1i E;2, E;3) 

(14.1) 

dan geldt volgens de'ontwikkeling van Taylor 

(14.2) 
au. 

d E;. = dx. + ~ dx:. + ••• 
i i axj J 

Bij onze beschouwingen nemen we aan dat de uitwijkingen u. dermate klein 
1 

zijn dat kwadratische en hogere termen in u. verwaarloosd kunnen warden. 
1 

~ 

Ll 
p u 

fig. 14.1 

De transformatie (14.2) schrijven we als 



d E;. 
1 

en voorts symbolisch als 
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au. 
= (o .• + ~)a.x., 

1J oXj J 

-+ -+ 
dE; = (I + R + D)dx , 

waarbij I de identiteit, R het antisymmetrische deel van a.u. en D het 
J 1 

symmetrische deel van a.u. iso We herinneren ons uit de beschouwingen van 
J 1 ; 

§7 dat een rotatie van een vast lichaam om ~(w.) bepaald is door de trans-
1 . 

formatie 

of uitgeschreven 

u2 =- w3 x1 

u
3 

=-w2 x 1 + w1 x2 

Aldus stelt in (14o4) Reen zuivere rotatie voor. 

De translatie van P naar Q is reeds impliciet in aanmerking genomen. 

Er rest nog de discussie van de symmetrische tensor 

( au. au.} 
D 1}<ax~ + ax?> , 

Volgens de hoofdassentransformatie van een symmetrische tensor is er 

een Cartesiaans coordinatenstelsel waarin de door D bepaalde transfor­

matie van de volgende vorm wordt 
,..,--

\ dE;1 = ( 1 +a.,> a.x, ' 
(14c7) ~ dE;2 = ( 1 + a.2) dx2 , 

(!E;3 = ( 1 + 0.3) dx3 

Inderdaad is dit een vervorming langs drie onderling loodrechte asseno 

We kunnen dus D een zuivere deformatie noemeno 

De meetkundige betekenis van de symmetrische tensor D blijkt ook uit 

de verandering van het lijnelemento 
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Uit (14o2) volgt 
( au. au. } 

OJ; • OJ; • = H · · + ( "xi + ~) dx. dx . o 
l. l. l l.J (} • (} x. l. J 

J l. 

Hieruit kunnen we o,ao afleiden dat een klein bolletje in P gedefor-

meerd wordt tot een ellipsoide in Q waarvan de hoofdassen met die van 

D overeenstemmeno 

Bij sommige beschouwingen ontmoeten we de zogenaamde kubische dila­

tatie welke gedefinieerd is als de relatieve volumeverandering bij de 

deformatieo Uit (14.7) volgt voor het daar geldende speciale coordina­

tenstelsel 

a= (1 + a1)(1 + a2)(1 + a
3

)-1o 

In de lineaire benadering dus 

Het rechterlid is juist het spoor van Do De algemene uitdrukking is der­

halve 
au

1 
au2 au

3 a=-+-+-=D o ax
1 

ax2 ax
3 

pp (14.10) 

De spanning in een punt P van een medium is impliciet gedefinieerd 

door de kracht K do welke op eert gericht oppervlakte element dd werkt. 

In het algemeen wijkt de richting van K af van die van de normaal ; 
-+ -+ 

van het oppervlakte elemento De component van K langs n heet de normaal-

spanning en het overblijvende deel de tangentiaalspanningc De eenvou­

digste afhankelijkheid van K als functie van ; (of d~) is die van een 

lineaire vectorfunctie 

K. =p .. n.o 
l. l.J J 

Inderdaad blijkt dat deze betrekking het evenwicht tussen de op een 

elementair volumen werkende krachten beschrijft. Beschouw namelijk een 

elementair viervlak PP1P2P
3 

waarvan de drie ribben PPi evenwijdig aan de 

coordinaatassen lopen (zie fig, 14,2) 



Is do. de grootte van het 
1 

te van het zijvlak P1P2P
3 

ten dan vereist evenwicht 
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tegenover P. gelegen zijvlak en do de groot-
1 

en zijn K. do. en K do de erop werkende krach-
1 1 

dat 

of uitgedrukt in de componenten van de eenheidsnormaal ri van P1P2P
3 

(14013) 

Stellen we 

'it -+ -+ -+ 

1 = P11e1 + P21e2 + P31e3 

(14014) K:2 
-+ -+ -+ 

= P12e1 + P22e2 + P32e3 
+ -+ -+ -+ 
K3 = P13e1 + P23e2 + P33e3 

dan stemt (14c13) precies met (14011) overeen, 

Door (14011) is de spanningstoestand bepaald door een tensor p .. , de 
1J 

s~anningstensor, 

Op de volumeelementen van een elastisch medium werken ichoa• zowel 

oppervlakte-krachten als volume-krachteno De oppervlakte-krachten ont­

staan door de spanningstoestand, 

De volume-krachten kunnen ooa~ het gevolg zijn van gravitatieo Voor een 

volumeelement kunnen de volume-krachten verwaarloosd warden tcOcVo de 

oppervlakte-krachteno Voor een willkeurig groot brok uit bet medium is 

dit niet meer zoo 
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+ . . . De oppervlak.te-krachten Kdcr werken hierbiJ alleen aan de begrenzingo 
+ 

De volumekrachten Fdt werken op alle volume-elementen: Evenwicht ver-
eist nu dat 

ff Kdcr + JII Fdt = o, 

of in de indexnotatie na substitutie van (14011) 

Volgens de stelling van Gauss kunnen we dit vervangen door 

JfJ (~ P· • + F.)dt = Oc 
J 11Xj 1J 1 

Aangezien dit moet gelden voor elk willekeurig deel van het medium is 

dus 
a ai: pij + Fi = 0, 

J 

Bij evenwicht is niet alleen de resultante van alle krachten nul maar 

ook die van alle momenten t co, v, een wil.le.keurig punt o Naast ( 14, 15) 

geldt dus ook 

(14019) ff; x Kdcr + JIJ; + 
x F dt = O, 

of analoog aan ( 14c 16) en ( 14017) 

(14020) 

resp, 

zodat 

e: .. kx .Fkdt = 0, 
1J J 

e:ijk{a~1 (xjpkl) + xjFk} = 0• 

Aangezien uit (14018) volgt 

a 
e:ijkxj(ax

1 
Pkl + Fk) = oi 

kunnen we door vergelijking van (14022) en (14,23) besluiten tot 
,. 
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e:. 'k Pk· = o, 
1J J 

doWoZo de spanningstensor is symmetrisch 

Er is dus een speciaal coordinatenstelsel, bepaald door de hoofdassen 

van p .. , waarbij de spa.nningstensor de specie.le. vorm 
1J 

0 0 

(14025) 0 

0 h3 

heefto De elementen h., invarianten van p .. , heten de hoofdspanningeno 
1 1J 

Bij een elastisch medium zijn deformatie en spanning gekoppeld door 

de zogenaamde wet van Hooke (door Hooke op primitieve wijze geformuleerd)o 

In het algemeen kunnen de deformatietensor (1406) met componenten D .. 
1J 

en de spanningstensor p .. door een lineaire transformatie gekoppeld 
1J 

zijn volgens een tensor van de vierde orde 

(14a26) pij = Aijkl Dkl" 

Inderdaad geldt (14026) als de gegeneraliseerde wet van Hooke voor een 

anisotroop medium (bijvc bij kristallen)o Voor een isotroop medium 

moet de tensor Aijkl onafhankelijk zijn van het gebruikte coordinaten­

stelselo Daartoe stellen we (zie de appendix van deze paragraaf) 

( 14,27) 

Aangezien echter pij en Dkl symmetrisch zijn blijken µ en v gelijk te 

zijn, 

Aldus kunnen we (14,26) vervangen door (vergo 14010) 

p .. = A o .. D + 2 µ D • ., 
1J 1J pp 1J 

Deze belangrijke betrekking (Eng. stress-strain relation) vormt de ba­

sis van de elasticiteitstheorieo De constanten A en µ worden gewoonlijk 

naar Lame genoemd, 

Uit (14,28) volgt onmiddellijk dat de hoofdspanningsrichtingen overeen­

stemmen met de hoofdrichtingen van de deformatieo 

Contractie toegepast op (14028) geeft 

( 14029) p .. = (3A + 2µ) D •• o 
11 11 
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Het is nu niet moeilijk om (14028) te invertereno We vinden dan 

1 A 1 
Dl. J0 = - -2µ 3X 0 • • p + ~ p. . 0 + 2µ lJ pp ~µ lJ 

De bewegingsvergelijking van een elastisch medium volgt uit het dy­
na.mische krachtenevenwicht op een elementair blokjeo Toevoeging van de 
traagheidskracht aan de statische.evenwichts-betrekking {14o18) geeft 
aldus 

2 a a u. 
~ P·. + F. = P .........2;. , 
oXj lJ l at2 

waarbij ui (zie 14o1) de locale verplaatsing (uitwijking} iso We geven 
van deze vergelijking nog een toepassing welke o.ao van belang is voor 
het onderzoek van seismische trillingen (aardbevingen en ondergrondse 
explosies)o Hierbij is F. = Oc Substitutie van de rek·trek relatie 

l 
{14c28) in (14031) leidt dan tot 

ae a (aui au.) a2ui ( 14 o 32) A ..._.. + ~ - + --il. = p- 9 axi axj axj axi at2 

waarbij 0 de kubische dilatie is 

(14033) 
au. 

l . -+ 
0 = - = dlV Uo ax. 

l 

De bewegingsvergelijking (14032) schrijven we in de symbolische nota-
tie als 

2-+ 
µ 6 ~ + (>. + µ) grad e = p 0 ~ o 

at 
Nemen we van beide leden de divergentie dan volgt 

1 a2e 
A 0 = -- , 

c~ at
2 

We herkennen deze vergelijking als de gol~ergelijking welke de voort­
planting van golven met de snelheid c 1 beschrijfto Aldus beschrijft 
(14035) bij een aardbeving bijvo de voortplantin~ van longitudinale tril-
lingeno 

Nemen we van beide leden van (14034) de rotatie dan volgt 

-+ 1 a2 rot 0: 6 rot u = 2 .-...,_a_t-2-
c2 



Deze golfvergelijking beschrij~ de voortplanting van transversale tril­

lingen met de snelheid c2 o Het blijkt dat de transversale trillingen 

zich langzamer voortplanten dan de longitudinaleo 

Appendixo 

We bewijzen dat een willekeurige invariante tensor van de 4e orde Aijkl, 

waarvan dus de componenten invariant zijn bij coordinatentransformatie 9 

noodzakelijk van het type (14027) iso Vier willekeurige vectoren ~, b, 
-+ -+ 
c, d bepalen een aantal scalaire invarianten welke samengesteld kUnnen 

• • • -+ -+ 
warden uit de vier lengten ai b, c, d en de zes scalaire producten a.b, 

~o~, enzo (Overigens zijn deze tien invarianten niet onderling onafhan­

kelijk maar bestaat er tussen hen een zekere betrekking)o 

Nu is Aijkl aibjckdl een scalaire invariant van deze vier vectoren wel­

ke homogeen en lineair in de componenten van elke vector iso Volgens 

het bovenstaande kan deze invariant samengesteld warden uit de zes sca­

laire producten en is er als enige mogelijkheid 

/.. 'kla.b.ckdl = /.a.b.c.d. + µa.c.b.d. + va.d.b.c., 
1,) >. 1· J 1 l. J J 1. 1 J J 1. 1 J J 

waarbij A, µ, v zekere constanten zi,jno 

Deze betrekking nu impliceert de voorstelling (14o27)o 

15: Hydrod.ynamica 

Een stromende vloeistof(of gas) kunnen we mathematisch beschrijven 

door een van de tijd t afhangend vectorveld vi (x1
, x2 , x

3
, t), waarbij 

v. de snelheid is van het deeltje dat zich op de tijd t op de plaats 
1 

(x
1

, x2 , x
3

) bevindt, Bij deze door Euler gegeven beschrijving interes-

seren we ons niet zozeer voor de door de individuele deeltjes gevormde 

banen maar eerder voor de stroomlijnen, De stroomlijnen zijn lijnen 

welke op een zeker tijdstip overal aan de snelheidsvectoren rakeno 

Zij zijn dus bepaald door de gewone differentiaalvergelijkingen 

dx
1 

dx
2 

dx
3 

~=-=-
v1 v2 v3 
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Op elk tijdstip t bestaat het systeem dus uit een stelsel van m
2 stroom­

lijneno De baankrommen van de individuele deeltjes zijn daa.rentegen 

bepaald door de vergelijkingen 
dx. 

( 15a2) d~ = Vi (x1 , x2 , x3 , t) • 

waarbij de tijd nu de onafhankelijk variabele iso 

In het bijzondere geval van een s·C;ationaire stroming, d.L een stroming 

waarbij het vectorveld vi niet van de tijd afhangt, vallen stroomlijnen 

en baankrommen sa.men, 

Bij een vloeistof (of gas) zijn voor een passende mathematische be­

schrijving behalve de snelheid ook de dichtheid en de druk van belang, 

De dichtheid p(x
1

, x
2

, x
3

, t} is in het algemeen zowel een functie van 

plaats als van tijd, De vloeistof is in het algemeen dan ook sa.mendruk­

baar of compressibelo Echter kan men bij vele beschouwingen p als een 

constante beschouweno In dat geval spreekt men van een onsa.mendrukbare 

vloeistof of van een incompressibele stromingo 

Het principe van behoud van massa leidt bij stromende vloeistoffen 

tot de zogenaamde continuiteitsvergelijkingo 

Beschouw daartoe een willekeurig ruimtedeel V dat begrensd wordt door 

het gesloten oppervlak S. De verandering in de totale massa binnen V 

per tijdseenheid is gelijk aan de hoeveelheid welke per tijdseenheid 

door de begrenzing S heen gestroomd iso D.w.z. 

- Jf I ~~ dT = ff p ; 0 d~ 0 

v s 
Toepassing van de stelling van Gauss op bet rechterlid gee~ 

JJJ {ft+ div P ;} dT = Oo 

v 
Aangezien dit geldt voor een willekeurig ruimtedeel geldt 

()p • " at' + div p v = O, 

hetgeen de continuiteitsvergelijking genoemd wordto 

In het bijzondere geval van een incompressibele stroming vereenvoudigt 

deze vergelijking zich tot 

" 



• -+ 
div v = O, 

Een ideale vloeistof wordt gekenmerkt door de volgende eigenschapo 

Op een willekeurig vlakelementje dcr met eenheidsnormaal ; werkt een 
-+ 

kracht Kdcr volgens 

-+ -+ 
K = -p n, 

Vergelijken we deze betrekking met (14,11) dan blijkt een ideale vloei­

stof gekarakteriseerd ~e warden door een isotrope spanningstensor -poijo 

We noemen p de hydrostatische druk, (Druk en spanning hebben tegengesteld 

teken), 

Een visceuse vloeistof of een vloeistof met inwendige wrijving wordt 

gekenmerkt door het optreden van schuifkrachten wanneer vloeistoflaag­

jes zich met een verschillende snelheid over elkaar heen bewegen. Hier­

bij bestaat de spanningstensor uit de hydrostatische druk en uit een 
dVi 

symmetrische tensor welke opgebouwd is uit termen ax:; welke de locale 

snelheidsverandering beschrijven (zie (1406)0 Voorlo~ig zullen we ons 

met ideale vloeistoffen bezighouden, 

Is F een uitwendige kracht per massaeenheid dan geldt voor een niet 

stromende vloeistof de evenwichtsrelatie (14a18) die zich hier vereen­

voudigt tot 

(1506) 
-+ 

pF = grad pc 

Toevoeging van de traagheidskracht leidt dan tot de bewegingsvergelij-

king, De versnellingsvector ai wordt uit de snelheids1rector vi(x1, x2, x
3

, t) 

afgeleid door langs een baankromme te differentiereno We schrijven met 

toepassing van (15a2) 

(15a7} 

De operator 

D a -+ 
-=-+v- 'i/ 
Dt at 0 

noemen we de substantiele afgeleide (populair: meebeweegafgeleide)o 

De bewegingsvergelijking (soms naar Euler genoemd) kunnen we nu schrijven 

als 
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at + + + 1 rt + (v , V)v = F - p grad p, 

We beschikk.en voor de vijf variabelen v
1

, v
2

, v
3

, p, p nu over de con­

tinu1teitsvergelijking (15,3) en het drietal (15.9)0 Een vijfde verge­

lijking is de toestandsvergelijking waarbij de druk. een gegeven func­

tie van de dichtheid is en welke dus van zuiver fysische aard is 

p = f(p) c 

In een aantal belangrijke gevallen is het snelheidsveld afgeleid van 

een potentiaal 

v = - grad <f> , 

Men spreekt dan van een potentiaalstroming of van een rotatievrije 
• • -+ stroming, aangezien nu rot v = 0, 

Is de stroming bovendien incompressibel dan voldoet de stromingspoten­

tiaal blijkem (15,4) aan de potentiaalvergelijking 

(15012) 

Voorbeeld 

Als <f> = Hx2 
1 

A<f> = Q, 

2 x2 ) 9 zodat dus ~<f> = o, is 

-+ 
v = (x1, -x2 , O)a 

De stroomlijnen zijn hyperbolen 

x
3 

= constant, 

In het bijzondere geval dat <f> slechts van x
1 

en x
2 

afhangt reduceert 

( 15, 12) tot 

ll + a2<t> = 
2 2 Oo 

ax
1 

ax
2 

We kunnen <f> dan opvatten als het reele deel van een analytische functie 

van de complexe variabele x
1 

+ ix2 , In het bovenstaande voorbeeld is 

<f> = re l~(x 1 + ix2 )2}, Bij de studie van een vlakk.e stroming van een 

incompressibele ideale vloeistof, waarvoor dus (15.13) geldt, kunnen 

we met veel voordeel gebruik maken van de theorie van de analytische 

functies, 



Indien de uitwendige kracht Fin (15o9) afgeleid is van een poten­

tiaal8 F = - grad <I> 9 kunnen we met gebruikmak.ing van de gemakkelijk te 

verifieren relatie 

v("~ o ti) = ("~ o V)b + (ti vy;. + 1 x (\7 x ti) + ti x (v x 1), 

en met behulp van 

l Vp = l .£R Vp = 'ii' (P l S?, dp 
p pdp J~pdp 

0 

(15,9) schrijven 

(15c14) 
+ + = V X rot Vo 

Is de stroming rotatievrij, zodat ~ = - grad <f> dan is 

V { - ;: + ~v2 + <I> + JP .£!:£} = 0 
Po p 

en dus 

, 2 + ,I, + Ip ~ ll. - C(t) 
:iv "' p - at - • 

Po 
(15,15) 

waarbij het rechterlid alleen van de tijd afhangt, De laatste betrekking 

heet de vergelijking van Bernoulli voor een compressibele rotatievrije 

stroming, 

Een andere versie van de vergelijking van Bernoulli heeft betrekking 

op een stationaire stroming van een incompressibele vloeistof onderwor­

pen aan een conservatieve uitwendige kracht - grad <f>o Hierbij is de uit­

drukking 

(15,16) 

constant langs een stroomlijnc Het bewijs hiervan berust op de consta­

tering dat 

{15a17) ..J?. ( h 2 + <I> + l?.) = 0 
Dt p 

hetgeen aan de lezer overgelaten wordt, *) 

*) Verge Rutherford Ch, VI, 
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Het gedrag van eenvisceuse vloeistof kunnen we vergelijken met dat 

van een elastisch lichaa.m, In het infinitesimale tijdsinterval dt onder­

gaan de vloeistofdeeltjes de verplaatsingen u. = v.dt, De deformatie-
1 l 

tensor (14,6) is dus van de vorm 

def av. av. 
u .. = v .. dt = H~ + ~)dt c lJ lJ ox. ax. 

J l 

Het uitgangspunt van de theorie van een visceuse vloeistof is de "stress­

strain" betrekking 11 het analogon van (14,26) 

P · · = -P 0 · · + .i\ • 'kl vkl' lJ lJ lJ 
Hierbij hebben we de isotrope tensor van de hydrostatische druk afge­

spli tst en is Aijkl wederom een isotrope tensor van het type ( 1li,27), 

Uitwerking geeft 

av av. av. 
~ ' ~ ........k. + { l + ......J.) P, , : -p U , o + A U • o d µ r d 9 

lJ lJ lJ ~ xj xi 

met twee parameters :>.. en µ, 

Contractie geeft 
av. 

p., = -3p + (3:>.. + 2µ) -2. 
ll dX. 

l 

Gewoonlijk kiest men, overigens vrij willekeurig, 

(15:22) 2 
>. = - - µ 

3 

zodat p inderdaad de gemiddelde druk iso 

Voor incompressibele visceuse vloeistoffen, waarvoor dus (15o4) geldt, 

is slechts ~en parameter µ nodig, De constante µ heet de viscositeits­

constanteo 

We leiden nu nog eens de volledige bewegingsvergelijking afc Voor 

een willekeurig ruimtedeel geldt dan het evenwicht 

f Jf p (":! + vj ::~) dT = f IJ p FidT + If Pijdoj 

en dus met 

(18023) 

toepassing van de stelling van Gauss 

av. av. 
p( a~ + vj ax~) 

J 

a 
=pF.+";""""""p •• o 

l oXj l.J 
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Substitutie van (15c20) geeft 

av. av. a a a 1 a2 
P (at 

1 
+ v j ax ~) = P Fi - ~ + vax:- a"X:" v i + 3µ ax. ax. v · ' 

J l. J J l. J J 

of symbolisch 
+ Dv + + 1 .+ 

P Dt = P F - grad p + µ ~ v + 3 JJ grad div Vo 

Deze vergelijking wordt de vergelijking van Navier-Stokes genoemdo 

16c Affiene tensoranalyse 

In de affiene meetkunde van drie dimensies, waarbij we dus werken 

met punten, (rechte) lijnen en (platte) vlakken, hebben we alleen te 

maken met de fundamentele begrippen evenwijdigheid en deelverhouding. 

Het meten van afstanden en de daaruit afgeleide hoemeting worden niet 

gedefinieerd of niet gebruikt, 

In het bijzonder bestaat er dus geen begrip loodrecht, Wel kunnen we 

aan twee punten A en B van een rechte lijn 1 een afstand toekennen 

wanneer op 1 een lengteeenheid is gekozeno Is C een derde punt van 1 

dan is de deelverhouding AB/AC onafhankelijk van de eventueel op 1 

gekozen lengteeenheido De eenvoudigste beweging of transformatie in de 

affiene meetkunde is de parallel-verschuiving of translatie waarbij een 

willekeurige rechte lijn overgaat in een daaraan evenwijdige lijno 

Gaat tengevolge van een translatie het puntenpaar AB over in A'B' dan 

is de vierhoek ABB'A' dus een parallelogram, Door translatie kunnen 

we een op 1 gekozen eenheid overdragen op een aan 1 evenwijdige lijno 

We definieren een c6ntravariante vecto~ als een geordend puntenpaar 

AB, Twee contravariante vectoren welke door een translatie uit elkaar 

afgeleid kunnen worden noemen we aequivalent, Alle onderling aequivalen­

te vectoren kunnen we verenigen tot een klasse welke we aanduiden met 

de naam vrije contravariante vector, Elk element van de klasse kan dienst 

doen als representant, Meestal laten we in het spraakgebruik de toe­

voeging "vrij" achterwege, 

We definieren een covariante vector als een geordend paar evenwijdi­

ge vlakken a8, Op analoge wijze leiden we hieruit het begrip vrije co­

variante vector af, waarbij wederom de toevoeging "vrij" doorgaans weg-
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gelaten wordt, 

Een contravariante vector AB en een covariante vector a8 bepalen 

een inwendi~ Eroduct of scalair product dat op de volgende wijze afge­

leid wordtc We gaan uit van willekeurige representanten AB en a8o In­

dien nu de lijn AB, de drager l van de vector, de vlakken a en 8 snijdt 

in Sa en s8 dan is per definitie de verhouding 

AB 
sas8 

het inwendig product van de genoemde vectoreno Het is duidelijk dat deze 

definitie niet afhangt van de representant en van de keuze van de een­

heid op lo In het bijzonder kunnen we de representanten zo kiezen dat 

bijvoorbeeld A en S samenvalleno In dat geval is (16o1) de gewone deel-a 
verhoudingc 

Contravariante en covariante vectoren kunnen we ontbinden in compo­

nenten tcOcVo een zogenaamd eenheidsblok bestaande uit eenheidsvectoren. 

Daartoe kUnnen we een blok (parallelopipedum) dat gevormd wordt door een 

drietal eenheidsvectoren EE1, EE2 , EE
3 

van het contravariante type. De 

eenheidsvectoren van het covariante type worden gevormd door de paren 

overstaande zijvlakken waarbij het door E gaande zijvlak telkens het 

eerste isc (zie figo 16o1)o 

E 
E I 

- '.2' 
" 

I 
I 
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De door EE. bepaalde richting zullen we de ie basisrichting noemeno 
J. 

Alle rechten met deze richting bezitten dus een gemeenschappelijke meet-

eenheido De zijvlakken bepalen analoog drie vlakstanden of basishellin-

gene 
-+-

De componenten van een willekeurige contravariante vector AB t.oov. 

het gekozen eenheidsblok worden nu aoVo bepaald, Brengt men door A en B 

vlakken met de ie basishelling en snijdt men ze met een willekeurige 

rechte met de ie basisrichting, bijvo de rechte EE., in de punten A. 
J. J. 

en B. dan is de lengte van A. B. gemeten met 
J. J. J. . 

heid EE. perdefinitie de ie component vJ. van 
J. 

. A.B. 
(16o2) VJ. - J. J. 

- E'E."'"" 
J. 

E 

de bijbehorende lengteeen-

de vector (zie figo 16o2). 

-- --+- -+ Passen we dit proc~d~ toe op de vectoren EE1, EE2 , EE
3 

dan vinden we de 

volgende componenten 

-> - --+ EE 1 ( 1 j 0 9 0) , EE2 ( 0, 1 , 0) , EE
3 

( 0, 0, 1 ) 

De componenten van een willekeurige covariante vector aB tco.v. het 

gekozen eenheidsblok worden nu acVc bepaaldc 

Snijdt men a en B in A. en B. met een willekeurige rechte met de ie 
l l 

basisrichting dan is de ie covariant€ component W. bepaald door 
l 

(16.3) 
EE. 

w. 1 
l = A':B"':'" 

J. J. 
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Toepassing op de covariante vectoren gevormd door de paren overstaande 

zijvlakken van het eenheidsblok, gee~ wederom de componenten (1, O, O), 
(O, 1, 0) , (0 5 o, 1)o 

ToaoVo de gevolgde notatie merken we op dat we de componenten van een 
contravariante vector met bovenindices, contravariante indices, aange­

ven en die van een covariante vector van benedenindices, covariante in­
dices, voorzienc 

Voor de nu volgende beschouwingen is het beter vaste vectoren te be­
schouwen waartoe we alle contravariante vectoren laten beginnen in het­

zelfde punt O, de oorsprongc 

Van alle covariante vectoren kiezen we analoog het beginvlak door de 
oorsprongo De eenheden leggen we vast met een eenheidsblok waarbij 0 

en E overstaande hoekpunten zijno (zie fig 16o3) 

i3 E I 3 \- -- -- ---- - /, 
' I \ 
\ I \ 

/
. ,r . -/ --/ E 

0 ___ _l_-(_'~-' ?c;.__,,"/c..1 _______ _ 

I ' I 
I \ I 

I \ _______ \/ 
.x2 

De basisvectoren oE. bepalen aldus de assen van een rechtlijnig coor-
1 • 

. ~ 1 dinatenstelselo De door OE. bepaalde as noemen we de x -as, Onder de 
1 

coordinaten van een punt P tcOcV: dit coordinatenstelsel verstaan we 
~ de contravariante componenten van de vector OPo Brengt men dus door P 

een vlak evenwijdig aan het ie coordinaatvlak, te weten dat tegenover 
OE. 5 en sni.)dt men dit in P. met de ie coordinaatas OX. dan is dus de ie 

1 . 1 1 

coordinaat x1 van P gelijk aan 



i OPi 
x =OE:" 0 

l. 
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Op volkomen analoge wijze zijn de coordinaten a. van een niet door de 
1 

oorsprong gaand vlak a bepaald door de componenten van de covariante 

vector gevormd door het aan a evenwijdige vlak door 0 en a zelfo Snijdt 

dus a OXi in het snijpunt A. dan is volgens het boven gegeven voorschri~ 
l. 

OE. 
{16o5) a -~ i - OA. 

1 

/ 
x, 

Men kan.meetkundig bewijzen dat het inwendig product van de door punt P 

en vlak a bepaalde contravariante respo covariante vector gelijk is aan 

(16,6) 
OP1 OP2 OP

3 1 
+ a2 

2 3 -+-+-= a, x x + a
3 

x o 
OA1 OA2 OA

3 

In het bijzondere geval dat P in a ligt is dus 

{16o7) 1 x2 + a x3 = 1 0 a 1 x + a2 3 

We kunnen dit dus opvatten als de vergelijking van vlak a in de contra­

variante punt-coordinaten (x1, x2 , x3) of als de vergelijking van punt 

" 
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P in de covariante vlakcoordinaten (ex 
1

, a2 , a
3 

)_c 

Het is niet onze bedoeling deze beschouwingen gedetaileerd voort te 

zetten en we beperken ons tot enige algemene opmerkingen. De contrava­

riante vectoren kunhen opgeteld en met een scalar vermenigvuldigd wor­

den volgens de methode van §2. Deze lineaire bewerkingen weerspiegelen 

zich in de componenten. Zijn ~ en y contravariante vectoren met de com-
i i ~ ~ i i ponenten x en y dan heeft deze som x + y de componenten x + y • 

~ . ~ Het product van de vector x met de scalar A 1s de vector AX met de com-
i ponenten AX • Aldus vormen de contravariante vectoren een lineaire 

vectorruimte. 

De covariante vectoren vormen de duale vectorruimte d.w.z. de vectorruim­

te gevormd door de lineaire functionalen t.o.v, de eerste vectorruimte. 

Kiest men in de lineaire vectorruimte van de contravariante vectoren 

een andere basis van eenheidsvectoren dan transformeren de componenten 

xi van een contravariante vector zich a.v., waarbij het accent op de 

nieuwe basis duidt, 

i' i' xi x = A. 
1 

i' 
det Ai :f O. 

Zoals we zien wordt de sommatieconventie toegepast op een zelfde index 

die zowel bovenindex als benedenindex is. 

In de algemene tensorrekening is dit regel. De bij (16.8) behorende 

inverse transformatie is 

(16.9) i i i' x = A., x 
1 ' •I 

waarbij tussen de coefficienten A: 
1 

i en A., het volgende verband bestaat 
1 

(16.10) 
p i 

A. A., 
1 J 

= i' i i' i o.,, A., A. = o. 
J 1 J J 

Hierbi,j is o~ het symbool 
• J •I 

.... t A1 A1 b'. • k f1c1en en ., en . behoren 1J rec1pro e 

. 1 1 . t 

van Kronecker in aangepaste notatie. De coef­

matrices. We kunnen bijv. 

A7,opvatten als de minor van A7 in de matrix 
1 1 

terminantwaarde. 

. ' 
(A: } gedeeld door de de-

1 

De transformatie van de covariante vectoren is bepaald door de in-

variantie van het inwendig product van een covariante vector u. met 
1 

een willekurige contravariante vector xi. We eisen dus 
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= Uo X l. 

Substitutie van (16a9) geeft 

i 

i i 1 

(u.v - A. 9 u.) x = 0, l. l. l. 
ii 

Aangezien dit moet gelden voor willekeurige x is 

i u
1
• 9 = A., u., l. l. 

De componenten van een covariante vector transformeren zich dus tegen­

gesteld, of beter invers, aan die van een contravariante vectoro De 

transformatie(16o12) heet zelf covarianto De inverse van (16.12) is 

uiteraard 

( 16013) 
i' u. = A. u. 1 , 

l. l. l. 

Algemeen definieren we een affiene tensor (affinor) als een sys-
i 1cooi t • t • 

T p . . met p con ravar1an e en q covar1ante 
J 1cccJq 

teem getallen 

indices welke zich transformeren als 

• v • ' • q • i J1ooojq i 1oooi l., 0 0 cl. l. 1oool. 
(16,14) T p = A. .P T p 

jicocj~ • i • ' 0 

j, ••• jq 
, 

l. 1 o o ol.p J 1oooJq 

waarbij 
• i • q j,,,,jq • t • ' 

J1 jq 
(16,15) 

l. 1oool.p def 11 1p 
A. . • i • ' = A. • o .A. A. i • o .A. v 0 

l.l o o ol.p J 1oooJq l.1 l. J1 Jq p· 

Deze definitie is het uitgangspunt van de affiene tensoranalyse, een 

uitbreiding van de "gewone" tensorrekening in de Euclidische ruimte 

toOoVo Cartesische coordinatenstelselso De affiene tensoranalyse kan nu 

opgebouwd worden als in §5. We zullen dit niet expliciet uitvoeren om­

dat we in de volgende paragraaf een nog algemenere tensoranalyse zul­

len beschouwen, 

We besluiten deze paragraaf met de volgende twee opmerkingen. We 

hebben tot dusver de affiene vector- en tensorrekening alleen in een 

ruimte van drie dimensies beschouwd. Het is een kleine moeite deze be­

schouwingen uit te breiden tot een ruimte van een willekeurig aantal 

dimensies. 

' 



- 67 -

De tweede opmerking is dat het boven gedefinieerde tensorbegrip be­

trekking hee~ op een vrije tensor die dus aan een willekeurig punt toe­
gevoegd kan warden, 

Anders gezegdt affiene tensoren zijn gedefinieerd behoudens translatie 
zoals we dit ook bij contravariante en covariante vectoren gezien heb-

beno 

170 Algemene tel:}Eoranalyse 

We beschouwen nu een willekeurige ruimte XN van N dimensies bestaan­
de uit pu..~ten, De punten kunnen gekarakteriseerd worden door N kental-

1 2 N i len (x , x , oo•t x )o De kentallen x noemen we de coordinaten van het 

beschouwde punt Po Een eendimensionale meetkundige plaats van punten 

(17o1) 

waarbi,j t een parameter is, heet een li,jn. Een nadere aanduiding van 

krom of recht is zinloos, ~r kan bijvoorbeeld zowel een "gewone" drie­
dimensionale ruimte als een tweedimensionaal oppervlak van een bol zijn. 

In de laatste ruimte bestaan er geen lijnen die in de gewone zin recht 
zijn, 

Een functionele betrekking 

(17:2) 

stelt per definitie een hypervlak (of kortweg vlak) vooro 

In een ruimte van drie dimensies is dit dus een oppervlak. 

In het bijzonder zijn de coordinaatvlakken gedefinieerd als 

xi = constanto 

Voor elke index is er dus een stelsel coordinaatvlakkeno Door een punt 
P gaat van elk stelsel precies een exemplaar, In de omgeving van P kunnen 

we de coordinaten van een willekeurig punt Q op de volgende wijze uit­
drukken in die van P 
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De componenten a.x1 vormen een infinitesimale contravariante vector PQc 
We kunnen de omgeving van P opvatten als affiene ruimte van N dimensies 

met een vaste oorsprong Po In deze microscopische affiene ruimte kunnen 

we de punten Q identificeren met de vaste contravariante vectoren PQ 

met de componenten dxi, Aldus bezit elk punt van XN zijn eigen locale 

affiene ruimte met de bijbehorende (infinitesimale) contravariante vec­

toren, Vooralsnog beschikken we nog niet over de middelen om de vector­

systemen in twee veschillende punten P
1 

en P
2 

met elkaar te vergelijkenc 

Dit wordt pas mogelijk als we in ~ een metriek hebben ingevoerd 9 doWoZo 

een methode om afstanden (booglengten) en hoeken te makeno 

Zoals we verderop zullen zien wordt deze metriek geintroduceerd door 

een formule te geven voor de kwadraatlengte van een willekeurige infini­

tesimale contravariante vector a.x1 in een willekeurig punt P: 
__ N 1 ' 2 v N' 

We kunnen in x-· andere coordinaten (x ' x i OOO x ) invoeren door 

middel van de transformatieformules 

i 1 P 1 2 N 
X = X (x , X 9 cco X )c 

Hierbij nemen we aan dat de rechterleden minstens twee maal continu 

differentieerbaar zijno Opdat deze transformatie invertee~baar is moet 

de transformatiedeterminant 6 nergens nul zijn, doWcZo 

1 v 29 N' 
6 = ~.(x · 8 x 9 a a o, x ) 

1 2 N 
a(x 9 x ~ 0>•9 x) 

• i 

ax1 

= det ..........- :f Oo 
ax1 

Het effect van de transformatie (17,5) op de omgeving van een punt 

P is de overgang van basisvectoren (dx1, o, 000 9 0) (O, a.x2
1 oo•s O), 

c, c, ( 0 ~ 0, • c, , dxN} op nieuwe basisvectoren ( dx 1 1 

, 0 » e o o , 0) , 
2' N' . 

(O~ dx , ooc' O)~ 0009 (O, o, OOO' dx ), doWoZo een affiene transfor-

matie in de locale aan P toegevoegde affiene ruimte, Uit (17,5) volgt 

door differentiatie 

. ' . ~ 
dxi ( 17 0 7) dx1 = A~ 

J. 

waarbij 
•'I ax i 

(1'7,8) A~ =~ (P) 
J. ax J. 
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Inderdaad stemt (17o7) overeen met de transformatie (1608) van een 

contravariante affiene vectoro De transformatie (17o7) levert een affiene 
N transformatie simultaan in alle punten P van X o Inderdaad hangen de 

• 9 

transformatiecoefficienten A7 af van de coordinaten van het beschouwde 
1 

punt Po Aldus kunnen we (17o7) opvatten als de transformatie van een 

contravariant i vectorveld d.x o 

De inverse transformatie is 

d.xi i • v 
(17o9} = A.' d.x1 , 1 

waarbij 

i Clx 
i 

(1'.Tc10) A.' = ---=t (P) 0 1 Clxi 

Uit de kettingregel van de partiele differentiatie volgt dat in alle 

punten voldaan is aan de betrekkingen (16010) welke we nog even herhalen. 

iv i i i 
cS.v 11 A. 9 A.= o. 

J 1 J J 
. i . Een contravariante vector v 9 of een contravariant vectorveld 

i( 1 2 N) d f' . d 1 all ( 1 2 v x , x , coo x , wordt gee 1n1eer as een groep get en v , v , •• 

ooc vN) welke zich transformeren als 

i' i' i v =A. v 
1 

Analoog wordt een covariante vector w. gedefinieerd mobov. de trans-
1 

formatie 

(17013) 
j w., =A., w .• 

J J J 

Voor een vast punt P stemmen deze definities dus overeen met de in de 

vorige paragraaf besproken transformatie van een contravariante en een 

covariante vector in een affiene ruimte. Het essentiele verschil is dat 
i i' met de verandering van Pde transformatiecoefficienten A.,, en A. mede 
1 1 

verandereno 

In dezelfde geest wordt een tensor gedefinieerd als een groep getallen 

welke zich transformeren als 

(17c14) 
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waarbij per definitie 
• V ' I J1ocoJq 

• i i' j1 jq 
(17015) 

i 1 o o ol.p J.1 
A.P A. • • I • = A. c o, 0 A.' c c 0 A. I c 

J.
1

co:l.p J 1cccJqq ' J.1 J. J1 Jq p 

Het getallenpaar (p 9 q) heet de orde van de tensoro We noemen p de con­

travariante orde en q de covariante ordeo Voor p = 0 heet de tensor 

covariant, voor q = 0 contravariant en in alle andere gevallen gemengdo 

Het getal p + q heet wel de totale ordeo 

Uit de betrekkingen (17011) blijkt dat i o. een gemengde tensor van de 
J 

orde ( 1 ·~ 1 ) is o De 

van dezelfde orde 

bewerkingen met tensoren zijn als in §50 Tensoren 

kunnen bij elkaar opgeteld wordeno Een tensor kan met 

een scalar vermenigvuldigd warden en van twee willekeurige tensoren kan 

het direct product gevormd wordeno Men heeft bijvc 

De mogelijkheid van contractie van een gegeven tensor bouwt op de ei­

genscha_p (17c11)o Bijvo 

Inderdaad geldt 

(17018) i' 
Tol 1 

i' j' k 1 = A. A. A. ,A
1

, 
J. J J 

• . - 1'' 1 k J.0 J0 
., 1 . 

s1 J A o = A7 A T1 

o c kl - Ai 1' j So o kl 1 p' o 1 

Vormen we van twee tensoren het direct product en laten we dit volgen 

door contractie waarbij telkens een index van de andere tensor genomen 

wordt dan spreken we soms van overschuiving (transvectie)o Het eenvou~ 

digste voorbeeld hiervan is het uit een contravariante vector vi en een 

covariante vector w. gevormde scalaire product viw.c 
J 1 

Verwisseling van gelijksoortige indices van een tensor leidt tot 

een nieuwe tensor welke een isomeer genoemd wordto Bijvo 

(17019) Tij = Sji c 

c ck c ,k 

Een tensor waarvan alle componenten invariant zijn tcOcVo verwisseling 

van gelijksoortige indices heet symmetrischo 

Gaan de componenten in hun tegengestelden over bij verwisseling van een 

willekeurig paar gelijksoortige indices dan heet de tensor antisymme­

trisch of alternerendo 
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Uit een gegeven tensor kan men een symmetrische tensor afleiden door het 

gemiddelde van alle isomeren te nemeno Bijvo 

(17c20) 

Soms duidt men dit aan met de schrijfwijze 

Analoog kan men een antisymmetrische tensor afleiden door tevens het 

teken van de permutatie in acht te nemenc Bijv. 

( 17 .22) 1 
A .. k =..,. (T. "k + T.k. + Tk .. - T .. - T .. - T .. ) 0 • 1J 0 1J J 1 1J 1kJ J 1k kJ 1 

Soms schrijft men 

(17,23) 

Een contravariante of covariante tensor van de tweede orde kan men aldus 

splitsen in een symmetrisch en een antisymmetrisch deelo Bijv. 

T .. = HT .• + T,.) + HT .• ,;, T .. ). 
1J 1J J1 1J J1 

Dat ook de in §5 beschouwde quotientregel geldt illustreren we aan de 

hand van het volgende voorbeeldo 

De bewering is dat de getallen T~~k een tensor vormen indien bijv. voor 

een tensor v1m met willekeurige componenten het inwendig product 

Tij v TT 
k •• = ~k 

co 1J 

een tensor, en hier dus een covariante vector$ oplevert. 

Overgang op geaccentueerde coordinaten geeft 

Aj' Ak Tij ) V 0 
j k i o ok ij = ' 

Aangezien de componenten van de hulptensor V .. volkomen willekeurig· 
1J 

zijn geldt dus 

'f'B i' jV k T1 J , =A. A. K-, T1Jk , 
o ok i J. -K o o 

hetgeen uitdrukt dat de getallen Tij een tensor vormen. 
o ok 
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18c Metriek 

Ten einde het meten van afstanden en hoeken mogelijk te·maken kennen 
i we aan de infinitesimale contravariante vectoren dx van een willekeu-

rig punt P de kwadraatlengte ds2 toe volgens de formule 

waarbij de van de coordinaten van P afhangende coefficienten minstens 

twee maal continu differentieerbare functies zijn. 

Zender bezwaar kunnen we g .. =g .. kiezeno Uit de gepostuleerde invari-
lJ Jl 

antie van ds2 t.o.v. transformatie van coordinaten volgt dat de coef-

ficienten g .. een covariante tensor vormen, de zogenaamde fundamentaal­
lJ 

tensor, Aangezien g .. =g .. is deze tensor symmetrisch. 
lJ Jl i i 

Twee infinitesimale vectoren dx en d~ in P leveren de invariante 

scalar g .. dxi d~j. Noemen we de lengten resp. ds en do dan wordt de 
lJ 

hoek ~ tussen de vectoren gedefinieerd als 

ds do cos ~ = g .. dxi d~j 
lJ 

In het bijzonder wordt de loodrechte stand uitgedruk.t door 

Zender moeite kunnen we deze begrippen ook toepassen op willekeurige 
i aan P toegevoegde contravariante vectoren v en w .• In het bijzonder 

l 

definieren we 

i i i 
als de kwadraatlengte van v , en zeggen we dat de vectoren v en w 

orthogonaal zijn indien 

Aan de covariante fundamentaaltensor g .. kunnen we een contravarian­

te tensor gij, welke eveneens symmetrisch
1

1s~ toevoegen met behulp van 

de betrekkingen 

ij 
Hieruit volgt dat de door de componenten g .. en g gevormde matrices 

lJ 
elkaars inverse zijn. De determinantwaarde van de matrix (g .. ) noemen 

lJ 
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we g, We nemen aan dat g ~ 0, Daarmee sluiten we de zogenaamde ontaar­

de metriek, welke voor de toepassingen niet belangrijk is, uit, 

Het ligt voor de hand te eisen dat (18o4) een positief definiete 

kwadratische vorm is, In dat geval heeft elke (contravariante) vector 

een positieve van nul verschillende lengte tenzij de vector de nulvec­

tor is, Toch beschouwt men in de relativiteitstheorie een kwadratische 

vorm (18o4) welke zowel positieve als negatieve waarden kan aannemeno 

In de speciale relativiteitstheorie heeft men voor de kwadraatlengte 

van de infinitesimale "wereldvector" (ruc, dy, dz, dt) de uitdrukking 

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 - dt2 
o 

Vectoren met een positieve kwadraatlengte hebben hierbij een "ruimte­

lijk", die met een negatieve kwadraatlengte een "tijdelijk" karaktero 

Wij zullen hier echter uitsluitend een XN met een positief definiete 

metriek beschouweno In dat geval is ook de determinantwaarde g positief. 

De funda.mentaaltensor g .. en de toegevoegde gij stellen ons in staat 
l.J 

op (1~1)=duidige wijze contravariante en covariante vectoren aan elkaar 

A]d . d . t i . t toe te voegen, . us is aan e contravar1ante vec or v de covar1an e 

vector w. toegevoegd volgens 
l. 

(18,8) w. = g .. vj 
l. l.J 

Omgekeerd is 

(18,9) i ij v = g w. . 
J 

Een analoge toevoeging geldt voor tensoren, In het jargon van de ten­

soranalyse duiden we dit aan als omlaaghalen en omhoogbrengen van in­

dices, Bijv, 

Aan een covariante vector w. kunnen we nu ook een kwadraatlengte toe-
1 

kennen, namelijk die van de toegevoegde contravariante vector, dow.z. 

ij 
g w. w. ' 

J. J 

Door (18,1) is :i..n de omgeving van elk p1mt P meting mogelijk, 
1 De coordinaatvlakken x =constant cnz, bepalen een locaal rechtlijnig 
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1 2 _.N 1 
coordinatenstelsel PX X ,), x· waarbij de eenheidsvectoren langs PX, 

2 3 N 
PX ~ PX 1' : : =, PX resp, de lengten ~ 1, 'Jff229 , o o, \Jiim bezitteno 

We zullen aanstonds bewijzen dat het op de eenheidsvectoren beschreven 

eenheidsblok de inhoud \ig-hee~, Aangezien de componenten g .. zich op 

covariante wijze als 
v~ l.J 

(18:12) 

transformeren geldt voor de determinant g de transformatieregel (vergo 

n,6) 
=2 

g" = f:, g: 

In het bijzonder kunnen we een coordinatenstelsel (x1u' x2u, OOO xN
9

) 

kiezen dat in het punt P een Euclidische metriek bepaalt waarbij de 

componenten g. , in P de waarden o~ aannemena In dit speciale coordina-
1J J 

tenstelsel is de inhoud van het volume=element gevormd door de vectoren 
n , 20 Ni 

( dx' » 0 • , , : , 0) ~ ( 0 ~ dx ~ = : , , 0) » , , , ~ ( 0 ~ 0 ~ o, , , dx ) gelijk aan 
1" 2 1 N" dT = dx dx , , , , dx , Door de transformatie van di t speciale naar het 

oorspronkelijke coordinatenstelsel gaat het volume=element over in 

1 ° 2ij N° 
( 18 . 14) dx 1 v d:x:2 ij : : : dx~p = ... a .... ( x __ ~ ,...,,~x-....""',"""""'o ._o o-..i11,;,x;;.......,;;,) 

, 2 N 
1 2 N 

dx dx OOO dx 0 

a(x ~ x ' ,,,,x) 

De inhoud van het elementai:re blokje in 
1 2 _ _N 

het PX X o o o x-· coordinatenstei-

sel is dus I Al dx 
1 
dx2 : , o dxN Volgens ( 18, 13) waarbij g 9 = 1 is dus 

di: = v;-dx 
1 a.x2 

: , , dxN: 

Voorbeeld, De Euclidische ruimte E is een x3 waarbij het mogelijk is 

Cartesiaanse coordinaten (x1
9 x2 ~ xj) te gebruiken met de metriek 

(18,16) ds2 = dxi dxi, 

De fundamentaaltensor is dus in alle punten identiek met de eenheids­

tensor, Uit (1808) en {18,9) volgt dat in dit coordinatenstelsel het 

verschil tussen contravariant en covariant vervaltc Gebruiken we bol­

coordinaten (zie 13,20) danheeft men de metriek 

Hierbij is het wel weer nodig onderscheid te maken tussen contravariante 



- 75 -

en covariante componentenc In een punt P(r , 8 , $ ) vormen de coordi­o 0 0 
naatvlakken r = r (bol)se = e (kegel),~ = $ (vlak) locaal een ortho-o 0 0 

gonaal rechtlijnig coordinatenstelsel waarbij de meeteenheden respo 1, 
r en r sine zijnc Het volume-element is in overeenstemming met 

\Ji= \(i1 f22 f33 = r2 sine 

2 (18c18) dT =,r sin 6 dr d8 d~. 

19, Covariante differentiatie 

Wij hebben in §9 gezien hoe uit een gegeven tensorveld door toe~as­
sing van de nabl~-operator een nieuw tensorveld kon worden afgeleido 
Voor een scalarveld s leidde dit tot de gradient Vs, voor een vector­
veld ~tot de begrippen divergentie V .v en rotatie v x Vo We stellen 
ons nu de vraag hoe deze begrippen met algemene kromlijnige coordina­
ten te bebandeleno 

1 2 N Uitgaa.nde van een scalarveld s(x , x ~ 000 9 x ) kunnen we door par-
tiele differentiatie de getallen a.s afleideno We bewijzen dat deze de 

1 
componenten zijn van een covariante tensor, de gradiento Inderdaad geldt 
de transformatieregel 

i as as ax _ i as 
~ = _..-._,.,. - A. w -. 

ax1 ax1 ax1 1 ax1 

Uitgaande van een covariant vectorveld w.(x1
, x2 , 000 9 xN) vormen 

1 
we het systeem a, w.c Blijkbaar transformeert dit systeem zich als 

J l. 
aw. i a . ij aw. 
~ ~ (A7 9 w, ) = A. u , , ..._.;. + 
axJ axJ 1 1 1 J axJ 

Het systeem is dus geen tensor, Wel geldt dit 9 zoals men eenvoudig in-

ziet, voor de antisymmetrische combinatie 

(19c2) r. . d~f ~ (aw i - aw J ) , 
l.J ~xJ ax1 

Deze antisymmetrische covariante tensor heet de rotatie van het cova­
riante vectorveld w., Deze tensor stemt overeen met de rotatie van een 

1 
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vector in een Euclidische ruimte van drie dimensiesa 

Het lukt niet op deze wijze verder te gaano In het bijzonder wordt uit 

een contravariant vectorveld v1 door partiele differentiatie geen ten­

sor gevormd, We zullen evenwel laten zien dat dit wel lukt indien aan de 
i k 

partiele a~geleiden aj v
1 

zekere lineaire combinaties rjk v van de com-

ponenten v warden toegevoegd: We beweren dus~ 
i 1 2 N 

Er bestaan getallen fjk (x 9 X 9 aoo~ X ) 9 de Zogcno symbolen van 

Christoffel 9 zodanig dat 

av1 i k 
~ + rJ.k v 
axJ 

i 
een tensor iso Deze tensor heet de covariante afgeleide van de vector v o 

De structuur van de hierbij benodigde Christoffel symbolen berust op 

het fundamentele begrip van pseudo-parallele verplaatsing dat we nu zul­

len bespreken, 
i 

In een ~ met kromlijnige coordinaten x en voorzien van een metriek 

g •. bestaat iohoao geen begrip van evenwijdigheido Dit wordt Ooao ge-
l.J 

demonstreerd door het speciale geval van. een boloppervlako Het is daar-

door niet mogelijk vectoren en tensoren welke in twee verschillende pun­

ten P en Q gedefinieerd zijn met elkaar te vergelijken zoals dit wel het 

geval was bij een Euclidische ruimte EN waar alle vectoren en tensoren 

evenwijdig verplaatsbaar zijn, We hebben dit feit trouwens uitgebuit door 

bij vele beschouwingen de vectoren en tensoren naar de oorsprong ver­

plaatst te denken, 

Men kan echter~ met zekere restricties~ in een algemene ~ een zeke­

re pseudo-parallele verplaatsing definieren waarbij het mogelijk is een 

vector of tensor langs een bepaalde kromme pseudo-parallel te verplaat­

sen o Het eindsresultaat kan van de gebruikte kromme afhangen zodat bijvo 

na een rondgang over een gesloten kromme niet noodzakelijk de vector of 

tensor tot de uitgangswaarde is teruggekeerdo 

We beschouwen daartoe een zogenaamde infinitesimale verplaatsing van 

een contravariante vector v1 in P(x1) naar het naburige punt Q(xi + dxi)o 

lt h .. i d#iWk tll Voor de verp aa ste vector sc riJven we v - v o e unnen s e en 

# i i i k i 
d v = rjk v dx, rjk 
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waarbij de coefficienten rj~ uiteraard functies van de coordinaten van 
~ i i P zijn , We zullen strak.s aantonen dat d v geen vector en rjk geen ten-

sor is, Desondanks handhaven we de notatie met boven- en benedenindices 
en gebruiken we voorzover niet het tegendeel gezegd is de sommatie-con­
ventie van Einstein, Aan onze pseudo-parallele verplaatsing stellen we 
als eis dat hoeken en afstanden invariant blijven, We eisen dus m,aoWo 
dat 

i * i j # j) ( ) i i g .• (Q) (v - d v )(w - d w =g •. P v w , lJ lJ 
Uitwerking gee ft 

i d#wj i # i) 
ag .. 

viwj d.xko g .• {v +w d v = -3..il lJ axk 
Substitutie van (19o4) gee ft 

j i 1 i 1 j ag .. 
viwj g .. r1k v w + g .• r1k v w =~ lJ lJ axk 

, 
zodat 

voor alle combinaties van is j en k, 

Uit (1906) volgen door verwisseling van de vrije indices i, j, k de 
aequivalente betrekkingen 

en 

ag.k m m i 
gim rkj + ~ rij = ~ 0 

Uit (19,6) en de bovenstaande twee gelijkheden volgt iovomo de symm.etrie 
van de benedenindices van g en r 

zodat tenslotte 

waarbij 

ag.k ask. ag •. 
= H~ + -T --f l 

axJ ax ax 

r. ~ = gkn [i j, n] 11 lJ 
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hetgeen bekend staat als het Christoffel symbool van de eerste soorto 
k De getallen r .. heten het Christoffel symbool van de tweede soorto Uiter­

J.J 
a.ard is ook 

[
. . ~ n 
1 J, kj = gk r .. o n J.J 

Zoals gezegd vormen de Christoffel symbolen geen tensoreno Hun trans­

formatie-eigenschappen kunnen a,v: gemakkelijk afgeleid wordeno Uit de 

transformatieregel van de contravariante vector vi 

(19011) 
ii iq i 

v =A. v 
1 

volgt door differentiatie 

dvi 9 ii = A. 
1 

Aangezien de pseudo-parallele 

i i i 1 

dv + v d A. , 
1 

i * i vector v - d v aan de transformatieregel 

van een contravariante vector in Q voldoet 11 toWo 

= (A~i + dA~v)(vi ( 19013) 
# iil 

d v 
1 1 

geldt ioVcmc (19011) 

* iV iY 
.,M.. 0 • • 1l 

d~ 1 1dA1 (19.,14) d v = A. 
1 

v - v . 
1 

Uit (19c12) en (19,14) volgt door aftrekking dat 

i * i dv + d v 

weer aan de transformatieregel (18,8) voldoet zodat ovi een infinite­

simale contravariante vector voorsteltc We noemen o de covariante dif­

ferentiaal, We kunnen schrijven 

( 19c 16) i i J
0 

ov = V. V dx 
J 

i De hierdoor bepaalde tensor V.v noemen we 
i J 

v, IcVcmc (18o1) kunnen we schrijven 

(19,17) i ~Clvi i k) ov = ~ + r .k v 
axJ J 

i De covariante afgeleide van v is dus 

( 19018) 
i avi i k 

V.v =---... + rJ.k v 
J axJ 

de covariante afgeleide van 
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Vaak gebruikt men hiervoor de notatie 

i i 
'ii .v = v,, 

J J 

Zoals gezegd volgt uit het vectorkarakter van ovi en van dxk het ten­

sorkarakter van vi, j, We hebben reeds gezegd dat rj~ geen tensor is. 
De transformatieregel hiervan volgt gemakkelijk uit (19o14)o Substitu­
tie van (19o4) in (19014) geeft namelijk 

p • ij ki i' i j dxk i 
• ij 

f j ikU VJ dx =A. rjk v - v dA7 = 
l. l. 

i' j k i . ' k' i a i' . ' k' = A. A.' Akij r ·k VJ dx - A.' ~A. VJ dx 
' l. J - J J ax l. 

zodat 
i' i' j {, i i a i' 

r j 'k' =A. A., r j 'k' - A.' k'Ai, l. J J ax 
of 

i' . ' j {1 i • i a2xi 
( 19, 20) r j 'kl! = A7 A., r jk + A:- • I k' 1 J l. axJ ax 

Na deze uitvoerige behandeling van de pseudo-parallele verplaatsing 
en covariante differentiatie van contravariante vectoren is het niet 

moeilijk meer soortgelijke bewerkingen ook voor covariante vectoren en 
tensoren in te voeren, Voor een scalar $ is dip reeds een covariante 

differentiaal aangezien ~ een covariante vector, de gradient, iso 
ax * We hebben dus moaoWo voor een scalar d $ = 0 en 

(19,21) 0$ = d$ 0 

Voor de covariante differentiaal van een covariante vector w. gaan we 
1 

uit van de differentiatieregel van Leibniz welke we toepassen op de 
1 i scalar w.v waarbij v een willekeurige contravariante vector iso We 

l. 

hadden dan 

Substitutie van (19017) leidt onmiddellijk tot 

(19,22) i dxk ow. = dw. - r .k w. 
J J J 1 

i i = v dw. + w.dv • 
1 1 
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(19023) 

We schrijven ook 

{ 19 0 24) 

- 80 -

dW. 
'i/ W :--il 

k J• k 
dX 

'i/k w. = w. k 0 

1 J, 

Voor een tensor T kunnen we analoge uitdrukkingen afleideno 

Elke index geeft de aanleiding tot een r - term welke een + teken heeft 

voor een contravariante index en een - teken voor een covariante indexo 

Bijvo 

(19025) 

en 

(19026) 

Tenslotte vermelden we nog een veel voorkomende formuleo Men heeft 

i , d 
r . . = 2 ~ log g ' g = det g .. 0 

1J axJ iJ (19027) 

Het bewijs volgt gemakkelijk door uit te gaan van de definitie (1908). 

(19a9)o 

= ,1 l ~ a gin = ....116..... 
" d • 2 . 

g gin axJ g axJ 

In een Euclidische ruimte EN is het mogelijk Cartesiaanse coordina­

ten te kiezeno De fundamentaaltensor g. . reduceert zich dan voor alle 
1J 

punten van de ruimte simultaan tot o •. doWoZo 
1J 

2 1 2 2 2 N 2 
ds = ( dx ) + ( dx ) + o o , + ( dx ) o 

Alle Christoffel-symbolen zijn dan overal tegelijk nul zodat de covari­

ante differentiat~e (19023) overeenstemt met gewone partiele differen­

tiatieo Zoals bekend kan men uit de contravariante vector vi in Eucli-
i 

dische coordinaten de invariant a.v t de divergentie, afleideno 
1 

" 
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In algemene kromlijnige coordinaten stemt de tensor 
i covariante afgeleide v~o en de divergentie met de 

i a.v overeen met de 
J . 

contractie v!. o 

J J 
Volgens (19018) is 

i avi k 
v.=--T"" +r 1 vo 
ti axi ik 

Iovomo (19027) kunnen we hiervoor schrijven 

i v. 
'l. 

zodat 

(19028) i 1 a v. =-.......,.. 
91 ~ ox

1 

We kunnen van een covariante vector w. de divergentie vormen door er 
J. 

een contravariante vector gijw. 

d . o• as d . . J 
van te makeno Passen we dit toe eerst 

op de gra ient ~ an vinden we uit 
ox1 

(19028) voor de Laplace operator 6 

( 19 .29) 6S 1 a =Vi oxi 

Voorbeeld, Pseudo-parallele verplaatsing over een boloppervlako Op een 

boloppervlak zijn de punten bepaald door de kromlijnige coordinaten 

x1 = e en x2 = ~ met als uitdrukk.ing voor de kwadraatlengte van het 

lijnelement 

Voor de uit vier elementen bestaande covariante fundamentaaltensor g .. 
l.J 

geldt dus 

= o, . 2 = sin e JI 

De contravariante componenten zijn 

Voorts geldt 

11 12 21 22 . -2 g = 1, g = g = o, g =sin e. 

[ 1 2, 2] = sin e cos e r 2~ = -sin e cos e 

[ 2 2, 1] = -sin e cos e r 1 ~ = cotg e o 
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Alle overige Christoffel-symbolen zijn nul, 

Laat nu (u, v) een contravariante vector in het punt P(e, $) zijn, 

dan levert volgens (19a4) pseudo-parallele verplaatsing naar het naburi­

ge punt Q (e + de~ $ + d~) de vector 

{

u(Q) = u(p) + v(p) 

v(Q} = v(p) - u(p) 

sin e cos e d$ 

cotg e d~, 

Verplaatsing van de vector over de breedtecirkel e = constant leidt tot 

de differentiaalvergelijkingen 

du dv (ij' = v sin e cos ell (ij' = - u cotg 0o 

De oplossing hiervan is 

u =a sin (~cos e + b) 9 v sin 0 =a cos (~cos e + b) 9 

waarbij a en b integratieconstanten zijn die we aan de aanvangspositie 

in P kunnen aanpasseno 

We constateren dat bij een maal rondlopen over de breedtecirkel 

$ ~ $ + 21T de vector niet meer met de aanvangspositie overeenstemt, ten­

zij e = ~'lfo 

200 Korste lijnen 

In een XN kunnen we bijzondere lijnen 9 geodeten, bepalen welke de 

eigenschap bezitten dat ze de korste verbinding vormen tussen twee pun­

teno Voor deze lijnen xi(t) geldt dus dat 

{20c 1) g." dx
1 dxj 

1J 

minimaal iso Volgens de methode van de variatierekening vergelijken we 

de lengte over de korste lijn xk(t) met die van een willekeurige nabu­

rige lijn xk(t) + £uk(t), Schrijven we {20o1) als 

f(c) - I: F(xk + cuk, ik + cdk) dt, 
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waarbij het fluxie-symbool differentiatie naar t aanduidt, dan moet dus 

~ = 0 voor willekeurige uk(t)o 

Dus 

JQ (aFk uk + <lFk ddut) dt = Oo 
p ax a:X: t ; 

Partiele integratie geeft 

JQ (aF ~ L2L) uk at 
P \axk dt a:X:k 

Aangezien dit moet gel~en voor alle uk(t) 

vergelijkingen {van Euler-Lagrange) 

<lF d <lF 
axk = dt' a:X:k 0 

(20o2) 

= Oo 

vinden we de differentiaal-

Substitutie van de uitdrukking voor het lijnelement gee~ indien we 
voor de para.meter t de booglengte s kiezen 

. . ag.. i x1 :X:J ....:ll = 2 iL dx axk d.s (gik dS") 

Hiervoor kunnen we schrijven 

zodat 

(

/ ag,. ag.k) .. , ...:l:.rJ.. J. 0 J. 0 J 
l! k--- xx 

ax axJ 

d2xi 
gik ds2 + [i J, k] 

,i,j 0 x x = 0 

V · ld · · t d · t f d t lt gkn lei" dt 1' n ermenigvu iging me e covarian e un amen aa ensor 

verband met (19,8) 

(20,3) 

tot 

d
2 k 
~ ... 

ds2 
k dxi dxj 

f .. -d -d = Oo l.J s s 

Dit zijn dus de differentiaalvergelijkingen van de geodeteno 

In een Euclidische ruimte met rechtlijnige coordinaten zijn alle 
Christoffel symbolen nul, Volgens (20,3) zijn de geodeten de rechte 

1 .. k k Bk J.Jnen x = a s + , 

Voor verdere eigenschappen van de geodeten zie men de literatuuro 
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21, Kromlijnige coordinaten in E
3

, 

We specialiseren ons nu tot een Euclidische ruimte van drie dimen-

, k ml. . . ,. d' .;.. ( 1 2 3) Al 1 sies met ro iJnige coor inauen x , x , x o s voorbee d gelden 

bol• en cylindercoordinaten en elliptische coordinateno 

De primaire begrippen zijn de covariante fundamentaaltensor g .. ' l.J . ij 
de eo~~bl'ldereme cont~a1"ia.nte fundamentaaltensor g en de gemengde 

i eenheidstensor o., Zij zijn gebonden door de betrekking 
J 

(2L 1) 

Uit het £= symbool 

( 21 '2) 

1

- 0 bij twee gelijke indices 
eijk = 1 1 bij even permutatie van 1 9 2 3 3 

l-1 bij oneven perm.utatie van 19 2, 3 
'-

kunnen we de volgende tensoren afleiden 

(21,3) 

Het bewijs van het 

forma.tieregel 

(214} 

i'k 1 
e J = ~ 'ijk' 0 ijk ·f 'ijk0 

tensorkarakter volgt uit de in (18,13) gegeven tra.ns-

is dus geen invariante scalar maar heet een scalardichtheid), 

Inderdaad is bijv, 

A~1~wkk11\/ge .. k = i:\-1 \lge.9'ik' = \/gf e.,.'k'Q 
l. J y - l.J v- l. J y- l. J 

al t t . t t i bi . Het sc arproduc van wee contravaria.n e vec oren a en is 

-+ + i j 
a ? b = g .. a b , 

l.J 
i i 

Het vectorproduct van twee contravariante vectoren a en b is de 

contravaria.nte vector 

+ + ijk 
(21c6) a x b = e aj bk, 

De gradient van een scalarveld s(x1, x2 , x3) is de covariante vector 

(2L7) grad s 0 



De divergentie van een contravariant vectorveld vi (x1, x2 , x~) is 
volgend (19028) 

(2L8) div; = v1. = _L ~ { 1{gvi) o 

1i
1 l/i ax1 v 

De rotatie van een covariant vectorveld w. (x1
, x2 , x3) is de con-

1 
travariante vector 

(2L9) -+ iJ0 k rot w = e wk . ,J 
Volgens (19,2) zijn de componenten van de rotatie gelijk aan 

....! (
1

aw3 _ aw2 ) l... / aw1 _ aw3J\ L (i aw2 _ aw1 ) 
( 2 L 10) - 2 3 ' I 3 1 , - 1 2 ° 

~ g ~x ax r \ ax ax ~ g ax ax 

De divergentie van een gradientveld grad s levert de Laplace opera­
tor formule (19029) het volgende geeft 

(2L 11) 1 a(·· a ) •· tiS="""'-i g1J~ \/g =(g1Js».)t. o 1{i ax \ axJ v - J 1 

Met behulp van het voorgaande is het niet moeilijk meer de evenwichts-
en bewegingsvergelijkingen ·iran de fysica voor algemene kromlijnige 
coordinaten op te schrijven, Als voorbeeld kiezen we de elasticiteits­
theorie van §14: De uitwijking u. bij de deformatie vatten we opals 

1 

een covariante vector (vlakkenpaar), De deformatietensor van (14.6) 
gaat over in 

(21o 12) D •• = ~ (u .. + u .. ) o 1J 1,J J,1 
Voor de dilatatie (14033) schrijven we nu 

(2L13) 

De rek-trek 

(21, 14) 

e = gij D. . = gij 
1J 

relatie ( 14028) wordt 

p . . = >.. e g. . + 2µ D .• o 1J 1J 1J 
De bewegingsvergelijking (14:32) tenslotte wordt 

(21: 15) 

Op analoge wijze kunnen de vergelijkingen van de hydrodyna.mica in 
algemene vorm gebracht wordeno 
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Hierbij gaan we uit van de contravariante snelheidsvector vi ~ dxi/dto 

De continuiteitsvergelijking (15o3) gaat over in 

(21016) ()p ( i) at° + p v ~i = Oo 

De bewegingsvergelijking {15o9) wordt 

i i 
h_ + { i j + 1 iJ

0 

) 0 = F 0 

- v v - g p ,J at P 
(21017) 



APPENDIX bij INLEIDING TOT DE VECTOR - EN TENSORREKENING 

(prof odr• HoA. Lauwerier) 

door RoPo van de Riet, november. 19660 

· ·opmerkiIMl bij rormule 14o4: 
au. 

Omdat de afgeleiden ~ klein verondersteld worden 9 zodat we kwadrati-ax. 
J 

sche termen mogen verwaarlozen. kan 14o4 ook geschreven l~rden a.ls 

( 14o4a) dn. = (~ ... + R .• )dx. l l.J J.J J 

-i' Omdat R .• een antisymmetrische tensor is bestaat er een vector w zo dat l.J 

Dus 

R •• dx. = &. 'k w. dx. o l.J J lJ J --k. 

+ -+ + + 
dn = dx + w * dX 

Eenvoudig is in te zien dat ldnl =la.ii + kwadratische termen zodat R •• 
l.J 

inderdaad een zuivere rotatie beschrijft, die geen bijdrage zal leveren 
in de spannin$stoestand van het elastisch lichaam. 
Omdat we geinteresseerd zijn in het verband tussen deforma.tie en spanning 
kunnen we ons dus beperken tot het beschouwen van de tensor D. ·o l.J 
M.a.w. we mogen veronderstellen dat R .. = O, zodat de dnk in (14.4b) ver­J.J 
vangen kan worden door ~· 

Opgave: 

1) Bewijs dat de lengte dx1 van de vector (dx1, 0 9 0) na deformatie met 
een bedrag n11 dx1 is t'oegenomeno (Op kwadratische termen na) o 

2) Bewijs dat de hoek ~ tussen de twee vectoren (dx1, Ot 0) en (O, dx2 , 0) 

na de def ormatie voldoet a.an 

cos~ = 2D12 o (op kwadratische termen na). 

Blijkbaar nemen de componenten D11 • D22 en n
33 

de uitrekking (Eng. 
extension) voor hun rekening 9 terwijl.. d~ co~pG~@~t~~ P12 , D23 @n P13 ....... . .~ 
de afs~nuiving (Engo s~ear) veroorz~~~no 

Di~ vglg~ Qpk ~~i fgrm'UJ.~ (14q1Q)P. 

1. 

I 
l ,· 



De betekTnis van de covariante en con1;'._ravariante componenten van ezn. . 
vector 

In deze beschouwing nemen we aan dat de Riemann ruimte een Euclidische 

ruimte is. .) 
Moaowo er bestaat een vast gekozen Cartesisch coordinatenstelsel x1 

waarin we de co- en contravariante vectoren willen beschouwen • 
• ' • t 

ax1 ax1 

We merken op dat g. . = ~ ~ --:- • 
J.J i' ax1 axJ 

Beschouw een vector ~ gedefinieerd met 

coordinatenstelsel. 

i' componenten v in het Cartesisch 

Aangezien 
• ' • t 

g.,., = o., .,, geldt v., =g.,., vJ = v1
• 

J.J l.J l J.J 

De co- en contravariante componenten van v zijn dus identiek. 

In het xi coordinatensysteem zijn de co- en contravariante vectoren gege­

ven door 
. i . f 

v1 = A., v1 

l 
en i' v. = A. v

1
., o 

l J. 

i i' 1+vl2. Hieruit volgt dat v vi = v vi' = 
We zullen nu een interpretatie geven van de co- en contravariante compo­

nenten van ~ in het xi coordinatenstelsel. 

Stellingt De component van ~ in de richting van de x1 as is gegeven door: 

v, 

~ 
de component van~ in de richting loodrecht op het vlak x1 = 
constant is gegeven door: 

1 
v 

0 

Deze stelling is nader geillustreerd in de figuur 



= constant 

= constant 

. ' Bewijs: Het Ca.rtesisch CQordinatenstelsel x1 is gedefinieerd door 
i9 i' 1 N x = x (x , 000 9 x ) (1) 

De richting van de x1 as, is de richting van de raa.k.vector a.an de kromme 9 

die ontstaat door x2 ~ 000 9 xN constant te nemen en x1 te va.riereno 
+ • ' De raakvector t heeft dus a.ls componenten in het x1 stelsel 

i' _ ax --o 
ax1 

De component van v in de richting van t is nu 

ax i' - • v .• .+ .+ ax 1 J. t 0 v .-1:1 d J!tt = 
ltl J. ' l.' 

l ax ax - 0-

i' ax1 ax1 

De inverse transforms.tie van (1) is gegeven door 

i i 1 '· N' x = x (x 9 •oo 9 x ) 

= 
v, 

y;;; 

De richting ri loodrecht op het vlak x1 = constant is dus 

_ ax1 
en n

1
• , - --iFT • 

ax1 

+ 1 
n = V x 

De component van ; in de richting van ri is dus 
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= l 
i' 

ax 1 ax 1 
,,,_,,,.,-~, volgt uit de volgende beschouwing: 
ax1 ax1 

= 

. ' 
ax1 

· ·- = 61 axk k 0 

Anderzijds geldt gij gjk = 6~, en aangezien de determinant g + O, volgt: 

~~ D£yerBentie 2 de GradientL de LaElace operator en de Rotatieo 

We leiden eerst een uitdrukking af voor de divergentie van een vector 

~ in een willekurig kromlijnig coordinatenstelsel Xio 

De volgende definitie zal het uitgangspunt zijn: 

De divergentie van ~ in een punt P is bepaald door: 

waarin 

waarin 

VOL G 
£ 

G een gebied is dat 9 als £ ~ o. tot het punt P convergeert 9 
£ 

Re de rand van Ge is en waarin Vol G£ het volume van Ge ise 

Voor G nemen we het gebied dat wordt gevormd door een parallelopipidum, 

met zijden evenwijdig aan de xi = constant vlakken en ribben dx1 , ax2 

en ax3
o 
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De bijdra.gen tot 

vlakken, 

JIR ~ dd, worden gevormd door de verschillende zij­

e: 

Een willekeurig zijvlak kan voorgesteld worden door twee vectoren d! 
.+ 

en dn, 

. -+ 
dn 

het oppervlak van da is l~I o 

...... 
De normaal n is dan gegeven 

door ~ = dt * dn 

..... -+ -+ -+ -+ -+ -+ ., ., k' 
Dus v o da = v , n = v o (d~ * dn) = e:i'j'k' v

1 d~J dn o 

i 
Nu is e. 'k geen inva.riante tensor zoals 6.o 

lJ J 
• II 

Dit blijkt als volgt (met x1 een willekeurig coordinatenstelsel): 

1 
A." 

l 

Ai. Aj .rf- = A1 
£ijk i" j" -~Ii j" 

metll-1 = det (A~u), 
l 

1 
Ak" 

£. 'k is een zogenaamde ~ensor ca.p~£iteil• 
lJ 

Beschouw nu 

Uit 

g.11•11 
l J 

volgt f = a-
1 f 

,. 

2 3 A. II A.11 
l l 

2 3 A• H A.11 
J J 

2 Pin 3 
Ak11 

____ .,,W __ ·-··N--~··-·----·· -" --"'"~"°~ W ~- ... -- ,.. ' 
·- ••~W• ,_,_.._,.._.,..,_.~--·~·"- --• '"'""'•,-·• ,,. 
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~is een zogenaamde scalar dichtheido 

Het product ~ £ijk is nu wel een 

factoren ~ wegvallen. 

tensor omdat bij transformatie de 

Voor Cartesische coordinaten geldt 

stellen 

1 zodat we zonder meer kunnen 

+ + 

~ 
• I dtj f dnk' v • do = £.,.,k. v1 

l J 

= vs i df;i dnko £. 'k v 
J.J 

Meem nu df;i = 
. 2 {o, dx , o) 

dni = 3 (o, o, a.x ) 

dan is 

~ • dd = 'JB e 123 v1 dx2 dx3 = \[B v1 dx2 
dx3 0 

Het parallelopipidum {dx1, a.x2 • dx3), waarop we de uitdrukking voor de 

divergentie willen toepassen is getekend in de volgende figuur: 

We beschouwen de bijdrage tot f J~ . d~ van de gearceerde vlakjes. 

De bijdrage van het voorvlak is dan: 

fsCQ) v 
1 C Q) a.x2 dx3 ~ 

het achtervla.k levert een bijdrage 

(Het minus teken 

- fs(R) v 
1 

{R) dx2 a.x3• 

+ + 
omdat de normaal df; * dn 9 

Van beide vlakjes samen dus een bijdrage 

naar binnen wijst). 

--;( g.v).dx dx dxo a \f 1 1 2 3 

ax 
De andere vla.kjes leveren dezelfde bijdragen met verwisseling der indi-

• 

ces, duf:i 
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uu-........- gv odX odx odxo ff 
R 

+v 
0 

;i'!: _ Cl ( (i. i) ' 1 2 3 
ax1 

e: 

Tenslotte moeten we neg het volume van het parallelopipidum berekenen. 

In het Cartesisch coordinatenstelsel is het volume gegeven door 

i9 j' k' 
e: • , • w k , dt dn dr,; 

1 J 

met dt 9 dn end! de vectoren die het para.llelopipidum opspanneno 
i In het x coordinatenstelsel is dit dus gelijk aan: 

met 

. . k {i e:ijk d;
1 

dnJ dr; 

d~i = (o, dx2 , o) 

dni = (0 9 o, dx3) 

dr;i = (dx1, O, O)o 

Dus VOL Ge: = F dx 
1 

dx
2 

dx3 0 

Conclusie~ 

div v = - .....,,.... g v o 
• + , Cl ( y; i> 

\[i' Clx
1 

De ~radiant van een functie $ 1 heeft in het Cartesisch coordinatenstel­

sel de componenten 

i Zodat de covariante componenten in het x coordinatenstelsel gegeven zijn 

door . ' 
A~ ' ...11._ - l_ x_1 w• 

1 i' - i ax ax 
en de contravariante componenten: 

De Laplace operat,2£ A$ is gedefinieerd door 

A$= div grad $ = ......... ~ go • 1 a ( (i 
'{i" Clx

1 

0 

\ 

\ 

l 
I 
f 
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De uitdrukking voor de rotatie leiden we af, gebruik makend van de 

rotatie van ~ in een punt P in de richting ~ is bepaald door: 

Waarin R de rand 
e: 

oppervlak S o 
E: 

+ n 

is 

f R 
, rot + lim v = 

e:+O 

van een gericht 

~ d-; + 

~R< e: 
s e: 

e: 
oppervlak, met eenheidsnormaal rt en 

Als e: -+ 0 dan moet het oppervlak convergeren naar het punt Po 

• • ->- + + + 
We beschouwen eerst een llJnelement ds = dt;, en we berekenen v o ds0 

+ + ii i 
v, ds = v., d~ = v. dt; o 

l l 

Voor het oppervlak S kiezen we een 
e: 2 

1 
oppervla.k in het vla.k x is constant, 

de rand R kiezen we langs de x en 
e: 

x3 coordinaatlijneno 

x?~1 c . - - .)x 1 

De rand R is opgebouwd uit de voleende "vectortjes", die tot de inte-
e: 

graal de tevens vermelde bijdragen leveren~ 

Totaal dus: 

Verder is het 

dt;k = (o, dx2, O) v2(A) dx2 

dt;i = (o, n 
dt;i (o, = c 
df;~ = (o, 

o, dx3) 

2 -dx , 0) 

3 o, -dx ) 

v
3

(B) dx3 

-v2 (c) dx
2 

-v
3

(D) dx3, 

oppervlak S gelijk aan de leng-l:;e van 
e: 

+ + + 
a = dt;A ~ df;Bo 
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Nu is 

dus 

a. 
1 

zodat 

= ,,- 2 3 vge:i23dx dx 

(gij 1 = a.a.) 2 = 
l. J f11 f dx

2 
ax3 

Conclusieg 

. + + In het punt P is de rotatie van v 9 in de richting van n, doWcZo in de 
richting loodrecht op het vlak x 1 = constant gegeven door: 

De contravariante component van rot ; is dus gegeven door: 

+ 1 (rot v) 
1 dV3 dVi = ~- (-- - ~) (s dx

2 ax3 

Op analoge wijze vinden we de andere contravariante componenteno 
Het is nu eenvoudig in te zien dat we kunnen schrijven: 

+ i (rot v) 

.. k 
met e.: 1 J 

e;ijk dVk 

=7;-;s 
0 als i = j of i = k of j = k 9 

1 als (i 9 j 9 k) een even permutatie van 

(1, 2, 3) is, 

-1 als (i 8 j 9 k) een oneven permutatie van 

(1» 2 9 3) iso 
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· · Opgaven: . 
to • 1 

1o Als het coordinatensysteem x orthogonaal is dan valt de richting 

loodrecht op het vlak xi = constant sa.men met de richting van de xi 

coordinaatas, en er geldt: 

0 1 ~ J. • g.• = a S .a. T Jo 
iJ 

In de notatie van paragraaf 13 is nu h~ = s11 , h~ = g22 en h~ = g33
o 

In paragraaf 13 zijn de formules afgeleid voor de divergentie, de 

gradient 11 de Laplace operator en de rotatie, die schijnbaar verschil­

len met de formules afg.eleid in deze appendix. 

Verklaar het verschilo 

-' 2o Een contravariante vector vi kunnen we voorstellen als een piJl tus-
. . i dxi . 

sen twee punten (biJv. v =(it"""), een covariante vector wi als een 

pijl tussen twee vlakken (bijvo wi = af l)o 
ax 

. 1 + . d t 
De contravariante component v van een vector v is e componen van 

~ in de richting loodrecht op het vlak x1 = constant. vermenie;vul-

. d t \'-11 . -:--- . ht ht d t dig me V g o Men zou in eerste instantie ec er verwaq en a 

dit de covariante component v1 had moeten zijno 

Verklaar deze zaak, zonder gebruik te ma.ken van het in deze appen­

dix gegeven bewijs, door uit te gaan van de raakvector ; a.an een 
. ' . ' 

kromme xi = x1 (t). 
. ijk 

1 
3o Bewijs dat het systeem ~ een tensor is. 

\ ,,_ -- ·-····· ,. ....... _ ..... ·- .. ,,., ___ .. ,, _ _._, _____ ~ ______ .. : ... -.·~----··--~-----·- ..... ····'""''~-
.. 
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In de Euclidische ~uimte kan uit 
\.I 

een scalarveld s ee~ vectorveld gede-, 
finieerd worden do~r: 

A 

In kromlijnige coordinaten zijn de aldus gedefinieerde componenten vi 
ook de componenten van een vectoro 

. ' Daar inuners in een nieuw coordinatenstelsel x1 
0

' 1 N = x1 (x o•• x ) geldt 

_ as _ Ai as v., -~- ., .........,.. 
l " l l " J.. ax ax . 

av1 
In de Euclidische ruimte vormen de componenten """"k' een tensoro 

ax 
Dit is niet meer het geval in een kromlijnig coordinatenstelsel, als ge-
volg van het feit dat vi in een punt P(xi) anders transformeert dan in 
het punt Q(xi + dxi); 
Men kan dit ook direct inzien door berekening; 

• I 

av1 
_ a i' i __ Ak. A

1

i.' """k"f -~ o (A. v ) -ir· ax ax 1 

In feite ontbreekt het middel om vi(P) te vergelijken met vi(Q). 
De beide vectoren zijn wezenlijk verschillendo 
Het is daarom nodig een nieuw begrip in te voeren n.lo de ~.~,'\ldO-J2,E:,a.1,­
.!tl.e .. Y2!:.l!la~t~.£.~, analoog a.an het begrip parallele verplaa.tsing in de 
Euclidische ruimte. 
In de Euclidische ruimte verplaatsen we vi(P)~ parallel a.an zich zelf 
naar Q en vergelijken daar beide vectoren vi(P} en vi(Q), hetgeen aan-

avi leiding geeft tot de af geleide vector ~ o 

ax 
De meest eenvouqige wijze om een vector pseudo-parallel te verplaatsen 
is te ~isen dat de verplaatste vector ui(Q) in al zijn componenten ge­
lijk is aan vi(P) 

dus. 

Dit is echter een veel te strenge eis, want nu is in het algemeen ui(Q) 
geen vector. 
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i' 
Wel echter kunnen we eisen dat er een speciaal coordinaten systeem x 

•I •I 

bestaat zodanig dat u1 (Q) = v1 (P). 

Dit coordinaten systeem zullen we het ~eodeten-coordinaten systeem noe­

men. In het oorspronkelijke xi coordinaten systeem heeft ui{Q) de ge­

daante: 

met 

Er geldt: 

immers 

• • • t • • ' 

u1 (Q) = Ai,(Q) u1 (Q) = Ai 1 (Q) v1 {P) 

• dA~,(P) k ., 
= (A~, (P) + • dx ) v1 (P) 

i axk 

= vi(P) + aA~,(P) • dxk 0 AJ~· vj(P) 
axk 

•• A~ 
J • 

i r.k is symmetrisch in j en k. 
.1 

~2 i k' ., ~2 xi 
ri = _ ~~o,,_x-T".,.. A •• Al _ o 
jk k I J. I o -K J• - - l t k I 

ax .ax ax ax 

Dit is een manier om pseudo-parallele verplaatsing in te voeren; een 

andere manier is om uit te gaan van het systeem r~k; en ui(Q) per de• 
. J 

finitie pseudo-parallel aan v1 (P) te verklaren als 

i i ·-· .. i j k 
u (Q) = v (P) - r. 1 

v (P) dx • 
J t 

IIierbij hoeft men eventueel niet te eisen dat r~k symmetrisch is (in 

dat eeval hecft men te maken met z.g.n. ruimtes van Cartan). 
i 

Wel meet men eisen stellen aan de transformatie wijze der rjk 9 opdat 

ui(Q) inderdaad een vector zal zijn. 

Deze eisen verkrijgt men op de volgende wijze: 
., ., ., ., k' 

u
1 

(Q) = v1 (P) - rj'k' vJ (P) dx 

(N.B. het accent taken heeft betrekking op een willekeurig coordina-
• • 9 

tenstelsel en niet op het geodeten-coordinatenstelsel; i.h.v. zal v1 (P) 
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a.ls v1 geno·teerd worden). 

A~' (Q) ui(Q) -· 
l 

Ai. ' vi i ' AJ.· ' vj k 9 d.xk 
l -rj'k' J Ak 

het linkerlid is gelijk aan 

Conclusie: 

A11: '(Q) [vi ... ri vP d.x~ = 
pq 

• l 

(A7 
l 

i I = A. 
1 

d/l.~I 
+ •. -2:.... 

ax8 

1
• . • 1 

v + (-r
1 A7 
pq l 

i' 
' •I 

(- r 1 A7 
pq l 

aA • , • , 
+-L+r~ AJ 

()X 
q J'k' p 

dit moet gelden voor willekeuriBe vP en dxq dus: 

i' 
. . ' oA . ' , ' 

- r 1 A~ + -..lL.. = - r~'k' AJ 
pq l d:.X:q J p 

k' A 
q 

na vermenigvuldigine met A~, A~, en verwisseling van n' ~ j 1
5 m' + k': 

~~~~~r .:~ .. -~·.f 
Uitgaandc van de definitie van pseudo-parallele verplaatsing t.o.v. de 

r;k~ is het nu niet mocilijk om een differentiaalvergelijking te con­

strueren waaraan het speciale geodeten-coordinatenstelsel moet voldoeno 

i' 
Immers in het geodeten-coordinatenAtelsel geldt rj'k' = o. 

, i I i I 1 n 
Dus de functies x = x (x ••• x ) moeten voldoen aan 

I:tu is 

i p r - A., 
pq J 

()Ai' 
A_q, -12- = 0 
-it axq 
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novendien geldt~ 
p AiJ, ii 

A.' = 0 • ' J p· J 

. ' p CJAi . ' (JA. i 

AI!' .......E...= - Ai ~ 
~ q¥ f 

J clX · 
p axCl 

dus 

We vinden dus '?JAP . 
1. i"' q Aq' q' 

r +A Ak O 9 ~= 
pq p q CJXq 

vermenigvuldiging met A~ 1 geeft:.: 
1 

of 

i 
Het is nu mogelijk om de .£2.Y.~.!iante afgel~ide van v te definieren: 

dus 

i 
IJk v = 

= 

i 
Dit wordt ook genoteerd als v 1 • 

~ r;: 

vi(Q) - ui{Q) 

dxk 

Differentiatie van covariante vectoren en algemene tensoren wordt nu 

zodanig gedefinieerd dat 

le. in een Euclidisch coordinaten systeem de gewone differentiatie geldt, 

2e. de regel van Leibniz gehandhaafd blijft: 

dus als f' de nieuwe differentiatie van f aanduidt geldt: 
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A . as • angezien ~ s met s een scalarveld~ al een vector is 9 kan dus gesteld 

worden: ax 

Voor een covariante vector u. en een willekeurige contravariante vec-
i 1 

tor v geldt~ 

dus 

Dus 

i u. v = 
1 

scalar 

i voor willekeurige v , dus moet gelden: 

au. . 
- l. J v u. - ........... - r.k u .• 

k i axk i J 

.. i . au. 
riV l. l = u. -+ v -

1 axk axk 

Op analoge wijze volgt uit de boven omschreven eisen dat 

o • • + r~ k t . P . . o 
i 1uoi J 

J J 1oooJ 1P ·q . q ... 
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Hetg~en ook genoteerd wordt als 
f I 

l 

i 1 oooip 
t 0 0 0 

J1oooJq~k 

· ·povarian~e af~eleide ~n ~en metrische ruimte 

In een Riemann ruimte, met fundamentaaltensor g •• is het 
. l.J 

rjk zo te definieren dat de parallel verplaatste vector 

heeft als de oorspronkelijke vector. 

mogelijk de 

dezelfde lengte 

i 
We vragen ons dus af kan men zodanige rjk construeren dat geldt: 

gij(Q) ui(Q) uj(Q) = gij(P) vi(P) vj(P}o 

Het zal blijken dat het antwoord bevestigend luidto 
i 

Achteraf zullen we echter moeten aantonen dat de gevonden rjk ook beho-

ren bij een geodeten-coordinatenstelselo 

i 
Allereerst construeren we de rjk' vervolgens verw1Jzen we naa.r para.gra.af 

20 waarin de kortste lijnen (aeodete~ behandeld zijn en tenslotte tonen 

we aan dat er inderdaad een geodeten-coordinatenstelsel besta.at. 

Van nu af aan zullen we zolang nog niet vastgesteld is of er inderda.ad 

een geodeten-coordinaten systeem te yinden is~ niet meer de note.tie 

r;k gebruiken maar {~k}o 

Gevraagd dus; zijn er {}k} zodanig dat als 

ui(Q) = vi(P) - {~k} vj dxk 

geldtg -g •. (Q) ui(Q) uj(Q) =g •. (P) vi(P) vj{P). 
lJ lJ 

,. 

.·• 



+ tweede orde termen =g .• vi vj 
lJ 
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of: g .. {j } vi vn dxP +g .. {i 1 vj v1 dxm = agiJ vi vj dxk o 

lJ np lJ .lmJ axk 

Aangezien alle indices sommatie indices zijn kunnen we er voor zorgen dat 
• • k 

overal v
1 vJ dx staat 

i · · k 1 · · k ag. · · • k 
g { } Vl VJ ..:i.. + g {ik} V

1 VJ ..:i~ :: ~ v1 VJ dx 
. . .k U.A l' \.LA k 
1 J J J ax 

dus: ( 1) 

Verwisseling van indices geeft 

(2) 

en (3) 

Nemen we nu aan dat li) symmetrisch is in i en j dan kunnen we {~jl 
berekenen door vergelijkingen (2) en (3) op te tellen en daarvan (1) 

af te trekken, dit resulteert in: 

met 

Dit systeem getallen wordt het .:!..~ ~~bool van C~rj.~,i2ffel genoemdo 

Vermenigvuldiging met gkp geeft: 

{ lj} = gkp [ij , ~ , .en is inderdaad symmetrisch. 

Het systeem {I) heet het g~ .. ~l!!!bC2.,ql .~F,,~.~~?~!21,o 

I. 
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H~t geodeten-coordina~nstelsel 

Met behulp van de in paragraaf 20 ingevEio;rde geodeten, kan men een geo­

,deten-coordina·tenstelsel invoeren ~ in de buurt van Po 

Voor het gemak nemen we aan dat P de oorsprong is. 
. . N-1 . ( Door elk punt van de ruimte gaan l.ohoao 00 geodeten, NoBo N is de 

dimensie van de ruimte). Waarvan de richting nog nader bepaald mag wordeno 

Zo ook in Po 

We kunnen dus N richtingsgetallen ai, met g .• ai aj = 1 11 kiezen waarmee 
l.J 

een geodeet is vastgelegdo Op deze geodeet liggen 00
1 punten die we kun-

nen karakteriseren door de booglengte s gemeten vanaf Po Op deze wijze 

zijn N nieuwe coordinaten geconstrueerd namelijk ai en So 

Hoe zien deze coordinaten er locaal in P uit; wat is het verband met de 

oorspronkelijke coordinaten? 

De geodeet heeft de para.metervoorstelling xi = xi(s); 

ontwikkeling naar s geeft: 

xi = ais + sis2 + C> 0 0 0 

Substitutie in (20o3) met r~k = {~k} geeft: 

2Si + {Jk}(aj + 2Sj s)(ak + 2Sk s) + 

Dus k a Q 

-i We construeren nu het geodeten-coordinatenstelsel x door 

Xi = ai So 

Zodat 

X i -i 1 {i } -j -k = x -2 jk x X + OOO 

= Oo 

-i . . 
Het bewijs dat het stelsel x aan de different1aalvergelijk1ng voor een 

geodeten-coordinatenstelsel voldoet in P wordt aan de lezer overgelateno 
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Samenvatting Algemene Tensorrekening. 

College Prof. Lauwerier 1968 - '69 

1. Tensorrekening in R. 
n 

We beschouwen als generalisatie van de drie-dimensionale 
Euclidische ruimte R

3 met Cartesische coordinaten een n-dimensionale 
. . . R t h . . . .. . ( 1 2 n) Euclidische ruimte me rec tliJnige coordinaten x, x , ... , x . n 

We zien m.a.w. voorlopig af van metrische begrippen als hoek en 
. .. d" (-1 -2 -n) afstand. Overgang naar nieuwe coor inaten x , x, .•. , x met 

behoud van de oorsprong C wordt beschreven door een niet 
lineaire transformatie 

( 1. 1 ) -i Ai. xj x = ., 
·J 

A1 A1 A1 
• 1 .2 .n 

met D. = det Ai. = A2 A2 A1 
·J • 1 .2 .n 

Een bovenindex heet een contravariante index. 
Een benedenindex heet een covariante index. 

:f 0. 

singuliere 

De indices hebben een rangorde van links naar rechts zodat in A1 
. 

·J de rijind.ex i vooraf gaat aan de kolomindex j. De sommatieconventie 
wordt toegepast op een als eo-eu contravariante herhaalde index. 

De inverse transformatie van (1.1) is 

( 1. 2) 

De matrices A1
. 

.J 
Hierbij geldt 

( 1. 3) 

en 

1 
x = 

en 

= 

i -J· 
A: x • J . 

A: 1 zijn elkaars reciproke. 
J 

cofactor Aj. 
·.1 

in (Aj.) 
,1 



2 

( 1.4) = 

waarbij oi de aangepaste notatie is van het Kronecker symbooL 
k 

De volgorde van de indices doet er niet toe zodat we de indices 

gewoon onder elkaar schrijven. 
1 

Een contravariante vector v is meetkundig de pijl OP waarbij 

.. d 0 t ( 1 2 n) h ft Pde coor ina en v, v, ... , v ee . 
1 . 

We noemen v de contravariante componenten van de vector. De trans-

formatieregel van een contravariante vector is natuurlijk identiek 

met (1.1) en (1.2). 

Een covariante vector wordt gedefinieerd als een lineaire 
1 

functionaal op de door de contravariante vectoren v gevormde 

lineaire vectorruimte welke met R overeenstemt. Een lineaire 
. n 

. 1 . . 
functionaal op de v - ruimte is van de vorm 

1 2 
+ + + U V

n 
u 1v u2v .•. n ( 1. 5) 

en is zelf weer op te vatten als een vector met covariante com­

ponenten (u1, u2 , ... , un) 

Het meetkundige beeld is het hypervlak dat bepaald is door de ver­

gelijking 
u

1
v1 

+ u2v2 
+ ••• + unvn = 1 . 

Gewoonlijk voegen we hier het door 0 hieraan evenwijdig gaande 

hypervlak aan toe. 

In R
3 

dus puntenpaar = contravariante vector 

vlakkenpaar = covariante vector. 

De transformatieregel van de covariante vector ui volgt uit de 

invariantie van (1.5) aangezien het begrip lineaire functionaal niet 

afhangt van het toevallig gekozen coordinatenstelsel. 

Uit 
--i 1 A:i V.J A:J -1 
u.v = u.v = u. = u. v 

1 1 1 J J l. 

volgt 

( 1.6) u. = A:J u. 
1 l. J 

en analoog invers 

( 1. 7) u. = AJ. U·. 
J. • J. J 
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We merken op dat de matrix A'.j de getransponeerde inverse is van l 

Al . ( ) . , die van 1 • 1 • 
• J l 

Uit een willekeurige contravariante vector a en een covariante 
vector b. volgt de invariante scalar 

l 

(1.8) a
1b. , 

l 

hetgeen onmiddellijk voortvloeit uit de definitie van covariante 
vector. De meetkundige betekenis blijkt a.v. 
De vector a

1 
correspondeert met het punt A(x1 

= l a ) • De vector b. 
l 

komt overeen met het hypervlak B 
l b.x = 1. 

l 
De lijn OA snijdt het hypervlak B in een punt B waarvan de coordinaten 
van de vorm (Aa1

) zijn. 

Substitutie in de vergelijking van B geeft 

Anderzijds geldt 

( 1.9) 

p 

).(b.ai) = 1. 
l 

A = OS/OP . Dus 

a
1 b. = OP/OS 

l 

x3 

Een tensor wordt gedefinieerd als een multilineaire functionaal 
t.o.v. de contra- en covariante vectoren. 
Voorbeeld: 

De tensor T~:k heeft 2 contravariante en 1 covariante index. 
De transformatieregel is 

m1J 
..... k = 

.. r 
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Een algemene begrip is de gewogen tensor waarbij in het rechterlid 

van de transformatieregel de factor 6µ voorkomt. 

Als µ = 1 spreekt men van een tensorcapaciteit. 

Als µ = -1 spreekt men van een tensordichtheid. 

Voorbeeld: Een contravariante vectordichtheid Mi heeft de trans-

formatieregel 

Bij de speciale tensorrekening waaraan de groep 80
3 

van echte 

draaiingen van Cartesische coordinatenstelsels ten grondslag ligt 

zijn er een aantal identificaties. Aangezien de transformatieregel 

(1.1) dan een orthogonale matrix t .. met 6 = 1 bevat stemt de trans-
iJ 

formatieregel van een covariante vector met die van een contravariante 

vector overeen. Het heeft dan geen zin meer onderscheid te maken tussen 

contra- en covariante vectoren en overeenkomstige indices. Aangezien 

oak 6 = 1 verliest het begrip gewogen tensor zijn aparte betekenis. 

Een kleine verruiming van de basisgroep, bijv. naar o
3 

d.w.z. 

80
3 

met spiegelingen, geeft evenwel complicaties omdat oak 6 = -1 

mogelijk is. De gewogen tensoren vallen dan uiteen in echte tensoren 

met µ even en pseudotensoren met µ oneven. Als voorbeeld is het uit­

wendig product van twee vectoren te interpreteren als een pseudo­

vector en het tripelproduct van drie vectoren, meetkundig de inhoud 

van een scheef blok, als een pseudoscalar. 

De gebruikelijke tensorregels van de speciale tensorrekening 

kunnen met voor de hand liggende aanpassingen zonder moeite gege­

neraliseerd warden. 

Een tensor heet symmetrisch wanneer verwisseling van twee 

contravariante indices of van twee covariante indices geen invloed 

heeft. Treedt er bij elke genoemde verwisseling tekenwisseling op 

dan heet de tensor antisymmetrisch. 

Uit een gegeven tensor kunnen door de processen van symme­

trisering of antisymmetrisering een symmetrische of antisymmetrische 

afgeleid warden. 

Voorbeeld: T( ij ) = ~ ( Tij + Tj i) i.s symmetrisch. 
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In het bijzonder kan men uit twee of drie contravariante vectoren 
door antisymm.etrisering een 

De bi vector a I} bj] heeft 

De tri vector a 11 bj ck] 

zgn. bivector of trivector afleiden. 

~ n(n-1) componenten. 
1 heeft 6 n(n-1)(n-2) componenten. 

Is R
3 

heeft een bivector slechts 3 componenten. De vraag rijst of een 
bivector weer een vector is. In Tij antisymm.etrisch in R

3 
, dan 

schrijven we 

C
1 

= T23 = -T32 , C = T31 = -T13 
' c3 2 

Er geldt 
TiJ = (A2. A3. - A2. . ]. ·J ·J 

waarbij i, J, keen permutatie van 1, 2, 3 ZJ.Jn. 

Volgens (1.3) geldt 

= 

Hieruit volgt algemeen 

C. = b. A.'J C. 
]. 1 J 

= T12 = -T21. 

A3.) . ]. ck 

zodat een contravariante bivector zich in R
3 

transformeert als een 
covariante vectorcapaciteit. 

Op analoge wijze blijkt een contravariante trivector in R
3 

een scalarcapaciteit te zijn . 
. 'k Tijk . . h Is namelJ.J ant1symm.etr1sc en is 
c = T123 = -T132 = 

dan geldt _ 
123 c = T 

zodat inderdaad 

c =b. c. 

( 1 A2. A3 ) c:. 'k A . lJ .1 .J .k 
c, 

Antisymm.etrisering van de uit drie contravariante vectoren ge­
vormde tensor a1 bj ck leidt dus tot de scalarcapaciteit 

1 bj ck c:. 'k a lJ 
Hieruit volgt dat de tensor c:. 'k een covariante tensorcapaciteit lJ 
lS. 
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Antisymmetrisering van de covariante tensor T .. k levert analoog een 
iJ 

scalardichtheid. Dit betekent dat £ •• k ook op te vatten is als een 
iJ 

contravariante tensordichtheid. 

2. Metriek in R . 
n 

In R wordt metriek ingevoerd door met behulp van een zgn. 
n 

fundamentaaltensor g .. als inwendig product van twee contravariante 
. . iJ 

vectoren ai en bi de volgende uitdrukking te definieren 

( 2. 1 ) a i bJ . gij 

We nemen hierbij aan dat g .. symmetrisch. We beperken ons tot de 
iJ 

zgn. Riemann-metriek waarbij 

g .. 
iJ 

een positief definiete vorm is. 
i De kwadraatlengte van een contravariante vector a is nu gegeven 

als 

(2.2) g .. 
iJ 

i aJ 
a ' 

welke in de hier gevolgde Riemann-metriek positief is. 

De cosinus tussen ai en bi is bepaald door 

(2.3) 
g .. 

i 

In het bijzonder correspondeert loodrechte stand met 

(2.4) g .. 
iJ = o. 

Volgens de productregel van determinanten toegepast op 

geldt voor 

(2.5) 

de transformatieregel 

(2.6) 

g .. 
iJ 

g = 

g = 

= Ak. Al. 
• i • J 

det(g .. ) 
iJ ' 

-2 -
b. g 
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Hieruit volgt dat \[-g een scalardichtheid is,. mits we ons beperken 
tot transformaties met ~ > 0. 

Dank zij de metriek kan aan elke covariante vector op ondubbel­
zinnige wijze een contravariante vector toegevoegd worden en omge­
keerd. Voor R

3 
betekent dit meetkundig dat aan een (covariant) vlakken­

paar een (contravariante) pijl toegevoegd wordt welke er loodrecht 
op staat. 

Volgens deze conjugatie bepaalt v1 de covariante vector g .. vJ. . . lJ 
Analoog kan uit de contravariante tensor T1 J de covariante tensor 

gik gjl ~ afgeleid worden. 

Volgens de quotientregel kan van de covariante fundamentaaltensor g .. 
lJ 

een contravariante tensor afgeleid worden door middel van 

lJ 1 
g gjk = 0k 

Als matrices beschouwd ZlJn (gij) en(g .. ) dus elkaars inverse. 
lJ 

Is nu w. een gegeven covariante vector dan gee ft conj·ugatie de 1 

contravariante vector g1 J w .. Nogmaals conjugeren geeft 
J 

ik 
gij g 

dus weer de uitgangsvector. 

= 

Er is in R een coordinatenstelsel waarin g .. de hoogddiagonaal-n 1.1 
vorm aanneemt. De coordinaatassen staan dan ondeling loodrecht, 

Door ook geschikte meeteenheden te kiezen ontstaat tenslotte een 
Cartesisch coordinaten-stelsel. Alleen in dit Speciale stelsel zijn 
de componenten van overeenkomstige geconjugeerde vectoren en tensoren 
identiek. 

]_. Kromlijnige coordinaten. 

We beschouwen een ruimte van n dimensies waarbij de punten P 
door n parameters, kromlijnige coordinaten, (x

1
' x2 , ... , xn) bepaald 

-1 -2 -n zijn. Beschrijven we de ruimte met andere coordinaten (x, x, ... , x) 
dan is er in elk punt P een transformatie 

(3, 1) -1 i ( 1 2 n) x = f x 'x ' ... , x 
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bepaald waarbij de Jacobiaan 

(3.2) 6 = det 

ongelijk nul is. 

Beperken we ons tot transformaties waarbij de functies fi continue par­

tiele afgeleiden van voldoend hoge orde hebben dan ontstaat een tota­

li tei t van coordinatenstelsels verbonden door transformaties (3.1) 

welke een groep vormen. Is het mogelijk een ondergroep en een neven­

groep te bepalen waarbij resp. 6 > 0 en 6 < 0 is dan heet de ruimte 

orienteerbaar. Voorbeelden van niet-orienteerbare ruimten zijn de 

Mobiusband en de fles van Klein. We spreken af hier slechts orienteer­

bare ruimten te beschouwen. 

De coordinaatruimten xi = constant bepalen in een punt P een 

stelsel van n kromlijnige coordinaatassen. In de omgeving van P 

kunnen we de coordinaatassen benaderen door de raaklijnen hieraan 

in P waardoor in P een locaal rechtlijnig coordinatenstelsel gevormd 

wordt. In dit coordinatenstelsel kunnen we volgens de in § 1 ont­

wikkelde regels tensorrekening bedrijven door uit te gaan van de 

transformatieregel van de locale infinitesimale contravariante 

( 1 2 n) vector dx , dx, .•. , dx • 

Deze regel volgt uit (2.1) door differentiatie als 

axi 

axJ 

De inverse regel is natuurlijk 

(3,3) = 

(3.4) 

Vergelijking met ( 1 • 1 ) en (1.2) 
-i 

(3.5) Ai. dX = 
axj .J 

laat zien dat 

ax i A:i 
=axj J 

De uitbreiding is nu dat de coefficienten A van de coordinaten van P 

afhankelijk zijn. Zolang we bij P blijven kunnen we met de voor P 

geldende A-waarden volledig van het in de vorige paragrafen ont­

wikkelde formalisme gebruik maken. 
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Er komen nieuwe problemen zodra we de situatie in P vergelijken met 

die in een ander, bijv. naburig, punt. In het bijzonder geldt dit 

voor de generalisatie van de begrippen gradient, divergentie en 

rotatie. 

De metriek wordt als in § 2 vastgelegd door een positief defi­
i niete kwadraatlengte van de vector dx als 

(3.6) = 
Voorbeelden. 

1. Cylindercoordinaten R
3 

met 1 2 e 3 in x = r ' x = x = z ' . 
Men heeft 

ds2 = dr2 + r 2d02 + dz2 . 
2. Bolcoordinaten in R

3 
met 1 2 0 2 cp x = r, x = x = ' ' 

ds2 dr2 + r 2d02 + r 2 . 20 dcf>2. = sin -

3. Bolcoordinaten op het oppervlak van de eenheidsbol met 
1 2 

x = 0, x = cp ' 
2 2 . 2 2 ds = d0 + sin e d cp • 

In overeenstemming met (2.6) is in de orienteerbaar veronder­
stelde ruimte g = det(g .. ) een scalardichtheid. Aangezien E. 'k iJ 1J 
een covariante tensorcapaciteit is bestaat er in een orienteerbare 

ruimte de gewone covariante tensor Vg E .. k en is het mogelijk het 
. . . iJ i i . u1twend1g product van twee contravariante vectoren a , b ondubbelzin-

nig vast te leggen als 

'r::: aj bk \Jg Eijk 

In een niet-orienteerbare ruimte zou het uitwendig product op 

tweewaardige wijze, met willekeurig teken, gevormd moeten warden 

Het belangrijkste probleem is vooreerst de vertaling in alge­
mene coordinaten van de bij de Castesische tensorrekening be­

schouwde begrippen : gradient, divergentie en rotatie. 

Regel 1. De gradient van een scalarveld is ecn covariant vectorveld. 
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Bewijs. 

Uit 
-1 -2 xn) s(x 1 2 xn) s(x , x ... ' = ' x ' ... ' ' 

volgt as as 
ax. 

= _J_ 
-1 axJ -1 ' ax ax 

ofwel 

a.s = A:J a.s 
1 1 J 

hetgeen de transformatieregel van een covariante vector is. 
1 Beproeven we de transformatie van a.v dan blijkt dit i.h.a. 

J 
geen tensortransformatie te warden. Immers 

= k 
v = 

Wanneer in de gehele ruimte 
2-i a x = 0 voor alle indexcombinaties 

gaat de transformatie wel in die van een tensor over. Dit 1s zo bij 

de groep van lineaire transformaties zoals bij de affiene ruimte. 

Daarentegen geldt wel 

Regel 2. De divergentie van een contravariante vectordichtheid 1s 

een scalardichtheid. 

Bewijs. 

We beperken ons gemakshalve tot drie dimensies. Volgens de bewering 

moet uit 
-1 

M1 = L'i -1 ax. MJ 
axJ 

voor de contravariante vectordichtheid Mi volgen dat 

Aangezien volgens (1.3) ook 

-1 axJ J 
M = (Cofactor --. M 

ax1 

is vinden we na differentiatie 

aM1 -1 axk aMJ a axj -1 ax M1 (Cof. = L'i + -.) = -1 axJ -1 axk -1 -1 
ax ax ax ax 

-1 aM1 
MJ a (Cof. 

axJ 
= L'i + -.) 

1 -1 -1 ax ax ax 
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We moeten dus bewijzen dat de laatste term in het rechterlid identiek 
nul is. Nemen we bijv. j = 1 dan geeft uitschrijven 

a ax2 ax3 ax2 ax3 
- + -1 -2 a:X3 -3 -2 ax ax ax ax 

a ax2 
ax3 ax2 

ax3 
+ + -2 -3 -1 -1 -2 ax ax ax ax ax 

+ a ax2 ax3 ax2 ax3 

-3 ax 
-1 

ax -2 ax -2 ax -1 ax 

inderdaad het verlangde resultaat. 

Regel 3 . De rotatie van een covariante vector is voor drie dimensies 
een contravariante vectordichtheid. 

Bewijs. 

Is dus w. een covariant vectorveld dan moet volgens de bewering de 
1. ijk vector met componenten £ a. wk . J 

d.w.z. 
awl") 
_c..._ -

zich transformeren als een contravariante vectordichtheid. Het 1. s 
dus voldoende aan te tonen dat de geantisymmetriseerde a. w - ak J k 
een covariante tensor 1.S • Iriderdaad volgt uit 

aw. axk ax1 
awk a2 k 

1. 
+ x = wk a:XJ -i a:XJ ax1 -i a:XJ ax ax 

en 

aw. axk ax 1 aw
1 a2 k 

-4- x = + wk -i -i axJ Clx k -i a:XJ ax ax ax 

door aftrekking de transformatieregel van een covariante tensor. 

Weer dient te worden opgemerkt dat in een niet-orienteerbare 
ruimte de rotatie niet eenduidig bepaald kan worden. 

w. 
J 
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Om tot de juiste "vertaling" van de m.b.v. Cartesische coordinaten 

gevormde grad, div, rot en 8 te komen dienen we nog gebruik te maken 

van het feit dat \./-g een scalardichtheid is. 

Het begrip gradient geeft geen probleem. 
-+ 

De vertaling van div v gaat als volgt. 

We gaan uit van de contravariante vector vi. Hieruit vormen we de 

vectordichtheid '\{i vi. Volgens regel 2 is a. (\/g vi) een scalar­
i 

dichtheid, zodat 

(3.8) div 
-+ ~ 1 a (Vg vi). v vg 

Cl:i? 

vertaling van 
-+ 

De rot w is analoog voor een covariante vector 

(3.9) -+ 
--~ 

1 ijk a 
rot w y-g £ 

axj 
wk. 

De Laplaceoperator 8 = divgrad levert tenslotte op 

(3.10) 

4. Covariante differentiatie. 

Bij het gebruik van slechts Cartesische coordinaten in een 

Euclidische ruimte leidt een vectorveld na differentiatie tot een 

tensorveld o.a. omdat de nabla-operator zich als een vector gedraagt. 
i 

Bij de algemene tensorrekening zijn de afgeleiden a. v van b.v. 
J 

een contravariant vectorveld in het algemeen niet de componenten van 

een tensor. 
i ( 1 2 Er bestaan evenwel coefficienten rjk x , x , 

zgn. symbolen van Christoffel , zodanig dat 

( 4. 1 ) \I. vi 
J 

" vi + ri 
oj jk 

k v 

..• , xn) , de 

wel de componenten van een tensor, de covariante afgeleiden van 
i v , zijn . 

Analoog wordt ook uit een covariant vectorveld w. door 
i 

(4.2) def 

een tensor, de covariante afgeleide van wi' gevormd. 
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De Christoffel sym.bolen kunnen op de volgende WlJZe ingevoerd worden. 

Eerst definieren we de symbolen [} J , ~ als 

(4.3) [i j' 
k] aef H- ak g .. 1J 

+ a. g.k 
1 J 

De symbolen van Christoffel worden nu gedefinieerd als 

(4.4) k Clef r . . ..,.._... 
1J 

gkl [ i j ' 1 J 

+ 

Zowel de drie-index symbolen als de Christoffel symbolen zijn geen 

tensoren maar we passen er wel de sommatieconventie op toe zoals 
bij de in (4.4) gegeven definitie. 

We merken op dat bij het gebruik van rechtlijnige coordinaten 

in een Euclidische ruimte de componenten van de fundamentaaltensor 
overal dezelfde waarden hebben zodat de Christoffel symbolen in elk 

punt identiek verdwijnen. 

Hieruit volgt dat, wanneer men zich beperkt tot lineaire transfer-

maties van rechtlijnige coordinaten, de covariante afgeleiden (4.1) 

en (4.2) met de gewone afgeleiden overeenstemmen, zodat in dat 
1 

v en ak wj geval a. 
J 

wel de transformatieregel van een tensor 

volgen. 

De transformatieregel van de Christoffelsymbolen kan a.v. af­

geleid worden: 

Uit 

volgt na partiele 

ak g .. 1J 

g .. 
lJ 

differentiatie 

dX 
a ax 13 

= -i ax aiJ 

a2 
+ gaB -1 ax 

axY 
-k a gaB + y ax 

a 
ax6 a2 x 13 a x ax + -k aiJ aij -k -1 ax ax ax 
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Met enig gemanipuleer van indices volgt hieruit 

axa. ax 13 axY 
= ~ ( - a + a g 0 Y· + a 0 gy,,,) -. -. - + y ga.13 a. µ µ ~ -i -J -k 

ax <lx ax 

ofwel 

(4.5) [i J 'k] = [a. 

Met toepassing van ( 4. 4) kan hierui t zonder mo.ei te de volgende regel 

afgeleid worden 

(4.6) -k r .. 
1J = y 

r a.13 + 

Deze transformatieregel kan gebruikt worden om te bewijzen dat de 

door (4.1) en (4.2) gedefinieerde covariante afgeleiden zich inder­

daad als tensoren transformeren. 

De divergentie van een contravariante vector kan ook met behulp 

(4.1) gevormd worden als 
• -+ 

'\/. 
1 

div v = v 
1 

Voor r 1 vinden we 
ij i il [_i r = g 

1J 

= _1 lg__ agil 

axj 2g <lgil 

zodat 
• -+ 1 

div v = a. v 
1 

i v 
+ - a.g 2g 1 

a. 1 r 1 VJ = v + 
1 ij 

l] 
il j + 1 a. ' 2 g gil J 

1 
a. = g 2g J 

1 = yg a. (v1 yg) 
1 

waarmee de in (3.8) gevonden uitdrukking teruggevonden is. 

= 

De Christoffel symbolen welke hierboven op vrij kunstmatige 

wijze uit de lucht zijn koruen vallen kunnen op de volgende wijze 

op meer natuurlijke wijze tevoorschijn gebracht worden. 

van 
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We stellen de vraag in de gegeven ruimte de zgn. geodeten te bepalen, 
d.w.z. de lijnen x1 = xi(t) welke tussen twee punten de kortste ver-
bindingen vormen. Voor deze lijnen geldt dus dat 

Q 

(4. 7) f vg .. ·1 .j 
dt = minimum x x 

1J 
p 

Volgens de beginselen van de variatierekening leidt deze eis tot de 
volgende vergelijkingen van Euler en Lagrange 

(4.8) 

waarbij F = ds/dt. 

Uitwerking van (4.8) geeft na overgang op de prettiger werkende 
parameter S : 

dx1 

ds 
dxJ 
ds ak g .. 1J = 

Na enige herleiding volgt hieruit 

d
2 i __ x_ + 

ds 2 [i 

kn of na vermenigvuldiging met g 

(4.9) 

Voorbeeld 1. 

2 
dx + 
ds 2 

r k 
1J 

2 SL 
ds 

J ' k J 

1 

( dx ) 
gik ds 

dx1 

ds 

= 

dxJ 

ds 

0 . 

= 0. 

In een Euclidische R ziJn alle Christoffel symbolen nul. n 
Uit (4.9) volgt 

k k k x = a s + S 

zodat de geodeten rechte lijnen zijn, zoals natuurlijk te ver­
wachten was. 
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Voorbeeld 2. 

Op een boloppervlak 

x = sine cos<j> y = sine sin<j> z = cose 

geldt 
2 2 . 2 2 

ds = de + sin e d<j> . 

De matrix van de fundamentaaltensor is dus 

Berekening van de drie-index symbolen geeft 

[ 1 1] = [1 1 2] = [ 1 2 ' iJ = [2 2 ' 2 J = 

[1 2 2] = - [2 2 ' 1] = sinecose 

Voor de Christoffel symbol en vinden we 

1 2 1 r2 0 r 11 = r11 = r12 = = 
22 

2 cotge 1 = - sinecose r12 = r22 

De geodetenvergelijkingen (4.9) ziJn daarmede 

drh d0 = -2 cotg0 .::::.:i:. 
ds ds 

Eliminatie van de parameter s geeft met behulp van 

d0 = de ~ 
ds d<j> ds 

aJs resultaat de vergelijking 

de 2 
2 cotge (d<I>) - sinecose 

welke geschreven kan worden als 

(cotge) + cotge = o. 

= 0 ' 

0 ' 
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Hieruit volgt de algemene oplossing 

cotge = A cos~ + B sin~ 

ofwel 

cose = A cos~ sine + B sin~ sine . 

Dit is dus de grote cirkel als doorsnede van de eenheidsbol en het 
vlak 

z=Ax+By, 

Op een bol zijn de grote cirkels de geodeten, ook weer een bekend feit. 




