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Chapter 1

Introduction

等筮 筴筯筤筡筹笧筳 筷筯筲筬筤第 筤筡筴筡 筳筵筲筲筯筵筮筤筳 筵筳 筬筩筫筥 筡筩筲笮 筆筯筲 筩筮筳筴筡筮筣筥第 筤筥筶筩筣筥筳 筬筩筫筥 筴筨筥 筁筰筰筬筥 筗筡筴筣筨
筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳筬筹 筣筯筬筬筥筣筴 筤筡筴筡 筡筢筯筵筴 筯筵筲 筤筡筩筬筹 筲筯筵筴筩筮筥筳第 筥筸筥筲筣筩筳筥 筨筡筢筩筴筳第 筡筮筤 筭筯筲筥笮 筈筯筷筥筶筥筲第
筴筨筩筳 筶筡筳筴 筡筭筯筵筮筴 筯筦 筤筡筴筡 筭筵筳筴 筢筥 筯筲筧筡筮筩筺筥筤 筡筮筤 筡筮筡筬筹筺筥筤 筢筥筦筯筲筥 筭筥筡筮筩筮筧筦筵筬 筣筯筮筣筬筵筳筩筯筮筳
筣筡筮 筢筥 筤筲筡筷筮笮 筓筯筬筶筩筮筧 筰筲筡筣筴筩筣筡筬 筰筲筯筢筬筥筭筳 筷筩筴筨 筤筡筴筡 筩筳 筡筴 筴筨筥 筣筯筲筥 筯筦 筴筨筥 筳筣筩筥筮筣筥 筣筡筬筬筥筤
statistics笮 筏筶筥筲 筴筨筥 筹筥筡筲筳第 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筳 筨筡筳 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥筤 筩筴筳 筶筡筬筵筥 筡筣筲筯筳筳 筶筡筲筩筯筵筳 筲筥筳筥筡筲筣筨
笌筥筬筤筳第 筳筵筣筨 筡筳 筢筩筯筩筮筦筯筲筭筡筴筩筣筳 筡筮筤 筳筯筣筩筯筬筯筧筩筣筡筬 筲筥筳筥筡筲筣筨笮 等筮 筴筨筥 筥筲筡 筯筦 筢筩筧 筤筡筴筡第 筷筨筥筲筥
筮筥筷 筤筡筴筡 筣筯筮筳筴筡筮筴筬筹 筡筣筣筵筭筵筬筡筴筥筳第 筷筥 筮筥筥筤 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筡筬 筭筥筴筨筯筤筳 筴筨筡筴 筣筡筮 筨筡筮筤筬筥 筴筨筥筳筥
筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳 筤筡筴筡 笍筯筷筳 筡筮筤 筥筮筡筢筬筥 筲筥筡筬笭筴筩筭筥 筤筥筣筩筳筩筯筮笭筭筡筫筩筮筧笮

答筨筩筳 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮 筦筯筣筵筳筥筳 筯筮 筡筮 anytime-valid method 笨筣筡筬筬筥筤 筴筨筥 e-value method笩第 筡
筰筯筷筥筲筦筵筬 筡筰筰筲筯筡筣筨 筤筥筳筩筧筮筥筤 筴筯 筴筡筣筫筬筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筰筲筯筢筬筥筭筳 筷筩筴筨筩筮 筳筴筲筥筡筭筩筮筧
筤筡筴筡 筣筯筮筴筥筸筴筳笮 答筨筲筯筵筧筨筯筵筴 筴筨筩筳 筷筯筲筫第 筷筥 筤筥筶筥筬筯筰 筮筵筭筥筲筯筵筳 筭筡筴筨筥筭筡筴筩筣筡筬 筲筥筳筵筬筴筳
筣筯筮筣筥筲筮筩筮筧 筴筨筥 筴筨筥筯筲筹 筯筦 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筦筯筲 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧笮 等筮 筴筨筩筳 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筯筲筹
筣筨筡筰筴筥筲第 筷筥 筩筮筴筲筯筤筵筣筥 筴筨筥 筫筥筹 筴筯筰筩筣筳 筣筯筶筥筲筥筤 筩筮 筴筨筥 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮笮

筆筩筲筳筴第 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笱 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筳 筴筨筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筰筲筯筢筬筥筭 筡筮筤 筤筩筳筣筵筳筳筥筳 筨筯筷 筩筴
筩筳 筡筤筤筲筥筳筳筥筤 筢筹 筣筬筡筳筳筩筣筡筬 筭筥筴筨筯筤筳笮 筗筥 筴筨筥筮 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥 筴筨筥 筰筲筯筢筬筥筭筳 筴筨筡筴 筡筲筩筳筥 筷筨筥筮
筴筨筥筳筥 筴筲筡筤筩筴筩筯筮筡筬 筭筥筴筨筯筤筳 筡筲筥 筵筳筥筤 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筬筹 筡筳 筴筨筥 筤筡筴筡 筣筯筭筥 筩筮笮 等筮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笲第 筷筥
筰筲筥筳筥筮筴 筴筨筥 筣筯筲筥 筣筯筮筣筥筰筴 筯筦 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筡筮筤 筥筸筰筬筡筩筮 筷筨筹 筩筴 筷筯筲筫筳 筜筳筡筦筥筬筹笢 筦筯筲
筲筥筡筬笭筴筩筭筥 筤筥筣筩筳筩筯筮笭筭筡筫筩筮筧笮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笳 筣筯筶筥筲筳 筰筲筥筬筩筭筩筮筡筲筹 筫筮筯筷筬筥筤筧筥 筴筨筡筴 筩筳 筦筲筥筱筵筥筮筴筬筹
筲筥筦筥筲筥筮筣筥筤 筩筮 筬筡筴筥筲 筣筨筡筰筴筥筲筳 筢筵筴 筮筯筴 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筤 筩筮 筤筥筴筡筩筬 筩筮 筴筨筯筳筥 筣筨筡筰筴筥筲筳笮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笴
筰筲筯筶筩筤筥筳 筡筮 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筩筯筮 筴筯 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筷筨筩筣筨 筡筲筥 筡 筣筥筮筴筲筡筬 筦筯筣筵筳 筯筦
筴筨筩筳 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮笮 筌筡筳筴筬筹第 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笵第 筷筥 筯笋筥筲 筡筮 筯筵筴筬筩筮筥 筯筦 筥筡筣筨 筣筨筡筰筴筥筲 筯筦 筴筨筥
筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮笮

1.1 Hypothesis testing

筈筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筩筳 筡 筣筯筭筭筯筮 筰筲筡筣筴筩筣筥 筩筮 筥筶筥筲筹筤筡筹 筬筩筦筥笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筤筵筲筩筮筧 筷筩筮筴筥筲第
等 筯筦筴筥筮 筦筥筥筬 筤筩筳筣筯筭筦筯筲筴 筩筮 筭筹 筳筴筯筭筡筣筨 筡筦筴筥筲 筨筡筶筩筮筧 筬筵筮筣筨 筡筴 筴筨筥 筃筗等 筣筡筮筴筥筥筮笮 筓筩筮筣筥 等
筲筡筲筥筬筹 筡筴筥 筣筯筬筤 筦筯筯筤 筩筮 筃筨筩筮筡 筤筵筲筩筮筧 筷筩筮筴筥筲第 等 筳筵筳筰筥筣筴 筴筨筡筴 筴筨筥 筣筯筬筤 筶筥筧筥筴筡筢筬筥 筳筡筬筡筤
筭筩筧筨筴 筢筥 筣筡筵筳筩筮筧 筴筨筩筳 筤筩筳筣筯筭筦筯筲筴笮 答筯 test 筭筹 筳筵筳筰筩筣筩筯筮第 等 筥筡筴 筴筨筥 筣筯筬筤 筳筡筬筡筤 筯筮 筳筯筭筥

笱



1.1. Hypothesis testing

筲筡筮筤筯筭 筤筡筹筳 筯筶筥筲 筴筨筥 筣筯筵筲筳筥 筯筦 筡 筭筯筮筴筨 筡筮筤 筭筯筮筩筴筯筲 筨筯筷 筭筹 筳筴筯筭筡筣筨 筦筥筥筬筳 筥筡筣筨 筤筡筹笮
等筦 筭筹 筳筴筯筭筡筣筨 筣筯筮筳筩筳筴筥筮筴筬筹 筦筥筥筬筳 筢筡筤 筡筦筴筥筲 筥筡筴筩筮筧 筴筨筥 筣筯筬筤 筳筡筬筡筤 筢筵筴 筦筥筥筬筳 笌筮筥 筯筮 筯筴筨筥筲
筤筡筹筳第 筴筨筩筳 筷筯筵筬筤 筰筲筯筶筩筤筥 筳筴筲筯筮筧 筥筶筩筤筥筮筣筥 筴筨筡筴 筭筹 筳筵筳筰筩筣筩筯筮 筩筳 筣筯筲筲筥筣筴笮 筏筦 筣筯筵筲筳筥第 筯筮筥
筣筯筵筬筤 筡筲筧筵筥 筴筨筡筴 筩筴 筭筩筧筨筴 筪筵筳筴 筢筥 筣筯筩筮筣筩筤筥筮筣筥第 筢筵筴 筳筵筣筨 筣筯筩筮筣筩筤筥筮筣筥 筷筯筵筬筤 筨筡筶筥 筡筮
筥筸筴筲筥筭筥筬筹 筬筯筷 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筩筦 筭筹 筳筵筳筰筩筣筩筯筮 筩筳 筷筲筯筮筧笮

答筯 筥筸筰筬筡筩筮 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筦筵筲筴筨筥筲第 筳筵筰筰筯筳筥 筷筥 筨筡筶筥 筣筯筬筬筥筣筴筥筤 n 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳第
筤筥筮筯筴筥筤 X(1), X(2), . . .笮 筗筥 筡筲筥 筩筮筴筥筲筥筳筴筥筤 筩筮 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筥筳筥 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳 筡筲筥 筣筯筮筳筩筳筴筥筮筴
筷筩筴筨 筯筮筥 筯筦 筴筷筯 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳笺 筴筨筥 null hypothesis 笨H0笩 筯筲 筴筨筥 alternative hypothesis
笨H1笩笮 等筮 筴筨筥 筥筸筡筭筰筬筥 筡筢筯筶筥第 H0 筭筩筧筨筴 筢筥 筜筅筡筴筩筮筧 筣筯筬筤 筶筥筧筥筴筡筢筬筥 筳筡筬筡筤 筤筯筥筳 筎筏答
筣筡筵筳筥 筳筴筯筭筡筣筨 筤筩筳筣筯筭筦筯筲筴笢第 筷筨筩筬筥 H1 筷筯筵筬筤 筢筥 筜筅筡筴筩筮筧 筣筯筬筤 筶筥筧筥筴筡筢筬筥 筳筡筬筡筤 筤筯筥筳 筣筡筵筳筥
筳筴筯筭筡筣筨 筤筩筳筣筯筭筦筯筲筴笢笮 等筮 筧筥筮筥筲筡筬第 H0 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 筡 筳筴筡筴筵筳 筱筵筯 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 筯筲 筡 筳筴筡筮筤筡筲筤
筭筯筤筥筬 筴筨筡筴 筴筨筥 筤筡筴筡 筭筩筧筨筴 筣筯筮筦筯筲筭 筴筯第 筷筨筩筬筥 H1 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 筡 筤筥筰筡筲筴筵筲筥 筦筲筯筭 H0笮

H0 筡筮筤 H1 筡筲筥 筵筳筵筡筬筬筹 筦筯筲筭筡筬筩筺筥筤 筡筳 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第
筴筨筥 筤筡筴筡 X(1), X(2), . . . 筡筲筥 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴 筡筮筤 筩筤筥筮筴筩筣筡筬筬筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筥筤 笨筩笮筩笮筤笮笩笮 筅筡筣筨
X(i) 筩筳 筯筦 筴筨筥 筦筯筲筭 笨Y(i), G(i)笩 筷筩筴筨 Y(i) ∈ {Feel good,Feel bad} 筡筮筤 G(i) ∈
{Eat salad,Not eat salad}笮 答筨筥筮 H0 筩筳 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筷筩筴筨

筐筲笨Y(i) 笽 Feel good|G(i) 笽 Eat salad笩

笽筐筲笨Y(i) 笽 Feel good|G(i) 笽 Not eat salad笩笻

筡筮筤 H1 筩筳 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳第 筩筮 筷筨筩筣筨 筴筨筥 笌筲筳筴 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筩筳 筳筭筡筬筬筥筲
筴筨筡筮 筴筨筥 筳筥筣筯筮筤 筯筮筥笮

答筨筥筲筥 筡筲筥 筭筡筮筹 筡筰筰筲筯筡筣筨筥筳 筴筯 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧第 筲筯筵筧筨筬筹 筣筡筴筥筧筯筲筩筺筥筤 筡筳 frequentist
筯筲 Bayesian 筭筥筴筨筯筤筳第 筡筳 筥筸筰筬筡筩筮筥筤 筩筮 筤筥筴筡筩筬 筢筹 筒筯筹筡筬筬 筛笷笴筝笮 答筨筥 筦筲筥筱筵筥筮筴筩筳筴 筡筰筰筲筯筡筣筨 筩筳
筦筵筲筴筨筥筲 筤筩筶筩筤筥筤 筩筮筴筯 Fisherian 筡筮筤 Neyman-Pearson tests笮 筆筩筳筨筥筲筩筡筮 筴筥筳筴筩筮筧 筦筯筣筵筳筥筳 筯筮
筭筥筡筳筵筲筩筮筧 筴筨筥 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 H0 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 笨筤筥笌筮筥筤 筬筡筴筥筲笩笻 筴筨筥 筳筭筡筬筬筥筲 筴筨筥
筰笭筶筡筬筵筥第 筴筨筥 筳筴筲筯筮筧筥筲 筴筨筥 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 H0笮 等筮 筴筨筩筳 筦筲筡筭筥筷筯筲筫第 筴筨筥筲筥 筩筳 筮筯 筥筸筰筬筩筣筩筴
H1第 筡筳 筴筨筥 筴筥筳筴 筦筯筣筵筳筥筳 筳筯筬筥筬筹 筯筮 H0笮 筏筮 筴筨筥 筯筴筨筥筲 筨筡筮筤第 筴筨筥 筎筥筹筭筡筮笭筐筥筡筲筳筯筮 筡筰筰筲筯筡筣筨
筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹 筣筯筭筰筡筲筥筳 筴筷筯 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳第 H0 筡筮筤 H1第 筷筩筴筨 筴筨筥 筧筯筡筬 筯筦 筣筨筯筯筳筩筮筧 筯筮筥 筯筶筥筲 筴筨筥
筯筴筨筥筲笮 筗筥 筷筩筬筬 筯筭筩筴 筂筡筹筥筳筩筡筮 筭筥筴筨筯筤筳 筨筥筲筥 筢筥筣筡筵筳筥 筷筥 筤筯 筮筯筴 筵筳筥 筴筨筥筭 筳筯 筭筵筣筨 筩筮
筴筨筥 筴筨筥筳筩筳笮

等筮 筳筯筭筥 筣筨筡筰筴筥筲筳 筩筮 筴筨筥 筴筨筥筳筩筳第 筷筥 筵筳筥 H0 筴筯 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筤筥笌筮筩筮筧 筴筨筥
筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 笨筃筨筡筰筴筥筲 笲 筡筮筤 筃筨筡筰筴筥筲 笳笩第 筡筮筤 P 筴筯 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筳筥筴 筯筦
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笮 筓筩筭筩筬筡筲筬筹第 筷筥 筵筳筥 H1 筴筯 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筤筥笌筮筩筮筧 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥第
筡筮筤 Q 筴筯 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笮 等筮 筯筴筨筥筲 筣筨筡筰筴筥筲筳 筩筮筣筬筵筤筩筮筧 筴筨筩筳 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筩筯筮第 筷筥 筵筳筥
H0 筡筮筤 H1 筴筯 筤筩筲筥筣筴筬筹 筤筥筮筯筴筥 筢筯筴筨 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筡筮筤 筴筨筥筩筲 筤筥笌筮筩筮筧 筳筴筡筴筥筭筥筮筴笮

答筨筥 筧筥筮筥筲筡筬 筧筯筡筬 筩筮 筡筬筬 筣筨筡筰筴筥筲筳 筯筦 筴筨筩筳 筴筨筥筳筩筳 筩筳 筴筯 筣筨筯筯筳筥 筢筥筴筷筥筥筮 筡 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳
H0 筡筮筤 筡筮 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 H1 筢筡筳筥筤 筯筮 筴筨筥 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳 x(1), x(2), . . .笮 筂筯筴筨 H1 筡筮筤 H0

筣筡筮 筢筥 筣筯筭筰筯筳筩筴筥第 筭筥筡筮筩筮筧 筴筨筥筹 筭筡筹 筣筯筮筳筩筳筴 筯筦 筭筵筬筴筩筰筬筥 筰筯筳筳筩筢筬筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筲筡筴筨筥筲
筴筨筡筮 筡 筳筩筮筧筬筥第 笌筸筥筤 筯筮筥笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筥筳筴筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲 筡 筣筯筩筮 筩筳 筦筡筩筲笮 答筨筥 筮筵筬筬
筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H0 筡筳筳筥筲筴筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筣筯筩筮 筩筳 筦筡筩筲第 筭筥筡筮筩筮筧 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筯筦 筧筥筴筴筩筮筧 筜筨筥筡筤筳笢
筩筮 筡 筣筯筩筮 筴筯筳筳 筩筳 筥筸筡筣筴筬筹 笰笮笵笮 等筮 筴筨筩筳 筣筡筳筥第 筴筨筥 筮筵筬筬 筭筯筤筥筬 筳筰筡筣筥 筩筳 筳筩筭筰筬筥第 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧
筴筯 筡 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筷筩筴筨 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 笰笮笵笮 H0 筩筳 筲筥筦筥筲筲筥筤 筴筯 筡筳 筡 筳筩筭筰筬筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳笮
筏筮 筴筨筥 筯筴筨筥筲 筨筡筮筤第 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H1 筣筬筡筩筭筳 筴筨筥 筣筯筩筮 筩筳 筮筯筴 筦筡筩筲笮 答筨筩筳
筭筥筡筮筳 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筯筦 筧筥筴筴筩筮筧 筜筨筥筡筤筳笢 筣筯筵筬筤 筢筥 筡筮筹 筶筡筬筵筥 筥筸筣筥筰筴 笰笮笵第 筳筰筥筣筩笌筣筡筬筬筹 筡筮筹

笲



Chapter 1. Introduction

筲筥筡筬 筮筵筭筢筥筲 θ ∈ 筛笰, 笰.笵笩∪ 笨笰.笵, 笱筝笮 筓筩筮筣筥 筴筨筩筳 筡筬筬筯筷筳 筦筯筲 筡 筲筡筮筧筥 筯筦 筤筩笋筥筲筥筮筴 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筩筥筳第
H1 筩筳 筲筥筦筥筲筲筥筤 筴筯 筡筳 筡 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳笮

答筨筩筳 筩筳 筯筮筥 筯筦 筴筨筥 筭筯筳筴 筣筯筭筭筯筮 筳筥筴筴筩筮筧筳 筴筯筤筡筹笮 筗筨筩筬筥 筷筥 筷筩筬筬 筮筯筴 筣筯筶筥筲 筡筬筬 筣筬筡筳筳筩筣筡筬
筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筭筥筴筨筯筤筳第 筷筥 筷筩筬筬 筩筮筴筲筯筤筵筣筥 筯筮筥 筯筦 筴筨筥 筭筯筳筴 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮笺 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥
筭筥筴筨筯筤笮

p-value 筁 p-value 筩筳 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筯筦 筯筢筴筡筩筮筩筮筧 筴筥筳筴 筲筥筳筵筬筴筳 筡筴 筬筥筡筳筴 筡筳 筥筸筴筲筥筭筥
筡筳 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筡筣筴筵筡筬筬筹 筯筢筳筥筲筶筥筤第 筵筮筤筥筲 筴筨筥 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 筴筨筡筴 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H0 筩筳
筴筲筵筥笮 筍筡筴筨筥筭筡筴筩筣筡筬筬筹第 筡 筳筴筲筩筣筴 筰笭筶筡筬筵筥 筩筳 筡 筲筡筮筤筯筭 筶筡筲筩筡筢筬筥 p 筳筵筣筨 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筮筹 筧筩筶筥筮
筳筩筧筮筩笌筣筡筮筣筥 筬筥筶筥筬 α ∈ 筛笰, 笱筝 筡筮筤 筦筯筲 筡筬筬 P0 ∈ H0第

P0笨p ≤ α笩 笽 α.

等筮 筰筲筡筣筴筩筣筥第 筦筯筲 筡 筳筥筴 筯筦 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳 x(n) 笺笽 x(1), . . . , x(n)第 筷筥 reject H0 筩筦 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥
筣筯筭筰筵筴筥筤 筦筲筯筭 筴筨筥筳筥 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳 筩筳 筬筥筳筳 筴筨筡筮 筯筲 筥筱筵筡筬 筴筯 α第 筷筨筩筣筨 筩筳 筣筯筭筭筯筮筬筹 筳筥筴 筡筴
笰笮笰笵笮 筏筴筨筥筲筷筩筳筥第 筷筥 筦筡筩筬 筴筯 筲筥筪筥筣筴 H0笮

答筯 筢筥筴筴筥筲 筵筮筤筥筲筳筴筡筮筤 筴筨筩筳第 筬筥筴 筵筳 筬筯筯筫 筡筴 筡 筣筯筵筰筬筥 筯筦 筣筬筡筳筳筩筣筡筬 筥筸筡筭筰筬筥筳笮

Example 1. [Correct coin toss test] 答筨筩筳 筴筥筳筴 筥筸筡筭筩筮筥筳 筷筨筥筴筨筥筲 筡 筣筯筩筮 筩筳 筦筡筩筲笮 答筨筥
筳筡筭筥 筥筸筡筭筰筬筥 筩筳 筤筩筳筣筵筳筳筥筤 筩筮 筐笓筥筲筥筺笭筏筲筴筩筺笧筳 筐筨筄 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮 筛笶笹筝笮 筗筥 筴筯筳筳 筴筨筥 筣筯筩筮 n
筴筩筭筥筳第 筡筮筤 筦筲筯筭 筴筨筥筳筥 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳 x(n) 笽 x(1), . . . , x(n)第 筷筥 筲筥筣筯筲筤 筥筡筣筨 筴筩筭筥 筷筨筥筴筨筥筲
筜筨筥筡筤筳笢 筯筲 筜筴筡筩筬筳笢 筡筰筰筥筡筲筳笮 答筨筥 筥筭筰筩筲筩筣筡筬 筭筥筡筮 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳笺

t笨x(n)笩 笽
笱

n
笣{筨筥筡筤筳 筩筮 x(n)}.

答筨筥 筮筵筭筢筥筲 筯筦 筨筥筡筤筳 筦筯筬筬筯筷筳 筡 筢筩筮筯筭筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮第 筡筮筤 筢筹 筴筨筥 筃筥筮筴筲筡筬 筌筩筭筩筴 答筨筥筯筲筥筭
笨筃筌答笩第 筩筦 H0 笨筴筨筥 筣筯筩筮 筩筳 筦筡筩筲笩 筩筳 筴筲筵筥第 t笨X(n)笩 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥筬筹 筣筯筭筰筬筩筥筳 筷筩筴筨 筡 筇筡筵筳筳筩筡筮
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笮

筓筵筰筰筯筳筥 筷筥 筨筡筶筥 筡筮 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮 x(n) 筡筮筤 筧筥筴 t笨x(n)笩 笽 笱/笲 笫 t∗笮 答筨筥筮 筴筨筥 筥筶筥筮筴 筜等筦
筷筥 筷筯筵筬筤 筲筥筰筬筩筣筡筴筥 筴筨筥 筥筸筰筥筲筩筭筥筮筴第 筷筥 筧筥筴 筡 筲筥筳筵筬筴 t笨X(n)笩 筴筨筡筴 筩筳 筡筴 筬筥筡筳筴 筡筳 筥筸筴筲筥筭筥
筡筳 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筡筣筴筵筡筬筬筹 筯筢筳筥筲筶筥筤笢 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 t笨X(n)笩 ∈ 笨−∞, 笱/笲 − t∗筝 ∪ 筛笱/笲 笫 t∗,∞笩笮
筎筯筴筥 筴筨筡筴 筮筯筷 X(n) 筲筥筦筥筲筳 筴筯 筜筮筥筷笢 筤筡筴筡第 筷筨筥筲筥筡筳 x(n) 筲筥筦筥筲筳 筴筯 筴筨筥 筡筣筴筵筡筬筬筹 筯筢筳筥筲筶筥筤
筤筡筴筡筼筳筥筥 筴筨筥 筲筥筤 筩筮筴筥筲筶筡筬筳 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笱笮笱笮 答筨筥筮 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筯 筳筴筡筴筩筳筴筩筣
t笨x(n)笩 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筴筨筡筴 t笨X(n)笩 筦筡筬筬筳 筷筩筴筨筩筮 筴筨筥 筲筥筤 筩筮筴筥筲筶筡筬筳笮 筆筯筲 筥筡筣筨
筶筡筬筵筥 筯筦 t∗第 筴筨筥筲筥 筩筳 筡 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筰笭筶筡筬筵筥笮 等筦 t∗ 笽 笰.笹笸/

√
n第 筴筨筥筮 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筩筳 笰笮笰笵笮

答筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筷筯筵筬筤 筲筥筪筥筣筴 H0 筩筦 t笨X(n)笩 筦筡筬筬筳 筩筮筳筩筤筥 筴筨筥筳筥 筲筥筤 筩筮筴筥筲筶筡筬筳第
筲筥筳筵筬筴筩筮筧 筩筮 筡 Type-I error 笨筩笮筥笮第 筦筡筬筳筥 筲筥筪筥筣筴筩筯筮 筯筦 H0笩 筧筵筡筲筡筮筴筥筥 筷筩筴筨 筡 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筯筦
笰笮笰笵笮 答筨筡筴 筩筳

答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 笺笽 筐筲笨reject H0|H0 is true笩,

筷筨筩筣筨 筥筱筵筡筬筳 笰笮笰笵 筩筮 筴筨筩筳 筥筸筡筭筰筬筥笮 答筨筩筳 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥筳 筴筨筥 筶筡筬筩筤筩筴筹 筯筦 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤
筩筮 筴筨筩筳 筥筸筡筭筰筬筥第 筡筳 筩筴 筣筯筮筴筲筯筬筳 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筡筴 筡 筳筩筧筮筩笌筣筡筮筣筥 筬筥筶筥筬 笰笮笰笵笮

Example 2. [Incorrect coin toss test] 等筦 筷筥 筥筸筴筥筮筤 筴筨筥 筰筲筥筶筩筯筵筳 筥筸筡筭筰筬筥 筴筯 筡筮
筯筮筬筩筮筥 筳筴筲筥筡筭筩筮筧 筣筡筳筥第 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筶筩筯筬筡筴筥筳 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筣筯筮筴筲筯筬笮 筈筥筲筥第 筷筥
筫筥筥筰 筴筯筳筳筩筮筧 筴筨筥 筣筯筩筮第 筣筯筬筬筥筣筴筩筮筧 筮筥筷 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳第 筡筮筤 筣筯筭筰筵筴筩筮筧 t笨x(n)笩 筡筴 筥筡筣筨 筳筴筥筰

笳



1.2. Anytime-valid tests: e-value, e-process

0 t1/2 + t*1/2 − t*

p(t)

1/2
Figure 1.1: If the p-value p = 0.05, then t∗ = 0.98/

√
n.

筵筮筴筩筬 t笨x(n)笩 筥筶筥筮筴筵筡筬筬筹 筦筡筬筬筳 筯筵筴筳筩筤筥 筴筨筥 筩筮筴筥筲筶筡筬 筛笱/笲 − 笰.笹笸/
√
n, 笱/笲 笫 笰.笹笸/

√
n筝笮 筄筵筥

筴筯 筴筨筥 筲筡筮筤筯筭筮筥筳筳 筩筮 筳筡筭筰筬筩筮筧第 筥筸筴筲筥筭筥 筶筡筬筵筥筳 筷筩筬筬 筯筣筣筵筲 筥筶筥筮筴筵筡筬筬筹第 筬筥筡筤筩筮筧 筵筳 筴筯
筲筥筪筥筣筴 H0 筥筶筥筮 筩筦 H0 筩筳 筴筲筵筥笮 等筮 筴筨筩筳 筳筣筥筮筡筲筩筯第 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筢筥筣筯筭筥筳 笱第 筳筨筯筷筩筮筧 筴筨筡筴
筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筩筳 筮筯 筬筯筮筧筥筲 筶筡筬筩筤笮 答筨筩筳 筷筩筬筬 筢筥 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥筤 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笱笮笲笮

筗筥 筷筩筬筬 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筲筥筭筡筩筮筳 筶筡筬筩筤 筩筮 筴筨筥 筳筣筥筮筡筲筩筯 筤筥筳筣筲筩筢筥筤
筩筮 筴筨筥 筡筢筯筶筥 筥筸筡筭筰筬筥筳第 筴筯 筢筥 筤筩筳筣筵筳筳筥筤 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笲笮 筆筵筲筴筨筥筲筭筯筲筥第 筴筯 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥 筷筨筹
筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筥筸筣筥筥筤筳 α 筩筮 筅筸筡筭筰筬筥 笲第 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥 筡 筣筬筥筡筲筥筲 筥筸筰筬筡筮筡筴筩筯筮 筩筮 筴筨筥 筮筥筸筴
筥筸筡筭筰筬筥笮

Example 3. [Multi-stage tests] 筃筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筭筵筬筴筩笭筳筴筡筧筥 筥筸筰筥筲筩筭筥筮筴笮
等筮筩筴筩筡筬筬筹第 筲筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筣筯筬筬筥筣筴 筡 筤筡筴筡筳筥筴 X(n) 筡筮筤 筣筯筭筰筵筴筥 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 p1笮 答筨筥筹 筲筥筪筥筣筴
H0 筩筦 p1 < 笰.笰笵第 筡筮筤 筡筣筣筥筰筴 H0 筩筦 p1 ≥ 笰.笱笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筩筦 笰.笰笵 ≤ p1 < 笰.笱第 筴筨筥筹 筤筥筥筭 筴筨筥
筥筶筩筤筥筮筣筥 筩筮筣筯筮筣筬筵筳筩筶筥 筢筵筴 筰筲筯筭筩筳筩筮筧笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筴筨筥筹 筣筯筬筬筥筣筴 筡 筮筥筷 筳筡筭筰筬筥 X ′(m) 筡筮筤
筣筯筭筰筵筴筥 筡 筮筥筷 筰笭筶筡筬筵筥 p2 筢筡筳筥筤 筯筮 筪筯筩筮筩筮筧 筤筡筴筡筳筥筴筳 X(n) 筡筮筤 X ′(m)笮 答筨筥筹 筲筥筪筥筣筴 H0

筩筦 p2 ≤ 笰.笰笵第 筯筴筨筥筲筷筩筳筥 筴筨筥筹 筡筣筣筥筰筴 H0笮
筌筥筴 筵筳 筲筥筰筲筥筳筥筮筴 筴筨筥 筥筶筥筮筴 筷筨筥筲筥 笰.笰笵 < p1 < 笰.笱 筡筳 G笮 答筨筥 筴筯筴筡筬 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲

筥筸筣筥筥筤筳 笰笮笰笵 筢筥筣筡筵筳筥笺

答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 笽 笰.笰笵 笫 P0笨G笩 · P0笨p2 < 笰.笰笵 | G笩 > 笰.笰笵.

答筨筩筳 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筦筡筩筬筳 筴筯 筣筯筮筴筲筯筬 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筩筮 筴筨筥 筭筵筬筴筩笭筳筴筡筧筥
筴筥筳筴筩筮筧第 筷筨筩筣筨 筡筬筲筥筡筤筹 筨筡筰筰筥筮筳 筷筨筥筮 筴筨筥筲筥 筡筲筥 筪筵筳筴 笲 筳筴筡筧筥筳笮 等筮 筰筲筡筣筴筩筣筥第 筴筨筥筲筥 筡筲筥
筯筦筴筥筮 筭筵筬筴筩筰筬筥 筳筴筡筧筥筳第 筷筨筩筣筨 筦筵筲筴筨筥筲 筩筮筣筲筥筡筳筥筳 筴筨筥 筯筶筥筲筡筬筬 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲笮

等筮 筴筨筥 筮筥筸筴 筳筵筢筳筥筣筴筩筯筮第 筷筥 筷筩筬筬 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筣筯筮筳筩筳筴筥筮筴筬筹 筳筵筣筣筥筥筤筳
筩筮 筴筨筥 筳筣筥筮筡筲筩筯筳 筰筲筥筳筥筮筴筥筤 筩筮 筴筨筥筳筥 筥筸筡筭筰筬筥筳笮 筍筯筲筥 筧筥筮筥筲筡筬筬筹第 筴筨筥 筴筥筳筴 筰筲筯筣筥筳筳 筵筳筩筮筧
筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筣筡筮 筢筥 筨筡筬筴筥筤 筡筴 筡筮筹 筴筩筭筥 筷筩筴筨筯筵筴 筲筥筱筵筩筲筩筮筧 筡 筰筲筥筤筥笌筮筥筤 筳筴筯筰筰筩筮筧
筲筵筬筥第 筯笋筥筲筩筮筧 筧筲筥筡筴筥筲 笍筥筸筩筢筩筬筩筴筹 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯 筴筲筡筤筩筴筩筯筮筡筬 筭筥筴筨筯筤筳笮

1.2 Anytime-valid tests: e-value, e-process

等筮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笱第 筷筥 筤筩筳筣筵筳筳筥筤 筡 笍筡筷 筯筦 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筩筮 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筴筥筳筴筩筮筧笮 答筨筥 筩筳筳筵筥 筯筦
筳筡筭筰筬筩筮筧 筵筮筴筩筬 筡 筳筩筧筮筩笌筣筡筮筴 筲筥筳筵筬筴 筩筳 筯筢筴筡筩筮筥筤 筨筡筳 筡筣筴筵筡筬筬筹 筢筥筥筮 筤筥筢筡筴筥筤 筢筹 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筩筡筮筳
筳筩筮筣筥 筡筴 筬筥筡筳筴 筴筨筥 笱笹笴笰筳笮 筆筥筬筬筥筲 筩筮 笱笹笴笰 筛笳笴筝 筯筢筳筥筲筶筥筤 筴筨筩筳 筩筳筳筵筥 筩筮 筳筴筵筤筩筥筳 筯筦 筥筸筴筲筡笭筳筥筮筳筯筲筹
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Chapter 1. Introduction

筰筥筲筣筥筰筴筩筯筮第 筡筮筤 筁筮筳筣筯筭筢筥 筩筮 笱笹笵笴 筛笴筝 筦筡筭筯筵筳筬筹 筣筡筬筬筥筤 筩筴 筜筳筡筭筰筬筩筮筧 筴筯 筡 筦筯筲筥筧筯筮筥
筣筯筮筣筬筵筳筩筯筮笮笢 筒筯筢筢筩筮筳 筩筮 笱笹笵笲 筛笷笳筝 筡筬筳筯 筰筯筩筮筴筥筤 筯筵筴 筴筨筩筳 筰筲筯筢筬筥筭笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筩筴 筷筡筳 筮筯筴
筵筮筴筩筬 笲笰笱笹 筴筨筡筴 筡 筦筵筬筬筹 筧筥筮筥筲筡筬 筦筲筡筭筥筷筯筲筫 筥筭筥筲筧筥筤 筴筯 筡筤筤筲筥筳筳 筩筴笮 等筮 筴筨筡筴 筹筥筡筲第 筦筯筵筲
筰筡筰筥筲筳 筦筲筯筭 筤筩笋筥筲筥筮筴 筲筥筳筥筡筲筣筨 筧筲筯筵筰筳 筷筥筲筥 筰筵筢筬筩筳筨筥筤 筯筮 筡筲筘筩筶第 筬筡筹筩筮筧 筴筨筥 筦筯筵筮筤筡筴筩筯筮
筦筯筲 筷筨筡筴 筷筯筵筬筤 筳筯筯筮 筢筥筣筯筭筥 筫筮筯筷筮 筡筳 筴筨筥 筣筯筮筣筥筰筴 筯筦 筴筨筥 e-value 筛笴笲第 笹笵第 笹笱第 笷笶筝笮 筗筥
筷筩筬筬 筮筯筷 筩筮筴筲筯筤筵筣筥 筴筨筩筳 筧筥筮筥筲筡筬 筦筲筡筭筥筷筯筲筫笮

e-variable, e-value 筃筯筮筳筩筤筥筲 筡 筢筡筴筣筨 筯筦 筤筡筴筡 笨筡 筲筡筮筤筯筭 筶筥筣筴筯筲笩 X第 筷筨筩筣筨 筣筡筮 筢筥
筣筯筬筬筥筣筴筥筤 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筬筹 筯筲 筡筬筬 筡筴 筯筮筣筥笮 筗筥 筤筥笌筮筥 筡 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 S笨X笩第 筴筨筡筴 筩筳 筡
筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筯筢筳筥筲筶筥筤 筤筡筴筡笮 筌筥筴 H0 笽 {Pθ 笺 θ ∈ Θ} 筢筥 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筦筯筲 X
筤筥笌筮筥筤 筷筩筴筨筩筮 筴筨筥筩筲 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 Θ笮 等筦 筴筨筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 S笨X笩 筳筡筴筩筳笌筥筳 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮笺

筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0 笺 EP 筛S笨X笩筝 ≤ 笱, 笨笱笮笲笮笱笩

筴筨筥筮 筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯 S笨X笩 筡筳 筡筮 e-variable relative to H0笮 答筨筥 筶筡筬筵筥 筯筦 S笨X笩 筣筯筭筰筵筴筥筤
筦筲筯筭 筴筨筥 筯筢筳筥筲筶筥筤 筤筡筴筡 筩筳 筣筡筬筬筥筤 筴筨筥 e-value笮

筓筩筭筩筬筡筲 筴筯 筨筯筷 筷筥 筴筥筳筴 筷筩筴筨 筰笭筶筡筬筵筥筳第 筷筥 笌筲筳筴 筳筥筴 筡 筳筩筧筮筩笌筣筡筮筣筥 筬筥筶筥筬 α ∈ 筛笰, 笱筝 筢筥筦筯筲筥
筣筯筮筤筵筣筴筩筮筧 筡筮 筥笭筶筡筬筵筥笭筢筡筳筥筤 筴筥筳筴笮 筇筩筶筥筮 筡 筳筡筭筰筬筥 X第 筷筥 筣筯筮筳筴筲筵筣筴 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 S笨X笩
筵筳筩筮筧 筴筨筥 筥筮筴筩筲筥 筳筡筭筰筬筥 筡筴 筯筮筣筥第 筡筮筤 筷筥 筲筥筪筥筣筴 H0 筩筦 筡筮筤 筯筮筬筹 筩筦 S笨X笩 ≥ 笱/α笮 答筨筩筳 筩筳
筡筮筡筬筯筧筯筵筳 筴筯 筴筨筥 筴筲筡筤筩筴筩筯筮筡筬 筰笭筶筡筬筵筥 筡筰筰筲筯筡筣筨笮 答筨筩筳 筡筰筰筲筯筡筣筨 筥筮筳筵筲筥筳 筡 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲
筧筵筡筲筡筮筴筥筥第 筡筳 筣筡筮 筢筥 筥筸筰筬筡筩筮筥筤 筢筹 筍筡筲筫筯筶笧筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹笺

答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 笽 筐筲笨S笨X笩 ≥ 笱/α|H0 is true笩 ≤
筳筵筰
P∈H0

EP 筛S笨X笩筝

笱/α
≤ α.

筈筯筷筥筶筥筲第 筤筡筴筡 筩筳 筳筯筭筥筴筩筭筥筳 筣筯筬筬筥筣筴筥筤 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筬筹第 筲筥筱筵筩筲筩筮筧 筵筳 筴筯 筭筡筫筥 筤筥筣筩筳筩筯筮筳
筡筴 筡筮筹 筴筩筭筥 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筤筡筴筡 筣筯筬筬筥筣筴筥筤 筳筯 筦筡筲笮 筁 筳筰筥筣筩笌筣 筥筸筡筭筰筬筥 筯筦 筴筨筩筳 筩筳 筰筲筯筶筩筤筥筤
筩筮 筅筸筡筭筰筬筥 笲 筡筮筤 筅筸筡筭筰筬筥 笳笮 等筮 筣筯筮筴筲筡筳筴 筴筯 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤筳第 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤
筣筡筮 筡筬筳筯 筢筥 筡筰筰筬筩筥筤 筦筯筲 筴筥筳筴筩筮筧 筷筩筴筨 筡 筤筡筴筡 筳筴筲筥筡筭 筷筨筩筬筥 筭筡筩筮筴筡筩筮筩筮筧 筡 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲
筧筵筡筲筡筮筴筥筥笮 筗筥 筤筩筶筩筤筥 筴筨筩筳 筳筩筴筵筡筴筩筯筮 筩筮筴筯 筴筷筯 筴筹筰筥筳笺 optional continuation 筡筮筤 optional
stopping笮

Optional continuation 筃筯筮筳筩筤筥筲 筡 筳筴筲筥筡筭 筯筦 筤筡筴筡 筢筡筴筣筨筥筳 X(1), X(2), . . .笮 筗筥
筡筳筳筵筭筥 筴筨筥 X(i) 筡筲筥 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴笮 筌筥筴 S笨X(i)笩 筢筥 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筢筡筳筥筤 筯筮 X(i)笮 答筨筥筮第

筦筯筲 筡筮筹 筰筯筳筩筴筩筶筥 筩筮筴筥筧筥筲 N ∈ N+第 筷筥 筤筥笌筮筥 筴筨筥 筰筲筯筤筵筣筴 S(N) 笺笽
N∏
i=1

S笨X(i)笩第 筷筨筩筣筨

筲筥筭筡筩筮筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 等筮 筯筴筨筥筲 筷筯筲筤筳第

筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0 笺 EP
[
S(N)

]
≤ 笱, 笨笱笮笲笮笲笩

筷筨筩筣筨 筣筡筮 筢筥 筳筨筯筷筮 筡筳 筦筯筬筬筯筷筳笺 筳筩筮筣筥 S笨X(1)笩, . . . , S笨X(N)笩 筡筲筥 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴第 筩筴 筦筯筬筬筯筷筳
筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0第

EP
[
S(N)

]
笽

N∏
i=1

EP
[
S笨X(i)笩

]
≤ 笱.
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1.2. Anytime-valid tests: e-value, e-process

答筨筥筮第 筩筦 筷筥 筲筥筪筥筣筴 H0 筷筨筥筮 S(N) ≥ 笱/α第 筴筨筥 答筹筰筥 等 筥筲筲筯筲 筩筳 筢筯筵筮筤筥筤 筢筹 筬筥筶筥筬 α笮 答筨筩筳
筩筳 筢筥筣筡筵筳筥第 筢筹 筍筡筲筫筯筶笧筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹第

答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 笽 筐筲
(
S(N) ≥ 笱/α

∣∣H0 is true
)
≤

筳筵筰
P∈H0

EP
[
S(N)

]
笱/α

≤ α. 笨笱笮笲笮笳笩

答筨筩筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筨筯筬筤筳 筦筯筲 筥筶筥筲筹 笌筸筥筤 N 笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筡筳 筳筨筯筷筮 筢筹 筇筲筿筵筮筷筡筬筤 筥筴 筡筬 筛笴笲筝第
笨笱笮笲笮笳笩 筳筴筩筬筬 筨筯筬筤筳 筩筦 N 筩筳 筡筮筹 筤筡筴筡 筤筥筰筥筮筤筥筮筴 筳筴筯筰筰筩筮筧 筴筩筭筥笮 筁 筳筴筯筰筰筩筮筧 筴筩筭筥 筩筳 筡
筴筩筭筥 筤筥筴筥筲筭筩筮筥筤 筢筹 筡 筲筵筬筥 筴筨筡筴第 筡筴 筥筡筣筨 筳筴筥筰 N 第 筤筥筣筩筤筥筳筼筢筡筳筥筤 筯筮 筴筨筥 筤筡筴筡 筯筢筳筥筲筶筥筤
筳筯 筦筡筲第 X1, X2, . . . , XN筼筷筨筥筴筨筥筲 筴筯 筳筴筯筰 筯筲 筣筯筮筴筩筮筵筥笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥笺 筜筳筴筯筰 筡筳 筳筯筯筮 筡筳
S(N) ≥ 笱/α笢第 筯筲 筜N 笽 笱笰笢第 筯筲 筜筳筴筯筰 筩筦 X(N) 筣筯筮筴筡筩筮筳 笰笢笮 筆筯筲 筡 筦筯筲筭筡筬 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筯筦
筳筴筯筰筰筩筮筧 筴筩筭筥第 筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筒筡筭筤筡筳 筥筴 筡筬笮 筛笷笱筝笮

等筮 筭筯筲筥 筤筥筴筡筩筬第 筇筲筿筵筮筷筡筬筤 筥筴 筡筬 筛笴笲筝 筳筨筯筷 筴筨筡筴 S(1), S(2), . . . 筩筳 筡 test supermartingale 筛笷笷筝第
筷筨筩筣筨 筩筳 筡 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筵筰筥筲筭筡筲筴筩筮筧筡筬筥 筷筩筴筨 EP 筛S(1)筝 ≤ 笱笮 答筨筩筳 筩筭筰筬筩筥筳 笨笱笮笲笮笳笩 筡筮筤
筡筬筳筯 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 策筩筬筬筥笧筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筛笹笰筝 筨筯筬筤筳第 筴筨筥筮 筦筵筲筴筨筥筲 筩筭筰筬筩筥筳第 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0第 筷筥
筨筡筶筥

答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 ≤ 筐筲

(
筳筵筰

N :N>0
S(N) ≥ 笱/α

∣∣H0 is true

)
(∗)
≤ EP 筛S(1)筝

笱/α
≤ α, 笨笱笮笲笮笴笩

筷筨筥筲筥 笨∗笩 筦筯筬筬筯筷筳 筦筲筯筭 策筩筬筬筥笧筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹笮 筗筥 筳筡筹 筴筨筡筴 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筰筲筥筳筥筲筶筥筳
答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筧筵筡筲筡筮筴筥筥筳 筵筮筤筥筲 optional continuation笮

Optional stopping 筎筯筷 筳筵筰筰筯筳筥 筥筡筣筨 X(i) 筩筳 筡 筳筩筮筧筬筥 笨筪筵筳筴 筯筮筥笩 筤筡筴筡 筰筯筩筮筴 筡筮筤 筷筥
筨筡筶筥 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 S笨X(i)笩 筦筯筲 筥筡筣筨 筰筯筩筮筴 X(i)笮 筂筵筴 筮筯筷 筢筹 笨笱笮笲笮笴笩第 筷筥 筣筡筮 筤筯 筯筰筴筩筯筮筡筬
筳筴筯筰筰筩筮筧 笭 筳筴筯筰 筡筴 筡筮筹 筰筯筩筮筴 筷筥 筬筩筫筥第 筡筮筤 筳筴筩筬筬 筰筲筥筳筥筲筶筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筧筵筡筲筡筮筴筥筥筳笮

e-process 筓筯 筦筡筲第 筷筥 筨筡筶筥 筡筳筳筵筭筥筤 筴筨筡筴 筴筨筥 筤筡筴筡 筳筴筲筥筡筭 X(1), X(2), . . . 筩筳 筣筯筭筰筯筳筥筤
筯筦 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳第 筷筨筩筣筨 筡筬筳筯 筬筥筤 筴筯 筴筨筥 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筣筥 筯筦 S笨X(1)笩, S笨X(2)笩, . . .
筢筹 筣筯筮筳筴筲筵筣筴筩筯筮笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筩筮 筰筲筡筣筴筩筣筥第 筴筨筥筹 筣筡筮 筢筥 筤筥筰筥筮筤筥筮筴笮 等筮 筴筨筩筳 筴筨筥筳筩筳第 筴筨筥 X(i)

筩筮 筴筨筥 筤筡筴筡 筳筴筲筥筡筭筳 筣筯筮筳筩筤筥筲筥筤 筷筩筬筬 筡筬筷筡筹筳 筢筥 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴第 筢筵筴 筷筥 筭筡筹 筵筳筥 筤筩笋筥筲筥筮筴
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 S(i) 筴筨筡筴 筣筯筵筬筤 筢筥 筤筥筰筥筮筤筥筮筴笮 筗筥 筤筩筲筥筣筴筬筹 筤筥笌筮筥 筡 筳筴筯筣筨筡筳筴筩筣 筰筲筯筣筥筳筳
S(1), S(2), . . .第 筷筩筴筨 S(i) 筡 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筯筦 X(1), . . . , X(i)第 筳筡筴筩筳筦筹筩筮筧

筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0 笺 筳筵筰
N∈T

EP
[
S(N)

]
≤ 笱, 笨笱笮笲笮笵笩

筷筨筥筲筥 T 筩筳 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筡筬筬 筶筡筬筩筤 筳筴筯筰筰筩筮筧 筴筩筭筥筳笮 筗筥 筣筡筬筬 筳筵筣筨 筡 筰筲筯筣筥筳筳 筡筮 e-process笮
筒筡筭筤筡筳 筥筴 筡筬笮 筛笷笲筝 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筩筦 筡 筳筴筯筣筨筡筳筴筩筣 筰筲筯筣筥筳筳 S(1), S(2), . . . 筩筳 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳第

筴筨筥筮 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0第 筴筨筥筲筥 筩筳 筡 筴筥筳筴 筭筡筲筴筩筮筧筡筬筥 M
(1)
P ,M

(2)
P , . . . 筳筵筣筨 筴筨筡筴 S(i) ≤ M

(i)
P

筨筯筬筤筳 筦筯筲 筥筶筥筲筹 i > 笰笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筥筮筳筵筲筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筲筥筭筡筩筮筳
筢筯筵筮筤筥筤第 筷筨筩筣筨 筩筳 筤筥筲筩筶筥筤 筢筹 策筩筬筬筥笧筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筡筧筡筩筮第 筡筳 筩筮 笨笱笮笲笮笴笩笮

筌筥筴 筵筳 筲筵筮 筡 筳筩筭筰筬筥 筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮 筣筯筭筰筡筲筩筮筧 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筷筩筴筨 筴筨筥 筴筲筡筤筩筴筩筯筮筡筬 筰笭筶筡筬筵筥
筭筥筴筨筯筤第 筡筳 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥筤 筩筮 筅筸筡筭筰筬筥 笲笮 答筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 筯筦 筴筨筩筳 筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮 筡筲筥 筳筨筯筷筮 筩筮
筆筩筧筵筲筥 笱笮笲笮 等筮 筴筨筩筳 筥筸筡筭筰筬筥第 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筦筡筩筬筳 筴筯 筭筡筩筮筴筡筩筮 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲
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Figure 1.2: A toy simulation for Example 2 is conducted. Similar simulations are also
presented by Ly et al. [65] and Turner et al. [88]. In this setup, samples are drawn from

a Bernoulli(1/2) distribution. We define S(i) :=
p0.9(X(i))

p0.5(X(i))
, where p0.9(X(i)) denotes the

probability mass function (pmf) of a Bernoulli(0.9) distribution. S(i) is an e-variable because
it can easily be checked that it complies with (1.2.1). We obtain a new observation at each

time step, then calculate the p-value p(t(X(t))) and e-value S(t) :=
t∏

i=1

S(i) at time t using

the first t samples observed. This process continues until all samples are examined. If, at
any time t ∈ {1, 2, . . . , 300}, p(t(X(t))) ≤ 0.05, we reject H0; similarly, we reject H0 based on

the e-value if there exists a time t′ ∈ {1, 2, . . . , 300} such that S(t′) ≥ 20. This simulation is
repeated 3000 times, and we compute the rejection rates for both the p-value and e-value.
This simulation shows that the Type-I error of sequentially testing S(t) ≥ 1

0.05
remains forever

below 0.05, whereas the Type-I error of sequentially using the p(t(X(t))) ≤ 0.05 violates the
level 0.05.

笷



1.3. Preliminary knowledge: RIPr and e-power

筧筵筡筲筡筮筴筥筥第 筷筨筩筬筥 筴筨筥 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筭筥筴筨筯筤 筳筵筣筣筥筳筳筦筵筬筬筹 筣筯筮筴筲筯筬筳 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筲筡筴筥 筡筳
筥筸筰筥筣筴筥筤笮 答筨筩筳 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥筳 筴筨筥 筲筯筢筵筳筴筮筥筳筳 筯筦 筴筨筥 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筡筰筰筲筯筡筣筨 筩筮 筣筯筮筴筲筡筳筴 筴筯
筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤第 筷筨筩筣筨 筣筡筮 筢筥 筰筲筯筮筥 筴筯 筩筮笍筡筴筩筯筮 筯筦 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筩筮 筣筥筲筴筡筩筮 筳筣筥筮筡筲筩筯筳笮

等筮 筴筨筩筳 筴筨筥筳筩筳第 筷筥 筲筥筬筹 筯筮 筶筡筲筩筯筵筳 筰筩筥筣筥筳 筯筦 筰筲筥筬筩筭筩筮筡筲筹 筫筮筯筷筬筥筤筧筥第 筴筨筯筵筧筨 筴筨筥筹 筭筡筹
筮筯筴 筢筥 筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹 筭筥筮筴筩筯筮筥筤 筩筮 筥筡筣筨 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筣筨筡筰筴筥筲笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筷筥 筨筡筶筥 筩筮筣筬筵筤筥筤
筥筳筳筥筮筴筩筡筬 筰筲筥筬筩筭筩筮筡筲筹 筫筮筯筷筬筥筤筧筥 筩筮 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筳筵筢筳筥筣筴筩筯筮筳笮

1.3 Preliminary knowledge: RIPr and e-power

RIPr 筓筵筰筰筯筳筥 筷筥 筨筡筶筥 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 Q 筡筮筤 筡 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 P笮 答筨筥 筧筯筡筬 筩筳
筴筯 笌筮筤 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筩筮 P 筴筨筡筴 筩筳 筠筣筬筯筳筥筳筴笧 筴筯 Q笮 筏筮筥 筣筯筭筭筯筮 筷筡筹 筴筯 筭筥筡筳筵筲筥 筴筨筥
筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 筴筷筯 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筩筳 筢筹 筵筳筩筮筧 筋筵筬筬筢筡筣筫笭筌筥筩筢筬筥筲 笨筋筌笩 筄筩筶筥筲筧筥筮筣筥第
筤筥筮筯筴筥筤 筡筳 D笨Q∥P 笩第 筷筨筩筣筨 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳笺

D笨Q∥P 笩 笺笽 EX∼Q

[
筬筯筧

q笨X笩

p笨X笩

]
,

筷筨筥筲筥 q笨X笩 筡筮筤 p笨X笩 筡筲筥 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筩筥筳 筯筦 Q 筡筮筤 P 第 筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹笮

筗筥 筤筥笌筮筥 W笨P笩 筴筯 筢筥 筴筨筥 筃筨筯筱筵筥筴 筣筯筮筶筥筸 筨筵筬筬 筯筦 P笮 答筨筩筳 筭筥筡筮筳 筴筨筡筴 W笨P笩 筩筳 筡
筣筯筮筶筥筸 筳筥筴第 筡筮筤 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 PW ∈ W笨P笩第 筩筦 筡筮筤 筯筮筬筹 筯筦 筴筨筥筲筥 筩筳 筡 筰筲筯筰筥筲 筰筲筩筯筲 W 筯筮
P 筳筵筣筨 筴筨筡筴笺

pW 笨X笩 笽

∫
p笨X笩dW 笨p笩.

等筴 筩筳 筣筬筥筡筲 筴筨筡筴 P ⊆ W笨P笩 筢筥筣筡筵筳筥第 筦筯筲 筡筮筹 P ∈ P第 筷筥 筣筡筮 筰筬筡筣筥 筡筬筬 筴筨筥 筰筲筩筯筲 筭筡筳筳 筯筮
P 笮 筗筥 筤筥笌筮筥 P ∗第 筴筨筥 Reverse Information Projection 笨筒等筐筲笩 筯筦 Q 筯筮筴筯 P 筛笶笰筝第 筛笲笷筝第 筡筳
筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筩筮 W笨P笩 筴筨筡筴 筭筩筮筩筭筩筺筥筳 筴筨筥 筋筌笭筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筦筲筯筭 Q 筴筯 W笨P笩笮 答筨筩筳
筭筥筡筮筳 筴筨筡筴第 筩筦 筴筨筥 筭筩筮筩筭筵筭 筩筮 W笨P笩 筣筡筮 筢筥 筡筴筴筡筩筮筥筤第 P ∗ 筩筳 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筴筨筡筴 筩筳
筠筣筬筯筳筥筳筴笧 筴筯 Q 筩筮 筴筨筥 筋筌笭筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筳筥筮筳筥笺

P ∗ 笽 筡筲筧 筭筩筮
P∈W(P)

D笨Q∥P 笩. 笨笱笮笳笮笱笩

等筮 筯筵筲 筳筩筭筰筬筩笌筥筤 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筯筲筹 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筨筥筲筥第 筴筨筥 筒等筐筲 筩筳 筵筮筤筥笌筮筥筤 筩筦 筴筨筥筲筥 筩筳 筮筯
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筩筮 W笨P笩 筴筨筡筴 筭筩筮筩筭筩筺筥筳 筴筨筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筴筨筥 筒等筐筲 筣筡筮 筢筥
筤筥笌筮筥筤 筦筯筲 筳筵筣筨 筣筡筳筥筳 筡筳 筷筥筬筬 笭 筳筥筥 筛笴笲筝第 筛笴笳筝 筡筮筤 筛笵笸筝笮

e-power 等筮 筴筲筡筤筩筴筩筯筮筡筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筷筩筴筨 筡 筰笭筶筡筬筵筥第 筷筥 筵筳筥 筴筨筥 筴筥筲筭 筠筰筯筷筥筲笧 筴筯
筤筥筳筣筲筩筢筥 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筴筨筡筴 筡 筴筥筳筴 筲筥筪筥筣筴筳 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H0 筷筨筥筮 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥
筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H1 筩筳 筴筲筵筥笮 筓筩筭筩筬筡筲筬筹第 筩筮 筴筨筥 筣筯筮筴筥筸筴 筯筦 筥笭筶筡筬筵筥筳第 筷筥 筡筩筭 筴筯 筭筥筡筳筵筲筥 筡 筴筥筳筴笧筳
筥笋筥筣筴筩筶筥筮筥筳筳 筴筨筲筯筵筧筨 筡 筣筯筮筣筥筰筴 筣筡筬筬筥筤 筠筥笭筰筯筷筥筲笧笮 答筨筥 e-power 筯筦 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 S 笽 S笨X笩
筢筡筳筥筤 筯筮 筡 筤筡筴筡 X 筡筮筤 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 H1 笽 {Q} 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳 筴筨筥 筥筸筰筥筣筴筥筤 筬筯筧筡筲筩筴筨筭 筯筦
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S 筵筮筤筥筲 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 Q笺

EX∼Q筛筬筯筧S笨X笩筝 笺笽

∫
筬筯筧S笨x笩 dQ笨x笩,

筡筳 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筤 筢筹 筛笴笲筝 筡筮筤 筛笹笲筝笮

筌筥筴 H1 笽 {Q} 筡筮筤 H0 笽 P笮 筇筲筿筵筮筷筡筬筤 筥筴 筡筬笮 筛笴笲筝 筰筲筯筶筥 筴筨筡筴 Srip 笽 q(X)
p∗(X) 筩筳 筡筮

筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筷筨筥筲筥 P ∗ 筩筳 筳筰筥筣筩笌筥筤 筡筳 筩筮 笨笱笮笳笮笱笩笮 答筨筥筹 筡筬筳筯 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥 筴筨筡筴 筡筭筯筮筧 筡筬筬
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 H0第 筴筨筥 筒等筐筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 Srip 筹筩筥筬筤筳 筴筨筥 筨筩筧筨筥筳筴 筥笭筰筯筷筥筲 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥
筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 H1 筡筮筤 筴筨筥 筮筵筬筬 H0笮

等筮 筰笭筶筡筬筵筥 筴筥筳筴筩筮筧第 筲筥筪筥筣筴筩筮筧 H0 筲筥筱筵筩筲筥筳 筡 筳筭筡筬筬 筰笭筶筡筬筵筥第 筢筵筴 筩筮 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筦筲筡筭筥筷筯筲筫第
H0 筩筳 筲筥筪筥筣筴筥筤 筷筨筥筮 S > 笱/α笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筩筦 H1 筩筳 筴筲筵筥第 筷筥 筷筡筮筴 S 筴筯 筢筥 筡筳 筬筡筲筧筥 筡筳
筰筯筳筳筩筢筬筥笮 答筨筥 筥笭筰筯筷筥筲 筣筡筰筴筵筲筥筳 筴筨筩筳 筢筹 筭筥筡筳筵筲筩筮筧 筴筨筥 筳筴筲筥筮筧筴筨 筯筦 S 筩筮 筰筲筯筶筩筤筩筮筧
筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 H0笮

1.4 Preliminary knowledge: Exponential family

答筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筹 筦筵筮筣筴筩筯筮 笨筰筤筦笩 筯筦 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筩筳 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮
筡筮筤 筣筡筮 筢筥 筥筸筰筲筥筳筳筥筤 筡筳笺

pλ笨x笩 笽 λeλx, x ∈ 筛笰,∞笩, λ ∈ 笨笰,∞笩, 笨笱笮笴笮笱笩

筷筨筥筲筥 x 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 筴筨筥 筤筡筴筡第 筡筮筤 λ 筩筳 筴筨筥 筲筡筴筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲笮 等筮筴筥筲筥筳筴筩筮筧筬筹第 筭筡筮筹 筯筴筨筥筲
筦筡筭筩筬筩筥筳第 筳筵筣筨 筡筳 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮第 筐筯筩筳筳筯筮 筡筮筤 筂筥筴筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳第 筣筡筮 筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筩筮 筡
筳筩筭筩筬筡筲 筦筯筲筭 筴筯 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笮 答筨筥筳筥 筴筹筰筥筳 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筡筲筥 筰筡筲筴 筯筦 筡
筢筲筯筡筤筥筲 筣筬筡筳筳 筫筮筯筷筮 筡筳 exponential families笮 筗筥 筷筩筬筬 筮筯筷 筥筸筰筬筡筩筮 筴筨筩筳 筣筯筮筣筥筰筴 筩筮 筭筯筲筥
筤筥筴筡筩筬笮

Definition of exponential family 筃筯筮筳筩筤筥筲 筡 筳筥筴 筯筦 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳
P ∈ {Pθ 笺 θ ∈ Θ} 筦筯筲 筤筡筴筡 U 第 筷筨筥筲筥 Θ 筩筳 筴筨筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筯筦 P笮 等筦 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴筳
筡 筲筥笭筰筡筲筡筭筥筴筲筩筺筡筴筩筯筮 P 笽 {Pβ 笺 β ∈ B} 筷筩筴筨 B ⊂ Rd 筦筯筲 筳筯筭筥 d ∈ N+第 筡筮筤 筡 筲筡筮筤筯筭
筶筥筣筴筯筲 X 筴筨筡筴 筩筳 筡 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 U 筡筮筤 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筹 笨筯筲 筭筡筳筳笩 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 筣筡筮
筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筡筳笺

pβ笨U笩 笽
笱

Z笨β笩
筥筸筰

(
β⊤X

)
, 笨笱笮笴笮笲笩

筷筨筥筲筥 Z笨β笩 筩筳 筡 筮筯筲筭筡筬筩筺筩筮筧 筦筡筣筴筯筲第 筴筨筥筮 P 筩筳 筣筡筬筬筥筤 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹笮 筗筥 筣筡筬筬
X 筴筨筥 sufficient statistic 筦筯筲 β第 筷筨筩筣筨 筣筡筮 筢筥 筶筥筲筩笌筥筤 筥筡筳筩筬筹 筵筳筩筮筧 筴筨筥 Fisher–Neyman
factorization theorem笮 β 筩筳 筴筨筥 natural 筯筲 canonical parameter 筯筦 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笮 笨筎筯筴筥
筴筨筡筴 筩筮 筃筨筡筰筴筥筲 笴第 筷筥 筵筳筥 λ 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲第 筷筨筥筲筥筡筳 筩筮 筃筨筡筰筴筥筲 笵第 筷筥 筵筳筥
θ笮笩 筗筨筥筮 筴筨筥 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 X 筡筮筤 β 笺笽 β笨θ笩 筡筲筥 笌筸筥筤第 筴筨筥筹 筤筥笌筮筥 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筹笮 筓筯筭筥 筰筥筯筰筬筥 筰筲筥筦筥筲 筴筯 筷筲筩筴筥 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筦筯筲筭 筡筳笺

pβ笨U笩 笽
笱

Z笨β笩
筥筸筰

(
β⊤X

)
h笨U笩,

笹



1.5. Outline

筷筨筥筲筥 h笨U笩 筩筳 筣筡筬筬筥筤 筴筨筥 carrier function笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筴筨筩筳 筩筳 筥筳筳筥筮筴筩筡筬筬筹 筴筨筥 筳筡筭筥 筡筳 筴筨筥
筰筲筥筶筩筯筵筳 筦筯筲筭 筳筩筮筣筥 筩筴 筣筡筮 筢筥 筲筥筷筲筩筴筴筥筮 筡筳笺

pβ笨U笩 笽
笱

Z笨β笩
筥筸筰

(
β′⊤X ′

)
,

筷筨筥筲筥 β′ 笽 笨β⊤, 笱笩⊤ 筡筮筤 X ′ 笽 笨X⊤, 筬筯筧 h笨U笩笩⊤笮
答筨筩筳 筲筥笭筰筡筲筡筭筥筴筲筩筺筡筴筩筯筮 筨筩筧筨筬筩筧筨筴筳 筨筯筷 筶筡筲筩筯筵筳 筦筡筭筩筬筩筡筲 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筣筡筮 筢筥 筵筮筩笌筥筤

筵筮筤筥筲 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筦筲筡筭筥筷筯筲筫笮 筗筥 筥筸筰筬筡筩筮 筩筴 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筥筸筡筭筰筬筥笮

Gaussians are an exponential family 筆筯筲 筳筩筭筰筬筩筣筩筴筹第 筷筥 筯筮筬筹 筳筨筯筷 筴筨筥 筯筮筥笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬
筣筡筳筥 筨筥筲筥笮 等筮 筴筨筩筳 筥筸筡筭筰筬筥第 筴筨筥 筳筴筡筮筤筡筲筤 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筷筯筵筬筤 筢筥 θ 笽 笨µ, σ2笩 筡筮筤
Θ 笽 R× R+笮 答筨筥 筰筤筦 筯筦 筡 筇筡筵筳筳筩筡筮 筣筡筮 筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筡筳

pµ,σ2笨u笩 笽
笱√

笲πσ2
筥筸筰

(
− 笱

笲σ2
笨u− µ笩2

)
笽 筥筸筰

(
− 笱

笲σ2
u2 笫

µ

σ2
u− 笱

笲σ2
µ2 − 筬筯筧 σ − 笱

笲
筬筯筧笨笲π笩

)
笽 筥筸筰

(
β⊤x− 筬筯筧Z笨β笩

)
,

筷筨筥筲筥 筴筨筥 筬筡筳筴 筥筱筵筡筬筩筴筹 筨筯筬筤筳 筩筦 筷筥 筬筥筴 β 笽 笨 µσ2 ,− 1
2σ2 笩⊤第 x 笽 笨u, u2笩⊤ 筡筮筤 筬筯筧Z笨β笩 笽

筬筯筧
∫

筥筸筰
(
β⊤x

)
dx 笽 1

2σ2µ
2 笫 筬筯筧 σ 笫 1

2 筬筯筧笨笲π笩笮

等筮 筴筨筩筳 筳筥筣筴筩筯筮第 筷筥 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筤 筴筨筥 筢筡筳筩筣 筣筯筮筣筥筰筴 筯筦 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹笮 筈筯筷筥筶筥筲第
筴筨筲筯筵筧筨筯筵筴 筴筨筩筳 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮第 筭筯筲筥 筡筤筶筡筮筣筥筤 筫筮筯筷筬筥筤筧筥 筡筢筯筵筴 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹
筩筳 筦筲筥筱筵筥筮筴筬筹 筵筳筥筤第 筴筨筯筵筧筨 筮筯筴 筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹 筥筸筰筬筡筩筮筥筤 筩筮 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筣筨筡筰筴筥筲筳笮 筗筥
筨筡筶筥 筰筬筡筣筥筤 筴筨筥筳筥 筭筯筲筥 筴筥筣筨筮筩筣筡筬 筤筥筴筡筩筬筳 筩筮 筁筰筰筥筮筤筩筸 笱笮筁笮

1.5 Outline

筗筥 筰筲筯筶筩筤筥 筡 筢筲筩筥筦 筯筶筥筲筶筩筥筷 筯筦 筴筨筥 筣筯筮筴筥筮筴 筯筦 筥筡筣筨 筣筨筡筰筴筥筲 筩筮 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筳筵筢筳筥筣筴筩筯筮筳笮
筅筡筣筨 筣筨筡筰筴筥筲 筲筥筰筯筲筴筳 筯筵筲 筲筥筳筥筡筲筣筨 筯筮 筶筡筲筩筯筵筳 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬
筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筡筮筤笯筯筲 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳第 筡筤筤筲筥筳筳筩筮筧 筤筩笋筥筲筥筮筴 筰筲筯筢筬筥筭筳笮 筁筤筤筩筴筩筯筮筡筬筬筹第
筃筨筡筰筴筥筲 笵 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筳 筡 筮筯筶筥筬 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筯筮 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筦筯筲 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筩筥筳笮

Chapter 2: Conditions for the existence of simple e-variable

等筮 筭筡筮筹 筡筣筡筤筥筭筩筣 笌筥筬筤筳第 筳筵筣筨 筡筳 筳筯筣筩筡筬 筳筣筩筥筮筣筥筳第 筢筩筯筬筯筧筹第 筡筮筤 筰筨筹筳筩筣筳第 筲筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筯筦筴筥筮
筡筩筭 筴筯 筩筮筦筥筲 筴筨筥 筵筮筤筥筲筬筹筩筮筧 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筦 筤筡筴筡笮 答筯 筤筯 筴筨筩筳第 筴筨筥筹 筭筡筹 筡筳筳筵筭筥 筡 筳筰筥筣筩笌筣
筭筯筤筥筬 筳筴筲筵筣筴筵筲筥笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筴筨筥筹 筭筩筧筨筴 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筺筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筤筡筴筡 筦筯筬筬筯筷 筡 筢筩筮筯筭筩筡筬
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮第 筴筨筥筮 筥筳筴筩筭筡筴筥 筴筨筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳 筴筨筡筴 筢筥筳筴 笌筴 筴筨筥 筤筡筴筡笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筴筨筥 筤筡筴筡
筭筡筹 筣筯筭筥 筦筲筯筭 筡 筤筩笋筥筲筥筮筴 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳第 筳筵筣筨 筡筳 筡 筳筥筴 筯筦 筮筥筧筡筴筩筶筥 筢筩筮筯筭筩筡筬
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笮 等筮 筭筡筴筨筥筭筡筴筩筣筳第 筡 筣筯筲筲筥筣筴 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 筩筳 筲筥筦筥筲筲筥筤 筴筯 筡筳 筡 筷筥筬筬笭筳筰筥筣筩笌筥筤

笱笰



Chapter 1. Introduction

筭筯筤筥筬 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筤筥筴筥筲筭筩筮筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲 筡 筭筯筤筥筬 筩筳 筷筥筬筬笭筳筰筥筣筩笌筥筤 筩筳 筣筲筵筣筩筡筬
筦筯筲 筡筣筣筵筲筡筴筥筬筹 筬筥筡筲筮筩筮筧 筴筨筥 筳筴筲筵筣筴筵筲筥 筯筦 筴筨筥 筤筡筴筡笮 答筨筩筳 筩筮筶筯筬筶筥筳 筴筥筳筴筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筥
筯筢筳筥筲筶筥筤 筤筡筴筡 筡筲筥 筡筣筴筵筡筬筬筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筥筤 筡筣筣筯筲筤筩筮筧 筴筯 筡筮 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 筴筨筥 筧筩筶筥筮 筳筥筴 筯筦
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笮

筃筨筡筰筴筥筲 笲 筡筤筤筲筥筳筳筥筳 筴筨筩筳 筴筡筳筫 筵筳筩筮筧 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笮 筓筰筥筣筩笌筣筡筬筬筹第
筷筥 筭筡筹 筷筡筮筴 筴筯 筴筥筳筴 筩筦 筡 筣筥筲筴筡筩筮 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筩筮 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筩筳 筺筥筲筯第 筯筲 筮筯筴筼筴筨筩筳
筩筮筣筬筵筤筥筳 筬筩筮筥筡筲 筲筥筧筲筥筳筳筩筯筮 筴筥筳筴筩筮筧 筡筳 筡 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筣筡筳筥笮 等筮 筴筨筩筳 筣筨筡筰筴筥筲第 筷筥 筳筴筵筤筹 筴筨筥
筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 筴筨筩筳 筴筡筳筫第 筦筯筲 筡 筳筩筮筧筬筥 筯筵筴筣筯筭筥 U 笮 筁筳 筷筡筳 筡筮筮筯筵筮筣筥筤 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笳第
筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筳 筣筬筯筳筥筬筹 筣筯筮筮筥筣筴筥筤 筷筩筴筨 筴筨筥 筒等筐筲笮 答筨筥 筳筩筭筰筬筥筳筴 筥筸筡筭筰筬筥 筯筦 筇筒筏
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筳 筴筨筥 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 筢筥筴筷筥筥筮 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筡筮筤 筳筩筭筰筬筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳笮
筈筯筷筥筶筥筲第 筦筯筲 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳第 筴筨筥 筳筩筴筵筡筴筩筯筮 筢筥筣筯筭筥筳 筭筯筲筥 筣筯筭筰筬筥筸笮 筎筥筶筥筲筴筨筥筬筥筳筳第
筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筮 筴筨筥 筦筯筲筭 筯筦 筡 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 筩筮筶筯筬筶筩筮筧 筡 筳筩筮筧筬筥第 筳筰筥筣筩笌筣 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦
筴筨筥 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筣筡筮 筳筯筭筥筴筩筭筥筳 筳筴筩筬筬 筢筥 筦筯筵筮筤笮 筗筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筳筵筣筨 筇筒筏
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筳 筠筳筩筭筰筬筥笧 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笮 筁筳 筷筥 筷筩筬筬 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥第 筴筨筥筩筲 筥筸筩筳筴筥筮筣筥 筩筳 筣筬筯筳筥筬筹
筬筩筮筫筥筤 筴筯 筰筲筯筰筥筲筴筩筥筳 筯筦 筴筨筥 筡筦筯筲筥筭筥筮筴筩筯筮筥筤 筒等筐筲笮

筗筨筥筮 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴第 筴筨筥筹 筣筡筮 筢筥 筥筡筳筩筬筹 筣筯筭筰筵筴筥筤 筡筮筤 筡筲筥 筫筮筯筷筮 筴筯 筢筥
筯筰筴筩筭筡筬 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筥笭筰筯筷筥筲 筛笵笳第 笴笲筝笮 等筮 筴筨筥 筣筯筮筴筥筸筴 筯筦 筲筥筰筥筡筴筥筤 筥筸筰筥筲筩筭筥筮筴筳 筷筩筴筨 筡 笌筸筥筤
筳筴筯筰筰筩筮筧 筲筵筬筥 筦筯筲 筤筡筴筡 筣筯筬筬筥筣筴筩筯筮第 筡筮筤 筡 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥第 筵筳筩筮筧 筡 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筩筬筬第
筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣筡筬筬筹第 筰筲筯筶筩筤筥 筴筨筥 筳筴筲筯筮筧筥筳筴 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯
筯筴筨筥筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筩筴 筩筳 筩筭筰筯筲筴筡筮筴 筴筯 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筷筨筥筮 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴
筩筮 筳筰筥筣筩笌筣 筣筯筮筴筥筸筴筳笮 筃筨筡筰筴筥筲 笲 筯笋筥筲筳 筡 筳筥筴 筯筦 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筵筮筤筥筲 筷筨筩筣筨 筳筩筭筰筬筥
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴 筦筯筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳笮

Chapter 3: General exponential family test

筃筨筡筰筴筥筲 笳 筣筯筮筴筩筮筵筥筳 筦筲筯筭 筃筨筡筰筴筥筲 笲笮 等筮 筴筨筩筳 筣筨筡筰筴筥筲第 筷筥 筥筸筰筬筯筲筥 筴筨筥 筳筣筥筮筡筲筩筯 筷筨筥筲筥
筡 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筠筯筰筰筯筳筩筴筥笧 筴筯 筴筨筥 筰筲筥筶筩筯筵筳 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筡筰筰筬筩筥筳第 筷筨筩筣筨 筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筡筳 筴筨筥
anti-simple case第 筭筥筡筮筩筮筧 筴筨筡筴 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筤筯 筮筯筴 筥筸筩筳筴笮 筆筯筲 筢筯筴筨 筣筡筳筥筳筼筷筨筥筴筨筥筲
筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴 筯筲 筮筯筴筼筷筥 筡筮筡筬筹筺筥 筣筯筭筭筯筮 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筮筤 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳
筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬筳第 筢筵筴 筮筯筷 筦筯筲 筳筥筱筵筥筮筣筥筳 筯筦 筯筵筴筣筯筭筥筳
筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 筡 筳筩筮筧筬筥 筯筮筥笺 筷筥 筥筸筡筭筩筮筥 筡筮筤 筣筯筭筰筡筲筥 筴筨筥筩筲 e-power 筛笹笴筝 筦筯筲 筩笮筩笮筤笮 筤筡筴筡
U(1), U(2), . . .笮 筒筥筣筡筬筬 筴筨筡筴 筥笭筰筯筷筥筲 筰筬筡筹筳 筡 筰筩筶筯筴筡筬 筲筯筬筥第 筡筳 筩筴 筩筳 筭筡筸筩筭筩筺筥筤 筢筹 筴筨筥 筯筰筴筩筭筡筬

筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 笨筩笮筥笮 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笩 筡筣筲筯筳筳 筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筤筥笌筮筥筤 筯筮 U (n)笮 筁筳 筷筥 筡筮筮筯筵筮筣筥筤
筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笳第 筩筴 筣筡筮 筢筥 筤筥筴筥筲筭筩筮筥筤 筵筳筩筮筧 筴筨筥 reverse information projection (RIPr)笮
筗筥 筤筥筮筯筴筥 筴筨筩筳 筯筰筴筩筭筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筡筳 Srip笮 筁筤筤筩筴筩筯筮筡筬筬筹第 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筡 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筩筺筥筤
筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筒等筐筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 Sseq-rip第 筷筨筩筣筨 筩筳 筯筰筴筩筭筡筬 筡筴 筴筨筥 筩筮筤筩筶筩筤筵筡筬 筯筵筴筣筯筭筥 筬筥筶筥筬
筢筵筴 筮筯筴 筮筥筣筥筳筳筡筲筩筬筹 筯筶筥筲 筴筨筥 筥筮筴筩筲筥 筳筡筭筰筬筥笮 筗筥 筡筬筳筯 筩筮筶筥筳筴筩筧筡筴筥 筡 conditional 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第
Scond第 筢筡筳筥筤 筯筮 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筩筮筧 筯筮 筴筨筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣第 筡筬筯筮筧 筷筩筴筨 筡 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮 筶筥筲筳筩筯筮
筯筦 筴筨筥 universal inference 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 Sui 筛笹笵筝笮

等筮筳筴筡筮筴筩筡筴筩筮筧 筳筵筣筨 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筲筥筱筵筩筲筥筳 筳筰筥筣筩筦筹筩筮筧 筡筮 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳笮 筗筥
筢筥筧筩筮 筢筹 筣筯筮筳筩筤筥筲筩筮筧 筡 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 笽 {Q}笮 筏筵筲 筲筥筳筵筬筴筳 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥
筒等筐筲 筰筲筩筯筲 W 筴筨筡筴 筡筣筨筩筥筶筥筳 筴筨筥 筭筩筮筩筭筵筭 筩筮 笨笳笮笱笮笲笩 筩筳 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥筬筹 筇筡筵筳筳筩筡筮 筷筩筴筨
筶筡筲筩筡筮筣筥 O笨笱/n笩 筩筮 筡筮 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣 筳筥筮筳筥第 筡筮筤 筥筸筡筣筴筬筹 筩筦 H0 筩筳 筡 筇筡筵筳筳筩筡筮 筬筯筣筡筴筩筯筮 筦筡筭筩筬筹
筡筮筤 Q 筩筳 筡筬筳筯 筇筡筵筳筳筩筡筮笮 答筯 筯筵筲 筫筮筯筷筬筥筤筧筥第 筴筨筩筳 筩筳 筴筨筥 笌筲筳筴 筴筩筭筥 筴筨筡筴 筩筮筳筩筧筨筴筳 筩筮筴筯 筡
筮筯筮筤筥筧筥筮筥筲筡筴筥 筒等筐筲 筰筲筩筯筲 筨筡筶筥 筢筥筥筮 筯筢筴筡筩筮筥筤 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筡 筰筡筲筡筭筥筴筲筩筣第 筮筯筮笭筣筯筮筶筥筸

笱笱



1.5. Outline

筮筵筬筬笮
答筨筩筳 筲筥筳筵筬筴 筩筳 筭筡筤筥 筰筯筳筳筩筢筬筥 筢筹 筯筵筲 筫筥筹 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筩筮筳筩筧筨筴笺 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥

Scond 筣筡筮 筢筥 筡筮筡筬筹筺筥筤 筵筳筩筮筧 筡 筬筯筣筡筬 筣筥筮筴筲筡筬 筬筩筭筩筴 筴筨筥筯筲筥筭 筷筩筴筨 筥筸筰筬筩筣筩筴 筢筯筵筮筤筳 筯筮 筴筨筥
筥筲筲筯筲 筴筥筲筭筳 筛笱笶筝笮 筃筯筮筳筥筱筵筥筮筴筬筹第 筷筥 筤筥筲筩筶筥 筮筯筴 筯筮筬筹 筥筸筰筬筩筣筩筴 o笨笱笩 筢筯筵筮筤筳 筯筮 筩筴筳 筥笭筰筯筷筥筲
筢筵筴 筡筬筳筯 筥筳筴筡筢筬筩筳筨 筴筨筡筴 Scond 筩筳 筣筬筯筳筥筬筹 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 Srip 笨筩筮 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥第
筴筨筥筹 筥筶筥筮 筣筯筩筮筣筩筤筥笩笮 筗筥 筥筸筴筥筮筤 筴筨筥筳筥 筲筥筳筵筬筴筳 筴筯 筯筴筨筥筲 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筮筯筴 筯筮筬筹
筵筮筤筥筲 筴筨筥 筠筴筲筵筥笧 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 筢筵筴 筡筬筳筯 筩筮 筴筨筥 misspecified case第 筷筨筥筲筥 筴筨筥 筤筡筴筡 筡筲筥
筳筡筭筰筬筥筤 筩笮筩笮筤笮 筦筲筯筭 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 R ̸笽 Q笮

筗筥 筥筭筰筬筯筹 筴筷筯 筳筴筡筮筤筡筲筤 筭筥筴筨筯筤筳 筴筯 筤筥筳筩筧筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳
Q笺 筴筨筥 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筰筬筵筧笭筩筮 筭筥筴筨筯筤 筛笳笸筝 筡筮筤 筴筨筥 筭筥筴筨筯筤 筯筦 筭筩筸筴筵筲筥筳 筛笷笱筝笮 筗筥 筯筢筳筥筲筶筥
筴筨筡筴第 筷筨筥筮 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筭筥筴筨筯筤 筯筦 筭筩筸筴筵筲筥筳 筡筮筤 筥筱筵筩筰筰筩筮筧 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筷筩筴筨 筡 筰筲筩筯筲
W1第 筵筮筤筥筲 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳第 筴筨筥 筒等筐筲 筰筲筩筯筲 W 筩筮 笨笳笮笱笮笲笩 筩筳第 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥筬筹第 筴筨筥
same 筰筲筩筯筲 W1第 筲筥筧筡筲筤筬筥筳筳 筯筦 筷筨筥筴筨筥筲 筷筥 筡筲筥 筩筮 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 筯筲 筮筯筴笮 筓筵筭筭筡筲筩筺筩筮筧
筳筯筭筥 筯筦 筯筵筲 筭筡筩筮 笌筮筤筩筮筧筳 筦筯筲 筴筨筥 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筣筡筳筥第 筷筥 筤筥筲筩筶筥 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筲筥筬筡筴筩筯筮筳筨筩筰筳笮
筕筮筤筥筲 筡筰筰筲筯筰筲筩筡筴筥 笨筴筨筯筵筧筨 筭筩筬筤笩 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筯筮 H0 筡筮筤 H1第 筦筯筲 筡筬筬 Q ∈ H1第
笨筩筮 筴筨筥 筣筨筡筰筴筥筲 筷筥 筵筳筥 P 筡筮筤 Q 筢筥筣筡筵筳筥 筩筴 笌筴筳 筢筥筴筴筥筲 筷筩筴筨 筯筴筨筥筲 筮筯筴筡筴筩筯筮筳笮笩 筷筥 筨筡筶筥笺

EQ筛筬筯筧S
(n)
rip /S

(n)
cond筝 笽o笨笱笩.

EQ筛筬筯筧S
(n)
cond/S

(n)
ui 筝 笽

d

笲
筬筯筧 n笫O笨笱笩.

EQ筛筬筯筧S
(n)
seq-rip/S

(n)
ui 筝 笽

dqp
笲

筬筯筧 n笫O笨笱笩

筷筩筴筨 笰 < dqp < d, 筩筮 筴筨筥 筳筴筲筩筣筴 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥.

EQ筛筬筯筧S
(n)
seq-rip/S

(n)
cond筝 ≤− nϵ

筦筯筲 筳筯筭筥 ϵ > 笰第 筡筬筬 筬筡筲筧筥 n第 筩筮 筴筨筥 筳筴筲筩筣筴 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥.

筈筥筲筥第 d 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 筴筨筥 筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬筩筴筹 筯筦 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筡筮筤 dqp 筩筳 筡 筭筥筡筳筵筲筥 筯筦
筠筥笋筥筣筴筩筶筥 筤筩筭筥筮筳筩筯筮笧第 筷筨筯筳筥 筥筸筡筣筴 筶筡筬筵筥 筤筥筰筥筮筤筳 筯筮 Q笮 筏筦 筣筯筵筲筳筥第 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥 筰筲筥筣筩筳筥
筤筥笌筮筩筴筩筯筮筳 筯筦 筜筳筴筲筩筣筴 筳筩筭筰筬筥第 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥笢 筩筮 筃筨筡筰筴筥筲 笳笮

Chapter 4: k-sample tests with exponential families

筁 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴 筩筳 筴筨筥 筧筥筮筥筲筡筬 筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 筡 筴筷筯笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴笮 等筴 筩筮筶筯筬筶筥筳 筡筮筡筬筹筺筩筮筧 筤筡筴筡
筦筲筯筭 k 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴 筲筡筮筤筯筭 筳筡筭筰筬筥筳第 筥筡筣筨 筤筲筡筷筮 筦筲筯筭 筡 筰筯筳筳筩筢筬筹 筤筩笋筥筲筥筮筴 筰筯筰筵筬筡筴筩筯筮笮
筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥 筷筨筥筮 k 笽 笲第 筩筮 筳筴筵筤筹筩筮筧 筴筨筥 筥笋筥筣筴筩筶筥筮筥筳筳 筯筦 筡 筮筥筷 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 笨筳筵筣筨 筡筳 筡
筮筥筷 筢筬筯筯筤 筰筲筥筳筳筵筲筥 筭筥筤筩筣筡筴筩筯筮笩第 筰筡筴筩筥筮筴筳 筡筲筥 筤筩筶筩筤筥筤 筩筮筴筯 筴筷筯 筧筲筯筵筰筳笺 筡 筴筲筥筡筴筭筥筮筴
筧筲筯筵筰 筡筮筤 筡 筰筬筡筣筥筢筯 筧筲筯筵筰笮 筒筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筴筲筡筣筫 筴筨筥 筮筵筭筢筥筲 筯筦 筲筥筣筯筶筥筲筩筥筳 筩筮 筥筡筣筨 筧筲筯筵筰
筡筦筴筥筲 筡 筳筥筴 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 筰筥筲筩筯筤笮 等筦 筴筨筥 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 筩筳 筥笋筥筣筴筩筶筥第 筡 筨筩筧筨筥筲 筲筥筣筯筶筥筲筹 筲筡筴筥 筩筳
筥筸筰筥筣筴筥筤 筩筮 筴筨筥 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 筧筲筯筵筰 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯 筴筨筥 筰筬筡筣筥筢筯 筧筲筯筵筰笮 答筨筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筡筬 筴筥筳筴 筩筳
筵筳筥筤 筴筯 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筩筦 筴筨筥 筯筢筳筥筲筶筥筤 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筩筮 筲筥筣筯筶筥筲筹 筲筡筴筥筳 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥 筴筷筯 筧筲筯筵筰筳
筩筳 筳筩筧筮筩笌筣筡筮筴第 筯筲 筩筦 筩筴 筣筯筵筬筤 筨筡筶筥 筯筣筣筵筲筲筥筤 筢筹 筣筨筡筮筣筥笮 答筷筯笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳 筡筲筥 筤筥筳筩筧筮筥筤
筴筯 筭筯筤筥筬 筳筵筣筨 筳筩筴筵筡筴筩筯筮筳笮 筍筡筴筨筥筭筡筴筩筣筡筬筬筹第 筴筨筥 筯筢筪筥筣筴筩筶筥 筩筳 筴筯 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筥
筯筢筳筥筲筶筥筤 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥 筴筷筯 筰筯筰筵筬筡筴筩筯筮筳 筩筳 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筡筬筬筹 筳筩筧筮筩笌筣筡筮筴第 筭筥筡筮筩筮筧
筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筥 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筩筳 筬筩筫筥筬筹 筤筵筥 筴筯 筣筨筡筮筣筥 筯筲 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 筡 筴筲筵筥 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮
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Chapter 1. Introduction

筴筨筥 筰筯筰筵筬筡筴筩筯筮筳笮
筃筨筡筰筴筥筲 笴 筣筥筮筴筥筲筳 筯筮 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳笮 筓筯筭筥 筯筦 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 筰筲筥筳筥筮筴筥筤 筩筮 筴筨筥 筣筨筡筰筴筥筲 筡筲筥

筳筰筥筣筩筡筬 筣筡筳筥筳 筯筦 筴筨筯筳筥 筦筲筯筭 筃筨筡筰筴筥筲 笳笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筩筴 筲筥筭筡筩筮筳 筶筡筬筵筡筢筬筥 筴筯 筩筮筣筬筵筤筥 筴筨筥筭 筩筮
筴筨筩筳 筣筨筡筰筴筥筲 筢筥筣筡筵筳筥 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥 筦筵筬筬 筤筥筴筡筩筬筳 筴筨筡筴 筷筥筲筥 筮筯筴 筣筯筶筥筲筥筤 筩筮 筃筨筡筰筴筥筲 笳笮
筗筥 筤筥筶筥筬筯筰 筦筯筵筲 笨筰筳筥筵筤筯笭笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳 筩筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笺
Srip, Scond, Smix第 筡筮筤 Spseudo笮 Srip, Scond, Smix 筡筲筥 筲筥筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筷筨筩筬筥 Spseudo 筩筳
筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筯筮筬筹 筷筨筥筮 筩筴 筣筯筩筮筣筩筤筥筳 筷筩筴筨 Srip第 筷筨筩筣筨 筨筡筰筰筥筮筳 筷筨筥筮筥筶筥筲 筴筨筥 筬筡筴筴筥筲 筩筳
筣筯筭筰筵筴筡筴筩筯筮筡筬筬筹 筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤笻 筩筮 筯筴筨筥筲 筩筮筳筴筡筮筣筥筳第 筩筴 筩筳 筮筯筴 筡 筴筲筵筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筢筵筴
筲筥筭筡筩筮筳 筵筳筥筦筵筬 筦筯筲 筯筵筲 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筡筮筡筬筹筳筩筳笮 筓筵筰筰筯筳筥 筴筨筥 笨筳筨筯筲筴筥筳筴笩 ℓ2笭筤筩筳筴筡筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮
筴筨筥 k笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筯筦 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筡筮筤 筴筨筥 筮筵筬筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筩筳 筤筥筮筯筴筥筤
筢筹 δ笮 筏筵筲 筲筥筳筵筬筴筳 筳筨筯筷 筴筨筡筴第 筦筯筲 筡筮筹 筴筷筯 筯筦 筴筨筥 筡筦筯筲筥筭筥筮筴筩筯筮筥筤 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 S 筡筮筤 S′第
筴筨筥 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筩筮 筥笭筰筯筷筥筲 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 E筛筬筯筧S − 筬筯筧S′筝 笽 O笨δ4笩笮

Chapter 5: GROW e-variables and a novel concentration inequality

答筨筥 筬筩筮筫 筢筥筴筷筥筥筮 筯筰筴筩筭筡筬 筲筥筪筥筣筴筩筯筮 筲筥筧筩筯筮筳 筦筯筲 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筴筥筳筴筳 筡筴 筡 笌筸筥筤 筬筥筶筥筬 α 筡筮筤
筯筰筴筩筭筡筬 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筯筮 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筩筥筳 筩筳 筷筥筬筬笭筤筯筣筵筭筥筮筴筥筤 筛笴笷筝笮 筃筨筡筰筴筥筲 笵
筥筸筰筬筯筲筥筳 筡 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筩筳 筣筯筮筮筥筣筴筩筯筮第 筦筯筣筵筳筩筮筧 筯筮 筡 筳筩筭筰筬筥 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳
筡筮筤 筡 筲筡筮筧筥 筯筦 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳笮 筗筥 筥筸筡筭筩筮筥 筢筯筴筨 筡筢筳筯筬筵筴筥 筡筮筤 筲筥筬筡筴筩筶筥 GROW
笨筠筧筲筯筷筴筨笭筲筡筴筥 筯筰筴筩筭筡筬 筩筮 筴筨筥 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥笧笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筳 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筤 筢筹 筇筲筿筵筮筷筡筬筤 筥筴
筡筬笮 筛笴笲筝笮 筆筵筲筴筨筥筲第 筷筥 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥 筨筯筷 筴筨筥筳筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筣筯筮筮筥筣筴 筴筯 筡 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筯筮 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹第
筷筨筩筣筨 筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筡筳 筴筨筥 Csiszár-Sanov-Chernoff 笨筃筓筃笩 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹笮

答筯 筳筴筡筲筴第 筷筥 筡筮筡筬筹筺筥 筴筨筥 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 SGROW 筷筩筴筨筩筮 筴筨筩筳 筦筲筡筭筥筷筯筲筫第 筣筯筮筳筩筤筥筲筩筮筧
筣筡筳筥筳 筷筨筥筲筥 H1 筩筳 筥筩筴筨筥筲 筴筨筥 筳筥筴 P1 筯筦 筡筬筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筷筩筴筨 筭筥筡筮筳 筩筮 筡 筳筰筥筣筩笌筥筤
convex 筳筥筴 M1第 筴筨筥 筳筥筴 E1 筯筦 筡筬筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筩筮 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筧筥筮筥筲筡筴筥筤
筢筹 P0 筷筩筴筨 筭筥筡筮筳 筩筮 M1第 筯筲 筡筮筹 H1 筦筯筲 筷筨筩筣筨 E1 ⊂ H1 ⊂ P1笮 筒筥筭筡筲筫筡筢筬筹第 筴筨筥
筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筣筯筩筮筣筩筤筥 筡筣筲筯筳筳 筡筬筬 筳筵筣筨 H1笮 筗筥 筤筥筲筩筶筥 筴筨筩筳 筲筥筳筵筬筴 筢筹 筡筰筰筬筹筩筮筧 筴筨筥
筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮 筃筳筩筳筺笓筡筲笭答筯筰筳笜筥 筐筹筴筨筡筧筯筲筥筡筮 筴筨筥筯筲筥筭 筦筯筲 筲筥筬筡筴筩筶筥 筥筮筴筲筯筰筹第 筷筨筩筣筨 筬筥筡筤筳 筵筳
筴筯 筴筨筥 筦筵筮筤筡筭筥筮筴筡筬 筃筓筃 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筯筮 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹笮 答筨筩筳 筳筥筣筴筩筯筮笧筳 筦筯筣筵筳 筩筳 筰筲筩筭筡筲筩筬筹 筯筮
筲筥筰筨筲筡筳筩筮筧 筥筳筴筡筢筬筩筳筨筥筤 笌筮筤筩筮筧筳第 筦筡筭筩筬筩筡筲 筴筯 筴筨筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮笭筴筨筥筯筲筥筴筩筣 筣筯筭筭筵筮筩筴筹 筢筵筴
筰筥筲筨筡筰筳 筬筥筳筳 筳筯 筴筯 筴筨筯筳筥 筷筯筲筫筩筮筧 筷筩筴筨 筥笭筶筡筬筵筥筳笮

筃筨筡筰筴筥筲 笵 筴筨筥筮 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筳 筡 筮筯筶筥筬 筡筰筰筲筯筡筣筨第 筥筸筡筭筩筮筩筮筧 筣筡筳筥筳 筷筨筥筲筥 筴筨筥 complement
筯筦 M1 筦筯筲筭筳 筡 筣筯筮筮筥筣筴筥筤第 筢筯筵筮筤筥筤 筳筥筴 筣筯筮筴筡筩筮筩筮筧 P0 筼 筡 筳筣筥筮筡筲筩筯 筭筯筲筥 筣筯筭筭筯筮筬筹
筥筮筣筯筵筮筴筥筲筥筤 筩筮 筰筲筡筣筴筩筣筡筬 筡筰筰筬筩筣筡筴筩筯筮筳 筡筮筤 筭筯筲筥 筡筬筩筧筮筥筤 筷筩筴筨 筴筨筥 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筣筥筮筴筲筡筬
筬筩筭筩筴 筴筨筥筯筲筥筭 笨筃筌答笩笮 答筨筩筳 筣筯筮笌筧筵筲筡筴筩筯筮第 筷筨筩筣筨 筷筥 筣筡筬筬 筴筨筥 surrounding H1 筣筡筳筥 筢筥筣筡筵筳筥
P0 筩筳 筜筳筵筲筲筯筵筮筤筥筤笢 筢筹 H1第 筨筡筳 筲筡筲筥筬筹 筢筥筥筮 筣筯筮筳筩筤筥筲筥筤 筩筮 筴筨筥 筤筥筲筩筶筡筴筩筯筮 筯筦 筃筓筃 筢筯筵筮筤筳第
筷筩筴筨 筡筮 筥筸筣筥筰筴筩筯筮 筢筥筩筮筧 筴筨筥 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筳筴筵筤筩筥筤 筢筹 筋筡筵筦筭筡筮筮 筡筮筤 筋筯筯筬筥筮 筛笵笱筝笮

筗筥 筥筸筴筥筮筤 筴筨筥 筰筲筥筶筩筯筵筳 SGROW 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筯 筴筨筩筳 筳筵筲筲筯筵筮筤筩筮筧 H1 筣筡筳筥 筩筮 筴筷筯 筷筡筹筳笮
答筨筥 笌筲筳筴 筡筰筰筲筯筡筣筨 筩筳 筡 筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤 absolute 筥筸筴筥筮筳筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥
筴筯 筴筨筥 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筣筡筳筥第 筳筴筩筬筬 筤筥筮筯筴筥筤 筡筳 Sgrow笮 筏筲 筷筥 筣筡筮 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筡 relatively
筯筰筴筩筭筡筬 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 Srel 筴筨筡筴 筩筳 筡筳 筣筬筯筳筥 筡筳 筰筯筳筳筩筢筬筥 筴筯 筴筨筥 筬筡筲筧筥筳筴 Sgrow 筡筭筯筮筧
筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 Sgrow 筴筨筡筴 筣筡筮 筢筥 筤筥笌筮筥筤 筯筮 筣筯筮筶筥筸 筳筵筢筳筥筴筳 筯筦 H1第 筷筨筥筲筥 筷筥 筤筥笌筮筥
筲筥筬筡筴筩筶筥 筯筰筴筩筭筡筬筩筴筹 筩筮 筡 筭筩筮筩筭筡筸笭筲筥筧筲筥筴 筳筥筮筳筥笮 筗筥 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筥 Sgrow 筦筯筲 筴筨筥 筵筮筩筶筡筲筩筡筴筥
筣筡筳筥 笨d 笽 笱笩 筷筨筩筬筥 筬筥筡筶筩筮筧 筴筨筥 筭筵筬筴筩筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筣筡筳筥 笨d > 笱笩 筡筳 筡筮 筯筰筥筮 筰筲筯筢筬筥筭第 筡筮筤
筷筥 筦筵筬筬筹 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筥 Srel 筦筯筲 筧筥筮筥筲筡筬 筤筩筭筥筮筳筩筯筮筳笮 筗筥 筴筨筥筮 筳筨筯筷 筴筨筡筴 Srel 筬筥筡筤筳 筡筧筡筩筮
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1.A. More exponential family preliminaries

筴筯 筡 筃筓筃 筢筯筵筮筤 筼 筡筮筤 筴筨筩筳 筃筓筃 筢筯筵筮筤 筩筳 筮筥筷笮

Appendix 1.A More exponential family preliminaries

Mean parameterization 筓筩筮筣筥 X 筩筳 筴筨筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筦筯筲 筰筡筲筡筭筥筴筥筲第 筩筴 筩筳 筯筦筴筥筮
筭筯筲筥 筵筳筥筦筵筬 筴筯 筤筩筲筥筣筴筬筹 筳筴筵筤筹 X 筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 U 第 筡筳 筷筥 筯筦筴筥筮 筤筯 筩筮 筴筨筩筳 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮笮
筆筲筯筭 筥筱筵筡筴筩筯筮 笨笱笮笴笮笲笩第 筷筥 筫筮筯筷 筴筨筡筴 X 筨筡筳 筴筨筥 筳筡筭筥 筤筩筭筥筮筳筩筯筮 筡筳 筴筨筥 筣筡筮筯筮筩筣筡筬
筰筡筲筡筭筥筴筥筲 β笮 筗筥 筡筬筲筥筡筤筹 筫筮筯筷 筴筨筡筴 筷筨筥筮 筴筨筥 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 X笨U笩 筡筮筤 β笨θ笩 筡筲筥 笌筸筥筤第 筷筥
筭筡筹 筤筥笌筮筥 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筣筬筡筳筳 筯筦 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳第 筤筥筮筯筴筥筤 筢筹 P 笨筥笮筧笮第 筴筨筥
筇筡筵筳筳筩筡筮 筦筡筭筩筬筹笩笮 筁 筮筡筴筵筲筡筬 筡筰筰筲筯筡筣筨 筩筳 筴筯 筲筥筰筲筥筳筥筮筴 Pθ 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筯筦 X第
筤筥笌筮筥筤 筡筳 µ笨θ笩 笺笽 EU∼Pθ

筛X筝第 筷筨筩筣筨 筩筳 筣筡筬筬筥筤 筴筨筥 mean parameterization第 筡筮筤 µ笨θ笩
筩筳 筴筨筥 mean-value parameter笮 等筴 筣筡筮 筢筥 筳筨筯筷筮 筴筨筡筴 筦筯筲 θ,θ′ ∈ Θ第 笨Θ 筩筳 筴筨筥 筳筴筡筮筤筡筲筤
筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筯筦 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筦筡筭筩筬筹 P笩第 筩筦 Pθ ̸笽 P ′

θ第 筴筨筥筮 µ笨θ笩 ̸笽 µ笨θ′笩第 筥筮筳筵筲筩筮筧
筡 筤筩筳筴筩筮筣筴 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筭筯筤筥筬 筦筯筲 筥筡筣筨 筰筡筲筡筭筥筴筥筲笮

Canonical parameterization 筆筯筲 筳筩筭筰筬筩筣筩筴筹第 筷筥 筵筳筥 筴筨筥 筮筯筴筡筴筩筯筮 β 笺笽 β笨θ笩,µ 笺笽
µ笨θ笩 筧筯筩筮筧 筦筯筲筷筡筲筤笮 筓筩筮筣筥 Z笨β笩 筩筳 筴筨筥 筮筯筲筭筡筬筩筺筩筮筧 筦筡筣筴筯筲第 筷筥 筨筡筶筥笺
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EPµ 筛X筝 笽 µ ∈ M笮 筌筥筴 Q 筢筥 筡筮 筡筲筢筩筴筲筡筲筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筷筩筴筨 EQ筛X筝 笽 µ∗ ∈ M笮 筆筯筲 筡筬筬
Pµ ∈ P第 筷筥 筨筡筶筥笺

EQ
[
筬筯筧

pµ∗笨X笩

pµ笨X笩

]
笽 EPµ∗

[
筬筯筧

pµ∗笨X笩

pµ笨X笩

]
笺笽 D笨Pµ∗ ||Pµ笩,

筷筨筥筲筥 D笨Pµ∗ ||Pµ笩 筩筳 筴筨筥 筋筌笭筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 Pµ∗ 筡筮筤 Pµ笮 答筨筩筳 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筨筯筬筤筳 筩筮
筴筨筥 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 笨B笩 筯筦 P 筡筳 筷筥筬筬笮 筆筯筲 筡筬筬 Pβ ∈ P 筷筩筴筨 β ∈ B第 筷筥 筨筡筶筥笺

EQ
[
筬筯筧

pβ∗笨X笩

pβ笨X笩

]
笽 EPβ∗

[
筬筯筧

pβ∗笨X笩

pβ笨X笩

]
笺笽 D笨Pβ∗ ||Pβ笩,

筷筨筩筣筨 筩筳 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筴筯 筴筨筥 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筩筮 M 筢筥筣筡筵筳筥 Pβ 筡筮筤 Pµ 筷筩筴筨 µ 笽 µ笨β笩 筲筥筰筲筥筳筥筮筴
筴筨筥 筳筡筭筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笮

筍筯筲筥筯筶筥筲第 EPβ∗ 筛− 筬筯筧 pβ笨X笩筝 筩筳 筡 筳筴筲筩筣筴筬筹 筣筯筮筶筥筸 筦筵筮筣筴筩筯筮 筷筩筴筨 筲筥筳筰筥筣筴 筴筯 β第
筡筣筨筩筥筶筩筮筧 筩筴筳 筵筮筩筱筵筥 筭筩筮筩筭筵筭 筡筴 β∗笮 筓筩筮筣筥 Pβ 筡筮筤 Pµ 筲筥筰筲筥筳筥筮筴 筴筨筥 筳筡筭筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮第
EPµ∗ 筛− 筬筯筧 pµ笨X笩筝 筩筳 筡筬筳筯 筡 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 µ第 筡筣筨筩筥筶筩筮筧 筩筴筳 筵筮筩筱筵筥 筭筩筮筩筭筵筭 筡筴 µ∗笮

笱笵



1.1. More exponential family preliminaries

笱笶



Chapter 2

Optimal E-Values for
Exponential Families: the
Simple Case

Abstract

筗筥 筰筲筯筶筩筤筥 筡 筧筥筮筥筲筡筬 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筵筮筤筥筲 筷筨筩筣筨 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筮 筴筨筥 筦筯筲筭 筯筦 筡 筳筩筭筰筬筥笭筶筳笮笭筳筩筭筰筬筥
筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 筥筸筩筳筴 筷筨筥筮 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筩筳 筡 筣筯筭筰筯筳筩筴筥第 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筹笮 筓筵筣筨 筠筳筩筭筰筬筥笧 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筲筥 筥筡筳筹 筴筯 筣筯筭筰筵筴筥 筡筮筤 筥筸筰筥筣筴筥筤笭筬筯筧笭筯筰筴筩筭筡筬 筷筩筴筨
筲筥筳筰筥筣筴 筴筯 筡筮筹 筳筴筯筰筰筩筮筧 筴筩筭筥笮 筓筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筷筥筲筥 筰筲筥筶筩筯筵筳筬筹 筯筮筬筹 筫筮筯筷筮 筴筯 筥筸筩筳筴
筩筮 筱筵筩筴筥 筳筰筥筣筩笌筣 筳筥筴筴筩筮筧筳第 筢筵筴 筷筥 筯笋筥筲 筡 筵筮筩筦筹筩筮筧 筴筨筥筯筲筥筭 筯筮 筴筨筥筩筲 筥筸筩筳筴筥筮筣筥 筦筯筲 筴筥筳筴筩筮筧
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笮 筗筥 筳筴筡筲筴 筷筩筴筨 筡 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 筡筮筤 筡 筲筥筧筵筬筡筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬笮 答筯筧筥筴筨筥筲 筴筨筥筳筥 筩筮筤筵筣筥 筡 筳筥筣筯筮筤 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 Q 筣筯筮筴筡筩筮筩筮筧 Q第 筷筩筴筨
筴筨筥 筳筡筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筡筳 筴筨筥 筮筵筬筬笮 筏筵筲 筴筨筥筯筲筥筭 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳
筥筸筩筳筴 筷筨筥筮筥筶筥筲 筴筨筥 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筣筥筳 筯筦 Q 筡筮筤 筴筨筥 筮筵筬筬 筡筲筥 筩筮 筡 筣筥筲筴筡筩筮 筲筥筬筡筴筩筯筮笮 筁
筰筲筩筭筥 筥筸筡筭筰筬筥 筩筮 筷筨筩筣筨 筴筨筩筳 筲筥筬筡筴筩筯筮 筨筯筬筤筳 筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲 筡 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筩筮 筡 筬筩筮筥筡筲
筲筥筧筲筥筳筳筩筯筮 筩筳 笰笮 筏筴筨筥筲 筥筸筡筭筰筬筥筳 筩筮筣筬筵筤筥 筳筯筭筥 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳第 筇筡筵筳筳筩筡筮 筬筯筣筡筴筩筯筮笭 筡筮筤
筳筣筡筬筥 筴筥筳筴筳第 筡筮筤 筴筥筳筴筳 筦筯筲 筭筯筲筥 筧筥筮筥筲筡筬 筣筬筡筳筳筥筳 筯筦 筮筡筴筵筲筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笮 筗筨筩筬筥 筩筮
筡筬筬 筴筨筥筳筥 筥筸筡筭筰筬筥筳第 筴筨筥 筩筭筰筬筩筣筩筴 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筩筳 筡筬筳筯 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筩筮
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2.1 Introduction

答筨筥 筷筯筲筫 筯筦 筁筮筤筲筥筷 筂筡筲筲筯筮 筨筡筳 筢筥筥筮 筥筮筯筲筭筯筵筳筬筹 筩筮笍筵筥筮筴筩筡筬 筩筮 筴筨筥 筤筥筶筥筬筯筰筭筥筮筴 筯筦
e-variables第 筡筮 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥 p笭筶筡筬筵筥 筴筨筡筴 筩筳 筳筵筩筴筡筢筬筥 筦筯筲 筤筥筳筩筧筮筩筮筧 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳

0This chapter is based on Peter Grünwald, Tyron Lardy, Yunda Hao, Shaul K Bar-Lev, and Martijn
Jong. Optimal E-Values for Exponential Families: the Simple Case. arXiv preprint arXiv:2404.19465,
2024. It has been submitted as a contribution to the Festschrift for Andrew Barron on the Occasion
of his 65th Birthday.
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筗筨筩筬筥 筁筮筤筲筥筷 筨筩筭筳筥筬筦 筨筡筳 筮筥筶筥筲 筰筵筢筬筩筳筨筥筤 筯筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筨筩筳 筳筥筭筩筮筡筬 筷筯筲筫 筯筮 Reverse
Information Projection (RIPr) 筛笶笱筝 笨筳筥筥 筡筬筳筯 筴筨筥 筷筯筲筫 筢筹 筨筩筳 筐筨笮筄笮 筳筴筵筤筥筮筴筳 筛笶笰筝 筡筮筤
筛笱笸筝笩 筩筳 筴筨筥 筣筯筲筮筥筲筳筴筯筮筥 筯筦 筴筨筥 筭筡筴筨 筵筮筤筥筲筬筹筩筮筧 筛笴笲筝第 筷筨筩筣筨 筣筯筮筮筥筣筴筳 筯筰筴筩筭筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳
筴筯 筡 筒等筐筒 筯筮筴筯 筴筨筥 null 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳笮 筏筮 筴筨筥 筯筴筨筥筲 筨筡筮筤第 筴筨筥筲筥 筩筳 筁筮筤筲筥筷笧筳 筦筵筮筤筡筭筥筮筴筡筬
筷筯筲筫 筯筮 universal coding and modeling 笨筴筨筥筲筥 筡筲筥 筦筡筲 筴筯筯 筭筡筮筹 筰筡筰筥筲筳 筴筯 筣筩筴筥 筨筥筲筥 筼
筴筨筥 筥筡筲筬筩筥筳筴 筯筮筥 筭筡筹 筢筥 筛笲笲筝 筷筨筩筬筥 筴筨筥 筭筯筳筴 筲筥筣筥筮筴 筯筮筥 筩筳 筛笴笸筝笩笮 答筨筩筳 筷筯筲筫 筩筳 筤筩筲筥筣筴筬筹
筣筯筮筮筥筣筴筥筤 筴筯 笌筮筤筩筮筧 筯筰筴筩筭筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筴筨筥 alternative 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳第 筡筳 筥筸筰筬筡筩筮筥筤 筢筹
筛笴笲第 笷笱筝笮 筏筲筩筧筩筮筡筬筬筹第 筭筵筣筨 筯筦 筩筴 筷筡筳 筤筯筮筥 筩筮 筴筨筥 筣筯筮筴筥筸筴 筯筦 筴筨筥 筍筩筮筩筭筵筭 筄筥筳筣筲筩筰筴筩筯筮
筌筥筮筧筴筨 (MDL) 筐筲筩筮筣筩筰筬筥 筛笱笴筝笮 筆筯筲 筯筮筥 筯筦 筵筳 笨筇筲筿筵筮筷筡筬筤笩 筍筄筌 筷筡筳 筴筨筥 筭筡筪筯筲 筲筥筳筥筡筲筣筨
筴筯筰筩筣 筵筮筴筩筬 筡筲筯筵筮筤 笲笰笱笰 筛笳笵筝第 筷筨筩筬筥 筥笭筶筡筬筵筥筳 筨筡筶筥 筢筥筣筯筭筥 筨筩筳 筭筡筩筮 筴筯筰筩筣 筳筩筮筣筥 笲笰笱笵 筼
筡筳 筳筵筣筨 筴筨筥 筩筮笍筵筥筮筣筥 筯筦 筂筡筲筲筯筮笧筳 筷筯筲筫 筯筮 筇筲筿筵筮筷筡筬筤笧筳 筷筯筲筫 筣筡筮 筨筡筲筤筬筹 筢筥 筯筶筥筲筳筴筡筴筥筤第
筡筮筤 筨筥 筷筯筵筬筤 筬筩筫筥 筴筯 筥筸筰筲筥筳筳 筨筩筳 筤筥筢筴 筡筮筤 筧筲筡筴筩筴筵筤筥笮

等筮 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲 筷筥 筢筲筩筮筧 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筮筤 筩筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筴筨筥 筒等筐筲 筴筯筧筥筴筨筥筲 筷筩筴筨 筡筮筯筴筨筥筲
筯筮筥 筯筦 筁筮筤筲筥筷 筂筡筲筲筯筮笧筳 筣筥筮筴筲筡筬 筲筥筳筥筡筲筣筨 筩筮筴筥筲筥筳筴筳笺 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筛笱笵第 笸笱筝笮 筁筮
筩筭筰筯筲筴筡筮筴 筴筡筳筫 筩筳 筴筯 筴筥筳筴 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筥筳筥 筭筯筤筥筬筳 筡筲筥 筷筥筬筬笭筳筰筥筣筩笌筥筤第 筴筨筡筴 筩筳第 筷筨筥筴筨筥筲
筯筢筳筥筲筶筥筤 筤筡筴筡 筡筲筥 筩筮筤筥筥筤 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筥筤 筢筹 筡筮 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹笻 筯筲 筭筯筲筥
筳筰筥筣筩笌筣筡筬筬筹 筷筨筥筴筨筥筲 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筩筮 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筭筡筩筬筹 筩筳 笰 筯筲 筮筯筴 筼 筴筨筥
筬筡筴筴筥筲 筩筮筣筬筵筤筩筮筧 筬筩筮筥筡筲 筲筥筧筲筥筳筳筩筯筮 筴筥筳筴筩筮筧 筡筳 筡 筳筰筥筣筩筡筬 筣筡筳筥笮 筍筡筮筹 筣筬筡筳筳筩筣 筴筥筳筴筳 筡筲筥
筷筥筬筬笭筳筵筩筴筥筤 筦筯筲 筴筨筩筳 筰筵筲筰筯筳筥 筛笳第 笶笳第 笷笹筝笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筴筨筥 筶筡筳筴 筭筡筪筯筲筩筴筹 筯筦 筴筨筥筳筥 筭筥筴筨筯筤筳
筡筲筥 筢筡筳筥筤 筯筮 筰笭筶筡筬筵筥筳第 筡筮筤 筴筨筵筳 筤筥筳筩筧筮筥筤 筦筯筲 笌筸筥筤 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 筥筸筰筥筲筩筭筥筮筴筳笮 筈筥筲筥第 筷筥
筡筲筥 筩筮筳筴筥筡筤 筩筮筴筥筲筥筳筴筥筤 筩筮 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筳 筴筨筡筴 筡筲筥 筢筡筳筥筤 筯筮 筥笭筶筡筬筵筥筳 筛笴笲筝第 筷筨筩筣筨 筩筳 筴筨筥
筶筡筬筵筥 筴筡筫筥筮 筢筹 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 答筨筥 筭筯筳筴 筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤 筥筸筡筭筰筬筥 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筲筥
筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯筳 筢筥筴筷筥筥筮 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳 筡筮筤 筳筩筭筰筬筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳笮 筅笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳
筦筯筲 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳第 筡筮筤 筩筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筠筧筯筯筤笧 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筡筲筥 筧筥筮筥筲筡筬筬筹 筭筯筲筥
筣筯筭筰筬筩筣筡筴筥筤笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筮 筴筨筥 筦筯筲筭 筯筦 筡 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 筷筩筴筨 筡 筳筩筮筧筬筥第 筳筰筥筣筩筡筬
筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 筴筨筥 筮筵筬筬 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筩筮筧 筴筨筥 筦筵筬筬第 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筮筵筬筬 筳筯筭筥筴筩筭筥筳 筳筴筩筬筬 筥筸筩筳筴笮 筗筥 筲筥筦筥筲
筴筯 筳筵筣筨 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筳 筠筳筩筭筰筬筥笧 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笮 筁筳 筷筥 筳筨筡筬筬 筳筥筥 筢筥筬筯筷第 筴筨筥筩筲 筥筸筩筳筴筥筮筣筥 筩筳
筩筮筴筩筭筡筴筥筬筹 筴筩筥筤 筴筯 筰筲筯筰筥筲筴筩筥筳 筯筦 筴筨筥 筡筦筯筲筥筭筥筮筴筩筯筮筥筤 RIPr第 筣筯筮筮筥筣筴筩筮筧 筯筵筲 筷筯筲筫 筳筴筲筯筮筧筬筹
筴筯 筂筡筲筲筯筮笧筳笮

筓筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筩筦 筴筨筥筹 筥筸筩筳筴第 筣筡筮 筥筡筳筩筬筹 筢筥 筣筯筭筰筵筴筥筤第 筡筮筤 筡筲筥 筫筮筯筷筮 筴筯 筢筥
筯筰筴筩筭筡筬 筩筮 筡筮 筥筸筰筥筣筴筥筤笭筬筯筧笭筯筰筴筩筭筡筬筩筴筹 筳筥筮筳筥 筛笵笳第 笴笲筝笮 答筨筡筴 筩筳第 筩筦 筷筥 筣筯筭筢筩筮筥 筥筶筩筤筥筮筣筥
筦筲筯筭 筡 筲筥筰筥筡筴筥筤 筥筸筰筥筲筩筭筥筮筴 筷筨筥筲筥 筤筡筴筡 筩筳 筣筯筬筬筥筣筴筥筤 筵筳筩筮筧 筡 笌筸筥筤 筳筴筯筰筰筩筮筧 筲筵筬筥第 筴筨筥筮
筵筳筩筮筧 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筩筬筬 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣筡筬筬筹 筲筥筳筵筬筴 筩筮 筴筨筥 筭筯筳筴 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 筴筨筥
筮筵筬筬第 筡筭筯筮筧 筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笻 筤筥筴筡筩筬筳 筣筡筮 筢筥 筦筯筵筮筤 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笱笮笴笮 筁筳 筳筵筣筨第 筩筴 筩筳 筤筥筳筩筲筡筢筬筥
筴筯 笌筮筤 筯筵筴 筷筨筥筴筨筥筲 筯筲 筮筯筴 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴 筩筮 筳筰筥筣筩笌筣 筳筥筴筴筩筮筧筳笮 答筨筥 筭筡筩筮 筲筥筳筵筬筴
筯筦 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲第 答筨筥筯筲筥筭 笱第 筰筲筯筶筩筤筥筳 筡 筳筥筴 筯筦 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筵筮筤筥筲 筷筨筩筣筨 筳筩筭筰筬筥
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴 筦筯筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬筳笮

2.1.1 Main Result and Overview

筈筥筲筥 筷筥 筢筲筩筥笍筹 筤筥筳筣筲筩筢筥 答筨筥筯筲筥筭 笱第 筡筳筳筵筭筩筮筧 筰筲筩筯筲 筫筮筯筷筬筥筤筧筥 筯筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筮筤
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筡筮筤 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥 筡筮 筯筶筥筲筶筩筥筷 筯筦 筴筨筥 筲筥筳筴 筯筦 筴筨筥 筰筡筰筥筲 筼 筡筬筬
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筲筥筬筥筶筡筮筴 筤筥笌筮筩筴筩筯筮筳 筡筮筤 筥筸筰筬筡筮筡筴筩筯筮筳 筡筲筥 筧筩筶筥筮 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笱笮笲筻笲笮笱笮笴笮 筗筥 笌筸 筡 筲筥筧筵筬筡筲
筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬 P 筦筯筲 筤筡筴筡 U 筷筩筴筨 筳筯筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筶筥筣筴筯筲
X 笽 t笨U笩 筡筮筤 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 Q 筦筯筲 U 第 筯筵筴筳筩筤筥 筯筦 P第 筡筮筤 筷筩筴筨 筤筥筮筳筩筴筹 q笮 筁筳 筯筵筲 筭筯筳筴
筩筭筰筯筲筴筡筮筴 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮第 筷筥 筡筳筳筵筭筥 筴筨筡筴 Q 筨筡筳 筡 筭筯筭筥筮筴 筧筥筮筥筲筡筴筩筮筧 筦筵筮筣筴筩筯筮
筡筮筤 筴筨筡筴 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴筳 Pµ∗ ∈ P 筷筩筴筨 筴筨筥 筳筡筭筥 筭筥筡筮 筯筦 X第 筳筡筹 µ∗第 筡筳 Q笮 等筴 筩筳 筫筮筯筷筮
筴筨筡筴 Pµ∗ 筩筳 筴筨筥 Reverse Information Projection (RIPr) 筯筦 Q 筯筮筴筯 P 筛笶笰筝第 筴筨筡筴 筩筳第 筩筴
筡筣筨筩筥筶筥筳 筭筩筮P∈P D笨Q∥P 笩笮 筄筥筮筯筴筩筮筧 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筹 筯筦 Pµ∗ 筢筹 pµ∗ 第 筩筴 筦筯筬筬筯筷筳 筢筹 答筨筥筯筲筥筭 笱
筯筦 筛笴笲筝 筴筨筡筴 q笨U笩/pµ∗笨U笩 筷筯筵筬筤 筢筥 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筮 筣筡筳筥 筩筮筦P∈conv(P)D笨Q∥P 笩 笽
筭筩筮P∈P D笨Q∥P 笩笮 筏筵筲 筴筨筥筯筲筥筭 筥筳筴筡筢筬筩筳筨筥筳 筡 筳筵笎筣筩筥筮筴 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筦筯筲 筷筨筥筮 筴筨筩筳 筩筳
筡筣筴筵筡筬筬筹 筴筨筥 筣筡筳筥笮 等筴 筩筳 筢筡筳筥筤 筯筮 筣筯筮筳筴筲筵筣筴筩筮筧 筡 筳筥筣筯筮筤 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 Q 筷筩筴筨
筤筥筮筳筩筴筩筥筳 筰筲筯筰筯筲筴筩筯筮筡筬 筴筯 筥筸筰笨βT t笨U笩笩q笨U笩 筦筯筲 筶筡筲筹筩筮筧 β笺 Q 筣筯筮筴筡筩筮筳 Q 筡筮筤 筨筡筳 筴筨筥
筳筡筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筡筳 P笮 等筮 筳筯筭筥 筣筡筳筥筳第 筢筵筴 筮筯筴 筡筬筬第 Q 筭筡筹 筢筥 筴筨筯筵筧筨筴 筯筦 筡筳
筴筨筥 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筷筥 筡筲筥 筩筮筴筥筲筥筳筴筥筤 筩筮笮 筌筥筴筴筩筮筧 笆p笨µ笩 筡筮筤 笆q笨µ笩 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥
筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筣筥筳 筯筦 筴筨筥 Pµ ∈ P 筡筮筤 Qµ ∈ Q 筷筩筴筨 筭筥筡筮 µ第 答筨筥筯筲筥筭 笱 筢筥筬筯筷 筩筭筰筬筩筥筳
筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧笺 筵筮筤筥筲 筡 筦筵筲筴筨筥筲 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筯筮 筴筨筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥筳 筯筦 P 筡筮筤
Q第 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴 筷筨筥筮筥筶筥筲 笆p笨µ笩−笆q笨µ笩 筩筳 筰筯筳筩筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥 筦筯筲 筡筬筬 µ 筩筮
筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筯筦 Q 笨筡筤筤筩筴筩筯筮筡筬筬筹第 筴筨筲筥筥 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筷筩筬筬 筢筥
筧筩筶筥筮笩笮 等筦 筴筨筩筳 筨筡筰筰筥筮筳第 筴筨筥筮 筷筥 筭筡筹 筦筵筲筴筨筥筲 筣筯筮筣筬筵筤筥 筴筨筡筴 筦筯筲 every 筥筬筥筭筥筮筴 Qµ′ 筯筦
筴筨筥 筣筯筮筳筴筲筵筣筴筥筤 Q第 筴筨筥 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 qµ′笨U笩/pµ′笨U笩 筩筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筷筨筥筲筥 Pµ 筩筳 筴筨筥
筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 P 筴筯 筷筨筩筣筨 Qµ 筩筳 筰筲筯筪筥筣筴筥筤笮 筁筮 筥筸筡筭筰筬筥 筰筡筩筲 笨Q,P笩 筴筯 筷筨筩筣筨 筴筨筥 筴筨筥筯筲筥筭
筡筰筰筬筩筥筳 筩筳 筷筨筥筮第 筵筮筤筥筲 Q第 U ∼ N笨m, s2笩 筦筯筲 笌筸筥筤 m, s2 筡筮筤 P 笽 {N笨笰, σ2笩 笺 σ2 > 笰}
筩筳 筴筨筥 筵筮筩筶筡筲筩筡筴筥 笨筳筣筡筬筥笩 筦筡筭筩筬筹 筯筦 筮筯筲筭筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笮 答筨筩筳 筳筩筴筵筡筴筩筯筮 筩筳 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥筤 筩筮
筆筩筧筵筲筥 笲笮笱 筡筮筤 筩筳 筴筲筥筡筴筥筤 筩筮 筤筥筴筡筩筬 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笴笮笳第 筡筮筤 筥筸筴筥筮筤筥筤 筴筯 筬筩筮筥筡筲 筲筥筧筲筥筳筳筩筯筮
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Figure 2.1: The family Q for various (m, s2). The coordinate grid represents the parameters
of the full Gaussian family, the horizontal line shows the parameter space of P, the sloped
lines show the parameters of the distributions in Q, and the dashed lines show the projection
of (m, s2) onto the parameter space of P. For example, we may start out with Q expressing
U ∼ N(m, s2) with m = −3.0, s2 = 9.0, represented as the green dot on the green line. Its
RIPr onto P is the green point on the yellow line. The corresponding family Q, constructed in
terms of Q and P, is depicted by the green solid line. The theorem implies that the likelihood
ratio between any point on the green line and its RIPr onto the yellow line is an e-variable;
similarly for the red and blue lines.

筳筱筵筡筲筥筤 筥筲筲筯筲 筰筲筥筤筩筣筴筩筯筮筳第 筷筥 筷筯筵筬筤 筰筲筥筤筩筣筴 筷筩筴筨 筴筨筥 筭筥筡筮第 筷筨筩筣筨 筩筳 筳筴筩筬筬 µ∗第 筢筵筴 筷筥
筡筳筳筥筳筳 筯筵筲 筳筱筵筡筲筥筤 筥筲筲筯筲 筡筳 varPµ∗ 筛X筝 筷筨筥筲筥筡筳 筴筨筥 筲筥筡筬 筥筸筰筥筣筴筥筤 筳筱筵筡筲筥筤 筥筲筲筯筲 筩筳 筳筴筩筬筬
varQ筛X筝笮 答筨筵筳第 筩筮 筴筨筥 笱笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筣筡筳筥第 筩筮 筴筨筥 筳筩筴筵筡筴筩筯筮 筴筨筡筴 筯筵筲 筲筥筳筵筬筴 筤筯筥筳 not
筨筯筬筤第 筴筨筥筲筥 筩筳 筡 筭筩筳筭筡筴筣筨 筢筥筴筷筥筥筮 Q 筡筮筤 筩筴筳 筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 Pµ∗ 筩筮 筴筨筥 筳筥筮筳筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筣筬筯筳筥筳筴
筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筩筯筮 筷筥 筣筡筮 筰筲筯筶筩筤筥 筴筯 Q 筰筲筯筭筩筳筥筳 筡 筢筥筴筴筥筲 筳筱筵筡筲筥筤笭筥筲筲筯筲 筰筲筥筤筩筣筴筩筯筮 筴筨筡筮
筣筡筮 筢筥 筯筢筴筡筩筮筥筤 筷筩筴筨 Q 筩筴筳筥筬筦笮 筏筵筲 筲筥筳筵筬筴 筳筡筹筳 筴筨筡筴 筩筦 筴筨筥 筭筩筳筭筡筴筣筨 筤筯筥筳 筮筯筴 筯筣筣筵筲第
筴筨筥筮 筷筥 筣筡筮筮筯筴 筧筥筴 筣筬筯筳筥筲 筴筯 Q 筢筹 筣筯筮筶筥筸筩筦筹筩筮筧 P笮

答筨筥 筰筲筯筯筦 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笱 筩筳 筢筡筳筥筤 筯筮 筣筯筮筶筥筸 筤筵筡筬筩筴筹 筰筲筯筰筥筲筴筩筥筳 筯筦 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筩筥筳笮 等筮 筴筨筥 筲筥筭筡筩筮筤筥筲 筯筦 筴筨筩筳 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筯筲筹 筳筥筣筴筩筯筮第 筷筥 笌筸 筮筯筴筡筴筩筯筮 筡筮筤 筤筥笌筮筩筴筩筯筮筳
筯筦 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筡筮筤 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笮 等筮 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笲 筷筥 筳筨筯筷 筨筯筷第 筢筡筳筥筤 筯筮 筴筨筥
筣筯筮筳筴筲筵筣筴筥筤 筦筡筭筩筬筹 Q第 筯筮筥 筣筡筮 筯筦筴筥筮 筥筡筳筩筬筹 筣筯筮筳筴筲筵筣筴 local 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筩笮筥笮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳
筷筩筴筨 筴筨筥 筮筵筬筬 筲筥筳筴筲筩筣筴筥筤 筴筯 筡 筳筵筢筳筥筴 筯筦 P笮 答筨筥筮第 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笳 筷筥 筰筲筥筳筥筮筴 筯筵筲 筭筡筩筮
筴筨筥筯筲筥筭第 筥筸筴筥筮筤筩筮筧 筴筨筥 筩筮筳筩筧筨筴 筴筯 筧筬筯筢筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笮 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笴 筰筲筯筶筩筤筥筳 筳筥筶筥筲筡筬
筥筸筡筭筰筬筥筳笮 答筨筩筳 筩筮筣筬筵筤筥筳 筣筡筳筥筳 筦筯筲 筷筨筩筣筨 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筷筥筲筥 筡筬筲筥筡筤筹 筥筳筴筡筢筬筩筳筨筥筤第
筳筵筣筨 筡筳 筣筥筲筴筡筩筮 筫笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳 筛笸笸第 笴笴筝 筯筲 筼 筩筮 筡筮 筵筮筰筵筢筬筩筳筨筥筤 筭筡筳筴筥筲笧筳 筴筨筥筳筩筳 筼 筴筨筥
筬筩筮筥筡筲 筲筥筧筲筥筳筳筩筯筮 筭筯筤筥筬 筛笳笰筝第 筡筳 筷筥筬筬 筡筳 筣筡筳筥筳 筦筯筲 筷筨筩筣筨 筩筴 筷筡筳 筰筲筥筶筩筯筵筳筬筹 筵筮筫筮筯筷筮
筷筨筥筴筨筥筲 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴第 筳筵筣筨 筡筳 筦筯筲 筡 筢筲筯筡筤 筣筬筡筳筳 筯筦 筮筡筴筵筲筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笮
答筨筥筯筲筥筭 笱 筣筡筮 筴筨筵筳 筢筥 筳筥筥筮 筡筳 筡 筵筮筩笌筣筡筴筩筯筮 筡筮筤 筧筥筮筥筲筡筬筩筺筡筴筩筯筮 筯筦 筫筮筯筷筮 筲筥筳筵筬筴筳 筯筮 筴筨筥
筥筸筩筳筴筥筮筣筥 筯筦 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筬筥筡筤筩筮筧 筴筯 筤筥筥筰筥筲 筵筮筤筥筲筳筴筡筮筤筩筮筧 筯筦 筷筨筹 筴筨筥筹 筳筯筭筥筴筩筭筥筳
筥筸筩筳筴笮 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笵 筰筲筯筶筩筤筥筳 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筦筯筲 答筨筥筯筲筥筭 笱笮 筆筩筮筡筬筬筹第 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笶 筰筲筯筶筩筤筥筳 筡
筣筯筮筣筬筵筤筩筮筧 筤筩筳筣筵筳筳筩筯筮 筡筮筤 筰筯筩筮筴筳 筯筵筴 筰筯筴筥筮筴筩筡筬 筦筵筴筵筲筥 筤筩筲筥筣筴筩筯筮筳笮

笲笰



Chapter 2. Optimal E-Values for Exponential Families: the Simple Case

2.1.2 Formal Setting
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筵筳筵筡筬第 筴筨筩筳 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筯筦 P 筩筳 筲筥筦筥筲筲筥筤 筴筯 筡筳 筩筴筳 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮笮
筆筵筲筴筨筥筲筭筯筲筥第 筷筥 筵筳筥 笆p 筴筯 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥 筶筡筲筩筡筮筣筥 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 P笮 答筨筡筴 筩筳第 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ Mp第
笆p笨µ笩 筩筳 筴筨筥 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筸 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筯 Pµ笮

筓筩筮筣筥 P 筩筳 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筹 筯筦 筡筮筹 筭筥筭筢筥筲 筯筦 P 筣筡筮 筢筥 筷筲筩筴筴筥筮第
筦筯筲 筥筡筣筨 笌筸筥筤 µ∗ ∈ Mp第 筡筳

pβ;µ∗笨u笩 笽
笱

Zp笨β笻µ∗笩
筥筸筰

 d∑
j=1

βjtj笨u笩

 · pµ∗笨u笩, 笨笲笮笱笮笱笩

筷筨筥筲筥 Z笨β笻µ∗笩 笽
∫

筥筸筰笨
∑
βjtj笨u笩笩pµ∗笨u笩dν第 筡筮筤 β ∈ Rd 筳筵筣筨 筴筨筡筴 Zp笨β笻µ∗笩 < ∞笮

答筨筥筲筥筦筯筲筥第 P 筣筡筮 筡筬筳筯 筢筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筥筤 筡筳 P 笽 {Pβ;µ∗ 笺 β ∈ Bp,µ∗}第 筷筨筥筲筥 Bp;µ∗ ⊂ Rd
筤筥筮筯筴筥筳 筴筨筥 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筷筩筴筨 筲筥筳筰筥筣筴 筴筯 µ∗第 筩笮筥笮 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筡筬筬 β 筦筯筲 筷筨筩筣筨
Zp笨β笻µ∗笩 <∞笮 筗筥 筵筳筥 βp笨µ

′笻µ∗笩 筴筯 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥 β ∈ Bp,µ∗ 筳筵筣筨 筴筨筡筴 EPβ;µ∗ 筛X筝 笽 µ′

筡筮筤 筳筥筴 µp笨·笻µ∗笩 笽 β−1
p 笨·笻µ∗笩 筴筯 筢筥 筩筴筳 筩筮筶筥筲筳筥笮 βp笨·笻µ∗笩 筭筡筰筳 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳

筴筯 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳 筡筮筤 µp笨·笻µ∗笩 筶筩筣筥 筶筥筲筳筡笮 筎筯筴筥 筴筨筡筴 pµ∗ 笽 p0,µ∗ 第
筡筮筤 筴筨筡筴 筷筥 筣筡筮 筳筥筥 筦筲筯筭 筴筨筥 筮筯筴筡筴筩筯筮 笨筯筮筥 筶筥筲筳筵筳 筴筷筯 筳筵筢筳筣筲筩筰筴筳笩 筷筨筥筴筨筥筲 筡 筤筥筮筳筩筴筹 筩筳
筧筩筶筥筮 筩筮 筴筨筥 筭筥筡筮笭 筯筲 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筡筴筩筯筮第 筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹笮

答筨筥 筲筥筡筳筯筮 筦筯筲 筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹 筤筥筮筯筴筩筮筧 筴筨筥 筭筥筡筮 µ∗ 筯筦 筴筨筥 筣筡筲筲筩筥筲 筤筥筮筳筩筴筹第 筷筨筩筣筨 筩筳
筵筮筣筯筮筶筥筮筴筩筯筮筡筬第 筩筳 筴筨筡筴 筩筴 筷筩筬筬 筢筥 筣筯筮筶筥筮筩筥筮筴 筴筯 筳筩筭筵筬筴筡筮筥筯筵筳筬筹 筷筯筲筫 筷筩筴筨 筤筩笋筥筲筥筮筴
筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮筳第 筩笮筥笮 筷筩筴筨 筲筥筳筰筥筣筴 筴筯 筡 筤筩笋筥筲筥筮筴 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 Mp第 筢筥筬筯筷笮 答筨筥筳筥
筡筲筥 筡筬筬 筬筩筮筥筡筲筬筹 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筯筮筥 筡筮筯筴筨筥筲 筩筮 筴筨筥 筳筥筮筳筥 筴筨筡筴 筦筯筲 筥筡筣筨 µ1,µ2 ∈ Mp第 筴筨筥筲筥 筩筳 筡
笌筸筥筤 筶筥筣筴筯筲 γ 筳筵筣筨 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 β ∈ Bp,µ1 筩筴 筨筯筬筤筳 筴筨筡筴 pβ;µ1 笽 pβ+γ;µ2 笮 答筨筩筳 筣筡筮 筢筥

笲笱



2.1. Introduction

筳筥筥筮 筢筹 筴筡筫筩筮筧 γ 笽 −βp笨µ2笻µ1笩第 筳筩筮筣筥 筯筮筥 筴筨筥筮 筨筡筳

pβ;µ1笨u笩 笽
笱

Zp笨β笻µ1笩
筥筸筰

 d∑
j=1

笨βj 笫 γj笩tj笨u笩

 筥筸筰

 d∑
j=1

−γjtj笨u笩

 pµ1
笨u笩

笽
Zp笨−γ笻µ1笩

Zp笨β笻µ1笩
筥筸筰

 d∑
j=1

笨βj 笫 γj笩tj笨u笩

 p−γ;µ1
笨u笩

笽
笱

Zp笨β 笫 γ笻µ2笩
筥筸筰

 d∑
j=1

笨βj 笫 γj笩tj笨u笩

 pµ2
笨u笩 笽 pβ+γ;µ2

笨u笩.

笨笲笮笱笮笲笩

2.1.3 The Composite Alternative Generated by A Simple One

筗筥 筡筲筥 筭筯筳筴筬筹 筣筯筮筣筥筲筮筥筤 筷筩筴筨 筴筥筳筴筩筮筧 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 P 筡筧筡筩筮筳筴 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥
筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳 筯筦 筴筨筥 筦筯筲筭 {Q} 筦筯筲 筳筯筭筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 Q 筯筮 U 笮 等筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲第 筷筥 筷筩筬筬 筣筯筮筳筩筤筥筲
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 Q 筴筨筡筴 筡筤筭筩筴 筡 筭筯筭筥筮筴 筧筥筮筥筲筡筴筩筮筧 筦筵筮筣筴筩筯筮 筡筮筤 筴筨筡筴 筨筡筶筥 筡 筤筥筮筳筩筴筹 q
筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥 筵筮筤筥筲筬筹筩筮筧 筭筥筡筳筵筲筥 ν笮 筗筨筩筬筥 筴筨筥 筦筯筲筭筥筲 筩筳 筡 筳筴筲筯筮筧 筣筯筮筤筩筴筩筯筮第 筩筴 筨筯筬筤筳
筩筮 筭筡筮筹 筣筡筳筥筳 筯筦 筩筮筴筥筲筥筳筴笮 筆筯筲 筯筵筲 筡筮筡筬筹筳筩筳第 筩筴 筷筩筬筬 筢筥 筢筥筮筥笌筣筩筡筬 筴筯 筤筥笌筮筥 筡 筳筥筣筯筮筤
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 Q 筦筯筲 U 筷筩筴筨 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 Qβ;µ∗ 筡筮筤 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筤筥筮筳筩筴筩筥筳

qβ;µ∗笨u笩 笽
笱

Zq笨β笻µ∗笩
· 筥筸筰

 d∑
j=1

βjtj笨u笩

 · q笨u笩, 笨笲笮笱笮笳笩

筷筨筥筲筥 µ∗ 筩筳 筴筨筥 筭筥筡筮 筯筦 X 筵筮筤筥筲 Q第 筡筮筤 Zq笨β笻µ∗笩 筩筳 筴筨筥 筮筯筲筭筡筬筩筺筩筮筧 筣筯筮筳筴筡筮筴笮 答筨筥
筮筯筴筡筴筩筯筮筡筬 筣筯筮筶筥筮筴筩筯筮筳 筴筨筡筴 筷筥 筵筳筥 筦筯筲 Q 筷筩筬筬 筢筥 筣筯筭筰筬筥筴筥筬筹 筡筮筡筬筯筧筯筵筳 筴筯 筴筨筡筴 筦筯筲 P第
筥笮筧笮 βq笨·, µ∗笩, µq笨·, µ∗笩, 笆q第 筥筴筣笮 筓筩筮筣筥 Q 筩筳 筡筳筳筵筭筥筤 筴筯 筨筡筶筥 筡 筭筯筭筥筮筴 筧筥筮筥筲筡筴筩筮筧
筦筵筮筣筴筩筯筮第 筴筨筥 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筤筯筭筡筩筮 Bq,µ∗ 筩筳 筮筯筮筥筭筰筴筹 筡筮筤 筣筯筮筴筡筩筮筳 筡 筮筥筩筧筨筢筯筲筨筯筯筤 筯筦 0笮
筓筩筭筩筬筡筲筬筹第 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筳筰筡筣筥 Mq 筩筳 筡筬筳筯 筮筯筮筥筭筰筴筹 筡筮筤 筣筯筮筴筡筩筮筳 筡 筮筥筩筧筨筢筯筲筨筯筯筤 筯筦
µ∗笮 筗筥 筦筵筲筴筨筥筲 筨筡筶筥 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧笺 筩筦 筷筥 筴筡筫筥 筡筮筹 筯筴筨筥筲 Q′ ∈ Q第 筳筡筹 Q′ 笽 Qµ′ 筦筯筲
µ′ ∈ Mq第 筴筨筥筮 筴筨筥 筠筣筯筮筳筴筲筵筣筴筥筤笧 筦筡筭筩筬筹 筡筲筯筵筮筤 Q′第 筩笮筥笮 {qβ;µ′ 笺 β ∈ Bq;µ′} 筣筯筩筮筣筩筤筥筳 筷筩筴筨
Q 笨筡筳 筷筡筳 筴筨筥 筣筡筳筥 筦筯筲 P第 筢筹 笨笲笮笱笮笲笩笩笮

筗筥 筭筡筹 筴筨筩筮筫 筯筦 筴筨筥 筮筵筬筬 P 筡筮筤 筴筨筥 筧筥筮筥筲筡筴筥筤 筦筡筭筩筬筹 Q 筡筳 筴筷筯 筤筩笋筥筲筥筮筴 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筩筥筳 筴筨筡筴 筳筨筡筲筥 筴筨筥 筳筡筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣笮 筍筯筲筥筯筶筥筲第 筡筳 筷筥 筳筨筡筬筬 筳筥筥 筢筥筬筯筷第 筴筨筥筲筥
筡筲筥 筭筡筮筹 筥筸筡筭筰筬筥筳 筷筨筥筲筥 筴筨筥筩筲 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筳筰筡筣筥筳 筡筲筥 筥筱筵筡筬第 筴筨筡筴 筩筳第 Mq 笽 Mp笮 等筮 筴筨筩筳
筣筡筳筥 P 筡筮筤 Q 筡筲筥 筜筭筡筴筣筨筩筮筧笢 筰筡筩筲筳笺 筴筨筥筹 筳筨筡筲筥 筴筨筥 筳筡筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筡筳 筷筥筬筬 筡筳
筴筨筥 筳筡筭筥 筳筥筴 筯筦 筭筥筡筮筳 筦筯筲 筴筨筩筳 筳筴筡筴筩筳筴筩筣笮

2.1.4 E-variables

筗筥 筵筳筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筴筯 筧筡筴筨筥筲 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 P笮 筁筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥
筩筳 筡 筮筯筮笭筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筷筩筴筨 筥筸筰筥筣筴筥筤 筶筡筬筵筥 筢筯筵筮筤筥筤 筢筹 筯筮筥 筵筮筤筥筲 筴筨筥 筮筵筬筬第 筩笮筥笮 筡
筮筯筮笭筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 S笨U笩 筳筵筣筨 筴筨筡筴 EP 筛S笨U笩筝 ≤ 笱 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ P 笮 筗筥 筧筩筶筥 筯筮筬筹 筡 筢筲筩筥筦
筩筮筴筲筯筤筵筣筴筩筯筮 筴筯 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筨筥筲筥 筡筮筤 筲筥筦筥筲 筴筯 筥笮筧笮 筛笴笲第 笷笱筝 筦筯筲 筤筥筴筡筩筬筥筤 筤筩筳筣筵筳筳筩筯筮筳笮 答筨筥
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筲筥筡筬筩筺筡筴筩筯筮 筯筦 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筯筮 筯筢筳筥筲筶筥筤 筤筡筴筡 筷筩筬筬 筢筥 筲筥筦筥筲筲筥筤 筴筯 筡筳 筡筮 筥笭筶筡筬筵筥第 筴筨筯筵筧筨
筴筨筥 筴筷筯 筴筥筲筭筳 筡筲筥 筯筦筴筥筮 筵筳筥筤 筩筮筴筥筲筣筨筡筮筧筥筡筢筬筹笮 筌筡筲筧筥 筥笭筶筡筬筵筥筳 筧筩筶筥 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 筴筨筥
筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳第 筳筩筮筣筥 筢筹 筍筡筲筫筯筶笧筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筷筥 筨筡筶筥 筴筨筡筴 Q笨S笨U笩 ≥ 1

α 笩 ≤ α 筦筯筲 筡筮筹
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 S笨U笩 筡筮筤 Q ∈ P 笮 答筨筥 筦筯筣筵筳 筨筥筲筥 筩筳 筯筮 筡 筳筴筡筴筩筣 筳筥筴筴筩筮筧第 筷筨筥筲筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筲筥
筣筯筭筰筵筴筥筤 筦筯筲 筡 筳筩筮筧筬筥 筢筬筯筣筫 筯筦 筤筡筴筡 笨筩笮筥笮 筯筮筥 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮 筯筦 U笩笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筴筨筥 筭筡筩筮
筡筰筰筬筩筣筡筴筩筯筮 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筳 筩筮 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筳筥筴筴筩筮筧筳第 筷筨筥筲筥 筤筡筴筡 筡筲筲筩筶筥筳 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筬筹
筡筮筤 筯筮筥 筷筡筮筴筳 筡 筴筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筧筵筡筲筡筮筴筥筥 筵筮筩筦筯筲筭筬筹 筯筶筥筲 筴筩筭筥笮 等筮筤筥筥筤第 筩筴 筩筳 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮
筴筨筡筴 筴筨筥 筰筲筯筤筵筣筴 筯筦 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筬筹 筣筯筭筰筵筴筥筤 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筧筡筩筮 筧筩筶筥筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筥筶筥筮 筩筦
筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筯筦 筥筡筣筨 筳筵筢筳筥筱筵筥筮筴 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筤筥筰筥筮筤筳 筯筮 筰筡筳筴 筥笭筶筡筬筵筥筳第 筷筨筩筣筨 筬筥筡筤筳 筴筯 筡筮
筥筡筳筹 筥筸筴筥筮筳筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筭筥筴筨筯筤筳 筤筥筳筣筲筩筢筥筤 筨筥筲筥 筴筯 筳筵筣筨 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筳筥筴筴筩筮筧筳 筛笷笱第 笴笲筝笮

筓筩筮筣筥 筬筡筲筧筥 筥笭筶筡筬筵筥筳 筧筩筶筥 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 筴筨筥 筮筵筬筬第 筷筥 筬筯筯筫 筦筯筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筴筨筡筴
筡筲筥第 筯筮 筡筶筥筲筡筧筥第 筠筡筳 筬筡筲筧筥 筡筳 筰筯筳筳筩筢筬筥笧 筵筮筤筥筲 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳笮 等筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲第
筷筥 筳筴筵筤筹 筧筲筯筷筴筨笭筲筡筴筥 筯筰筴筩筭筡筬 笨筇筒筏笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筡筮 筯筰筴筩筭筡筬筩筴筹 筣筲筩筴筥筲筩筯筮 筥筭筢筲筡筣筥筤
筩筭筰筬筩筣筩筴筬筹 筯筲 筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹 筢筹 筭筯筳筴 筯筦 筴筨筥 筥笭筣筯筭筭筵筮筩筴筹 筛笷笱筝笮 筛笴笲筝 筤筥笌筮筥 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥
筦筯筲 筳筩筮筧筬筥 筯筵筴筣筯筭筥 U 第 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筡 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 {Q}第 筴筯 筢筥 筴筨筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 S
筴筨筡筴第 筡筭筯筮筧 筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筭筡筸筩筭筩筺筥筳 筴筨筥 筧筲筯筷筴筨笭筲筡筴筥 EU∼Q筛筬筯筧S笨U笩筝 笨筡筬筳筯 筫筮筯筷筮 筡筳
筥笭筰筯筷筥筲 筛笹笴第 笱笰笰筝笩笮 等筮 筡 筣筥筬筥筢筲筡筴筥筤 筲筥筳筵筬筴第 筇筲筿筵筮筷筡筬筤 筥筴 筡筬笮 筛笴笲筝 笨筳筥筥 筡筬筳筯 筛笵笷第 笵笸筝笩 筳筨筯筷
筴筨筡筴 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹笺

q笨U笩

p ⇝q笨U笩
, 笨笲笮笱笮笴笩

筷筨筥筲筥 p ⇝q 筤筥筮筯筴筥筳 筴筨筥 筲筥筶筥筲筳筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 筯筦 Q 筯筮 筴筨筥 筣筯筮筶筥筸 筨筵筬筬 筯筦 筴筨筥 筮筵筬筬
P笮 答筨筥 筲筥筶筥筲筳筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 筯筦 Q 筯筮 conv笨P笩 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮
筴筨筡筴 筵筮筩筱筵筥筬筹 筡筣筨筩筥筶筥筳 筩筮筦P∈conv(P)D笨Q∥P 笩第 筷筨筩筣筨 筩筳 筫筮筯筷筮 筴筯 筥筸筩筳筴 筷筨筥筮筥筶筥筲 筴筨筥
筬筡筴筴筥筲 筩筳 笌筮筩筴筥 筛笶笰第 笵笷筝笮 筈筥筲筥第 D笨Q∥P 笩 筤筥筮筯筴筥筳 筴筨筥 筋筵筬筬筢筡筣筫笭筌筥筩筢筬筥筲 笨筋筌笩 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥
筢筥筴筷筥筥筮 Q 筡筮筤 P 第 筢筯筴筨 筤筥笌筮筥筤 筡筳 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筦筯筲 U 笮 等筮 筴筨筩筳 筡筲筴筩筣筬筥第 筡筬筬 筲筥筶筥筲筳筥
筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 筷筩筬筬 筢筥 筯筮 conv笨P笩第 筳筯 筷筥 筷筩筬筬 筮筯筴 筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹 筭筥筮筴筩筯筮 筴筨筥
筤筯筭筡筩筮 筯筦 筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 筥筶筥筲筹筷筨筥筲筥 笨筩笮筥笮 筲筥筦筥筲筲筩筮筧 筴筯 筩筴 筳筩筭筰筬筹 筡筳 筠筴筨筥 筲筥筶筥筲筳筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮
筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 筯筦 Q笧笩笮 答筨筥 筧筲筯筷筴筨 筲筡筴筥 筡筣筨筩筥筶筥筤 筢筹 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹

EQ
[
筬筯筧

q笨U笩

p ⇝q笨U笩

]
笽 D笨Q∥P ⇝q笩 笽 筩筮筦

P∈conv(P)
D笨Q∥P 笩. 笨笲笮笱笮笵笩

筈筯筷筥筶筥筲第 筤筵筥 筴筯 筴筨筥 筦筡筣筴 筴筨筡筴第 筷筩筴筨 筴筨筥 筥筸筣筥筰筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筡筮筤 筭筵筬筴筩筮筯筭筩筡筬
筭筯筤筥筬筳第 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筡筲筥 筮筯筴 筣筯筮筶筥筸 筳筥筴筳 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳第 笌筮筤筩筮筧 筴筨筥 筲筥筶筥筲筳筥
筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 筣筡筮 筢筥 筱筵筩筴筥 筣筨筡筬筬筥筮筧筩筮筧 筛笵笶第 笴笴筝笮 等筮 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥 筡
筳筩筭筰筬筥 筡筮筤 筥筡筳筩筬筹 筶筥筲筩笌筡筢筬筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筵筮筤筥筲 筷筨筩筣筨

筩筮筦
P∈conv(P)

D笨Q∥P 笩 笽 筭筩筮
P∈P

D笨Q∥P 笩, 笨笲笮笱笮笶笩

筴筨筡筴 筩筳第 筴筨筥 筩筮笌筭筵筭 筩筳 筡筣筨筩筥筶筥筤 筢筹 筡筮 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 P第 筳筯 筴筨筡筴 筴筨筥 筰筲筯筢筬筥筭 筧筲筥筡筴筬筹
筳筩筭筰筬筩笌筥筳笮

等筮 筴筨筡筴 筣筡筳筥第 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筳筩筭筰筬筹 筴筡筫筥筳 筯筮 筴筨筥 筦筯筲筭 筯筦 筡 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯

笲笳



2.2. Existence of Simple Local E-Variables

筢筥筴筷筥筥筮 Q 筡筮筤 筡 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筭筥筭筢筥筲 筯筦 P第 筩笮筥笮

q笨U笩

p笨U笩
, 笨笲笮笱笮笷笩

筷筨筩筣筨 筷筥 筷筩筬筬 筲筥筦筥筲 筴筯 筡筳 筡 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 Q笮 筗筥 筷筩筬筬 筦筲筥筱筵筥筮筴筬筹 筵筳筥 筴筨筥
筦筡筣筴 笨筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筦筲筯筭 筃筯筲筯筬筬筡筲筹 笱 筯筦 筛笴笲第 答筨筥筯筲筥筭 笱筝笩 筴筨筡筴 筴筨筥筲筥 筣筡筮 筢筥 筡筴 筭筯筳筴 筯筮筥
筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筩筴筨 筲筥筳筰筥筣筴 筴筯 筡筮筹 笌筸筥筤 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥第 筩笮筥笮 筯筦 筴筨筥 筦筯筲筭 笨笲笮笱笮笷笩笮 答筨筩筳 筩筳
筣筡筰筴筵筲筥筤 筢筹 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筰筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮笮

Proposition 1. Fix a probability measure Q on U . If there exists a simple e-variable
relative to Q, then it must be the GRO e-variable for testing P against alternative {Q}.

筁 筢筩筧 筡筤筶筡筮筴筡筧筥 筯筦 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳筼筢筥筳筩筤筥筳 筴筨筥筩筲 筳筩筭筰筬筩筣筩筴筹筼筩筳 筴筨筡筴 筴筨筥筩筲
筯筰筴筩筭筡筬筩筴筹 筥筸筴筥筮筤筳 筢筥筹筯筮筤 筴筨筥 筳筴筡筴筩筣 筳筥筴筴筩筮筧笮 答筨筡筴 筩筳第 筳筵筰筰筯筳筥 筷筥 筷筥筲筥 筴筯 筯筢筳筥筲筶筥
筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴 筣筯筰筩筥筳 U1, U2, . . . 筯筦 筴筨筥 筤筡筴筡 筡筮筤 筡筳筳筵筭筥 筴筨筡筴 筡 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筯筦
筴筨筥 筦筯筲筭 笨笲笮笱笮笷笩 筥筸筩筳筴筳笮 筁筳 筡筬筬筵筤筥筤 筴筯 筢筥筦筯筲筥第 筷筥 筣筡筮 筭筥筡筳筵筲筥 筴筨筥 筴筯筴筡筬 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筳∏n
i=1 q笨Ui笩/p笨Ui笩第 筷筨筩筣筨 筤筥笌筮筥筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 筡筮筹 笌筸筥筤 n ∈ N笮 等筮筳筴筥筡筤 筯筦 筴筨筩筮筫筩筮筧

筯筦 筴筨筩筳 筡筳 筭筵筬筴筩筰筬筩筣筡筴筩筯筮 筯筦 筩筮筤筩筶筩筤筵筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筯筮筥 筣筡筮 筴筨筩筮筫 筯筦 筩筴 筡筳 筡 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤
筲筡筴筩筯 筯筦 U1, . . . , Un笮 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笱 筴筨筥筮 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴

∏n
i=1 q笨Ui笩/p笨Ui笩 筩筳 筴筨筥 筇筒筏

筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 筴筥筳筴筩筮筧 P 筡筧筡筩筮筳筴 {Q} 筢筡筳筥筤 筯筮 n 筤筡筴筡 筰筯筩筮筴筳笮 答筨筩筳 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筳筨筯筷筳
筴筨筡筴 筦筯筲 筡筮筹 笌筸筥筤 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 n第 筴筨筥 筢筥筳筴 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 笨筩筮 筴筨筥 筇筒筏 筳筥筮筳筥 筯筦 笲笮笱笮笵笩 筩筳 筴筨筥
筳筩筭筰筬筥 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯笮 筍筯筲筥筯筶筥筲第 筦筯筲 筡筰筰筬筩筣筡筴筩筯筮筳 筷筨筥筲筥 筴筨筥 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 筩筳 筮筯筴 笌筸筥筤
筢筥筦筯筲筥筨筡筮筤第 筋筯筯筬筥筮 筥筴 筡筬笮 筛笵笳第 答筨筥筯筲筥筭 笱笲筝 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筡 筭筯筲筥 笍筥筸筩筢筬筥 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筩筳 筡筬筳筯
筴筲筵筥笺 筩筦 τ 筩筳 筡筮筹 筳筴筯筰筰筩筮筧 筴筩筭筥 筴筨筡筴 筩筳 筡筤筡筰筴筥筤 筴筯 筴筨筥 筤筡筴筡 笌筬筴筲筡筴筩筯筮第 筴筨筥筮 q笨Uτ 笩/p笨Uτ 笩
筩筳 筡筬筳筯 筡 筭筡筸筩筭筩筺筥筲 筯筦 E筛筬筮Sτ 筝 筯筶筥筲 筡筬筬 筰筲筯筣筥筳筳筥筳 S 笽 笨Sn笩n∈N 筷筩筴筨 E筛Sτ 筝 ≤ 笱笮 筗筨筩筬筥
筷筥 筷筩筬筬 筮筯筴 筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筩筳 筴筹筰筥 筯筦 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筯筰筴筩筭筡筬筩筴筹 筩筮 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧第 筩筴 筩筳
筯筮筥 筯筦 筴筨筥 筭筡筩筮 筭筯筴筩筶筡筴筩筮筧 筦筡筣筴筯筲筳 筢筥筨筩筮筤 筴筨筩筳 筷筯筲筫笮

筗筥 筡筳筳筵筭筥 筴筨筲筯筵筧筨筯筵筴 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲 筴筨筡筴第 筦筯筲 筡筮筹 筣筯筮筳筩筤筥筲筥筤 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q第 筴筨筥筲筥
筥筸筩筳筴筳 筡 µ∗ ∈ Mp 筳筵筣筨 筴筨筡筴 EX∼Q筛X筝 笽 µ∗笮 筂筹 筡 筳筴筡筮筤筡筲筤 筰筲筯筰筥筲筴筹 筯筦 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筩筥筳第 筴筨筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筦筲筯筭 Q 筴筯 P 筩筳 筴筨筥筮 筭筩筮筩筭筩筺筥筤 筢筹 筴筨筥 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 P 筷筩筴筨 筴筨筥
筳筡筭筥 筭筥筡筮 筡筳 Q笮 等筦 笨笲笮笱笮笶笩 筨筯筬筤筳第 筴筨筥筮 Pµ∗ 筭筵筳筴 筴筨筥筲筥筦筯筲筥 筢筥 筴筨筥 筲筥筶筥筲筳筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮
筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 筯筦 Q笮 等筴 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴第 筩筦 筡 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筩筴筨 筲筥筳筰筥筣筴 筴筯 Q 筥筸筩筳筴筳第 筴筨筥筮 筩筴
筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 q笨U笩/pµ∗笨U笩笮

2.2 Existence of Simple Local E-Variables

筈筥筲筥 筷筥 筷筩筬筬 筳筨筯筷 筨筯筷 筴筨筥 筦筡筭筩筬筹 Q 筩筳 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筴筨筥 筱筵筥筳筴筩筯筮 筯筦 筷筨筥筴筨筥筲 q笨U笩/pµ∗笨U笩
筩筳 筡 local 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筡筲筯筵筮筤 µ∗笮 筗筥 筳筡筹 筴筨筡筴 筡 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 S笨U笩 筩筳 筡
筬筯筣筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筡筲筯筵筮筤 µ∗ 筩筦 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴筳 筡 筣筯筮筮筥筣筴筥筤 筯筰筥筮 筳筵筢筳筥筴 B′µ∗ 筯筦 Bp;µ∗ ∩ Bq;µ∗

筣筯筮筴筡筩筮筩筮筧 0 筳筵筣筨 筴筨筡筴 S 筩筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 P ′ 笽 {Pβ 笺 β ∈ B′µ∗}第 筩笮筥笮
筳筵筰β∈B′

µ∗
EPβ;µ∗ 筛S筝 ≤ 笱笮 等筦 S 筡筬筳筯 筭筡筸筩筭筩筺筥筳 EQ筛筬筮S笨U笩筝 筡筭筯筮筧 筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筲筥筬筡筴筩筶筥

筴筯 P ′第 筴筨筥筮 筷筥 筳筡筹 筴筨筡筴 S 筩筳 筡 筬筯筣筡筬 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筩筴筨 筲筥筳筰筥筣筴 筴筯 Q笮 筁 筬筯筣筡筬 笨筇筒筏笩
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筭筡筹 筮筯筴 筢筥 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥 筦筵筬筬 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 P第 筢筵筴 筩筴 筩筳 筡
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Theorem 1. Let P be a regular exponential family with mean-value parameter space Mp.
Fix a distribution Q for U with EQ筛X筝 笽 µ∗ for some µ∗ ∈ Mp ⊆ Rd and consider the
corresponding Q as defined above. Suppose that Mq is convex, Mq ⊆ Mp, and Bp;µ ⊆ Bq;µ
for all µ ∈ Mq. Then the following statements are equivalent:

1. 笆p笨µ笩 − 笆q笨µ笩 is positive semidefinite for all µ ∈ Mq.

2. 笨βp笨µ笻µ′笩 − βq笨µ笻µ′笩笩
T · 笨µ− µ′笩 ≤ 笰 for all µ,µ′ ∈ Mq.

3. D笨Qµ∥Qµ′笩 ≥ D笨Pµ∥Pµ′笩 for all µ,µ′ ∈ Mq.

4. 筬筯筧Zp笨β笻µ笩 ≥ 筬筯筧Zq笨β笻µ笩 for all µ ∈ Mq,β ∈ Bp;µ.

5. qµ笨U笩/pµ笨U笩 is a global e-variable for all µ ∈ Mq.

6. qµ笨U笩/pµ笨U笩 is the global GRO e-variable w.r.t. Qµ for all µ ∈ Mq.

7. qµ笨U笩/pµ笨U笩 is a local e-variable for all µ ∈ Mq.

8. qµ笨U笩/pµ笨U笩 is a local GRO e-variable w.r.t. Qµ for all µ ∈ Mq.
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Chapter 2. Optimal E-Values for Exponential Families: the Simple Case

2.3.1 Simplifying Situations
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Corollary 1. Let P be a d-dimensional regular exponential family as before with
mean-value parameter space Mp, and let H1 笽

⋃
θ∈Θ Q(θ) where each Q(θ) is a d-dimensional

regular exponential family with the same sufficient statistic as P and with mean-value

parameter space M
(θ)
q and canonical parameter spaces B

(θ)
q;µ for µ ∈ M

(θ)
q . Suppose that,

for each θ ∈ 笂, for each Q ∈ Q(θ), the corresponding set Q as constructed above
in terms of P and Q, happens to be equal to Q(θ) and satisfies the pre-condition of

Theorem 1, i.e. M
(θ)
q is convex, M

(θ)
q ⊆ Mp, and Bp;µ ⊆ B

(θ)
q;µ for all µ ∈ M

(θ)
q . Then we

have, with Q
(θ)
µ (density q

(θ)
µ ) denoting the element of Q(θ) with mean µ. for all θ ∈ 笂:

For all µ ∈ M
(θ)
q :

q(θ)µ (U)

pµ(U) is the global GRO e-variable w.r.t. Q
(θ)
µ ⇔

For all µ ∈ M
(θ)
q : 笆p笨µ笩 − 笆

(θ)
q 笨µ笩 is positive semidefinite.

笲笷



2.4. Examples

Here 笆
(θ)
q 笨µ笩 denotes the d×d covariance matrix of the element of Q(θ) with mean-value

parameter vector µ.
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Figure 2.2: The family Q for various µ∗. The coordinate grid represents the parameters
of the full 2-sample Bernoulli family, the straight line shows the parameter space of P, the
curved lines show the parameters of the distributions in Q, and the dashed lines show the
projection of µ∗ onto the parameter space of P.
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筛笴笴筝 筩筮筶筥筳筴筩筧筡筴筥 筳筥筶筥筲筡筬 筯筴筨筥筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筦筯筲 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筩筮筧第 筳筵筣筨 筡筳
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳第 筇筡筵筳筳筩筡筮 筳筣筡筬筥第 筡筮筤 筢筥筴筡第 筢筵筴 筮筯筮筥 筯筦 筴筨筥筳筥 筧筩筶筥 筲筩筳筥 筴筯 筡
筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筬筵筥笮 筐筡筲筴筳 笱笭笴 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笱 筰筲筯筶筩筤筥 筳筯筭筥 筩筮筳筩筧筨筴 筩筮筴筯 筷筨筡筴 筳筥筰筡筲筡筴筥筳 筴筨筥筳筥
筦筡筭筩筬筩筥筳 筦筲筯筭 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筬筯筣筡筴筩筯筮第 筐筯筩筳筳筯筮第 筡筮筤 筂筥筲筮筯筵筬筬筩笮

笳笱



2.4. Examples

Gaussian Scale Family

筁筮筯筴筨筥筲 筳筥筴筴筩筮筧 筩筮 筷筨筩筣筨 答筨筥筯筲筥筭 笱 筡筰筰筬筩筥筳 筩筳 筷筨筥筲筥 P 筥筱筵筡筬筳 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筳筣筡筬筥
筦筡筭筩筬筹 筷筩筴筨 笌筸筥筤 筭筥筡筮第 筷筨筩筣筨 筷筥 筴筡筫筥 筴筯 筢筥 笰 筷筩筴筨筯筵筴 筬筯筳筳 筯筦 筧筥筮筥筲筡筬筩筴筹笮 答筨筡筴 筩筳第
P 笽 {Pσ2 笺 σ2 ∈ Mp} 筷筨筥筲筥 Pσ2 筩筳 筴筨筥 筮筯筲筭筡筬 筷筩筴筨 筭筥筡筮 笰 筡筮筤 筶筡筲筩筡筮筣筥 σ2第 筩笮筥笮

pσ2笨U笩 笽
笱√
笲πσ

· e−
1

2σ2
U2

. 笨笲笮笴笮笴笩

筗筥 筷筩筬筬 筳筵筢筳筴筡筮筴筩筡筬筬筹 筥筸筴筥筮筤 筴筨筩筳 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳第 筡筮筤 筨筥筮筣筥 筴筨筩筳 筥筸筡筭筰筬筥第 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笴笮笴笮
筆筯筲 筮筯筷第 筮筯筴筥 筴筨筡筴 P 筩筳 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筷筩筴筨 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 X 笽 U2第
筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 σ2 筡筮筤 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筳筰筡筣筥 筧筩筶筥筮 筢筹 Mp 笽 R+笮 答筨筥 筣筡筮筯筮筩筣筡筬
筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筮筵筬筬 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筡筮筹 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 σ2 ∈ Mp 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹

pβ;σ2笨U笩 笽
笱

Zp笨β笻σ2笩
· eβU

2

· 笱√
笲πσ2

e−U
2/(2σ2) 笨笲笮笴笮笵笩

筷筩筴筨 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 Bp;σ2 笽 笨−∞, 笱/笨笲σ2笩笩笮

筁筳 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥第 筷筥 筴筡筫筥 Q 筴筯 筢筥 筡 筇筡筵筳筳筩筡筮 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筷筩筴筨 筳筯筭筥 笌筸筥筤 筭筥筡筮
m ̸笽 笰 筡筮筤 筶筡筲筩筡筮筣筥 s2笮 筗筥 筵筳筥 m 筡筮筤 s2 筩筮筳筴筥筡筤 筯筦 µ 筡筮筤 σ2 筨筥筲筥 筴筯 筡筶筯筩筤 筣筯筮筦筵筳筩筯筮
筷筩筴筨 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳 筯筦 P笮 答筨筥 筥筸筰筥筣筴筥筤 筶筡筬筵筥 筯筦 X 筵筮筤筥筲 Q 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹
σ∗2 笺笽 EQ筛X筝 笽 s2 笫 m2笮 答筨筥 筦筡筭筩筬筹 Q 笽 {Qβ 笺 β ∈ Bq;σ∗2} 筡筳 筤筥笌筮筥筤 筢筹 笨笲笮笱笮笳笩
筴筨筥筲筥筦筯筲筥 筢筥筣筯筭筥筳笺

qβ;σ∗2笨U笩 笽
笱

Zq笨β笻σ∗2笩
· eβU

2

· 笱√
笲πs

· e−c(U−m)2 , 笨笲笮笴笮笶笩

筷筨筥筲筥 c 笽 笱/笨笲s2笩第 筷筩筴筨 Bq;σ∗2 笽 笨−∞, c笩笮 筃筯筭筰筡筲筩筮筧 笨笲笮笴笮笵笩 筡筮筤 筴筨筥 筡筢筯筶筥 筣筯筮笌筲筭筳
筴筨筡筴 Q 筩筳 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筴筨筡筴 筨筡筳 筴筨筥 筳筡筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣第 筮筡筭筥筬筹 U2第 筡筳 P 第
筢筵筴 筤筩笋筥筲筥筮筴 筣筡筲筲筩筥筲笮

答筨筥 筮筯筲筭筡筬筩筺筩筮筧 筣筯筮筳筴筡筮筴 Zq 筣筡筮 筢筥 筣筯筭筰筵筴筥筤 筵筳筩筮筧 笨筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥笩 筴筨筥 筭筯筭筥筮筴
筧筥筮筥筲筡筴筩筮筧 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筮筯筮筣筥筮筴筲筡筬 筣筨筩笭筳筱筵筡筲筥筤笮

Zq笨β笻σ∗2笩 笽 EQ
[
eβU

2
]

笽 EQ
[
eβs

2(Us )
2
]

笽 笨笱 − 笲βs2笩−1/2 筥筸筰

(
m2β

笱 − 笲βs2

)
,

筷筨筥筲筥 筷筥 筵筳筥 筴筨筡筴 笨U/s笩2 筨筡筳 筮筯筮筣筥筮筴筲筡筬 筣筨筩笭筳筱筵筡筲筥筤 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筷筩筴筨 筯筮筥 筤筥筧筲筥筥
筯筦 筦筲筥筥筤筯筭 筡筮筤 筮筯筮筣筥筮筴筲筡筬筩筴筹 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 m2/s2笮 筐筬筵筧筧筩筮筧 筴筨筩筳 筢筡筣筫 筩筮 笨笲笮笴笮笶笩 筳筨筯筷筳
筴筨筡筴 qβ,σ∗2 筩筳 筡 筮筯筲筭筡筬 筤筥筮筳筩筴筹 筷筩筴筨 筭筥筡筮 cm/笨c − β笩 筡筮筤 筶筡筲筩筡筮筣筥 笱/笨笲笨c − β笩笩 笽
s2/笨笱 − 笲βs2笩笮 答筨筩筳 筧筩筶筥筳

EQβ;σ∗2 筛U2筝 笽
笲c2m2 − 笨β − c笩

笲笨β − c笩2
笨笲笮笴笮笷笩

答筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筯筦 Q 筩筳 筴筨筵筳 筧筩筶筥筮 筢筹 Mq 笽 {EQβ;σ∗2 筛U2筝, β < c} 笽 R+

筷筨筩筣筨 筩筳 筥筱筵筡筬 筴筯 Mp笮 答筨筵筳第 筴筨筩筳 筣筯筮筳筴筲筵筣筴筥筤 筦筡筭筩筬筹 筤筯筥筳 筮筯筴 筥筱筵筡筬 筴筨筥 筮筡筴筵筲筡筬 筣筨筯筩筣筥 筯筦
筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筴筨筡筴 Q 筷筡筳 筡筬筳筯 筣筨筯筳筥筮 筦筲筯筭第 筩笮筥笮 筴筨筥 笨筴筷筯笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬笩 筳筥筴 筯筦 筡筬筬

笳笲



Chapter 2. Optimal E-Values for Exponential Families: the Simple Case

筇筡筵筳筳筩筡筮筳 筷筩筴筨 筡筲筢筩筴筲筡筲筹 筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筥筡筮 筵筮筥筱筵筡筬 筴筯 筺筥筲筯笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筩筴 筤筯筥筳 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤
筴筯 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筯筮筥笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筳筵筢筳筥筴 筴筨筥筲筥筯筦第 筡筳 筷筡筳 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥筤 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笲笮笱 筩筮 筴筨筥
筩筮筴筲筯筤筵筣筴筩筯筮笮

筓筩筮筣筥 Mq 笽 Mp第 筷筥 筧筥筴第 筶筩筡 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笳 筴筨筡筴 筡 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筷笮筲笮筴笮 Q 筥筸筩筳筴筳 筩筦第
筦筯筲 筡筬筬 σ2 > 笰第 筷筥 筨筡筶筥 筴筨筡筴 varPσ2 筛U2筝 ≥ varQσ2 筛U2筝笮 筗筥 筮筯筷 筳筨筯筷 筴筨筩筳 筴筯 筢筥 筴筨筥
筣筡筳筥笮 筗筥 筨筡筶筥

varPσ2 筛U2筝 笽 笲σ4 笽 笲笨EPσ2 筛U2筝笩2 笽 笲笨EQσ2 筛U2筝笩2.

等筴 筩筳 筴筨筥筲筥筦筯筲筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筴筯 筣筨筥筣筫 筷筨筥筴筨筥筲第 筦筯筲 筡筬筬 σ2 > 笰第 筩筴 筨筯筬筤筳 筴筨筡筴 varQσ2 筛U2筝 ≤
笲笨EQσ2 筛U2筝笩2笮 筗筥 筣筡筮 筥筩筴筨筥筲 筶筥筲筩筦筹 筴筨筩筳 筵筳筩筮筧 筥筸筩筳筴筩筮筧 筲筥筳筵筬筴筳 筢筹 筮筯筴筩筮筧 筴筨筡筴第 筮筯 筭筡筴筴筥筲
筨筯筷 m 筡筮筤 s2 筷筥筲筥 筣筨筯筳筥筮第 U2 筨筡筳 筡 筮筯筮筣筥筮筴筲筡筬 χ2笭筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筵筮筤筥筲 筥筡筣筨 Qσ2 第 筦筯筲
筷筨筩筣筨 筩筴 筩筳 筫筮筯筷筮 筴筨筡筴 筴筨筥 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筨筯筬筤筳笮 筗筥 筣筡筮 筡筬筳筯 筥筡筳筩筬筹 筶筥筲筩筦筹 筩筴 筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹
筮筯筷 筴筨筡筴 筷筥 筨筡筶筥 筡筬筲筥筡筤筹 筦筯筵筮筤 筡筮 筥筸筰筲筥筳筳筩筯筮 筦筯筲 Zq笨β笻σ∗2笩笺 筳筩筮筣筥 筴筨筥筲筥 筩筳 筮筯 筭筯筲筥
筭筥筮筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳第 筩筴 筩筳 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筴筯 筣筨筥筣筫 筷筨筥筴筨筥筲 筦筯筲 筥筡筣筨 β ∈ Bq;σ∗2 筷筥
筨筡筶筥

varQβ;σ∗2 筛U2筝 ≤ 笲
(
EQβ,σ∗2 筛U2筝

)2
.

答筯 筴筨筩筳 筥筮筤第 筴筨筥 筶筡筲筩筡筮筣筥 筦筵筮筣筴筩筯筮 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 β 筣筡筮 筢筥 筣筯筭筰筵筴筥筤 筡筳

varQβ;σ∗2 筛U2筝 笽
d2

dβ2
筬筯筧Zq笨β笻σ∗2笩 笽 −笴c2m2 − 笨β − c笩

笲笨β − c笩3
. 笨笲笮笴笮笸笩

筃筯筭筰筡筲筩筮筧 筴筨筩筳 筴筯 笨笲笮笴笮笷笩 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筡筢筯筶筥 筩筮筤筥筥筤 筨筯筬筤筳第 筦筲筯筭 筷筨筩筣筨 筷筥
筣筡筮 筣筯筮筣筬筵筤筥 筴筨筡筴 q笨U笩/pσ∗2笨U笩 筩筳 筡筮 筥笭筶筡筬筵筥笮

筆筩筮筡筬筬筹第 筮筯筴筥 筴筨筡筴 筥筶筥筮 筴筨筯筵筧筨 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥筳 筯筦 P 筡筮筤 Q 筡筲筥
筥筱筵筡筬第 筴筨筥 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筳筰筡筣筥筳 筡筲筥 筮筯筴笺 Bp;σ∗2 筩筳 筡 筰筲筯筰筥筲 筳筵筢筳筥筴 筯筦 Bq;σ∗2 笮 筍筯筲筥 筧筥筮筥筲筡筬筬筹第
筦筯筲 筡筮筹 σ′2 > 笰 筤筩笋筥筲筥筮筴 筦筲筯筭 筴筨筥 σ∗2 筷筥 筳筴筡筲筴筥筤 筷筩筴筨第 筴筨筥 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筳筰筡筣筥筳 Bp;σ′2 筡筮筤
Bq;σ′2 筢筯筴筨 筣筨筡筮筧筥 筢筵筴 筲筥筭筡筩筮 筵筮筥筱筵筡筬笮 筓筴筩筬筬第 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笳 筥筮筳筵筲筥筳 筴筨筡筴 筷筥 筷筩筬筬 筨筡筶筥
Bp;σ′2 ⊂ Bq;σ′2 笮

NEFS and their Variance Functions

等筮 筴筨筩筳 筳筥筣筴筩筯筮第 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筳筥筴筴筩筮筧 筷筨筥筲筥 P 筩筳 筡 筯筮筥笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筮筡筴筵筲筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筹 笨筎筅筆笩 筡筮筤 Q 筩筳 筡筬筳筯 筡筮 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 筡筮 筎筅筆笮 答筨筩筳 筳筥筴筴筩筮筧 筩筳 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲筬筹 筳筵筩筴筥筤
筦筯筲 筴筨筥 筡筮筡筬筹筳筩筳 筡筢筯筶筥第 筢筥筣筡筵筳筥 筴筨筥 筣筯筮筳筴筲筵筣筴筥筤 筦筡筭筩筬筹 Q 筣筡筮 筢筥 筳筥筥筮 筴筯 筥筱筵筡筬 筴筨筥
筎筅筆 筴筨筡筴 Q 筷筡筳 筣筨筯筳筥筮 筦筲筯筭笮 筗筥 筴筨筥筲筥筦筯筲筥 筤筯 筮筯筴 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筥 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筯筲
筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筩筮 筴筨筩筳 筳筥筣筴筩筯筮笮 筆筵筲筴筨筥筲筭筯筲筥第 筎筅筆筳 筡筲筥 筦筵筬筬筹 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筥筤 筢筹 筴筨筥
筰筡筩筲 笨σ2笨µ笩, M笩第 筷筨筥筲筥 M 筩筳 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筡筮筤 σ2笨µ笩 筩筳 筴筨筥 筶筡筲筩筡筮筣筥
筦筵筮筣筴筩筯筮 筡筳 筤筥笌筮筥筤 筢筥筦筯筲筥笮 筁 筷筩筤筥 筶筡筲筩筥筴筹 筯筦 筎筅筆筓 筡筮筤 筴筨筥筩筲 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筶筡筲筩筡筮筣筥
筦筵筮筣筴筩筯筮筳 筨筡筶筥 筢筥筥筮 筳筴筵筤筩筥筤 筩筮 筴筨筥 筬筩筴筥筲筡筴筵筲筥 筛筳筥筥 筥笮筧笮 笶笶第 笵笰第 笹筝 筡筮筤 筴筨筩筳 筣筡筮 筢筥 筵筳筥筤
筩筮 筣筯筮筪筵筮筣筴筩筯筮 筷筩筴筨 答筨筥筯筲筥筭 笱 筴筯 筱筵筩筣筫筬筹 筣筨筥筣筫 筯筮 筡 筣筡筳筥笭筢筹笭筣筡筳筥 筢筡筳筩筳 筷筨筥筴筨筥筲 筡筮筹
筧筩筶筥筮 筰筡筩筲 筯筦 筎筅筆筳 筰筲筯筶筩筤筥筳 筡 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮

筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筬筥筴 P 笽 {Pλ,r 笺 λ ∈ R+} 筢筥 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筇筡筭筭筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筦筯筲 U 筷筩筴筨
筶筡筲筹筩筮筧 筳筣筡筬筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 λ 筡筮筤 笌筸筥筤 筳筨筡筰筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 r > 笰笮 答筨筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣
筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 X 笽 U 筡筮筤 筩筴筳 筭筥筡筮 筵筮筤筥筲 Pλ,r 筥筱筵筡筬筳 rλ第 筳筯 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲

笳笳



2.4. Examples

筳筰筡筣筥 筩筳 Mp 笽 R+笮 答筨筥 筶筡筲筩筡筮筣筥 筦筵筮筣筴筩筯筮 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 σ2
p笨µ笩 笽 µ2/r笮 等筦 筷筥 筳筥筴 Q 筴筯

Pλ∗,r′ 筦筯筲 筳筰筥筣筩笌筣 λ∗, r′ ∈ R+第 筴筨筥筮 Q 筩筳 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筇筡筭筭筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筷筩筴筨 笌筸筥筤
筳筨筡筰筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 r′笮

筓筩筭筩筬筡筲筬筹第 筬筥筴 P 筢筥 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筮筥筧筡筴筩筶筥 筢筩筮筯筭筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筷筩筴筨 笌筸筥筤 筮筵筭筢筥筲
筯筦 筳筵筣筣筥筳筳筥筳 n ∈ N 筡筮筤 筬筥筴 Q 筢筥 筡筮筹 筐筯筩筳筳筯筮 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮第 筳筯 筴筨筡筴 Q 筥筱筵筡筬筳 筴筨筥
筐筯筩筳筳筯筮 筦筡筭筩筬筹笮 答筨筥 筶筡筲筩筡筮筣筥 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 筡筲筥 筧筩筶筥筮 筢筹 σ2

p笨µ笩 笽 µ2/n笫 µ 筡筮筤 σ2
q 笨µ笩 笽 µ第

筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹笮 等筴 筩筳 筴筲筩筶筩筡筬筬筹 筴筲筵筥 筴筨筡筴 σ2
p笨µ笩 ≥ σ2

q 笨µ笩 筦筯筲 筡筬筬 µ第 筳筯 答筨筥筯筲筥筭 笱 筲筥筶筥筡筬筳 筴筨筡筴
筡 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴筳 筷筩筴筨 筲筥筳筰筥筣筴 筴筯 筡筮筹 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 筴筨筥 筐筯筩筳筳筯筮 筦筡筭筩筬筹笮 筍筯筲筥
筧筥筮筥筲筡筬筬筹第 筷筥 筭筡筹 筬筯筯筫 筡筴 筴筨筥 筁筷筡筤笭筂筡筲笭筌筥筶笭筍筡筫筯筶 笨筁筂筍笩 筣筬筡筳筳 筯筦 筎筅筆筳 筛笱笰第 笵第 笱笱筝
筴筨筡筴 筡筲筥 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筥筤 筢筹 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 M 笽 R+ 筡筮筤 筶筡筲筩筡筮筣筥 筦筵筮筣筴筩筯筮

σ2
s笨µ笩 笽 µ

(
笱 笫

µ

s

)r
, s > 笰, r 笽 笰, 笱, 笲, ...

答筨筩筳 筣筬筡筳筳 筷筡筳 筰筲筯筰筯筳筥筤 筡筳 筰筡筲筴 筯筦 筡 筧筥筮筥筲筡筬 筦筲筡筭筥筷筯筲筫 筦筯筲 筺筥筲筯笭筩筮笍筡筴筥筤第 筯筶筥筲笭筤筩筳筰筥筲筳筥筤
筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳 筴筯 筴筨筥 筐筯筩筳筳筯筮 筭筯筤筥筬 笨筷筨筩筣筨 筷筯筵筬筤 筡筲筩筳筥 筦筯筲 r 笽 笰笩笮 答筨筥 筣筡筳筥 r 笽 笱 筲筥筣筯筶筥筲筳
筴筨筥 筮筥筧筡筴筩筶筥 筢筩筮筯筭筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筡筮筤 r 笽 笲 筩筳 筣筡筬筬筥筤 筴筨筥 筧筥筮筥筲筡筬筩筺筥筤 筐筯筩筳筳筯筮 筯筲 筁筢筥筬
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笮 筁筳 筷筡筳 筴筨筥 筣筡筳筥 筦筯筲 筴筨筥 筮筥筧筡筴筩筶筥 筢筩筮筯筭筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮第 筩筴 筦筯筬筬筯筷筳 筦筲筯筭
答筨筥筯筲筥筭 笱 筴筨筡筴 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴 筦筯筲 筴筥筳筴筩筮筧 筡筮筹 筯筦 筴筨筥 筁筂筍 筎筅筆筳 筡筧筡筩筮筳筴 筴筨筥
筐筯筩筳筳筯筮 筭筯筤筥筬笮

筍筵筣筨 筭筯筲筥 筧筥筮筥筲筡筬筬筹第 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 答筷筥筥筤筩筥笭筂筡筲笭筌筥筶笭筅筮筩筳 筣筬筡筳筳 筛笷筝 筯筦 筎筅筆筳 筴筨筡筴
筨筡筶筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筳筰筡筣筥 M 笽 R+ 筡筮筤 筰筯筷筥筲 筶筡筲筩筡筮筣筥 筦筵筮筣筴筩筯筮筳

σ2笨µ笩 笽 aµγ , a > 笰, µ > 笰, γ ≥ 笱.

筗筥 筲筥筱筵筩筲筥 γ ≥ 笱 筢筥筣筡筵筳筥 筴筨筥筲筥 筡筲筥 筮筯 筦筡筭筩筬筩筥筳 筯筦 筴筨筩筳 筦筯筲筭 筷筩筴筨 γ ∈ 笨笰, 笱笩 筡筮筤 筷筨筩筬筥
筴筨筥筲筥 筡筲筥 筦筡筭筩筬筩筥筳 筩筮 筴筨筩筳 筣筬筡筳筳 筷筩筴筨 γ < 笰第 筴筨筥筹 筡筲筥 筮筯筴 筲筥筧筵筬筡筲 筡筮筤 筴筨筥筲筥筦筯筲筥 筢筥筹筯筮筤
筴筨筥 筳筣筯筰筥 筯筦 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲笮 答筨筥 筣筡筳筥筳 γ 笽 笱 笨筐筯筩筳筳筯筮笩 筡筮筤 γ 笽 笲 笨筇筡筭筭筡 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筷筩筴筨 a
筤筥筰筥筮筤筩筮筧 筯筮 筴筨筥 筳筨筡筰筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲笩 筷筥筲筥 筡筬筲筥筡筤筹 筥筮筣筯筵筮筴筥筲筥筤 筡筢筯筶筥笮 等筦 筷筥 筴筥筳筴 筢筥筴筷筥筥筮
筴筷筯 筯筦 筳筵筣筨 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筳筡筹 P 筷筩筴筨 σ2

p笨µ笩 笽 apµ
γp 筡筮筤 Q 筷筩筴筨 σ2

q 笨µ笩 笽 aqµ
γq 筴筨筡筴 筳筨筡筲筥

筴筨筥 筳筡筭筥 筵筮筤筥筲筬筹筩筮筧 筳筡筭筰筬筥 筳筰筡筣筥第 筴筨筥筲筥 筤筯 筮筯筴 筥筸筩筳筴 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筮 筧筥筮筥筲筡筬笮
等筮筤筥筥筤第 筷筥 筨筡筶筥 筴筨筡筴 σ2

p笨µ笩 ≥ σ2
q笨µ笩 筩筦 筡筮筤 筯筮筬筹 筩筦 µγp−γq ≥ aq/ap第 筷筨筩筣筨第 筦筯筲 筣筥筲筴筡筩筮

筣筯筭筢筩筮筡筴筩筯筮筳 筯筦 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳第 筤筯筥筳 筮筯筴 筨筯筬筤 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ M笮 筓筩筮筣筥 筴筨筩筳 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筭筩筧筨筴
筨筯筬筤 筦筯筲 筳筯筭筥 µ 筢筵筴 筮筯筴 筦筯筲 筯筴筨筥筲筳第 筴筨筩筳 筳筵筧筧筥筳筴筳 筴筨筡筴 筴筨筥筲筥 筭筡筹 筢筥 筣筡筳筥筳 筷筨筥筲筥 筷筥
笌筮筤 筬筯筣筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筴筨筡筴 筡筲筥 筮筯筴 筧筬筯筢筡筬笮

筌筥筴 筵筳 筩筮筶筥筳筴筩筧筡筴筥 筴筨筩筳 筦筯筲 笨ap, γp笩 笽 笨笱, 笲笩 筡筮筤 笨aq, γq笩 笽 笨笱/笲, 笳笩第 筷筨筩筣筨 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筳
筴筯 筴筨筥 筦筡筭筩筬筹 筯筦 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筡筮筤 筴筨筥 筦筡筭筩筬筹 筯筦 筩筮筶筥筲筳筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳
筷筩筴筨 筳筨筡筰筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 λ 笺笽 a−1

q 笽 笲 筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹笮 等筮 筴筨筩筳 筣筡筳筥第 筩筴 筨筯筬筤筳 筴筨筡筴 σ2
p笨µ笩 ≥

σ2
q笨µ笩 ⇔ µ ≤ a−1

q 笮 等筴 筦筯筬筬筯筷筳 筦筲筯筭 筴筨筥 筡筮筡筬筹筳筩筳 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笲 筴筨筡筴 qµ笨U笩/pµ笨U笩 筩筳 筡
筬筯筣筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 µ ≤ a−1

q 笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筳筩筮筣筥 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筤筯筥筳 筮筯筴 筨筯筬筤 筦筯筲 筡筬筬 µ 筷筥
筣筡筮筮筯筴 筵筳筥 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笳 笨筯筲第 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴筬筹第 筢筥筣筡筵筳筥第 筡筳 筷筥 筷筩筬筬 筳筥筥第 筴筨筥 筰筲筥筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳
筦筯筲 答筨筥筯筲筥筭 笱 筤筯 筮筯筴 筨筯筬筤笩第 筴筨筩筳 筮筥筥筤 筮筯筴 筮筥筣筥筳筳筡筲筩筬筹 筡筬筳筯 筢筥 筡 筧筬筯筢筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 等筮
筦筡筣筴第 筴筨筥 筥筸筰筥筣筴筥筤 筶筡筬筵筥 筵筮筤筥筲 µ′ ∈ M 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹

EU∼Pµ′

[
qµ笨U笩

pµ笨U笩

]
笽

∫ ∞

0

笱

µ′

√
λ

笲πx3
筥筸筰

(
−λ笨x− µ笩2

笲µ2x
笫
x

µ
− x

µ′

)
dx, 笨笲笮笴笮笹笩

笳笴



Chapter 2. Optimal E-Values for Exponential Families: the Simple Case

筷筨筩筣筨 筤筩筶筥筲筧筥筳 筦筯筲 µ′ ≥ 笨笱/µ− λ/笨笲µ2笩笩−1笮 答筨筥 筬筡筴筴筥筲 筩筳 筶筡筣筵筯筵筳 筦筯筲 µ ≤ λ/笲第 筷筨筩筣筨
筭筥筡筮筳 筴筨筡筴 筦筯筲 筳筵筣筨 µ 筷筥 筭筩筧筨筴 筳筴筩筬筬 筧筥筴 筡 筧筬筯筢筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 筆筯筲 µ ∈ 笨λ/笲, λ笩第 筴筨筩筳
筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筷筥 筷筩筬筬 筧筥筴 筡 筬筯筣筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筨筡筴 筩筳 筮筯筴 筡 筧筬筯筢筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 答筨筥筳筥 筤筩笋筥筲筥筮筴
筲筥筧筩筭筥筳 筡筲筥 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥筤 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笲笮笳笮 筆筯筲 µ > 笱第 筴筨筥 筬筩筮筥筳 筳筴筯筰 筷筨筥筮 筴筨筥 筩筮筴筥筧筲筡筬
筩筮 笨笲笮笴笮笹笩 筳筴筡筲筴筳 筤筩筶筥筲筧筩筮筧笮 答筯 筳筥筥 筨筯筷 筴筨筥 筰筯筴筥筮筴筩筡筬 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 笨筦筯筲 筬筡筲筧筥 筥筮筯筵筧筨 µ′第
筩筮 筴筨筥 筲筥筧筩筭筥 笱 < µ < 笲笩 筰筬筡筹筳 筯筵筴 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥 筦筵筮筣筴筩筯筮 f 筩筮 笨笲笮笲笮笱笩第 筣筯筮筳筩筤筥筲 筦筯筲
筥筸筡筭筰筬筥 µ 笽 笳/笲笮 答筨筥筮第 筡筳 筩筳 筩筭筭筥筤筩筡筴筥 筦筲筯筭 筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筯筦 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳
筡筮筤 筴筨筥 筩筮筶筥筲筳筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筤筥筮筳筩筴筹 筷筩筴筨 λ 笽 笲 筷筥 筨筡筶筥 qβ;µ笨x笩 ∝ 筥筸筰笨笨β − 笴/笹笩x笩h笨x笩

筷筩筴筨 h 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筹 筯筮 R+ 筧筩筶筥筮 筢筹 h笨x笩 笽
√

笱/笨πx3笩 筥筸筰笨−笱/x笩第 筷筨筥筲筥筡筳
pβ;µ ∝ 筥筸筰笨笨β−笲/笳笩x笩笮 筗筥 筳筥筥 筴筨筡筴 Bp;µ 笽 笨−∞, 笶/笹笩 筷筨筥筲筥筡筳 Bq;µ 笽 笨−∞, 笴/笹笩笮 答筨筵筳第
筡筳 β ↑ 笴/笹第 筷筥 筧筥筴 筴筨筡筴 筬筯筧Zp笨β笩 筣筯筮筶筥筲筧筥筳 筴筯 筡 笌筮筩筴筥 筣筯筮筳筴筡筮筴 筷筨筥筲筥筡筳 筬筯筧Zq笨β笩 ↑ ∞第
筳筯 筴筨筡筴 f笨β, µ笩 → ∞第 筷筩筴筨 f 筴筨筥 筦筵筮筣筴筩筯筮 筩筮 笨笲笮笲笮笱笩第 筡筳 筩筴 筳筨筯筵筬筤笮
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Figure 2.3: The expected value of qµ(U)/pµ(U) under the null Pµ′ for varying µ′.

2.4.4 The Linear Model

筗筥 筮筯筷 筳筨筯筷 筴筨筡筴 答筨筥筯筲筥筭 笱 筡筬筬筯筷筳 筵筳 筴筯 筣筯筮筣筬筵筤筥 筴筨筡筴 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴
筦筯筲 筴筨筥 筬筩筮筥筡筲 筭筯筤筥筬第 筩笮筥笮 筳筴筡筮筤筡筲筤 筬筩筮筥筡筲 筲筥筧筲筥筳筳筩筯筮 筷筩筴筨 筇筡筵筳筳筩筡筮 筮筯筩筳筥第 筷筨筥筲筥 筴筨筥
筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 P 筩筳 筡 筳筵筢筳筥筴 筯筦 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 H1 筯筢筴筡筩筮筥筤 筢筹 筳筥筴筴筩筮筧 筴筨筥 筲筥筧筲筥筳筳筩筯筮
筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筯筦 筡 筣筯筮筴筲筯筬 筲筡筮筤筯筭 筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筯 笰第 筡筳 筳筯筯筮 筡筳 筷筥 筡筬筬筯筷 筴筨筥 筶筡筲筩筡筮筣筥 筩筮 P
筴筯 筢筥 筡 筦筲筥筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲笮 答筨筩筳 筷筡筳 筳筨筯筷筮 筤筩筲筥筣筴筬筹第 筷筩筴筨筯筵筴 筡筳筳筯筣筩筡筴筩筮筧 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筦筡筭筩筬筹
Q 筴筯 P第 筩筮 筡筮 筵筮筰筵筢筬筩筳筨筥筤 筭筡筳筴筥筲 筴筨筥筳筩筳 筛笳笰筝笮 筄筥 筊筯筮筧笧筳 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 筩筮筶筯筬筶筥筤 筡 筬筯筴 筯筦
筨筡筲筤笭筴筯笭筩筮筴筥筲筰筲筥筴 筣筡筬筣筵筬筵筳第 筭筵筣筨 筯筦 筩筴 筤筩筳筣筯筶筥筲筥筤 筢筹 筴筲筩筡筬笭筡筮筤笭筥筲筲筯筲笮 答筨筥 筡筤筶筡筮筴筡筧筥
筯筦 筴筨筥 筰筲筥筳筥筮筴 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 筩筳 筴筨筡筴 答筨筥筯筲筥筭 笱 筣筬筥筡筲筬筹 筧筵筩筤筥筳 筴筨筥 筲筥筡筳筯筮筩筮筧 筡筮筤 筳筵筧筧筥筳筴筳
筷筨筡筴 筦筯筲筭筵筬筡筳 筴筯 筶筥筲筩筦筹笮 答筨筥 筳筥筴筴筩筮筧 筩筳 筲筥筡筬筬筹 筡 筶筡筳筴 筥筸筴筥筮筳筩筯筮 筯筦 筴筨筡筴 筯筦 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笴笮笳第
筷筨筩筣筨 筩筳 笨筥筳筳筥筮筴筩筡筬筬筹笩 筲筥筴筲筩筥筶筥筤 筩筦 筢筥筬筯筷 筷筥 筳筥筴 d 笽 笰笮 等筮筴筥筲筥筳筴筩筮筧筬筹第 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筬筩筮筥筡筲
筭筯筤筥筬筳 筷筥筲筥 筡筬筲筥筡筤筹 筤筥筲筩筶筥筤 筢筹 筛笷笰筝 筡筮筤 筛笶笴筝第 筢筡筳筥筤 筯筮 筲筩筧筨筴笭筈筡筡筲 筰筲筩筯筲筳笮 答筨筥 筣筵筲筲筥筮筴
筡筰筰筲筯筡筣筨 筰筲筯筶筩筤筥筳 筡 筤筩笋筥筲筥筮筴 筴筹筰筥 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筨筩筣筨 筨筡筳 筴筨筥 筡筤筶筡筮筴筡筧筥 筴筨筡筴 筩筴 筤筯筥筳
筮筯筴 筲筥筱筵筩筲筥 筴筨筥 筶筡筲筩筡筮筣筥 筵筮筤筥筲 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筴筯 筢筥 筥筱筵筩筰筰筥筤 筷筩筴筨 筡 筲筩筧筨筴笭筈筡筡筲 筰筲筩筯筲笺

笳笵



2.4. Examples

筷筨筩筬筥 筦筯筲 筣筯筮筶筥筮筩筥筮筣筥 筷筥 筧筩筶筥 筴筨筥 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 筢筥筬筯筷 筦筯筲 H1 筷筩筴筨 筴筨筥 筶筡筲筩筡筮筣筥 σ2 筢筥筩筮筧
筬筥筦筴 筡 筦筲筥筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲第 筷筥 筣筡筮 筦筲筥筥筬筹 筡筰筰筬筹 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 筴筯 筡筮筹 H′

1 ⊂ H1第 筩筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲
筷筩筴筨 H′

1 筲筥筳筴筲筩筣筴筥筤 筴筯 筤筥筮筳筩筴筩筥筳 筷筩筴筨 筡 笌筸筥筤 筶筡筲筩筡筮筣筥笮 答筨筥 筰筲筩筣筥 筴筯 筰筡筹 筩筳 筴筨筡筴 筴筨筥
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筤筥筲筩筶筥筤 筢筥筬筯筷第 筷筨筩筬筥 筧筲筯筷筴筨笭筯筰筴筩筭筡筬 筦筯筲 筴筨筥 笌筸筥筤 Q ∈ H1 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筷筨筩筣筨
筴筨筥筹 筡筲筥 筤筥笌筮筥筤第 筷筩筬筬 筩筮 筧筥筮筥筲筡筬 筮筯筴 筢筥 筇筒筏筗 笨worst-case 筧筲筯筷筴筨 筯筰筴筩筭筡筬第 筳筥筥 筛笴笲筝笩
筩筮 筴筨筥 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥 筯筶筥筲 筡筬筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筩筮 H1 筷筨筥筮 σ2 筶筡筲筩筥筳 筷筩筴筨筩筮 H1笮

筁筳筳筵筭筥 筴筨筥筮 筴筨筡筴 筤筡筴筡 筡筲筲筩筶筥筳 筡筳 筡 筢筬筯筣筫 筯筦 筯筵筴筣筯筭筥筳 筴筯筧筥筴筨筥筲 筷筩筴筨 筧筩筶筥筮 筣筯筶筡筲筩筡筴筥
筶筥筣筴筯筲筳第 筩笮筥笮 U 笽 笨笨Y1,x1笩, . . . , 笨Yn,xn笩笩 筷筩筴筨 Yi ∈ R 筡筮筤 xi 笽 笨xi,0, xi,1, . . . , xi,d笩

T ∈
Rd+1笮 筄筥笌筮筥 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筮筯筲筭筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 Gσ,γ 筷筩筴筨 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筤筥筮筳筩筴筩筥筳

gσ,γ笨Y n笩 笺笽 gσ,γ笨Y n | xn笩 笽
笱

笨笲πσ2笩n/2
· e−

1
2σ2

∑
(Yi−νi)2 笨笲笮笴笮笱笰笩

筷筩筴筨 γ 笽 笨γ0, γ1, . . . , γd笩
T ∈ Rd+1 筡筮筤

νi 笺笽 γTxi. 笨笲笮笴笮笱笱笩

筈筥筲筥 筡筮筤 筩筮 筴筨筥 筳筥筱筵筥筬第 筳筵筭筳 筷筩筴筨筯筵筴 筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹 筤筥筮筯筴筥筤 筲筡筮筧筥筳 筡筲筥 筩筮筶筡筲筩筡筢筬筹 筴筡筫筥筮
筴筯 筢筥 筯筶筥筲 i 笽 笱..n 筡筮筤 筷筥 筯筭筩筴 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 xn 筦筲筯筭 筴筨筥 筮筯筴筡筴筩筯筮第 筳筩筮筣筥 筴筨筥筹 筡筲筥
笌筸筥筤 筴筨筲筯筵筧筨筯筵筴 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筡筮筡筬筹筳筩筳笮

筗筥 筦筯筣筵筳 筯筮 筴筨筥 筭筯筳筴 筣筯筭筭筯筮 筣筡筳筥 筩筮 筷筨筩筣筨 筯筮筥 筯筦 筴筨筥 筣筯筶筡筲筩筡筴筥筳第 xi,0第 筨筡筳 筡
筳筰筥筣筩筡筬 筳筴筡筴筵筳 筡筮筤 筷筥 筷筡筮筴 筴筯 筴筥筳筴 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筣筯筥笎筣筩筥筮筴 γ0 筩筳 筥筱筵筡筬 筴筯
笰笮 筗筥 筴筨筵筳 筷筡筮筴 筴筯 筤筥筳筩筧筮 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 筴筥筳筴筩筮筧 筡筮筹 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 筴筡筫筥筮
筦筲筯筭 筴筨筥 筦筵筬筬 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H1 筶筳笮 筴筨筥 筮筵筬筬 P 第 筷筨筥筲筥 H1 筡筮筤 P 筡筲筥 筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹
筧筩筶筥筮 筢筹笺

H1 笽 {Gσ,γ 笺 γ ∈ Rd+1, γ0 ̸笽 笰, σ > 笰} 笻 P 笽 {Gσ,γ 笺 γ ∈ Rd+1, γ0 笽 笰, σ > 笰}.
笨笲笮笴笮笱笲笩

筗筥 筭筡筫筥 筴筨筥 筳筴筡筮筤筡筲筤 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 筴筨筡筴 n ≥ d 笫 笱 筡筮筤 筴筨筡筴 筴筨筥 筭筡筴筲筩筸 笨x1, . . . ,xn笩
筨筡筳 筭筡筸筩筭筡筬 笨筩笮筥笮 d笫 笱笩 筲筡筮筫笮 筎筯筷 筤筥笌筮筥 筴筨筥 筴筲筡筮筳筦筯筲筭筥筤 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳 λ 笺笽 −笱/笨笲σ2笩
筡筮筤 β 笽 笨β1, . . . , βd笩

T 筷筩筴筨第 筦筯筲 j 笽 笱..d第 βj 笺笽 γj/σ
2 筡筮筤 θ 笺笽 γ0/σ

2 筡筮筤 筳筥筴 tj笨Y
n笩 笽∑

Yixi,j 笮 筒筥筷筲筩筴筩筮筧 筴筨筥 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 笨笲笮笴笮笱笰笩 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筩筳 筮筥筷 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筡筮筤

筴筨筥 tj 第 筤筥筮筯筴筩筮筧 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筩筮筧 筤筥筮筳筩筴筩筥筳 筢筹 f
(θ)
λ,β第 筷筥 筳筥筥 筴筨筡筴

f
(θ)
λ,β笨yn笩 笽 gσ,γ笨yn笩 笽 筥筸筰

λ∑ y2i 笫 θt0笨yn笩 笫

d∑
j=1

βjtj笨y
n笩

 · h1笨yn笩h2笨σ,γ笩

笨笲笮笴笮笱笳笩

筦筯筲 筳筯筭筥 筦筵筮筣筴筩筯筮 h1 筮筯筴 筤筥筰筥筮筤筩筮筧 筯筮 筴筨筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳 筡筮筤 h2 筮筯筴 筤筥筰筥筮筤筩筮筧 筯筮 筴筨筥

筤筡筴筡 yn笮 筌筥筴第 筦筯筲 θ ∈ R第 Q(θ) 筢筥 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 F
(θ)
λ,β 筷筩筴筨 筤筥筮筳筩筴筩筥筳 f

(θ)
λ,β笮 筗筥

筳筥筥 筴筨筡筴 筦筯筲 筥筡筣筨 θ ∈ R第 Q(θ) 筩筳 筡 笨d笫 笱笩笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筷筩筴筨 筳筵笎筣筩筥筮筴
筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筶筥筣筴筯筲 (∑

Y 2
i , t1笨Y n笩, . . . , td笨Y

n笩
)
. 笨笲笮笴笮笱笴笩
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Chapter 2. Optimal E-Values for Exponential Families: the Simple Case

筡筮筤 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 M
(θ)
q 笽 笨笰,∞笩 × Rd笮 答筨筥 筯筲筩筧筩筮筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筶筥筣筴筯筲

筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筯 笨λ,β笩 筩筳 笨σ2,γ笩 筷筩筴筨 σ2 笺笽 −笱/笨笲λ笩 筡筮筤 γ 笽 笨σ2θ, σ2β1, . . . , σ
2βd笩

筡筮筤 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筶筥筣筴筯筲 筩筳

µ 笺笽
(
nσ2 笫

∑
ν2i ,
∑

xi,1νi, . . . ,
∑

xi,dνi

)T
. 笨笲笮笴笮笱笵笩

筷筩筴筨 νi 筡筳 筩筮 笨笲笮笴笮笱笱笩笮 筏筢筳筥筲筶筥 筴筨筡筴 H1 笽
⋃
θ∈R\{0} Q(θ) 筡筮筤 P 笽 Q(0)笮 筆筯筲 筥筸筰筯筳筩筴筯筲筹

筣筯筮筶筥筮筩筥筮筣筥第 筷筥 筳筬筩筧筨筴筬筹 筤筥筶筩筡筴筥筤 筦筲筯筭 筯筵筲 筰筲筥筶筩筯筵筳 筮筯筴筡筴筩筯筮 筨筥筲筥 筢筹 筨筡筶筩筮筧 筡 筣筡筮筯筮筩筣筡筬
筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筶筥筣筴筯筲 筯筦 筴筨筥 筦筯筲筭 笨λ,β笩 筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 β 笽 笨β1, . . . , βd笩笻 筴筨筵筳 β 筩筳
d笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筢筵筴 µ 筳筴筩筬筬 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 筡 筦筵筬筬 笨d笫 笱笩笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲笮

筈筡筶筩筮筧 筥筳筴筡筢筬筩筳筨筥筤 筴筨筡筴 Q(θ) 筡筮筤 P 筡筲筥第 筩筮筤筥筥筤第 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筷筥 筷筩筬筬 筮筯筷
筳筨筯筷 筴筨筡筴 答筨筥筯筲筥筭 笱 筩筮 筴筨筥 筦筯筲筭 筯筦 筃筯筲筯筬筬筡筲筹 笱 筩筳 筡筰筰筬筩筣筡筢筬筥 筴筯 筴筨筥筭笮 答筨筵筳第 笌筸
筡筲筢筩筴筲筡筲筹 Q◦ ∈ H1笮 筗筥 筭筵筳筴 筨筡筶筥 筴筨筡筴 Q◦ ∈ Q(θ◦) 筦筯筲 筳筯筭筥 θ◦ 筡筮筤 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筹 筯筦

Q◦ 筣筡筮 筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筡筳 f
(θ◦)
λ◦,β◦ 筯筲 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴筬筹 筡筳 gσ◦,γ◦ 筷筩筴筨 σ◦第 γ◦ 筡筮筤 ν◦ 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯

θ◦, λ◦ 筡筮筤 β◦ 筩筮 筴筨筥 筳筡筭筥 筷筡筹 筡筳 筢筥筦筯筲筥第 筩筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 ν◦i 笽 γ◦Txi 笨筷筥 筣筡筮 筮筯筷 筳筥筥
筨筯筷 筴筨筩筳 筥筸筡筭筰筬筥 筥筸筴筥筮筤筳 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笴笮笳笺 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筮筯筴筡筴筩筯筮 筦筲筯筭 筴筨筡筴 筥筸筡筭筰筬筥第 筩笮筥笮 m
筴筨筥 筭筥筡筮 筯筦 U 筡筮筤 s2 筩筴筳 筶筡筲筩筡筮筣筥 筵筮筤筥筲 Q第 筷筥 筳筥筴 n 笽 笱第 d 笽 笰第 x1 笽 笱第 ν◦1 笽 γ◦0 笽 m
筡筮筤 σ◦2 笽 s2笩笮

筓筩筭筰筬筥 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筩筯筮 筧筩筶筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筥筬筥筭筥筮筴 筩筮 P 筴筨筡筴 筭筩筮筩筭筩筺筥筳 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥第
筩笮筥笮 筡筣筨筩筥筶筥筳 筭筩筮P∈P D笨Q∥P 笩第 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 P 笽 Gγ∗,σ∗ 筷筩筴筨 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳 σ∗2 筡筮筤
γ∗ 笽 笨笰, γ∗1 , . . . , γ

∗
d笩 筷筨筥筲筥 γ∗ 筩筳 筡 筅筵筣筬筩筤筥筡筮 筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 筡筮筤 σ∗2 筩筳 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筴筨筩筳

筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 筶筩筡

σ∗2 笽 筭筩筮
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筴筥筲筭 筩筮 笨笲笮笵笮笴笩 筩筳 筮筥筧筡筴筩筶筥 筡筮筤第 筳筩筮筣筥 h笨笰笩 笽 笰第 筴筨筥 筳筥筣筯筮筤 筴筥筲筭 筩筳 筡筬筳筯 筮筥筧筡筴筩筶筥 筯筮
筛笰, 笱筝笮 等筴 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴 h 筩筳 筤筥筣筲筥筡筳筩筮筧 筷筨筥筮 笆p笨µ笩 − 笆q笨µ笩 筩筳 筰筯筳筩筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥第 筳筯
筴筨筡筴 笨βp笨µ笻µ′笩 − βq笨µ笻µ′笩笩T 笨µ− µ′笩笩 ≤ 笰第 筡筳 筷筡筳 筴筯 筢筥 筳筨筯筷筮笮

笨笲笩 ⇒ 笨笳笩 筗筥 筵筳筥 筡 筳筩筭筩筬筡筲 筡筲筧筵筭筥筮筴 筡筳 筷筡筳 筵筳筥筤 筴筯 筰筲筯筶筥 筴筨筥 筰筲筥筶筩筯筵筳 筩筭筰筬筩筣筡筴筩筯筮第 筳筯
筬筥筴 µ,µ′ ∈ Mq 筡筮筤 筤筥筮筯筴筥 µ笨α笩 笽 笨笱−α笩µ′ 笫αµ 筡筳 筢筥筦筯筲筥笮 筄筥笌筮筥 h笨α笩 笺笽 g笨µ笨α笩笻µ′笩笮
筕筳筩筮筧 筴筨筥 筣筨筡筩筮 筲筵筬筥 筯筦 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筩筯筮 筴筯筧筥筴筨筥筲 筷筩筴筨 笨笲笮笳笮笱笩第 筷筥 筳筥筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥
筯筦 h 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹

d

dα
h笨α笩 笽 笨βp笨µ笨α笩笻µ′笩 − βq笨µ笨α笩笻µ′笩笩T 笨µ− µ′笩

笽
笱

α
笨βp笨µ笨α笩笻µ′笩 − βq笨µ笨α笩笻µ′笩笩T 笨µ笨α笩 − µ′笩.

等筦 筩筴筥筭 笨笲笩 筨筯筬筤筳第 筴筨筥筮 筷筥 筨筡筶筥 筴筨筡筴 d
dαh笨α笩 ≤ 笰笮 筓筩筮筣筥 h笨笰笩 笽 笰 筡筮筤 h笨笱笩 笽

D笨Pµ∥Pµ′笩 −D笨Qµ∥Qµ′笩第 筷筥 筳筥筥 筴筨筡筴 筩筴筥筭 笨笲笩 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴

D笨Pµ∥Pµ′笩 −D笨Qµ∥Qµ′笩 ≤ 笰,

筡筳 筷筡筳 筴筯 筢筥 筳筨筯筷筮笮

笨笳笩 ⇒ 笨笴笩 筁筳筳筵筭筥 筴筨筡筴 D笨Pµ∥Pµ′笩 −D笨Qµ∥Qµ′笩 ≤ 笰 筦筯筲 筡筬筬 µ,µ′ ∈ Mq笮 答筯筧筥筴筨筥筲
筷筩筴筨 笨笲笮笵笮笳笩 筴筨筩筳 筧筩筶筥筳第 筦筯筲 筡筬筬 µ,µ′ ∈ Mq第 筡筬筬 β ∈ Bp;µ′ 笺

D笨Pµp(β;µ′)∥Pµ′笩 − βTµp笨β笻µ′笩 ≤ D笨Pµ∥Pµ′笩 − βTµ ≤ D笨Qµ∥Qµ′笩 − βTµ.

笨笲笮笵笮笵笩

筁筰筰筬筹筩筮筧 筴筨筩筳 筷筩筴筨 µ 笽 µq笨β笻µ′笩 筡筮筤 筲筥笭筡筲筲筡筮筧筩筮筧 筧筩筶筥筳

−D笨Pµp(β;µ′)∥Pµ′笩 笫 βTµp笨β笻µ′笩 ≥ −D笨Qµq(β;µ′)∥Qµ′笩 笫 βTµq笨β笻µ′笩, 笨笲笮笵笮笶笩

筷筨筩筣筨第 筢筹 筴筨筥 筥筱筵筡筬筩筴筹 筩筮 筫筥筹 筦筡筣筴 笨笲笮笵笮笳笩 筩筳 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筴筯 筬筯筧Zp笨β笻µ′笩 ≥ 筬筯筧Zq笨β笻µ′笩第
筷筨筩筣筨 筩筳 筷筨筡筴 筷筥 筨筡筤 筴筯 筰筲筯筶筥笮

Remaining Implications 笨笴笩 ⇒ 笨笵笩 筮筯筷 筦筯筬筬筯筷筳 筢筹 筴筨筥 筥筱筵筡筬筩筴筹 筩筮 笨笲笮笲笮笱笩 筡筮筤
筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筯筦 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 笨笵笩 ⇒ 笨笶笩 筦筯筬筬筯筷筳 筦筲筯筭 筰筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笱第 笨笶笩 ⇒ 笨笷笩
筦筯筬筬筯筷筳 筢筥筣筡筵筳筥 筡 筧筬筯筢筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筳 筡筵筴筯筭筡筴筩筣筡筬筬筹 筡筬筳筯 筡 筬筯筣筡筬 筯筮筥第 筡筮筤 笨笷笩 ⇒ 笨笸笩
筡筧筡筩筮 筦筯筬筬筯筷筳 筦筲筯筭 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笱笮 筆筩筮筡筬筬筹第 笨笸笩 ⇒ 笨笱笩 筨筡筳 筡筬筲筥筡筤筹 筢筥筥筮 筥筳筴筡筢筬筩筳筨筥筤 筡筳
筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笲笮

2.6 Conclusion and Future Work

筗筥 筨筡筶筥 筰筲筯筶筩筤筥筤 筡 筴筨筥筯筲筥筭 筴筨筡筴第 筵筮筤筥筲 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筰筲筥笭筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳第 筰筲筯筶筩筤筥筳 筡 筧筥筮筥筲筡筬
筳筵笎筣筩筥筮筴 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筵筮筤筥筲 筷筨筩筣筨 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴筳 筡 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 筴筥筳筴筩筮筧 筡 筳筩筭筰筬筥
筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筶筥筲筳筵筳 筡 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筲筥筧筵筬筡筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬笮 答筨筥 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮
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筷筡筳 筧筩筶筥筮 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筳筥筶筥筲筡筬 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳第 筴筨筥 筭筯筳筴 筤筩筲筥筣筴 筢筥筩筮筧 筰筥筲筨筡筰筳 筴筨筥
筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筠笆p笨µ笩 − 笆q笨µ笩 筩筳 筰筯筳筩筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ Mq笧笮 筁 筤筩筲筥筣筴 筦筯筬筬筯筷笭筵筰
筱筵筥筳筴筩筯筮 筩筳笺 筣筡筮 筷筥 筣筯筮筳筴筲筵筣筴 筇筒筏 筯筲 筣筬筯筳筥笭筴筯笭筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筩筮 筣筡筳筥 筥筩筴筨筥筲 筴筨筥
筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筰筲筥笭筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筯筲 筴筨筥 筰筯筳筩筴筩筶筥 筤筥笌筮筩筴筥筮筥筳筳 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筤筯 not 筨筯筬筤笿 答筨筥
筥筸筡筭筰筬筥 筯筦 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笴笮笳第 筡筮筤 筩筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筆筩筧筵筲筥 笲笮笳第 筩筮筤筩筣筡筴筥筤 筴筨筡筴 筩筮 筴筨筡筴 筣筡筳筥第
筭筡筮筹 筴筨筩筮筧筳 筣筡筮 筨筡筰筰筥筮笺 筵筮筤筥筲 筳筯筭筥 µ ∈ Mq 笨筧筲筥筥筮 筣筵筲筶筥笩第 qµ/pµ 筳筴筩筬筬 筧筩筶筥筳 筡 筧筬筯筢筡筬
筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笻 筦筯筲 筯筴筨筥筲 µ 笨筢筬筵筥笩第 筩筴 筧筩筶筥筳 筡 筬筯筣筡筬 筢筵筴 筮筯筴 筧筬筯筢筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笻 筦筯筲 筹筥筴
筯筴筨筥筲 µ 笨筰筩筮筫笩第 筩筴 筤筯筥筳 筮筯筴 筧筩筶筥 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筡筴 筡筬筬笮

筎筥筶筥筲筴筨筥筬筥筳筳第 筩筴 筴筵筲筮筳 筯筵筴 筴筨筡筴 筩筦 筴筨筥 筰筲筥笭筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筨筯筬筤 筡筮筤 筴筨筥 筠筯筰筰筯筳筩筴筥笧
筯筦 筴筨筥 筰筯筳筩筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筨筯筬筤筳第 筩笮筥笮 筩筦 笆p笨µ笩−笆q笨µ笩 筩筳 negative 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥
筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ Mq第 筴筨筥筮 筴筨筥筲筥 筩筳 筡筧筡筩筮 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筲筵筣筴筵筲筥 筴筯 筡筮筡筬筹筺筥 筴筨筥 筰筲筯筢筬筥筭笮 答筨筥
筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筩筬筬 筮筯筷 筢筥 筢筡筳筥筤 筯筮 筡 筭筩筸筴筵筲筥 筯筦 筥筬筥筭筥筮筴筳 筯筦 筴筨筥 筮筵筬筬第 筢筵筴 筴筨筥 筳筰筥筣筩笌筣
筭筩筸筴筵筲筥 筷筩筬筬 筤筥筰筥筮筤 筯筮 筴筨筥 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥笺 筷筥 筮筯筷 筮筥筥筤 筴筯 筬筯筯筫 筡筴 筩笮筩笮筤笮 筲筥筰筥筴筩筴筩筯筮筳 筯筦 U
筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 筡 筳筩筮筧筬筥 筯筵筴筣筯筭筥 U 笮 筗筥 筷筩筬筬 筰筲筯筶筩筤筥 筳筵筣筨 筡筮 筡筮筡筬筹筳筩筳 筩筮 筦筵筴筵筲筥 筷筯筲筫笮

筁筮筯筴筨筥筲 筩筮筴筥筲筥筳筴筩筮筧 筡筶筥筮筵筥 筦筯筲 筦筵筴筵筲筥 筷筯筲筫 筩筳 筴筯 筥筸筴筥筮筤 筴筨筥 筡筮筡筬筹筳筩筳 筴筯 curved
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筛笳笳筝笮 筗筨筩筬筥 筷筥 筤筯 筮筯筴 筨筡筶筥 筡筮筹 筧筥筮筥筲筡筬 筲筥筳筵筬筴筳 筩筮 筴筨筩筳 筤筩筲筥筣筴筩筯筮
筹筥筴第 筴筨筥 筡筮筡筬筹筳筩筳 筢筹 筛笶笲筝 筳筵筧筧筥筳筴筳 筴筨筡筴 筴筨筩筳 筭筡筹 筢筥 筰筯筳筳筩筢筬筥笮 筌筩筡筮筧 筛笶笲筝 筣筯筮筳筩筤筥筲筳 筡
筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筃筯筣筨筲筡筮笭筍筡筮筴筥筬笭 筈筡筥筮筳筺筥筬 筴筥筳筴第 筩筮 筷筨筩筣筨 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筥筸筰筲筥筳筳筥筳
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筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬第 筦筯筲 筷筨筩筣筨 筛笶笲筝 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筡 筬筯筣筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筥筸筩筳筴筳 筢筹 筣筯筮筳筩筤筥筲筩筮筧 筴筨筥 筳筥筣筯筮筤
筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥 筯筦 筴筨筥 筦筵筮筣筴筩筯筮 f笨β笻µ∗笩 筡筳 筩筮 笨笲笮笲笮笱笩第 筪筵筳筴 筬筩筫筥 筩筮 筴筨筥 筰筲筥筳筥筮筴 筰筡筰筥筲 筢筵筴
筷筩筴筨 β 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筩筮筧 筡 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筳筵筩筴筡筢筬筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 筴筨筥 筣筡筮筯筮筩筣筡筬
筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筯筦 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹笮 答筨筥 筬筯筣筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筳 筴筨筥筮 筳筨筯筷筮 筴筯 筢筥
筡 筧筬筯筢筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筢筹 筡 筴筥筣筨筮筩筱筵筥 筤筩笋筥筲筥筮筴 筦筲筯筭 筴筨筥 筣筯筮筳筴筲筵筣筴筩筯筮 筯筦 Q 筷筥 筵筳筥 筨筥筲筥笮
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筡筢筯筵筴 筥筸筩筳筴筥筮筣筥 筯筦 generalized 筬筩筮筥筡筲 筭筯筤筥筬筳 筷筩筴筨筯筵筴 筡筳筳筵筭筩筮筧 筡 model-X 筣筯筮筤筩筴筩筯筮
筛笳笹筝 筼 筡 筳筩筴筵筡筴筩筯筮 筡筢筯筵筴 筷筨筩筣筨 筣筵筲筲筥筮筴筬筹 筮筥筸筴 筴筯 筮筯筴筨筩筮筧 筩筳 筫筮筯筷筮笮

Appendix 2.A Details for Section 2.4.4

筗筥 筮筥筥筤 筴筯 筥筳筴筡筢筬筩筳筨 筴筨筡筴 笆p笨µ笩−笆
(θ◦)
q 笨µ笩 笽 笆

(0)
q 笨µ笩−笆

(θ◦)
q 笨µ笩 筩筳 筰筯筳筩筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥

筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ Rd笮
答筨筵筳第 筴筡筫筥 筡筮筹 µ∗ ∈ Rd笮 筂筹 笨笲笮笴笮笱笵笩第 筷筥 筨筡筶筥 筴筨筡筴 q

(θ◦)
µ∗ 笽 f

(θ◦)
λ◦,β◦ 筡筮筤 pµ∗ 笽

q
(0)
µ∗ 笽 f

(0)
λ∗,β∗ 筦筯筲 筳筯筭筥 λ◦,β◦ 筡筮筤 λ∗,β∗ 筴筨筡筴 筡筲筥 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筥筡筣筨 筯筴筨筥筲 筶筩筡 筴筨筥 筮筯筲筭筡筬

筥筱筵筡筴筩筯筮筳 笨笲笮笴笮笱笶笩笮 筂筡筳筥筤 筯筮 筴筨筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筳 笨笲笮笴笮笱笴笩第 筷筥 筣筡筮 筴筨筵筳 筷筲筩筴筥第 筦筯筲
θ ∈ {笰, θ◦}第 筴筨筡筴

笆(θ)
q 笨µ∗笩 笽

(
A(θ) B(θ)

笨B(θ)笩T C(θ)

)
筷筨筥筲筥 A(θ◦) 筩筳 筴筨筥 筶筡筲筩筡筮筣筥 筯筦

∑
Y 2
i 筡筣筣筯筲筤筩筮筧 筴筯 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 F

(θ◦)
λ◦,β◦ 筡筮筤 C(θ◦) 筩筳 筴筨筥

笴笱



2.1. Details for Section 2.4.4

d× d 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筸 筯筦 筴筨筥 tj笨Y
n笩 筡筣筣筯筲筤筩筮筧 筴筯 筴筨筩筳 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筡筮筤

B(θ◦) 笽
(
cov

(∑
Y 2
i , t1笨Y n笩

)
, . . . ,cov

(∑
Y 2
i , td笨Y

n笩
))

筷筨筥筲筥 筴筨筥 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥筳 筡筲筥 筡筧筡筩筮 筵筮筤筥筲 筴筨筩筳 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笮 筓筩筭筩筬筡筲筬筹第 A(0) 筩筳 筴筨筥 筶筡筲筩筡筮筣筥

筯筦
∑
Y 2
i 筡筣筣筯筲筤筩筮筧 筴筯 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 F

(0)
λ∗,β∗ 筡筮筤 B(0)第 C(0) 筡筲筥 筤筥笌筮筥筤 筡筣筣筯筲筤筩筮筧筬筹笮

筐筯筳筩筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥筮筥筳筳 筯筦 笆
(0)
q 笨µ∗笩 − 笆

(θ◦)
q 笨µ∗笩 筩筳 筥筡筳筩筬筹 筳筥筥筮 筴筯 筢筥 筩筭筰筬筩筥筤1 筩筦 筷筥

筣筡筮 筳筨筯筷 筴筨筡筴 C(0) − C(θ◦) 筩筳 筰筯筳筩筴筩筶筥 筤筥笌筮筩筴筥 筡筮筤 筴筨筡筴

笨A(0) −A(θ◦)笩 − 笨B(0) −B(θ◦)笩T 笨C(0) − C(θ◦)笩−1笨B(0) −B(θ◦)笩 ≥ 笰. 笨笲笮筁笮笱笩

答筯 筳筨筯筷 筴筨筡筴 C(0) −C(θ◦) 筩筳 筰筯筳筩筴筩筶筥 筤筥笌筮筩筴筥第 筮筯筴筥 筴筨筡筴 C(θ◦) 笨筡筳 筩筳 筲筥筡筤筩筬筹 筥筳筴筡筢筬筩筳筨筥筤第

筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筢筹 筴筷筩筣筥 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筩筮筧 筬筯筧Z
(θ◦)
q 笨λ,β笻µ∗笩 筡筴 λ 笽 笰,β 笽 笰笩 筩筳 筳筩筭筰筬筹 筴筨筥

筳筴筡筮筤筡筲筤 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筸 筩筮 筬筩筮筥筡筲 筲筥筧筲筥筳筳筩筯筮 筳筣筡筬筥筤 筢筹 笱/σ◦2第 筩笮筥笮 C(θ◦) 笽 σ◦2∑xix
T
i

筷筨筩筣筨 筢筹 筴筨筥 筭筡筸筩筭筡筬 筲筡筮筫 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 筩筳 筰筯筳筩筴筩筶筥 筤筥笌筮筩筴筥笮 筓筩筭筩筬筡筲筬筹 C(0) 笽 σ∗2∑xix
T
i

筳筯 筴筨筡筴第 筳筩筮筣筥 筢筹 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 θ◦ 笽̸ 笰 筡筮筤 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筮筯筲筭筡筬 筥筱筵筡筴筩筯筮筳 笨笲笮笴笮笱笶笩第 筷筥 筨筡筶筥
筴筨筡筴 C(0) − C(θ) 笽 cC(θ) 筦筯筲 c 笽 σ∗2 − σ◦2 > 笰 筩筳 筡筬筳筯 筰筯筳筩筴筩筶筥 筤筥笌筮筩筴筥笮

等筴 筯筮筬筹 筲筥筭筡筩筮筳 筴筯 筳筨筯筷 笨笲笮筁笮笱笩笮 筁筳 筡筧筡筩筮 筥筡筳筩筬筹 筥筳筴筡筢筬筩筳筨筥筤 笨筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筢筹

筴筷筩筣筥 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筩筮筧 筬筯筧Z
(θ◦)
q 笨λ,β笻µ∗笩 筡筴 λ 笽 笰,β 笽 笰笩第 筷筥 筨筡筶筥 筴筨筡筴 A(θ◦) 笽

笲σ◦2 (笲笨
∑
ν◦2i 笩 笫 nσ◦2) 筡筮筤 筳筩筭筩筬筡筲筬筹 筷筥 笌筮筤 A(0) 笽 笲σ∗2 (笲笨

∑
ν∗2i 笩 笫 nσ∗2) 筡筮筤

B
(θ◦)
j 笽 −笲σ◦2 笨

∑
ν◦i xi,j笩 筡筮筤 筳筩筭筩筬筡筲筬筹 B

(0)
j 笽 −笲σ∗2 笨

∑
ν∗i xi,j笩笮 筂筹 筴筨筥 筮筯筲筭筡筬

筥筱筵筡筴筩筯筮筳 笨笲笮笴笮笱笶笩 筷筥 笌筮筤 筴筨筡筴 B
(0)
j − B

(θ◦)
j 笽 −笲笨σ∗2 − σ◦2笩

∑
ν∗i xi,j 笮 筁筦筴筥筲 筳筯筭筥

筭筡筴筲筩筸 筭筵筬筴筩筰筬筩筣筡筴筩筯筮筳 笨筷筨筥筲筥 筷筥 筭筡筹 筵筳筥 筴筨筥 筣筹筣筬筩筣 筰筲筯筰筥筲筴筹 筯筦 筴筨筥 筴筲筡筣筥 筯筦 筡 筭筡筴筲筩筸
筰筲筯筤筵筣筴笩 筷筥 筧筥筴 筴筨筡筴 笨笲笮筁笮笱笩 筩筳 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筴筯

笨A(0) −A(θ)◦笩 − 笴笨σ∗2 − σ◦2笩
∑

ν∗2i ≥ 笰.

筂筵筴 筴筨筩筳 筩筳 筥筡筳筩筬筹 筶筥筲筩笌筥筤笺 筩筴 筩筳 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筴筯

笲σ∗2
(

笲
(∑

ν∗2i

)
笫 nσ∗2 − 笲

(∑
ν∗2i

))
−笲σ◦2

(
笲
(∑

ν◦2i

)
笫 nσ◦2 − 笲

(∑
ν∗2i

))
≥ 笰

筷筨筩筣筨 筩筮 筴筵筲筮 筩筳 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筴筯

笲nσ∗4 − 笲nσ◦4 笫 笴笨
∑

ν∗2i −
∑

ν◦2i 笩σ◦2 ≥ 笰

筷筨筩筣筨 筢筹 筴筨筥 筮筯筲筭筡筬 筥筱筵筡筴筩筯筮筳 筩筳 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筴筯

σ∗4 − σ◦4 笫 笲笨σ∗2 − σ◦2笩σ◦2 ≥ 笰

筢筵筴 筴筨筩筳 筭筵筳筴 筢筥 筴筨筥 筣筡筳筥 筳筩筮筣筥 筢筹 筴筨筥 筮筯筲筭筡筬 筥筱筵筡筴筩筯筮筳第 σ∗2 > σ◦2笮

1For an explicit derivation see https://math.stackexchange.com/questions/2280671/

definiteness-of-a-general-partitioned-matrix-mathbf-m-left-beginmatrix-bf.
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Chapter 3

E-Values for Exponential
Families: the General Case

Abstract

筗筥 筡筮筡筬筹筺筥 筣筯筭筭筯筮 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筮筤 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳 筦筯筲 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬筳笺 筴筨筥 筯筰筴筩筭筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筢筡筳筥筤 筯筮 筴筨筥 筲筥筶筥筲筳筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 笨筒等筐筲笩第
筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 笨筃筏筎筄笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筡筮筤 筴筨筥 筵筮筩筶筥筲筳筡筬 筩筮筦筥筲筥筮筣筥 笨筕等笩 筡筮筤 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筩筺筥筤
筒等筐筲 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳笮 筗筥 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筥 筴筨筥 筒等筐筲 筰筲筩筯筲 筦筯筲 筳筩筭筰筬筥 筡筮筤 筂筡筹筥筳笭筭筩筸筴筵筲筥 筢筡筳筥筤
筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳第 筥筩筴筨筥筲 筰筲筥筣筩筳筥筬筹 笨筦筯筲 筇筡筵筳筳筩筡筮 筮筵筬筬筳 筡筮筤 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳笩 筯筲 筩筮 筡筮 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥
筳筥筮筳筥 笨筧筥筮筥筲筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笩笮 筗筥 筰筲筯筶筩筤筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筵筮筤筥筲 筷筨筩筣筨 筴筨筥 筒等筐筲
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筳 笨筡筧筡筩筮 筥筸筡筣筴筬筹 筶筳笮 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣筡筬筬筹笩 筥筱筵筡筬 筴筯 筴筨筥 筃筏筎筄 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 筂筡筳筥筤
筯筮 筴筨筥筳筥 筡筮筤 筯筴筨筥筲 筩筮筴筥筲筲筥筬筡筴筩筯筮筳 筷筨筩筣筨 筷筥 筥筳筴筡筢筬筩筳筨第 筷筥 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筴筨筥 筥笭筰筯筷筥筲 筯筦 筴筨筥
筦筯筵筲 筥笭筳筴筡筴筩筳筴筩筣筳 筡筳 筡 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥第 筥筸筡筣筴筬筹 筦筯筲 筇筡筵筳筳筩筡筮 筡筮筤 筵筰 筴筯 o笨笱笩 筩筮
筧筥筮筥筲筡筬笮 筆筯筲 d笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筮筵筬筬 筡筮筤 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥第 筴筨筥 筥笭筰筯筷筥筲 筯筦 筕等 筴筥筮筤筳 筴筯 筢筥 筳筭筡筬筬筥筲
筢筹 筡 筴筥筲筭 筯筦 笨d/笲笩 筬筯筧 n笫O笨笱笩 筴筨筡筮 筴筨筡筴 筯筦 筴筨筥 筃筏筎筄 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筷筨筩筣筨 筩筳 筴筨筥 筣筬筥筡筲
筷筩筮筮筥筲笮

3.1 Introduction

等筮筴筥筲筥筳筴 筩筮 筥笭筶筡筬筵筥筳 筼 筡 筴筥筲筭 筣筯筩筮筥筤 筯筮筬筹 筩筮 笲笰笱笹 筼 筨筡筳 筥筸筰筬筯筤筥筤 筩筮 筲筥筣筥筮筴 筹筥筡筲筳笮 筋筥筹
筰筵筢筬筩筣筡筴筩筯筮筳 筩筮筣筬筵筤筥 筛笹笵第 笴笲第 笹笱第 笷笶筝笻 筳筥筥 筴筨筥 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筩筯筮 筛笷笱筝 筦筯筲 筭筡筮筹 筭筯筲筥 筲筥筦筥筲筥筮筣筥筳笮
筅笭筶筡筬筵筥筳 筡筲筥 筴筨筥 筶筡筬筵筥筳 筴筡筫筥筮 筯筮 筢筹 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筮筤 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳笮 筅笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筬筬筯筷 筦筯筲
筥笋筯筲筴筬筥筳筳 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筵筮筤筥筲 筯筰筴筩筯筮筡筬 筣筯筮筴筩筮筵筡筴筩筯筮 筼 筣筯筭筢筩筮筩筮筧 筤筡筴筡 筦筲筯筭
筤筩笋筥筲筥筮筴 筳筴筵筤筩筥筳 筷筨筥筮 筴筨筥 筤筥筣筩筳筩筯筮 筴筯 筰筥筲筦筯筲筭 筴筨筥 筳筴筵筤筹 筭筡筹 筤筥筰筥筮筤 筩筮 筵筮筫筮筯筷筮 筷筡筹筳
筯筮 筰筡筳筴 筤筡筴筡笮 筅笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳 筡筤筤筩筴筩筯筮筡筬筬筹 筡筬筬筯筷 筦筯筲 筯筰筴筩筯筮筡筬 筳筴筯筰筰筩筮筧 筷筩筴筨筩筮 筡 筳筴筵筤筹笮

等筮 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筶筡筲筩筯筵筳 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筮筤 笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳 筦筯筲 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳第 筧筩筶筥筮 筩筮 筴筨筥筩筲 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 Mp 筡筳

0This chapter is based on Yunda Hao, and Peter Grünwald. E-Values for Exponential Families:
the General Case. arXiv preprint arXiv:2409.11134, 2024, under submission.
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3.1. Introduction

P 笽 {Pµ 笺 µ ∈ Mp}笮 筗筥 筩筮筶筥筳筴筩筧筡筴筥 筡筮筤 筣筯筭筰筡筲筥 筴筨筥筩筲 e-power 筛笹笴筝 筦筯筲 筩笮筩笮筤笮 筤筡筴筡
U(1), U(2), . . .笮 筒筥筣筡筬筬 筴筨筡筴 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 n 筩筳 筡筮筹 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣

S(n) 笽 S(n)笨U (n)笩 筯筦 筴筨筥 筤筡筴筡 U (n) 笽 笨U(1), . . . , U(n)笩 筳筵筣筨 筴筨筡筴第 筵筮筤筥筲 筡筬筬 P ∈ P第 筷筥

筨筡筶筥 EP 筛S(n)筝 ≤ 笱. 筆筯筲 筡 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 笽 {Q}第 筥筸筰筲筥筳筳筩筮筧 U(1), U(2), . . . ∼ 筩笮筩笮筤笮

Q第 筴筨筥 筥笭筰筯筷筥筲 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 S(n) 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹

EQ筛筬筯筧S(n)筝. 笨笳笮笱笮笱笩

筁 筣筥筮筴筲筡筬 筲筯筬筥 筩筳 筰筬筡筹筥筤 筢筹 筴筨筥 筯筰筴筩筭筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 笨筫筮筯筷筮 筶筡筲筩筯筵筳筬筹 筡筳 筇筒筏 笨筧筲筯筷筴筨
筲筡筴筥 筯筰筴筩筭筡筬笩 筯筲 numéraire笩 筴筨筡筴 筭筡筸筩筭筩筺筥筳 筥笭筰筯筷筥筲 筯筶筥筲 筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筴筨筡筴 筣筡筮 筢筥
筤筥笌筮筥筤 筯筮 U (n)笮 筁 笨筰筥筲筨筡筰筳 the笩 筣筥筮筴筲筡筬 筲筥筳筵筬筴 筩筮 筥笭筶筡筬筵筥 筴筨筥筯筲筹 筛笴笲第 笵笷第 笵笸筝 筳筡筹筳 筴筨筡筴
筩筴 筣筡筮 筢筥 筣筡筬筣筵筬筡筴筥筤 筢筡筳筥筤 筯筮 筴筨筥 reverse information projection (RIPr)笮 筗筥 筳筨筡筬筬
筤筥筮筯筴筥 筴筨筩筳 筯筰筴筩筭筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筡筳 Srip笮 筗筥 筡筬筳筯 筣筯筮筳筩筤筥筲 筡 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筩筺筥筤 筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 筴筨筥
筒等筐筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 Sseq-rip 筴筨筡筴 筩筳 筠筬筯筣筡筬筬筹笧 笨筯筵筴筣筯筭筥笭筷筩筳筥笩 筢筵筴 筮筯筴 筠筧筬筯筢筡筬筬筹笧 笨筳筡筭筰筬筥笭筷筩筳筥笩
筯筰筴筩筭筡筬 筛笸笸第 笸笳第 笴笴筝笮 筗筥 筦筵筲筴筨筥筲 筬筯筯筫 筡筴 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 Scond 筴筨筡筴 筩筳 筢筡筳筥筤 筯筮 conditioning
筯筮 筴筨筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筡筮筤 筡 筰筯筰筵筬筡筲 筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 筴筨筥 universal inference 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 Sui

筛笹笵筝笮 等筮筳筴筡筮筴筩筡筴筩筮筧 筳筵筣筨 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筲筥筱筵筩筲筥筳 筳筰筥筣筩筦筹筩筮筧 筡筮 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥笮 筗筥 笌筲筳筴 筣筯筮筳筩筤筥筲
筡 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 笽 {Q} 筡筳 筩筮 笨笳笮笱笮笱笩笮 等筮 筴筨筩筳 筣筡筳筥第 筵筮筤筥筲 筭筩筬筤 筦筵筲筴筨筥筲 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳
笨筳筥筥 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笱笮笲笩第 筴筨筥 筯筰筴筩筭筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 筡 筳筡筭筰筬筥 筯筦 筳筩筺筥 n 筣筡筮 筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筡筳
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筷筨筥筲筥 q 筩筳 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筹 筯筦 Q第 pµ 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筹 筯筦 Pµ 筡筮筤 W 筡 筰筲筩筯筲 筯筮 筴筨筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲
筳筰筡筣筥 Mp 筯筦 P笮 等筮 筡 筠筣筯筭筰筡筮筩筯筮笧 筰筡筰筥筲 筛笴笰筝第 筷筥 筳筨筯筷筥筤 筴筨筡筴 筵筮筤筥筲 筳筯筭筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳
筯筮 筴筨筥 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筣筥筳 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筯 Q 筡筮筤 筴筨筥 Pµ ∈ P第 筴筨筥 筒等筐筲 筩筳 筡筣筨筩筥筶筥筤
筢筹 筡 筤筥筧筥筮筥筲筡筴筥 筰筲筩筯筲第 筰筵筴筴筩筮筧 筡筬筬 筭筡筳筳 筯筮 筡 筳筩筮筧筬筥 Pµ ∈ P笮 筗筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筴筨筩筳 筡筳 筴筨筥
simple 筣筡筳筥第 筳筩筮筣筥 筩筮 筴筨筩筳 筣筡筳筥第 筡 筳筩筭筰筬筥笭筶筳笮笭筳筩筭筰筬筥 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 筰筲筯筶筩筤筥筳 筴筨筥 筯筰筴筩筭筡筬
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筥筶筥筮 筴筨筯筵筧筨 筴筨筥 筮筵筬筬 筩筳 筣筯筭筰筯筳筩筴筥笮 筃筯筭筰筡筮筩筯筮 筰筡筰筥筲 筛笴笰筝 笨筷筨筩筣筨 筨筡筳 筠筳筩筭筰筬筥笧
筩筮 筴筨筥 筴筩筴筬筥笩第 筯筮筬筹 筣筯筮筳筩筤筥筲筳 笨筡笩 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 笨筢笩 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 筡筴 笨筣笩 n 笽 笱笻
筴筨筥 筰筲筥筳筥筮筴 筰筡筰筥筲 笨筷筩筴筨 筠筧筥筮筥筲筡筬笧 筩筮 筴筨筥 筴筩筴筬筥笩 筣筯筮筳筩筤筥筲筳 笨筡笩 筶筡筲筩筯筵筳 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第
筩筮 笨筢笩 筧筥筮筥筲筡筬 筳筥筴筴筩筮筧筳 筷筩筴筨 笨筣笩 n 筶筡筲筹筩筮筧笮

Main Results 筁 筭筡筪筯筲 笌筮筤筩筮筧 筯筦 this 筰筡筰筥筲 筩筳 筴筨筡筴第 筩筦 筴筨筥 筠筯筰筰筯筳筩筴筥笧 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筨筯筬筤筳
笨筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筴筨筩筳 筡筳 筴筨筥 anti-simple case笩 筴筨筥筮 筴筨筥 筒等筐筲 筰筲筩筯筲 W 筩筮 笨笳笮笱笮笲笩 筩筳 筡 筇筡筵筳筳筩筡筮
筷筩筴筨 筶筡筲筩筡筮筣筥 O笨笱/n笩第 筩筮 筡筮 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣 筳筥筮筳筥 筩筮 筧筥筮筥筲筡筬第 筡筮筤 筥筶筥筮 筥筸筡筣筴筬筹
筩筦 P 筩筳 筡 筇筡筵筳筳筩筡筮 筬筯筣筡筴筩筯筮 筦筡筭筩筬筹 筡筮筤 Q 筩筳 筡筬筳筯 筇筡筵筳筳筩筡筮笮 答筨筩筳 筩筳 筴筨筥 笌筲筳筴 筴筩筭筥第 筡筳 筦筡筲
筡筳 筷筥 筫筮筯筷第 筴筨筡筴 筩筮筳筩筧筨筴 筩筮筴筯 筡 筮筯筮筤筥筧筥筮筥筲筡筴筥 筒等筐筲 筰筲筩筯筲 筩筳 筯筢筴筡筩筮筥筤 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筡
筰筡筲筡筭筥筴筲筩筣第 筮筯筮笭筣筯筮筶筥筸 筮筵筬筬笮

答筨筩筳 笌筮筤筩筮筧 筩筳 筥筮筡筢筬筥筤 筢筹 筯筵筲 筭筡筩筮 theoretical 筩筮筳筩筧筨筴笺 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥
Scond 筣筡筮 筢筥 筡筮筡筬筹筺筥筤 筶筩筡 筡 筬筯筣筡筬 筣筥筮筴筲筡筬 筬筩筭筩筴 筴筨筥筯筲筥筭 筷筩筴筨 筥筸筰筬筩筣筩筴 筢筯筵筮筤筳 筯筮 筴筨筥
筥筲筲筯筲 筴筥筲筭筳 筛笱笶筝笮 筁筳 筡 筲筥筳筵筬筴第 筷筥 筮筯筴 筯筮筬筹 筧筥筴 筥筸筰筬筩筣筩筴 o笨笱笩 筢筯筵筮筤筳 筯筮 筩筴筳 筥笭筰筯筷筥筲第
筢筵筴 筷筥 筡筬筳筯 笌筮筤 筴筨筡筴 筩筴 筩筳 筣筬筯筳筥筬筹 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 Srip 笨筩筮 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥
筴筨筥筹 筥筶筥筮 筣筯筩筮筣筩筤筥笩第 筬筥筡筤筩筮筧 筴筯 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筡筢筯筶筥 筡筮筤 筴筯 筥筸筰筬筩筣筩筴 筥筸筰筲筥筳筳筩筯筮筳 筦筯筲 筥笭筰筯筷筥筲
笨笳笮笱笮笱笩笮 筗筥 筡筬筳筯 筤筥筶筥筬筯筰 筴筨筥筳筥 筦筯筲 筯筵筲 筯筴筨筥筲 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筮筯筴 筪筵筳筴 筵筮筤筥筲 筴筨筥 筠筴筲筵筥笧
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筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q第 筢筵筴 筡筬筳筯 筩筮 筴筨筥 misspecified case 筷筨筥筮 筴筨筥 筤筡筴筡 筡筲筥 筳筡筭筰筬筥筤 筩笮筩笮筤笮 筦筲筯筭 筡
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 R ̸笽 Q笮 等筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笲第 答筨筥筯筲筥筭 笲 筰筲筯筶筩筤筥筳 筥筸筡筣筴 筥筸筰筲筥筳筳筩筯筮筳 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥
筴筨筡筴 P 筩筳 筡 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筬筯筣筡筴筩筯筮 筦筡筭筩筬筹 筡筮筤 Q 筡 筇筡筵筳筳筩筡筮 筷筩筴筨 筡 筤筩笋筥筲筥筮筴
筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筸笮 等筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笳第 答筨筥筯筲筥筭 笴 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筧筥筮筥筲筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹
筮筵筬筬筳 筡筮筤 Q 筴筨筡筴 筳筡筴筩筳筦筹 筡 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮笮 筈筥筲筥 筯筵筲 筲筥筳筵筬筴筳 筨筯筬筤 筵筰 筴筯 o笨笱笩笮 筗筥
筡筬筳筯 筥筸筴筥筮筤 筯筵筲 筲筥筳筵筬筴筳 筴筯 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥第 筮筡筭筥筬筹第 筡 筳筥筣筯筮筤 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筹 筷筩筴筨 筴筨筥 筳筡筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筡筳 筴筨筥 筮筵筬筬笮 筍筡筮筹 筰筲筡筣筴筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筲筩筣 筴筥筳筴筩筮筧
筰筲筯筢筬筥筭筳 筡筲筥 筯筦 筴筨筩筳 筦筯筲筭第 筡筳 筲筥筣筡筬筬筥筤 筩筮 筅筸筡筭筰筬筥 笴 筡筮筤 笶 筢筥筬筯筷笮

答筨筥筲筥 筡筲筥 筴筷筯 筳筴筡筮筤筡筲筤 筭筥筴筨筯筤筳 筴筯 筤筥筳筩筧筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 Q笺 筴筨筥 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬
筰筬筵筧笭筩筮 筭筥筴筨筯筤 筡筮筤 筴筨筥 筭筥筴筨筯筤 筯筦 筭筩筸筴筵筲筥筳 筛笷笱筝笮 筗筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筢筯筴筨第 筲筥筳筵筬筴筩筮筧 筩筮 筡筮
笨筡筧筡筩筮 筥筸筡筣筴笩 筥筸筴筥筮筳筩筯筮 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笲 筴筯 答筨筥筯筲筥筭 笳 筦筯筲 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筮筵筬筬 筡筮筤 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥
筇筡筵筳筳筩筡筮筳 笨筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笲笩第 筡筮筤 筡筮 筥筸筴筥筮筳筩筯筮 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笴 筴筯 答筨筥筯筲筥筭 笵 笨筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笳笩
筦筯筲 筧筥筮筥筲筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬筳 筡筮筤 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳第 筷筩筴筨 筲筥筳筵筬筴筳 筨筯筬筤筩筮筧 笨筭筯筳筴筬筹笩
筵筰 筴筯 o笨笱笩笮 筁筳 筡筮筯筴筨筥筲 筣筥筮筴筲筡筬 筣筯筮筴筲筩筢筵筴筩筯筮第 筷筥 笌筮筤 筴筨筡筴第 筷筨筥筮 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筭筥筴筨筯筤 筯筦
筭筩筸筴筵筲筥筳第 筥筱筵筩筰筰筩筮筧 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筷筩筴筨 筡 筰筲筩筯筲 W1第 筴筨筥筮第 筵筮筤筥筲 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳第
筴筨筥 筒等筐筲 筰筲筩筯筲 W 筩筮 笨笳笮笱笮笲笩 筩筳第 筩筮 筡筮 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥 筳筥筮筳筥第 筧筩筶筥筮 筢筹 筴筨筥 same 筰筲筩筯筲 W1第
筩筲筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥 筯筦 筷筨筥筴筨筥筲 筷筥 筡筲筥 筩筮 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 筯筲 筮筯筴笮

筁筤筤筩筴筩筯筮筡筬 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筩筮筳筩筧筨筴筳 筲筥筧筡筲筤筩筮筧 筴筨筥筳筥 筲筥筳筵筬筴筳 筩筮筣筬筵筤筥 筴筨筡筴第 筩筮 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮
筣筡筳筥 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笳第 筴筨筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 Scond 筣筯筩筮筣筩筤筥筳 筷筩筴筨 筴筨筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筯筢筴筡筩筮筥筤 筢筹
筥筱筵筩筰筰筩筮筧 P 筡筮筤 Q 筷筩筴筨 筴筨筥 筩筭筰筲筯筰筥筲 筲筩筧筨筴 筈筡筡筲 筰筲筩筯筲第 筴筨筡筴 筩筳 筳筵筧筧筥筳筴筥筤 筢筹 筐笓筥筲筥筺笭筏筲筴筩筺
筥筴 筡筬笮 筛笷笰筝 笨筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笲笮笲第 笨笳笮笲笮笲笵笩笩笻 筡筮筤 筴筨筡筴 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筮筥筥筤筥筤 筦筯筲 筷筥筬筬笭筢筥筨筡筶筥筤筮筥筳筳
筯筦 筴筨筥 筰筬筵筧笭筩筮 筭筥筴筨筯筤 筡筮筤 筵筮筩筶筥筲筳筡筬 筩筮筦筥筲筥筮筣筥 筡筲筥 筠筤筵筡筬笧 筴筯 筥筡筣筨 筯筴筨筥筲笺 筣筯筭筰筡筲筥
筃筯筮筤筩筴筩筯筮 笳第 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笳笮笳 筷筩筴筨 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 笲第 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笳笮笲笮

筓筵筭筭筡筲筩筺筩筮筧 笨筡筮筤 筦筯筲 筳筩筭筰筬筩筣筩筴筹 筬筥筡筶筩筮筧 筳筯筭筥 O笨笱笩 筴筥筲筭筳 筵筮筳筰筥筣筩笌筥筤笩 筳筯筭筥 筯筦 筯筵筲
筭筡筩筮 笌筮筤筩筮筧筳 筦筯筲 筴筨筥 筼 筰筲筡筣筴筩筣筡筬筬筹 筭筯筲筥 筲筥筬筥筶筡筮筴 筼 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筣筡筳筥第 筷筥 筯筢筴筡筩筮 筴筨筥
筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筲筥筬筡筴筩筯筮筳笮 答筨筥筳筥 筡筲筥 筯筢筴筡筩筮筥筤 筦筲筯筭 筃筯筲筯筬筬筡筲筹 笳 笨筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笲笮笲笩 筡筮筤 筃筯筲筯筬筬筡筲筹 笵
笨筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笳笮笳笩笮 筈筥筲筥 筷筥 筵筳筥筤 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲第 筣筯筮筶筥筮筩筥筮筴 筶筥筲筳筩筯筮筳 筯筦 筴筨筥 筰筬筵筧笭筩筮 筡筮筤 筭筩筸筴筵筲筥
筭筥筴筨筯筤 筴筯 筤筥筡筬 筷筩筴筨 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 Q第 筷筩筴筨 筰筲筥筣筩筳筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮筳 笨筩筮筣筬筵筤筩筮筧 筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮
筯筦 筠筳筴筲筩筣筴笧第 筠筳筩筭筰筬筥笧第 筠筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥笧 筡筮筤 dqp笩 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笲 筡筮筤 笳笮笳笮 筗筥 笌筮筤 筴筨筡筴第 筵筮筤筥筲
筡筰筰筲筯筰筲筩筡筴筥 笨筹筥筴 筭筩筬筤笩 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筯筮 P 筡筮筤 Q第 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 Q ∈ Q第
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3.1. Introduction

筷筨筥筲筥 d 筩筳 筴筨筥 筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬筩筴筹 筯筦 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筡筮筤 dqp 筩筳 筡 筮筯筴筩筯筮 筯筦 筠筥笋筥筣筴筩筶筥
筤筩筭筥筮筳筩筯筮笧 筷筨筯筳筥 筥筸筡筣筴 筳筩筺筥 筤筥筰筥筮筤筳 筯筮 Q笮 筎筯筴筥 筩筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筴筨筡筴 Sseq-rip 筩筳 筮筯筴
筣筯筭筰筥筴筩筴筩筶筥 筩筮 筴筨筥 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥笮 答筨筥 筲筥筳筥筭筢筬筡筮筣筥 筯筦 笨笳笮笱笮笳笩 筴筯 筴筨筥 筵筢筩筱筵筩筴筯筵筳 筂等筃
筭筯筤筥筬 筳筥筬筥筣筴筩筯筮 筣筲筩筴筥筲筩筯筮 筩筳 筮筯 筣筯筩筮筣筩筤筥筮筣筥笺 筢筯筴筨 筡筲筥 筤筥筲筩筶筥筤 筶筩筡 筡 筌筡筰筬筡筣筥 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筩筯筮
筯筦 筡 筂筡筹筥筳筩筡筮 筭筡筲筧筩筮筡筬 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤笮 答筨筥 筯筣筣筵筲筲筥筮筣筥 筯筦 dqp < d 筡筲筩筳筥筳 筤筵筥 筴筯 筴筨筥 筵筳筥 筯筦
筰筬筵筧笭筩筮 筭筥筴筨筯筤筳 筼 筩筴 筡筬筳筯 筡筰筰筥筡筲筳 筩筮 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 筯筮 prequential 筭筯筤筥筬 筳筥筬筥筣筴筩筯筮 筢筹
筛笳笸第 笵笴筝第 筷筨筯筳筥 筴筥筣筨筮筩筱筵筥筳 筦筯筲 筡筮筡筬筹筺筩筮筧 筬筯筧笭筬筯筳筳 筯筦 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筰筬筵筧笭筩筮 筥筳筴筩筭筡筴筯筲筳 筷筥
筥筭筰筬筯筹 筡筮筤 笨筶筡筳筴筬筹笩 筧筥筮筥筲筡筬筩筺筥笮 筇筩筶筥筮 筴筨筡筴第 筩筮 筣筯筮筴筲筡筳筴 筴筯 Srip第 筷筥 筡筬筷筡筹筳 筫筮筯筷 筨筯筷 筴筯
筣筡筬筣筵筬筡筴筥 Scond第 筩筴 筡筰筰筥筡筲筳 筴筨筡筴 Scond 筩筳 筩筮 筳筯筭筥 筳筥筮筳筥 筴筨筥 筣筬筥筡筲 筷筩筮筮筥筲 筼 筡 筦筡筣筴 筴筨筡筴
筣筡筭筥 筡筳 筡 筳筵筲筰筲筩筳筥 筴筯 筵筳第 筥筳筰筥筣筩筡筬筬筹 筳筩筮筣筥 筩筴筳 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筲筥筱筵筩筲筥筳 筮筥筩筴筨筥筲 筡 筰筲筩筯筲 筯筮 筴筨筥
筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 笨筡筳 筩筮 筴筨筥 筭筥筴筨筯筤 筯筦 筭筩筸筴筵筲筥筳笩 筮筯筲 筡筮 筥筳筴筩筭筡筴筯筲 笨筡筳 筩筮 筴筨筥 筰筬筵筧笭筩筮 筭筥筴筨筯筤笩笺
筩筮 筡 筳筥筮筳筥第 筩筴笧筳 筮筯筴 筜筬筥筡筲筮筩筮筧笢笡 筈筯筷筥筶筥筲第 Scond 筤筯筥筳 筣筡筲筲筹 筯筮筥 筢筩筧 筤筩筳筡筤筶筡筮筴筡筧筥笺 筩筮
筣筯筮筴筲筡筳筴 筴筯 Sui 筡筮筤 Sseq-rip第 筵筳筵筡筬筬筹 笨筩笮筥笮 筦筯筲 筭筯筳筴 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬筬筹 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬筳笩第 Scond

筤筯筥筳 筮筯筴 筤筥笌筮筥 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳笮 筗筥 筥筸筰筬筡筩筮 筴筨筩筳 筲筵筬筥 筯筦 筴筨筵筭筢第 筤筩筳筣筵筳筳 筥筸筣筥筰筴筩筯筮筳 筡筮筤
筤筥筲筩筶筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筵筮筤筥筲 筷筨筩筣筨 Srip 筤筯筥筳 筮筯筴 筤筥笌筮筥 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笶笮 筆筩筮筡筬筬筹第
筷筥 筥筭筰筨筡筳筩筺筥 筴筨筡筴 筷筨筩筬筥 筳筯筭筥 筯筦 筯筵筲 筲筥筳筵筬筴筳 筯筮 筥笭筰筯筷筥筲 筡筲筥 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣第 筴筨筥 筦筯筵筲
筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筷筥 筥筭筰筬筯筹第 筡筤 筨筥筮筣筥 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筧筵筡筲筡筮筴筥筥筳 筴筨筥筹 筬筥筡筤 筴筯第 筡筲筥
筩筮筶筡筲筩筡筢筬筹 筮筯筮筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣第 筩笮筥笮 筶筡筬筩筤 筡筴 筥筡筣筨 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥笮

Contents 等筮 筴筨筥 筲筥筭筡筩筮筤筥筲 筯筦 筴筨筩筳 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筯筲筹 筳筥筣筴筩筯筮第 筷筥 笌筲筳筴 笨筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笱笮笱笩
筰筲筯筶筩筤筥 筰筲筥筬筩筭筩筮筡筲筩筥筳 筯筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笮 筗筥 筴筨筥筮 笨筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笱笮笲笩 筤筥笌筮筥 筴筨筥
筶筡筲筩筯筵筳 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲笮 等筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笲第 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥 筯筵筲 筴筨筥筯筲筥筭筳 筦筯筲
筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筇筡筵筳筳筩筡筮筳第 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笳第 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥 筴筨筥 筡筮筡筬筯筧筯筵筳 筲筥筳筵筬筴筳 筦筯筲 筧筥筮筥筲筡筬
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬筳笮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笴 筰筲筯筶筩筤筥筳 筴筨筥 筰筲筯筯筦筳 筯筦 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筲筥筳筵筬筴筳第
筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笵 筰筲筯筶筩筤筥筳 筴筨筥 筰筲筯筯筦筳 筯筦 筴筨筥 筧筥筮筥筲筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筲筥筳筵筬筴筳 筼 筴筨筥筳筥
筡筲筥 筧筩筶筥筮 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筶筡筲筩筯筵筳 筬筥筭筭筡筳 筴筨筡筴 筡筲筥 筩筮筴筥筲筥筳筴筩筮筧 筩筮 筴筨筥筩筲 筯筷筮 筲筩筧筨筴 筡筮筤
筷筨筯筳筥 笨筲筥筬筡筴筩筶筥筬筹 筢筡筳筩筣 筢筵筴 筶筥筲筹 筴筥筤筩筯筵筳笩 筰筲筯筯筦筳 筡筲筥 筤筥筬筥筧筡筴筥筤 筴筯 筡筰筰筥筮筤筩筣筥筳笮 筆筩筮筡筬筬筹第
筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笶 筰筲筯筶筩筤筥筳 筴筨筥 筩筭筰筬筩筣筡筴筩筯筮筳 筦筯筲 e-process-ness 筡筮筤 筤筩筳筣筵筳筳筥筳 筰筯筴筥筮筴筩筡筬 筦筵筴筵筲筥
筷筯筲筫笮

3.1.1 Preliminaries on Exponential Families, Notation and KL
Divergence

等筮 筡筬筬 筯筵筲 筲筥筳筵筬筴筳第 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 P 筩筳 筡 筲筥筧筵筬筡筲 d笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹
筤筥笌筮筥筤 筯筮 筵筮筤筥筲筬筹筩筮筧 筲筡筮筤筯筭 筥筬筥筭筥筮筴 U 筴筡筫筩筮筧 筶筡筬筵筥筳 筩筮 筳筯筭筥 筳筥筴 U 筡筮筤 筳筵笎筣筩筥筮筴
筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筶筥筣筴筯筲 X 笽 笨X1, . . . , Xd笩

⊤笮 筗筥 筣筡筮 筷筲筩筴筥 Xj 笽 tj笨U笩 筦筯筲 筧筩筶筥筮 筦筵筮筣筴筩筯筮筳
t1, . . . , td笮 筆筯筲 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筣筡筳筥第 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笲第 筷筥 筣筡筮 筴筡筫筥 X 笽 U 第 筢筵筴 筩筮 筧筥筮筥筲筡筬 笨筳筥筥
筥笮筧笮 筅筸筡筭筰筬筥 笴笩第 筤筩筳筴筩筮筧筵筩筳筨筩筮筧 筢筥筴筷筥筥筮 X 筡筮筤 U 筩筳 筣筲筵筣筩筡筬笮 筈筥筲筥 筡筮筤 筩筮 筴筨筥 筳筥筱筵筥筬 筷筥
筷筩筬筬 筦筲筥筥筬筹 筵筳筥 筳筴筡筮筤筡筲筤 筰筲筯筰筥筲筴筩筥筳 筯筦 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筷筩筴筨筯筵筴 筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹 筲筥筦筥筲筲筩筮筧
筴筯 筴筨筥筩筲 筰筲筯筯筦筳第 筦筯筲 筷筨筩筣筨 筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯第 筥笮筧笮 筛笱笹第 笱笳第 笳笳筝笮 筗筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筥 P 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦
筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 Mp第 筳筯 筴筨筡筴 筷筥 筣筡筮 筷筲筩筴筥

P 笽 {Pµ 笺 µ ∈ Mp}

笴笶
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筷筩筴筨 Mp ⊂ Rd 筡筮筤 EPµ 筛X筝 笽 µ笮 筗筥 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥 d× d 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筸 筯筦 X 筵筮筤筥筲 Pµ

筡筳 笆p笨µ笩笮 筒筥筣筡筬筬 筴筨筡筴 笆p笨µ笩 筩筳 筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳 筡筮筤 筰筯筳筩筴筩筶筥 筤筥笌筮筩筴筥 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ Mp第 筡筮筤第
筳筩筮筣筥 筴筨筥 筦筡筭筩筬筹 筩筳 筲筥筧筵筬筡筲第 Mp 筩筳 筡 筣筯筮筶筥筸 筯筰筥筮 筳筥筴笮

筁筬筬 筥筬筥筭筥筮筴筳 筯筦 筳筵筣筨 筡 P 筨筡筶筥 筤筥筮筳筩筴筩筥筳 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筳筯筭筥 筵筮筤筥筲筬筹筩筮筧 筭筥筡筳筵筲筥 ν笮 筗筥
笌筸 筳筵筣筨 筡 ν 筡筮筤 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筹 筯筦 U 筵筮筤筥筲 Pµ 筡筳 pµ笮

筁筳 筴筯 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮筳 筯筦 P 第 筷筨筩筣筨 筷筥 筷筩筬筬 筯筮筬筹 筵筳筥 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笳笮笱第 筷筥
筮筯筴筥 筴筨筡筴 筷筥 筣筡筮 筴筡筫筥 筡筮筹 µ ∈ Mp 筡筮筤 筤筥笌筮筥

pcanβ 笨U笩 笽
笱

Zp笨β笩
· e

∑d
j=1 βjtj(U) · pµ笨U笩, 笨笳笮笱笮笷笩

筷筨筥筲筥 Zp笨β笩 筩筳 筴筨筥 筮筯筲筭筡筬筩筺筩筮筧 筣筯筮筳筴筡筮筴 筡筮筤 筷筥 筤筥笌筮筥 筴筨筥 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥
Bp 笽 {β 笺 Zp笨β笩 < ∞}笮 筁筳 筩筳 筷筥筬筬 筫筮筯筷筮第 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 {P can

β 笺 β ∈ Bp}
筷筨筥筲筥 P can

β 筨筡筳 筤筥筮筳筩筴筹 pcanβ 第 筣筯筩筮筣筩筤筥筳 筷筩筴筨 P笮

P 筩筳 筥筸筴筥筮筤筥筤 筴筯 筭筵筬筴筩筰筬筥 筯筵筴筣筯筭筥筳 筢筹 筴筨筥 筩笮筩笮筤笮 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮笮 等筴 筴筨筵筳 筢筥筣筯筭筥筳
筡 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筦筯筲 筲筡筮筤筯筭 筰筲筯筣筥筳筳 U(1), U(2), . . .第 筷筩筴筨 筦筯筲 i ≥ 笱第 U(i) 筡筮 筩笮筩笮筤笮
筣筯筰筹 筯筦 U 第 筡筮筤 X(i) 笽 笨X(i),1, . . . , X(i),d笩 筷筩筴筨 X(i),j 笽 tj笨U(i)笩笮 筗筥 筡筢筢筲筥筶筩筡筴筥

X(n) 笽 笨X(1), . . . , X(n)笩 筡筮筤 筳筩筭筩筬筡筲筬筹 U (n) 笽 笨U(1), . . . , U(n)笩 筡筮筤 筷筲筩筴筥 Pµ笨U (n)笩

笨筤筥筮筳筩筴筹 pµ笨U (n)笩笩 筦筯筲 筴筨筥 筭筡筲筧筩筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筦 U (n) 筵筮筤筥筲 Pµ笮 筗筥 筵筳筥 筴筨筥 筮筯筴筡筴筩筯筮
P 筴筯 筲筥筦筥筲 筢筯筴筨 筴筯 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筦筯筲 筡 筳筩筮筧筬筥 筯筵筴筣筯筭筥 U 筡筮筤 筦筯筲 筴筨筥 筲筡筮筤筯筭
筰筲筯筣筥筳筳筥筳 笨U(i)笩i∈N第 筡筳 筩筮 筥筡筣筨 筩筮筳筴筡筮筣筥 筩筴 筷筩筬筬 筢筥 筣筬筥筡筲 筷筨筡筴 筩筳 筭筥筡筮筴笮 筗筨筥筮 筲筥筦筥筲筲筩筮筧
筴筯 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筭筡筲筧筩筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筦筯筲 筴筨筥 笌筲筳筴 n 筯筵筴筣筯筭筥筳第 筷筥 筵筳筥 筴筨筥 筮筯筴筡筴筩筯筮
P笨U (n)笩 笺笽 {Pµ笨U (n)笩 笺 µ ∈ Mp}.

筓筩筮筣筥 筷筥 筡筳筳筵筭筥 P 筴筯 筢筥 筲筥筧筵筬筡筲第 筴筨筥 筭筡筸筩筭筵筭 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筥筳筴筩筭筡筴筯筲 笨筍筌筅笩 筩筮
筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮第 筞µ|n第 筢筡筳筥筤 筯筮 筤筡筴筡 U (n) 筥筸筩筳筴筳第 筩筳 筵筮筩筱筵筥 筡筮筤 筥筱筵筡筬
筴筯 n−1

∑n
i=1X(i) 筷筨筥筮筥筶筥筲 筴筨筥 筬筡筴筴筥筲 筱筵筡筮筴筩筴筹 筬筩筥筳 筩筮 筴筨筥 筳筥筴 Mp笮 筗筩筴筨 筳筬筩筧筨筴 筡筢筵筳筥

筯筦 筮筯筴筡筴筩筯筮第 筷筥 筳筨筡筬筬 筥筸筴筥筮筤 筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筯筦 筞µ|n 筡筮筤 筳筩筭筰筬筹 筳筥筴 筩筴 筴筯 筢筥 筥筱筵筡筬 筴筯
n−1

∑n
i=1X(i) 筥筶筥筮 筩筦 筴筨筥 筬筡筴筴筥筲 筱筵筡筮筴筩筴筹 筩筳 筮筯筴 筣筯筮筴筡筩筮筥筤 筩筮 Mp笻 筴筨筩筳 筣筡筮 筨筡筰筰筥筮第 筦筯筲

筥筸筡筭筰筬筥第 筷筩筴筨 筴筨筥 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筩筦 筡筬筬 X(i) 筡筲筥 筥筱筵筡筬 筴筯 笱第 筯筲 筡筬筬 筡筲筥 筥筱筵筡筬 筴筯 笰笮

筗筥 筴筨筥筮 筳筥筴 pµ̂|n笨U (n)笩 笺笽 筳筵筰µ∈Mp pµ笨U (n)笩第 筷筨筩筣筨 筷筩筬筬 筭筡筫筥 筡筬筬 筱筵筡筮筴筩筴筩筥筳 筡筰筰筥筡筲筩筮筧
筩筮 筯筵筲 筲筥筳筵筬筴筳 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤笮

答筨筥 alternative 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 Q 筷筩筬筬 筥筩筴筨筥筲 笨筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笱笮笲第 答筨筥筯筲筥筭 笲 筡筮筤 笴笩 筢筥 筡
筳筩筮筧筬筥筴筯筮 Q 笽 {Q} 筯筲 笨答筨筥筯筲筥筭 笳 筡筮筤 笵笩 筷筩筬筬 筩筴筳筥筬筦 筢筥 筡筮筯筴筨筥筲 筲筥筧筵筬筡筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筹第 筤筥笌筮筥筤 筯筮 U 第 筷筩筴筨 筴筨筥 筳筡筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 X 筡筳 P 笮 等筮 筴筨筥 筬筡筴筴筥筲 筣筡筳筥第 Q 筩筳
筩筮筶筡筲筩筡筢筬筹 筥筸筴筥筮筤筥筤 筴筯 筳筥筱筵筥筮筣筥筳 筯筦 筯筵筴筣筯筭筥筳 筢筹 筴筨筥 筩笮筩笮筤笮 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮笮 等筮 筢筯筴筨 筣筡筳筥筳
筷筥 筡筳筳筵筭筥 筴筨筡筴 筡筬筬 筥筬筥筭筥筮筴筳 筯筦 Q 筨筡筶筥 筡 筤筥筮筳筩筴筹 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 ν笮 筆筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 Q
筩筳 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筷筥 筥筸筴筥筮筤 筡筬筬 筮筯筴筡筴筩筯筮 筩筮 筴筨筥 筯筢筶筩筯筵筳 筷筡筹笺 Mq 筤筥筮筯筴筥筳 筴筨筥
筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥第 Bq 筩筳 筡 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥第 笆q笨µ笩 筩筳 筴筨筥 d × d
筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筸 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筯 Qµ第 筡筮筤 筳筯 筯筮笮

答筨筥 KL (Kullback-Leibler) divergence D笨·∥·笩 筰筬筡筹筳 筡 筣筥筮筴筲筡筬 筲筯筬筥 筩筮 筯筵筲 筡筮筡筬筹筳筩筳笮
筆筯筲 R,P 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筦筯筲 筩笮筩笮筤笮 筲筡筮筤筯筭 筰筲筯筣筥筳筳 U(1), U(2), . . . 筡筳 筡筢筯筶筥第 筷筥 筷筲筩筴筥
D笨R笨V 笩∥P 笨V 笩笩 筴筯 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥Q笭 筡筮筤 P 笭筭筡筲筧筩筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳
筦筯筲 筲筡筮筤筯筭 筶筥筣筴筯筲 V 第 筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹笻 筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 D笨R笨U (n)笩∥P 笨U (n)笩笩笮 筗筨筥筮筥筶筥筲 筷筥
筷筲筩筴筥 D笨R∥P 笩第 筴筨筩筳 筩筳 筭筥筡筮筴 筴筯 筡筢筢筲筥筶筩筡筴筥 D笨R笨U笩∥P 笨U笩笩笮

笴笷



3.1. Introduction

3.1.2 Preliminaries on E-Variables: The E-Zoo

筁筮 e-variable S(n) 筦筯筲 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 n 筩筳 筡 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筯筦 筤筡筴筡 U (n) 笨筩笮筥笮 筡 筲筡筮筤筯筭 筶筡筲筩筡筢筬筥
筴筨筡筴 筣筡筮 筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筡筳 筡 筭筥筡筳筵筲筡筢筬筥 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 U (n)笩 筴筨筡筴 筩筳 笨筡笩 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥第 筡筮筤 笨筢笩第
筴筨筡筴 筳筡筴筩筳笌筥筳第 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ P第 EU(n)∼P 筛S(n)筝 ≤ 笱笮

答筯 筤筥笌筮筥 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 笨筡 筣筯筮筣筥筰筴 筯筮筬筹 筡筮筡筬筹筺筥筤 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笶笩第 筳筵筰筰筯筳筥 筴筨筡筴
U 笽 Rd 筦筯筲 筳筯筭筥 d > 笰 筡筮筤 筬筥筴 σ笨U (n)笩 筢筥 筴筨筥 σ笭筡筬筧筥筢筲筡 筧筥筮筥筲筡筴筥筤 筢筹 U(1), . . . , U(n)笮

筗筥 筣筡筬筬 笨σ笨U (n)笩笩n∈N 筴筨筥 filtration induced by the data 筯筲 筠筤筡筴筡 笌筬筴筲筡筴筩筯筮笧 筦筯筲 筳筨筯筲筴笮 筁筮
e-process relative to the data filtration 筩筳 筡 筲筡筮筤筯筭 筰筲筯筣筥筳筳 笨S(n)笩n∈N 筤筥笌筮筥筤 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯
筴筨筥 筤筡筴筡 笌筬筴筲筡筴筩筯筮 筳筵筣筨 筴筨筡筴 筦筯筲 筥筡筣筨 筳筴筯筰筰筩筮筧 筴筩筭筥 τ 笨筤筥笌筮筥筤 筡筧筡筩筮 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥 筤筡筴筡
笌筬筴筲筡筴筩筯筮笩第 S(τ) 筩筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 筗筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筛笷笱筝 筦筯筲 筭筯筲筥 筢筡筣筫筧筲筯筵筮筤 筯筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳笮

筆筯筲 筰筡筲筡筭筥筴筲筩筣 筴筥筳筴筩筮筧 筰筲筯筢筬筥筭筳 筳筵筣筨 筡筳 筯筵筲筳第 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴 筳筥筶筥筲筡筬 筳筴筡筮筤筡筲筤 筷筡筹筳 筴筯
筤筥笌筮筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筮筤 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳笮 答筨筥筳筥 筩筮筶筡筲筩筡筢筬筹 筴筡筫筥 筡筳 筴筨筥筩筲 筳筴筡筲筴筩筮筧 筰筯筩筮筴 筡 筳筩筮筧筬筥
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 Q 筦筯筲 筲筡筮筤筯筭 筰筲筯筣筥筳筳 U(1), U(2), . . .笮 等筮 筢筡筳筩筣 筣筡筳筥筳 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 筩筳
筳筩筭筰筬筥第 筡筮筤 筴筨筥筮 筷筥 筭筡筹 筴筨筩筮筫 筯筦 Q 筡筳 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筩筮筧 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥第 筩笮筥笮 Q 笽 {Q}笮 等筦 Q
筩筳 筮筯筴 筳筩筭筰筬筥第 筴筨筥筮 Q 筩筳 筵筳筵筡筬筬筹 筴筡筫筥筮 筴筯 筢筥 筡 筂筡筹筥筳 筭筡筲筧筩筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筲 筠筰筬筵筧笭筩筮笧
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筣筨筯筳筥筮 筳筯 筡筳 筴筯 筲筥筰筲筥筳筥筮筴 Q 筛笷笱筝笮 等筮 筢筯筴筨 筣筡筳筥筳第 筴筨筥 筤筡筴筡 筷筩筬筬 筮筯筴 筢筥 筩笮筩笮筤笮
筵筮筤筥筲 Q 筥筶筥筮 筩筦 筴筨筥筹 筡筲筥 筵筮筤筥筲 筡筬筬 筥筬筥筭筥筮筴筳 筯筦 Q笺 筴筨筥筲筥筦筯筲筥第 筦筯筲 筮筯筷 筷筥 筬筥筴 Q 筢筥 筡筮
筡筲筢筩筴筲筡筲筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筦筯筲 筲筡筮筤筯筭 筰筲筯筣筥筳筳 U(1), U(2) 筳筵筣筨 筴筨筡筴 筩筴筳 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筤筥筮筳筩筴筩筥筳
q笨x(1)笩, q笨x(2) | x(1)笩, . . . 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥 筣筨筯筳筥筮 筢筡筣筫筧筲筯筵筮筤 筭筥筡筳筵筲筥 筡筲筥 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤笮

筛笴笲筝 筤筥笌筮筥 筴筨筥 筇筒筏 笨筧筲筯筷筴筨笭筲筡筴筥 筯筰筴筩筭筡筬笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 筡 筳筡筭筰筬筥 筯筦 筳筩筺筥 n第 筲筥筬筡筴筩筶筥
筴筯 Q第 筴筯 筢筥 筴筨筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 S(n) 筴筨筡筴第 筡筭筯筮筧 筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筴筨筡筴 筣筡筮 筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筡筳
筡 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 筤筡筴筡 U (n)第 筭筡筸筩筭筩筺筥筳 growth-rate 笨笳笮笱笮笱笩第 筡筬筳筯 筫筮筯筷筮 筡筳 e-power 筛笹笴筝第
EU(n)∼Q筛筬筯筧S(n)筝第 筡筮筤 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筩筴 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹笺

S
(n)
Q,rip 笽

q笨U (n)笩

p ⇝q(U(n))笨U
(n)笩

, 笨笳笮笱笮笸笩

筷筨筥筲筥 p ⇝q(U(n)) 筩筳 筴筨筥 reverse information projection (RIPr) 筯筦 Q笨U (n)笩 筯筮 筴筨筥 筳筥筴

conv笨P笨U (n)笩笩 筷筨筥筲筥 conv 筤筥筮筯筴筥筳 筴筨筥 筣筯筮筶筥筸 筨筵筬筬笮 筍筯筲筥 筰筲筥筣筩筳筥筬筹第 筛笴笲第 答筨筥筯筲筥筭 笱筝
筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筒等筐筲 筥筸筩筳筴筳第 筡筮筤 笨笳笮笱笮笸笩 筧筩筶筥筳 筴筨筥 筧筲筯筷筴筨笭筯筰筴筩筭筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筷筨筥筮筥筶筥筲
D笨Q∥Pµ笩 <∞ 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ Mp 笨筴筨筩筳 筲筥筳筵筬筴 筨筡筳 筬筡筴筥筲 筢筥筥筮 筧筥筮筥筲筡筬筩筺筥筤 筛笵笷第 笵笸筝 筢筵筴 筦筯筲 筵筳
筴筨筥 筩筮筩筴筩筡筬第 筳筩筭筰筬筥 筶筥筲筳筩筯筮 筳筵笎筣筥筳笩笮 答筨筥 筒等筐筲 筯筦筴筥筮 笌筮筤筳 筩筴筳筥筬筦 筩筮 筴筨筥 Choquet convex
hull 筯筦 P 筡筮筤 筩筮 筴筨筡筴 筣筡筳筥第 筩筴 筣筡筮 筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筡筳 筡 筂筡筹筥筳 筭筡筲筧筩筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笺 筴筨筥筲筥
筴筨筥筮 筩筳 筡 筰筲筩筯筲 W 筯筮 Mp 筳筵筣筨 筴筨筡筴 p ⇝q(U(n))笨U

(n)笩 笽 pW 笨U (n)笩笮 筈筥筲筥 筷筥 筤筥笌筮筥筤

pW 笨U (n)笩 笽

∫
pµ笨U (n)笩dW 笨µ笩

筴筯 筢筥 筴筨筥 筂筡筹筥筳 筭筡筲筧筩筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筢筡筳筥筤 筯筮 W 笮 筗筨筥筮筥筶筥筲 筢筥筬筯筷 筷筥 筷筲筩筴筥 筠筯筰筴筩筭筡筬笧第
筷筥 筭筥筡筮 筠筯筰筴筩筭筡筬 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筥笭筰筯筷筥筲笧笮 筗筨筩筬筥 筩筮 筳筯筭筥 筮筩筣筥 筣筡筳筥筳 笨筴筨筥 筠筳筩筭筰筬筥笧 筣筡筳筥 筯筦

筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笳笮笱 筢筥筬筯筷笩 筣筡筬筣筵筬筡筴筩筮筧 筴筨筩筳 筯筰筴筩筭筡筬 S
(n)
Q,rip 筩筳 筥筡筳筹第 筩筮 筧筥筮筥筲筡筬第 筩筴 筣筡筮 筢筥 筱筵筩筴筥

筤筩笎筣筵筬筴 筴筯 筣筯筭筰筵筴筥笮 等筮 筴筨筡筴 筣筡筳筥 筷筥 筭筡筹 筰筲筥筦筥筲 筡筮筹 筯筦 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳笮

筆筩筲筳筴第 筢筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筩筮筧 筯筮 筴筨筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣第 筷筥 筯筢筴筡筩筮 筡筮 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥第 筰筯筴筥筮筴筩筡筬筬筹
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筤筥笌筮筥笺

DΣr 笨笆q∥笆p笩 笺笽 Dgauss笨笆r笆
−1
p 笩 −Dgauss笨笆r笆

−1
q 笩 笽 −笱
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筯筦 筯筵筲 筲筥筳筵筬筴筳笮

Theorem 2. Let P and Q be as above and let R be a distribution on X 笽 U with
the same mean ER筛X筝 笽 µ∗ as Q and with covariance matrix 笆r. Let U(1), U(2), . . . be
i.i.d. ∼ R. Then DR笨Q∥Pµ∗笩 is finite and we have:

1. (UI) Let S
(n)
Q,ui 笽 q(U(n))

pµ̂|n (U
(n))

be defined as in (3.1.10). We have:

ER筛筬筯筧S
(n)
Q,ui筝 笽 nDR笨Q∥Pµ∗笩 − drp

笲
. 笨笳笮笲笮笷笩

笵笱
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2. (COND) Let S
(n)
Q,cond 笽 q(U(n)|Z)

p(U(n)|Z)
be defined as in (3.1.9). We have:

ER筛筬筯筧S
(n)
Q,cond筝 笽 笨n− 笱笩DR笨Q∥Pµ∗笩 笽 n ·DR笨Q∥Pµ∗笩 −DΣr 笨笆q∥笆p笩.

笨笳笮笲笮笸笩

3. (seq-RIPr/RIPr Simple Case; seq-RIPr Anti-Simple Case)) Let S
(n)
Q,rip, S

(n)
Q,seq-rip

be defined as in (3.1.8) and (3.1.10). If 笆q − 笆p is negative semidefinite (the
‘simple’ case) , then we have, for all n, that

S
(n)
Q,rip 笽 S

(n)
Q,seq-rip 笽

q笨U (n)笩

pµ∗笨U (n)笩
so that ER筛筬筯筧S

(n)
Q,rip筝 笽 nDR笨Q∥Pµ∗笩.

笨笳笮笲笮笹笩

If 笆q − 笆p is positive semidefinite (‘anti-simple case’), then S
(n)
Q,seq-rip 笽 笱 is

trivial.

4. (RIPr, Anti-Simple Case) Let S
(n)
Q,rip, S

(n)
Q,cond and S

(n)
Q,seq-rip be defined as in

(3.1.8), (3.1.9) and (3.1.10). If 笆q − 笆p is positive semidefinite, then we have

S
(n)
Q,rip 笽

q笨U (n)笩

pW0
笨U (n)笩

笽 S
(n)
Q,cond. 笨笳笮笲笮笱笰笩

where W0 is a Gaussian prior with mean µ∗ and covariance matrix 笅0 笺笽
笨笆q − 笆p笩/n. PW0 笽 P ⇝q(U(n)) is then the RIPr of Q onto conv笨P笨U (n)笩笩.
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Chapter 3. E-Values for Exponential Families: the General Case

Corollary 2. [e-power and growth optimality]

EQ
[
筬筯筧S

(n)
Q,rip/S

(n)
Q,ui

]
笽
dqp
笲

−DΣq 笨笆q∥笆p笩 笨笳笮笲笮笱笱笩

笽
d

笲
笫

笱

笲

d∑
j=1

筬筯筧 λj >
d

笲
, 筩筮 筴筨筥 筳筴筲筩筣筴 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥笻

EQ
[
筬筯筧S

(n)
Q,rip/S

(n)
Q,ui

]
笽
dqp
笲

<
d

笲
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3.2.2 P, Q both multivariate Gaussian Location
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Q∗笨U(i) | U (i−1)笩 笺笽 Qµ̆|i−1
笨U(i)笩, 筷筨筥筲筥 笕µ|n 笺笽

x0n0 笫
n∑
i=1

x(i)

n笫 n0
笨笳笮笲笮笱笳笩

筦筯筲 筳筯筭筥 笌筸筥筤 筣筯筮筳筴筡筮筴 n0 > 笰 笨筮筯筴 筮筥筣筥筳筳筡筲筩筬筹 筡筮 筩筮筴筥筧筥筲笩 筡筮筤 x0 ∈ Mp笮 筗筥 筴筡筫筥
n0 > 笰 筴筯 筥筮筳筵筲筥 筴筨筡筴 笕µ|0 筩筳 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤 筡筮筤第 筷筨筥筮 筬筡筴筥筲 筡筰筰筬筩筥筤 筴筯 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳
筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 筇筡筵筳筳筩筡筮筳第 筴筯 筭筡筫筥 筳筵筲筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筲筥筬筥筶筡筮筴 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥筳 筲筥筭筡筩筮 笌筮筩筴筥笮

筗筨筥筮筥筶筥筲 筷筥 筵筳筥 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筯筦 筴筨筥 筦筯筲筭 SQ∗,· 筷筩筴筨 Q∗ 筤筥笌筮筥筤 筢筹 笨笳笮笲笮笱笳笩第 筷筥
筡筢筢筲筥筶筩筡筴筥 筴筨筩筳 筴筯 Sµ̆,·笮 筗筥 筵筳筥 筴筨筩筳 筭筥筴筨筯筤 筦筯筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筯筦 筕等 筡筮筤 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筒等筐筲
筴筹筰筥笮 等筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲第 筷筥 筳筥筴

S
(n)
µ̆,ui 笽

n∏
i=1

qµ̆|i−1
笨U(i)笩

pµ̂|n笨U (n)笩
, S

(n)
µ̆,seq-rip 笽

n∏
i=1

qµ̆|i−1
笨U(i)笩

p ⇝qµ̆|i−1
(U(i))笨U(i)笩

, 笨笳笮笲笮笱笴笩
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筷筨筥筲筥 p ⇝qµ̆|i−1
(U(i))笨U(i)笩 筩筳 筴筨筥 筒等筐筲 筯筦 Qµ̆|i−1

笨U(i)笩 筯筮筴筯 conv笨P笨U(i)笩笩 筡筳 筩筮 笨笳笮笱笮笱笰笩笮

答筨筥 筳筥筣筯筮筤 筭筥筴筨筯筤 筴筯 筬筥筡筲筮 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筡筳 筤筡筴筡 筣筯筭筥筳 筩筮第 筫筮筯筷筮 筡筳 筒筯筢筢筩筮筳笧
筭筥筴筨筯筤 筯筦 筭筩筸筴筵筲筥筳 筛笷笱筝第 筩筳 筴筯 筳筥筴 Q∗ 筴筯 筡 筂筡筹筥筳 筭筡筲筧筩筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮第 Q∗笨U (n)笩 笺笽
QW1

笨U (n)笩 筷筨筥筲筥 qW1
笨U (n)笩 笽

∫
qµ笨U (n)笩dW1笨µ笩 筦筯筲 筳筯筭筥 筰筲筩筯筲 W1 筯筮 Mq笮 等筮

答筨筥筯筲筥筭 笳 筢筥筬筯筷 筷筥 筵筮筩筱筵筥筬筹 筣筯筮筳筩筤筥筲 筇筡筵筳筳筩筡筮 筰筲筩筯筲筳第 筩笮筥笮 筰筲筩筯筲筳 筯筦 筴筨筥 筦筯筲筭
W1 笽 N笨µ1,笅1笩 筷筨筥筲筥 筷筥 筩筭筰筬筩筣筩筴筬筹 笌筸 筴筨筥 筤筩筭筥筮筳筩筯筮 筴筯 d第 筩笮筥笮 µ1 ∈ Rd 筡筮筤
笅1 筡 d× d 筮筯筮筤筥筧筥筮筥筲筡筴筥 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筸笮 筗筥 筵筳筥 筴筨筩筳 筭筥筴筨筯筤 筦筯筲 筴筨筥 筕等 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳
筡筮筤 筦筯筲 筴筨筥 筧筲筯筷筴筨笭筯筰筴筩筭筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筩笮筥笮 筯筦 筒等筐筲 筴筹筰筥第 筩筮 筴筨筥 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥笮 等筮
筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲第 筷筥 筳筥筴

S
(n)
W1,ui

笽
qW1

笨U (n)笩

pµ̂|n笨U (n)笩
, S

(n)
W1,rip

笽
qW1

笨U (n)笩

p ⇝qW1
(U(n))笨U

(n)笩
笨笳笮笲笮笱笵笩

筷筩筴筨 p ⇝qW1
(U(n)) 筴筨筥 筒等筐筲 筯筦 QW1笨U (n)笩 筯筮筴筯 conv笨P笨U (n)笩笩 筡筳 筩筮 笨笳笮笱笮笸笩笮

Theorem 3. Let P,Q be as above, and let R be a distribution on X(笽 U) with mean
ER筛X筝 笽 µ∗ and with covariance matrix 笆r. Let U(1), U(2), . . . be i.i.d. ∼ R. Then
DR笨Qµ∗∥Pµ∗笩 is finite and we have:

1. (UI) Let S
(n)
µ̆,ui be as in (3.2.14) above. We have:

EU(n)∼R筛筬筯筧S
(n)
µ̆,ui筝 笽 n ·DR笨Qµ∗∥Pµ∗笩 − drq

笲
筬筯筧 n笫Oµ̆,ui笨笱笩, 笨笳笮笲笮笱笶笩

where, with Oa, Ob given by (3.2.24) below,

Oµ̆,ui笨笱笩 笽 −drp
笲

− 笱

笲
·Oa笨∥x0 − µ∗∥22笩 − drq

笲
·Ob笨笱笩.

Similarly, let S
(n)
W1,ui

be as in (3.2.15) above. We have:

EU(n)∼R筛筬筯筧S
(n)
W1,ui

筝 笽 n ·DR笨Qµ∗∥Pµ∗笩 − d

笲
筬筯筧

n

笲π
笫OW1,ui笨笱笩, 笨笳笮笲笮笱笷笩

where a precise expression for OW1,ui is given in (3.2.24) below; up to o笨笱笩, it is:

OW1,ui笨笱笩 笽
drq − drp

笲
笫

笱

笲
筬筯筧 筤筥筴 笆q 笫 筬筯筧w1笨µ∗笩 笫 o笨笱笩. 笨笳笮笲笮笱笸笩

2. (COND) Let S
(n)
cond be as in (3.2.4) above. We have:

ER筛筬筯筧S
(n)
cond筝 笽笨n− 笱笩 ·DΣr 笨笆q∥笆p笩 笽 n ·DR笨Qµ∗∥Pµ∗笩 −DΣr 笨笆q∥笆p笩.

笨笳笮笲笮笱笹笩

3. (seq-RIPr, Simple and Anti-Simple Case) Suppose that 笆q −笆p is negative

semidefinite. Let S
(n)
µ̆,seq-rip be as in (3.2.14) above. We have: P ⇝qµ̆|i−1

(U(i))笨U(i)笩 笽
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Pµ̆|i−1
笨Ui笩 and

ER筛筬筯筧S
(n)
µ̆,seq-rip筝 笽 n ·DR笨Qµ∗∥Pµ∗笩 笫

drp − drq
笲

筬筯筧 n笫Oseq-rip笨笱笩, 笨笳笮笲笮笲笰笩

where Oseq-rip笨笱笩 笽 −Oa笨∥x0 − µ∗∥22笩 − drp−drq
2 · Ob笨笱笩. If 笆q − 笆p is positive

semidefinite, then S
(n)
µ̆,seq-rip 笽 笱 is trivial.

4. (RIPr, Anti-Simple Case) Suppose that 笆q − 笆p is positive semidefinite. Let

S
(n)
W1,rip

be as in (3.2.15) so that S
(n)
W1,rip

is the GRO e-variable. Then

p ⇝qW1
(U(n))笨U

(n)笩 笽 pW0笨U (n)笩 where W0 笽 N 笨µ1,笅1 笫 笨笆q − 笆p笩/n笩,

笨笳笮笲笮笲笱笩
and we have

S
(n)
W1,rip

笽
qW1笨U (n)笩

pW0
笨U (n)笩

笽 S
(n)
cond. 笨笳笮笲笮笲笲笩

筁 筦筥筷 筲筥筭筡筲筫筳 筡筲筥 筩筮 筯筲筤筥筲笮

Plug-In vs. Bayesian Q∗ 筗筥 筳筴筵筤筩筥筤 筴筨筥 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筒等筐筲 笨筐筡筲筴 笳 筯筦 筴筨筥 筴筨筥筯筲筥筭笩
筯筮筬筹 筩筮 筣筯筭筢筩筮筡筴筩筯筮 筷筩筴筨 筡 筰筬筵筧笭筩筮 Q∗ 筡筮筤 筴筨筥 筦筵筬筬第 筠筧筬筯筢筡筬笧 筒等筐筲 笨筐筡筲筴 笴笩 筯筮筬筹 筩筮
筣筯筭筢筩筮筡筴筩筯筮 筷筩筴筨 筡 筂筡筹筥筳筩筡筮 Q∗第 筢筵筴 筴筨筩筳 筷筡筳 筤筯筮筥 筦筯筲 筭筡筴筨筥筭筡筴筩筣筡筬 筣筯筮筶筥筮筩筥筮筣筥 筯筮筬筹笺
筯筮筥 筣筯筵筬筤 筩筮 筰筲筩筮筣筩筰筬筥 笨筴筨筯筵筧筨 筴筨筥 筡筮筡筬筹筳筩筳 筷筯筵筬筤 筢筥 筳筵筢筳筴筡筮筴筩筡筬筬筹 筭筯筲筥 筣筯筭筰筬筩筣筡筴筥筤 筩筮
筢筯筴筨 筣筡筳筥筳笩 筡筬筳筯 筳筴筵筤筹 筴筨筥 筒等筐筲 筦筯筲 筰筬筵筧笭筩筮 Q∗ 筯筲 筴筨筥 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筒等筐筲 筦筯筲 筂筡筹筥筳筩筡筮 Q∗笮

Comparing E-Power of the Various Methods 答筯 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筥笭筰筯筷筥筲第 筷筥 筦筯筣筵筳
筯筮 筴筨筥 筷筥筬筬笭筳筰筥筣筩笌筥筤 筣筡筳筥 筡筧筡筩筮 筷筩筴筨 R 笽 Qµ∗ 筳筯 筴筨筡筴 笆r 笽 笆q笮 答筨筥筯筲筥筭 笳 筴筨筥筮
筩筭筰筬筩筥筳笺

Corollary 3. [e-power and growth optimality] Under the conditions of Theorem 3,

EQ筛筬筯筧S
(n)
cond筝 > nϵ for some ϵ > 笰 and all n > 笱, and we have,

EQµ∗ 筛筬筯筧S
(n)
W1,ui

/S
(n)
µ̆,ui筝 笽 O笨笱笩.

EQµ∗ 筛筬筯筧S
(n)
cond/S

(n)
µ̆,ui筝 笽

d

笲
筬筯筧 n笫O笨笱笩.

EQµ∗ 筛筬筯筧S
(n)
µ̆,seq-rip/S

(n)
µ̆,ui筝 笽

dqp
笲

筬筯筧 n笫O笨笱笩 with dqp ≤ d, 筩筮 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥. 笨笳笮笲笮笲笳笩

EQµ∗ 筛筬筯筧S
(n)
µ̆,seq-rip筝 笽 笰 筩筮 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥.

EQµ∗ 筛筬筯筧S
(n)
W1,rip

/S
(n)
cond筝 笽 笰 筩筮 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥,

where dqp is as in, and we used the inequality in, (3.2.3). Note that the inequality in
(3.2.23) becomes strict in the strict simple case. Importantly, we only know how to
explicitly calculate SW1,rip in the anti-simple case (then it is equal to Scond) and we
never need to specify any prior W1 or 笕µ when calculating Scond.
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筏筮筥 筭筡筹 筮筯筷 筣筨筥筣筫 筴筨筡筴 筴筨筩筳 筩筳 筣筯筮筳筩筳筴筥筮筴 筷筩筴筨 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 笨笳笮笱笮笴笩笭笨笳笮笱笮笶笩 筰筲筯筶筩筤筥筤
筩筮筦筯筲筭筡筬筬筹 筩筮 筴筨筥 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筩筯筮第 筷筨筥筲筥 Sui 筭筡筹 筳筴筡筮筤 筦筯筲 筢筯筴筨 SW1,ui 筡筮筤 Sµ̆,ui 筡筮筤 Srip

筳筴筡筮筤筳 筦筯筲 SW1,rip笮 笨笨笳笮笱笮笳笩 筷筩筬筬 筢筥 筩筭筰筬筩筥筤 筢筹 筃筯筲筯筬筬筡筲筹 笵 筬筡筴筥筲 筯筮笩笮

The O笨笱笩 Terms 筐筲筥筣筩筳筥 筥筸筰筲筥筳筳筩筯筮筳 筦筯筲 Oa第 Ob第 OW1,ui 筡筲筥 筡筳 筦筯筬筬筯筷筳笮

Oa笨∥x0 − µ∗∥22笩 笽

n−1∑
i=0

笱

笨笱 笫 i/n0笩2
笨µ∗ − x0笩⊤笆−1

q 笨µ∗ − x0笩. 笨笳笮笲笮笲笴笩

Ob笨笱笩 笽

(
n−1∑
i=1

i

笨n0 笫 i笩2
− 筬筯筧 n

)
.

OW1,ui笨笱笩 笽 −drp
笲

−DΣr 笨笆q||笆q 笫 n笅1笩 笫
d

笲
筬筯筧

n

笲π
− 笱

笲
Oc笨∥µ∗ − µ1∥22笩.

Oc笨∥µ∗ − µ1∥22笩 笽 笨µ∗ − µ1笩⊤笨笅1 笫 笆q/n笩−1笨µ∗ − µ1笩.

筎筯筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥 Oa 筡筮筤 Oc 筴筥筲筭筳 筭筥筡筳筵筲筥 筡筬筩筧筮筭筥筮筴 筢筥筴筷筥筥筮 筰筲筩筯筲 筢筥筬筩筥筦 笨x0 筯筲 µ1笩
筡筮筤 筴筲筵筥 µ∗第 筡筮筤 筢筥筣筯筭筥 笰 筩筦 筴筨筥 筢筥筬筩筥筦 筩筳 筣筯筲筲筥筣筴笮 Ob 筩筳 筳筭筡筬筬笺 筦筯筲 筡筬筬 n第 筷筥 筨筡筶筥
Ob笨笱笩 ≤ γ 笫 笱/笨笲n笩 笨筷筨筥筲筥 γ 笽 笰.笵笷笷 . . . 筩筳 筅筵筬筥筲笧筳 筣筯筮筳筴筡筮筴笩笮

Relation to Optimal E-Variables for Group Invariant Testing 筐筥筲筥筺 筥筴 筡筬笮
筛笷笰筝 筳筨筯筷筥筤 筴筨筡筴 筩筦 Q 筡筮筤 P 筡筲筥 筢筯筴筨 筬筯筣筡筴筩筯筮 筦筡筭筩筬筩筥筳 筴筨筥筮 筴筨筥 筂筡筹筥筳 筦筡筣筴筯筲 筯筢筴筡筩筮筥筤
筢筹 筥筱筵筩筰筰筩筮筧 筢筯筴筨 筭筯筤筥筬筳 筷筩筴筨 筴筨筥 笨筩筭筰筲筯筰筥筲笩 筲筩筧筨筴 筈筡筡筲 筰筲筩筯筲 筧筩筶筥筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笻 筩筴 筩筳
筥筶筥筮 筴筨筥 筇筒筏筗 笨筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥 筧筲筯筷筴筨 筯筰筴筩筭筡筬笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 筴筨筥 筴筷筯 筭筯筤筥筬筳笮 答筨筥 筲筩筧筨筴
筈筡筡筲 筰筲筩筯筲 筦筯筲 筡 筬筯筣筡筴筩筯筮 筦筡筭筩筬筹 筩筳 筪筵筳筴 筴筨筥 筌筥筢筥筳筧筵筥 筭筥筡筳筵筲筥 筯筮 µ笮 筗筥 筭筡筹 筡筰筰筬筹
筴筨筩筳 筲筥筳筵筬筴 筴筯 筯筵筲 筇筡筵筳筳筩筡筮 筬筯筣筡筴筩筯筮 筦筡筭筩筬筩筥筳笮 筕筳筩筮筧 筴筨筥 筦筡筣筴 筛笴笵筝 筴筨筡筴 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筩筮筧

筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筳筡筴筩筳笌筥筳 S
(n)
Haar笨U (1)笩 笽 笱 筡筮筤

S
(n)
Haar笨U (n)笩 笽 qW1|X(1)

笨X(2), . . . , X(n)笩/pW0|X(1)
笨X(2), . . . , X(n)笩,

筷筨筥筲筥 W1|X(1) 笽 N笨X(1),笆q笩 筡筮筤 W0|X(1) 笽 N笨X(1),笆p笩 筡筲筥 筴筨筥 筦筯筲筭筡筬 筂筡筹筥筳
筰筯筳筴筥筲筩筯筲筳 笨筢筡筳筥筤 筯筮 筴筨筥 筲筩筧筨筴 筈筡筡筲 筰筲筩筯筲笩第 筡筦筴筥筲 筯筢筳筥筲筶筩筮筧 X(1)第 筷筥 筭筡筹 筥筭筰筬筯筹 筴筨筥
筳筡筭筥 筴筥筣筨筮筩筱筵筥筳 筡筳 筵筳筥筤 筩筮 筰筲筯筶筩筮筧 答筨筥筯筲筥筭 笳 筴筯 筰筲筯筶筥 笨筳筥筥 筁筰筰筥筮筤筩筸 笳笮筁 筦筯筲 筤筥筴筡筩筬筳笩
筴筨筡筴

ER筛筬筯筧S
(n)
Haar筝 笽笨n− 笱笩 ·DΣr 笨笆q∥笆p笩, 笨笳笮笲笮笲笵笩

筡筮筤 筴筨筵筳 筨筡筳 筴筨筥 筳筡筭筥 筥笭筰筯筷筥筲 筡筳 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 答筨筩筳 筥笭筰筯筷筥筲 筭筵筳筴 筴筨筥筮
筡筬筳筯 筢筥 worst-case 筧筲筯筷筴筨 筯筰筴筩筭筡筬 笨筇筒筏筗笩 筩筮 筴筨筥 筳筥筮筳筥 筯筦 筛笴笲筝第 筡筮筤 筢筹 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 筩筮

筴筨筡筴 筰筡筰筥筲第 筷筥 筭筵筳筴 筨筡筶筥 筴筨筡筴 S
(n)
Haar 笽 S

(n)
cond 筡筲筥 筩筮 筦筡筣筴 equal笮1

1Given the existence of the right Haar-based e-variable, the reader may wonder why we bother with
all these other e-variables at all — the reason is that we really view them as idealized versions that
should guide our analysis for general exponential families, for which Haar-based e-variables simply do
not exist.
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Chapter 3. E-Values for Exponential Families: the General Case

3.3 Multivariate exponential family

筗筥 筥筸筴筥筮筤 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 筯筦 筴筨筥 筰筲筥筶筩筯筵筳 筳筥筣筴筩筯筮 筴筯 筧筥筮筥筲筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笮 筗筥 笌筲筳筴
筩筮筴筲筯筤筵筣筥 筡筮 筩筭筰筯筲筴筡筮筴 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筵筮筤筥筲 筷筨筩筣筨 筴筨筥 筦筯筲筭 筯筦 Srip 筳筩筭筰筬筩笌筥筳笮 答筨筥筮第 筩筮
筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笳笮笲第 筷筥 筰筲筥筳筥筮筴 答筨筥筯筲筥筭 笴第 筴筨筥 筡筮筡筬筯筧筵筥 筴筯 答筨筥筯筲筥筭 笲 笨筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥笩
筡筮筤 筴筨筥筮第 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笳笮笳第 答筨筥筯筲筥筭 笵第 筴筨筥 筡筮筡筬筯筧筵筥 筴筯 答筨筥筯筲筥筭 笳笮

3.3.1 The Simple and Anti-Simple Cases of [40]

等筮 筳筯筭筥 筳筰筥筣筩筡筬 筳筩筴筵筡筴筩筯筮筳 筷筨筩筣筨 筷筥 筳筨筡筬筬 筣筯筬筬筥筣筴筩筶筥筬筹 筲筥筦筥筲 筴筯 筡筳 The Simple Case

笨筰筲筥筣筩筳筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筢筥筬筯筷笩第 S
(1)
Q,rip 笨筮筯筴筡筴筩筯筮 筡筳 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笱笮笲笩 筲筥筤筵筣筥筳 筴筯 筡 simple

筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 筢筥筴筷筥筥筮 Q 筡筮筤 筡 筳筩筮筧筬筥 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 P 笮 答筨筩筳 筩筳 筴筨筥 筵筰筳筨筯筴 筯筦 筴筨筥 筣筥筮筴筲筡筬
筲筥筳筵筬筴 筯筦 筛笴笰筝第 筷筨筩筣筨 筷筥 筮筯筷 筳筵筭筭筡筲筩筺筥笮 筗筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筛笴笰筝 筦筯筲 筭筯筲筥 筥筸筴筥筮筳筩筶筥 筤筩筳筣筵筳筳筩筯筮笮

筆筩筸 筡 筲筥筧筵筬筡筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 P 筦筯筲 筯筵筴筣筯筭筥 U 筷筩筴筨 筳筵笎筣筩筥筮筴
筳筴筡筴筩筳筴筩筣 X笮 筌筥筴 Q 筢筥 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筮 U 笮 筓筵筰筰筯筳筥 X 筨筡筳 筡 筭筯筭筥筮筴 筧筥筮筥筲筡筴筩筮筧
筦筵筮筣筴筩筯筮 筵筮筤筥筲 Q 筡筮筤 筨筡筳 筤筥筮筳筩筴筹 q 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 ν笮 筗筥 筭筡筹 筴筨筥筮 generate 筡 筳筥筣筯筮筤
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 Qgen 筷筩筴筨 筣筡筲筲筩筥筲 筤筥筮筳筩筴筹 q 筡筮筤 筴筨筥 筳筡筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 X 筡筳 P 笮
答筨筥 筥筬筥筭筥筮筴筳 筯筦 筴筨筩筳 筦筡筭筩筬筹 筡筲筥 筤筥笌筮筥筤 筬筩筫筥 笨笳笮笱笮笷笩 筢筵筴 筷筩筴筨 pµ 筲筥筰筬筡筣筥筤 筢筹 qµ 筡筮筤 Zp
筢筹 Zq笮 筗筥 筷筩筬筬 筡筤筯筰筴 筰筲筥筣筩筳筥筬筹 筴筨筥 筳筡筭筥 筮筯筴筡筴筩筯筮筡筬 筣筯筮筶筥筮筴筩筯筮筳 筦筯筲 Qgen 筡筳 筷筥 筤筩筤
筦筯筲 Q第 筩筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 Mgenq 筩筳 筩筴筳 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筡筮筤 笆gen

q 笨µ笩 筩筳 筩筴筳 d × d
筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筸 筡筳 筡 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 µ笮

答筯 筰筲筥筰筡筲筥 筦筯筲 筯筵筲 筤筥笌筮筩筴筩筯筮筳第 筷筥 筮筯筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴 筡 筶筡筲筩筥筴筹 筯筦 筣筡筮筯筮筩筣筡筬
筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮筳 筯筦 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹笺 筢筹 筲筥筰筬筡筣筩筮筧 筴筨筥 筣筡筲筲筩筥筲 筤筥筮筳筩筴筹 筩筮 笨笳笮笱笮笷笩
筢筹 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筹 筯筦 筡筮筹 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 筴筨筥 筦筡筭筩筬筹第 筳筡筹 筷筩筴筨 筭筥筡筮 µ∗第 筷筥 筯筢筴筡筩筮 筡 筮筥筷
筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筩筮 筷筨筩筣筨 pcan0 笽 pµ∗ 筨筡筳 筭筥筡筮 µ∗笮 筆筯筲 筧筥筮筥筲筡筬 筲筥筧筵筬筡筲
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筯筮 U 筴筨筡筴 筳筨筡筲筥 筴筨筥 筳筡筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣第 筷筥 筳筡筹 筴筨筡筴 筣筡筮筯筮筩筣筡筬
筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮筳 筯筦 P 筡筮筤 Q match 筩筦 P can

0 筡筮筤 Qcan
0 筡筲筥 筢筯筴筨 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤 筡筮筤 筨筡筶筥

筴筨筥 筳筡筭筥 筭筥筡筮第 筩笮筥笮 筦筯筲 筳筯筭筥 µ ∈ Mq ∩ Mp第 筷筥 筨筡筶筥 EP can
0

筛X筝 笽 EQcan
0

筛X筝 笽 µ.

Definition 1. 筆筩筸 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 P 筡筳 筡筢筯筶筥笮

笱笮 筌筥筴 Q 筢筥 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筦筯筲 U 笮 筗筥 筳筡筹 筴筨筡筴 P 筡筮筤 Q 筡筲筥 matching pairs
筩筦 筴筨筥筹 筡筲筥 筢筯筴筨 筲筥筧筵筬筡筲 筡筮筤 筴筨筥筹 筨筡筶筥 筴筨筥 筳筡筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 X 筡筮筤 筷筥
筨筡筶筥 筴筨筡筴 笨筡笩 Mq ⊆ Mp 筡筮筤第 笨筢笩第 筦筯筲 筥筶筥筲筹 筭筡筴筣筨筩筮筧 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筯筦
P 筡筮筤 Q第 筷筥 筨筡筶筥 筴筨筡筴 Bp ⊆ Bq笮

笲笮 筌筥筴 Q 筢筥 筡 筣筯筬筬筥筣筴筩筯筮 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筯筮 U 筳筯 筴筨筡筴 筥筡筣筨 Q ∈ Q第 筴筯筧筥筴筨筥筲 筷筩筴筨
筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 X第 筧筥筮筥筲筡筴筥筳 筴筨筥 筳筡筭筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 Qgen笮 笨筩笩 筗筥 筳筡筹 筴筨筡筴
筷筥 筡筲筥 in the simple case 筩筦 Qgen 筩筳 筡 筭筡筴筣筨筩筮筧 筰筡筩筲 筷筩筴筨 P 筡筮筤第 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ Mgenq 第
笆gen
q 笨µ笩−笆p笨µ笩 筩筳 筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥笮 筗筥 筳筡筹 筴筨筡筴 筷筥 筡筲筥 筩筮 筴筨筥 strictly 筳筩筭筰筬筥

筣筡筳筥 筩筦 筷筥 筡筲筥 筩筮 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 筡筮筤第 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ Mgenq 第 笆gen
q 笨µ笩−笆p笨µ笩 筩筳 筮筥筧筡筴筩筶筥

筤筥笌筮筩筴筥笮 笨筩筩笩 筗筥 筡筲筥 筩筮 筴筨筥 µ笭筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 筩筦 µ ∈ Mgenq ∩Mp 筡筮筤 笆gen
q 笨µ笩−笆p笨µ笩

筩筳 筰筯筳筩筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥 笨P 筡筮筤 Qgen 筡筲筥 筮筯筴 筲筥筱筵筩筲筥筤 筴筯 筢筥 筭筡筴筣筨筩筮筧 筰筡筩筲筳笩笮 筗筥
筡筲筥 筩筮 筴筨筥 筳筴筲筩筣筴 µ笭筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 筩筦 µ ∈ Mgenq 筡筮筤 笆gen

q 笨µ笩 − 笆p笨µ笩 筩筳 筰筯筳筩筴筩筶筥
筤筥笌筮筩筴筥笮
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3.3. Multivariate exponential family

等筮 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筳筵筢筳筥筣筴筩筯筮 筷筥 筷筩筬筬 筢筥 筣筯筮筣筥筲筮筥筤 筷筩筴筨 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 笽 {Q}第
筡筮筤 筴筨筥筮 Qgen 筩筳 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤 筡筳 筳筯筯筮 筡筳 X 筨筡筳 筡 筭筯筭筥筮筴 筧筥筮筥筲筡筴筩筮筧 筦筵筮筣筴筩筯筮 筵筮筤筥筲
Q笮 答筨筥筮第 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笳笮笳第 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 Q 筴筨筡筴 筡筲筥 筴筨筥筭筳筥筬筶筥筳 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筷筩筴筨
筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 X笮 筁筳 筩筳 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮第 筥筡筣筨 筭筥筭筢筥筲 筯筦 筡 筲筥筧筵筬筡筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹
筧筥筮筥筲筡筴筥筳 筴筨筡筴 筳筡筭筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筳筯 筩筮 筴筨筡筴 筣筡筳筥 筷筥 筳筩筭筰筬筹 筨筡筶筥 Q 笽 Qgen笮 等筮
筴筨筥 筠筣筯筭筰筡筮筩筯筮 筰筡筰筥筲笧 筛笴笰筝第 筷筥 筰筲筯筶筥筤 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筲筥筳筵筬筴笺

Theorem 筛筃筯筲筯筬筬筡筲筹 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笱 筯筦 筛笴笰筝筝 筃筯筮筳筩筤筥筲 筡 筴筥筳筴筩筮筧 筰筲筯筢筬筥筭 筷筩筴筨 筮筵筬筬 P
筡筮筤 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 筡筮筤 筳筵筰筰筯筳筥 筷筥 筡筲筥 筩筮 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥笮 答筨筥筮 筦筯筲 筥筶筥筲筹 µ∗ ∈ Mq第 筴筨筥

筒等筐筲 筯筦 Q
(n)
µ∗ 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 P

(n)
µ∗ 筳筯 筴筨筡筴 筴筨筥 筒等筐筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹

S
(n)
Qµ∗ ,rip 笽

qµ∗笨U (n)笩

pµ∗笨U (n)笩
.

筛笴笰筝 筧筩筶筥筳 筭筡筮筹 筥筸筡筭筰筬筥筳 筯筦 P 筡筮筤 Q 筴筨筡筴 筡筲筥 筠筭筡筴筣筨筩筮筧 筰筡筩筲筳笧 筡筮筤 筴筨筡筴 筦筡筬筬 筵筮筤筥筲
筴筨筥 筠筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥笧笮 答筨筥筳筥 筩筮筣筬筵筤筥第 筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳第 筴筨筥 k笭筳筡筭筰筬筥
筴筥筳筴筳 筯筦 筅筸筡筭筰筬筥 笴 筢筥筬筯筷第 筡筮筤 筡筬筳筯 筬筩筮筥筡筲 筲筥筧筲筥筳筳筩筯筮 筰筲筯筢筬筥筭筳 筷筩筴筨 筇筡筵筳筳筩筡筮 筮筯筩筳筥
笨筅筸筡筭筰筬筥 笶笩笮 筁 筰筲筩筭筥 筥筸筡筭筰筬筥 筷筡筳 筡筬筲筥筡筤筹 筵筳筥筤 筩筭筰筬筩筣筩筴筬筹 筩筮 筴筨筥 筰筲筥筶筩筯筵筳 筳筥筣筴筩筯筮笺 筩筦
P 筡筮筤 Q 筡筲筥 筢筯筴筨 筳筥筴筳 筯筦 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筇筡筵筳筳筩筡筮筳第 筷筥 筨筡筶筥 Mp 笽 Mq 笽 Bp 笽 Bq 笽 Rd 筳筯
筷筥 筨筡筶筥 筭筡筴筣筨筩筮筧 筰筡筩筲筳笮 筓筩筮筣筥 筩筮 筴筨筩筳 筣筡筳筥第 筴筨筥 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筣筥筳 笆p 筡筮筤 笆q 筤筯 筮筯筴
筤筥筰筥筮筤 筯筮 µ第 筷筥 筡筲筥 筩筮 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 筡筳 筳筯筯筮 筡筳 笆q − 笆p 筩筳 筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥笮
答筨筩筳 筷筡筳 筥筸筰筬筯筩筴筥筤 筩筮 筴筨筥 筰筲筯筯筦筳 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笲 筡筮筤 笳笮

3.3.2 Q simple, P multivariate exponential family

筗筥 筮筯筷 筡筳筳筵筭筥 P 筴筯 筢筥 筡 筲筥筧筵筬筡筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筡筮筤 筣筯筮筳筩筤筥筲 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥
Q 笽 {Q} 筷筩筴筨 Q 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筮 U 筷筩筴筨 筤筥筮筳筩筴筹 q第 筭筥筡筮 EQ筛X筝 笽 µ∗ 筡筮筤 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥
筭筡筴筲筩筸 笆q笮 筂筥筬筯筷 筷筥 筳筴筡筴筥 答筨筥筯筲筥筭 笴 筷筨筩筣筨 筥筸筴筥筮筤筳 答筨筥筯筲筥筭 笲 筴筯 筴筨筩筳 筳筥筴筴筩筮筧笮 答筨筥
筲筥筳筵筬筴筳 筦筯筲 ui,cond, seq-rip 筡筮筤 rip 筷筩筬筬 筶筥筲筹 筣筬筯筳筥筬筹 筦筯筬筬筯筷 筴筨筯筳筥 筯筦 筴筨筡筴 筰筲筥筶筩筯筵筳
筴筨筥筯筲筥筭第 筢筵筴第 筢筥筣筡筵筳筥 筯筦 筴筨筥 筡筤筤筥筤 筧筥筮筥筲筡筬筩筴筹第 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筡筲筥 筮筥筥筤筥筤 筦筯筲
筳筯筭筥 筯筦 筴筨筥筭笮 筗筥 笌筲筳筴 筤筩筳筣筵筳筳 筴筨筥 筭筯筳筴 筩筮筶筯筬筶筥筤 筯筮筥第 筴筨筥 COND 筣筯筮筤筩筴筩筯筮笺

筗筥 筳筡筹 筴筨筡筴 筡 d笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筲筡筮筤筯筭 筶筥筣筴筯筲 X 筩筳 of lattice form 筩筦 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴
筲筥筡筬 筮筵筭筢筥筲筳 b1, . . . , bd 筡筮筤 h1, . . . , hd 筳筵筣筨 筴筨筡筴第 筦筯筲 筡筬筬 j ∈ {笱, . . . , d}第 筡筬筬 u ∈ U 第
Xj笨u笩 ∈ {bj 笫 shj 笺 s ∈ Z}笮 筏筢筶筩筯筵筳筬筹第 筭筯筳筴 筲筡筮筤筯筭 筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筷筩筴筨 笌筮筩筴筥 筯筲 筣筯筵筮筴筡筢筬筥
筳筵筰筰筯筲筴 筴筨筡筴 筡筲筥 筣筯筭筭筯筮筬筹 筥筮筣筯筵筮筴筥筲筥筤 筡筲筥 筯筦 筬筡筴筴筩筣筥 筦筯筲筭笮 筂筥筩筮筧 筥筩筴筨筥筲 筯筦 筴筨筩筳 筦筯筲筭
筯筲 筨筡筶筩筮筧 筡 筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳 筤筥筮筳筩筴筹 笨筷筩筴筨 筲筥筳筰筥筣筴 筴筯 筌筥筢筥筳筧筵筥 筭筥筡筳筵筲筥笩 筩筳 筴筨筥 筳筴筡筮筤筡筲筤
筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筦筯筲 筴筨筥 笨筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥笩 local central limit theorem 筛笱笶筝 筴筯 筨筯筬筤第 筷筨筩筣筨 筩筳
筩筮筳筴筲筵筭筥筮筴筡筬 筩筮 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筯筦 笨笳笮笳笮笳笩 筢筥筬筯筷笮 筃筯筮筣筲筥筴筥筬筹第 筷筥 筲筥筱筵筩筲筥 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧笺

Condition 1. (COND) X has a moment generating function under Q and R in
Theorem 4 below. Moreover, either X has a bounded continuous density (denoted q[x],

r[x], p
[x]
µ respectively), with respect to Lebesgue measure under Q, R and all µ ∈ Mp, or

X is of lattice form (and then has probability mass functions q[x], r[x], p
[x]
µ respectively).

The support X ⊆ Rd (X is countable in the lattice case) under Q, R and all P ∈ P
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coincides. Moreover, there is a > 笰 such that for all s > 笰,

筳筵筰

{
筬筯筧

p
[x]
µ∗笨x笩

q[x]笨x笩
笺 x ∈ X , ∥x− µ∗∥2 ≤ s

}
笽 O笨sa笩. 笨笳笮笳笮笱笩

筓筩筮筣筥 筡筬筬 筯筵筲 筲筥筳筵筬筴筳 筡筲筥 筯筮筬筹 筲筥筬筥筶筡筮筴 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 DR笨Q∥Pµ∗笩 < ∞ 筡筮筹筷筡筹第
筲筥筱筵筩筲筥筭筥筮筴 笨笳笮笳笮笱笩 筭筥筲筥筬筹 筳筡筹筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯筳 筣筡筮筮筯筴 筢筥 筳筵筰筥筲笭筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬筬筹
筦筡筲 筡筰筡筲筴第 筳筯 筩筮 筴筨筡筴 筳筥筮筳筥 筩筴 筩筳 筱筵筩筴筥 筷筥筡筫笻 筹筥筴 筩筴 筲筥筱筵筩筲筥筳 R 筴筯 筨筡筶筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬筬筹 筳筭筡筬筬
筴筡筩筬筳笮 筆筲筯筭 筩筮筳筰筥筣筴筩筮筧 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筩筴 筣筡筮 筢筥 筳筥筥筮 筴筨筡筴 筩筦 X 筨筡筳 筪筵筳筴 筴筨筲筥筥 筭筯筭筥筮筴筳 筵筮筤筥筲
R第 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 笨笳笮笳笮笳笩 筳筴筩筬筬 筨筯筬筤筳 筩筦 q 筡筮筤 pµ∗ 筡筲筥 筯筮筬筹 筰筯筬筹筮筯筭筩筡筬筬筹 筡筰筡筲筴笻 筷筥 筨筡筶筥 筮筯筴
筢筯筴筨筥筲筥筤 筴筯 筦筯筲筭筡筬筩筺筥 筴筨筩筳笮 答筨筥 筲筥筱筵筩筲筥筭筥筮筴 筴筨筡筴 X 筨筡筳 筡 筭筯筭筥筮筴 筧筥筮筥筲筡筴筩筮筧 筦筵筮筣筴筩筯筮
筵筮筤筥筲 Q 笨筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 R笩 筩筳 筥筳筳筥筮筴筩筡筬 筦筯筲 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筴筨筯筵筧筨笮

筗筥 筦筵筲筴筨筥筲 筮筥筥筤 筡 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筴筯 筰筲筯筶筥 筡 筬筯筷筥筲 筢筯筵筮筤 筯筦 筴筨筥 筥笭筰筯筷筥筲 筯筦 Sui笺

Condition 2. (UI≥) R as in Theorem 4 below is such that for some 笰 < γ < 笱/笲, for
all n:

ER
[
1∥µ̂|n−µ∗∥2≥n−γ · n ·D笨Pµ̂|n∥Pµ∗笩

]
笽 o笨笱笩.

答筨筩筳 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筲筥筦筥筲筳 筴筯D笨Pµ̂|n∥Pµ∗笩 筡筬筳筯 筦筯筲 筣筡筳筥筳 筩筮 筷筨筩筣筨 筞µ|n ̸∈ Mp笻 筩筮 筁筰筰筥筮筤筩筸 笳笮筂笮笱
筷筥 筥筸筴筥筮筤 筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筴筯 筴筨筡筴 筣筡筳筥笮 筗筥 筳筵筳筰筥筣筴 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筩筳 筱筵筩筴筥 筷筥筡筫笺 筩筴 筩筳
筲筥筡筤筩筬筹 筶筥筲筩笌筥筤 筦筯筲 筯筮筥笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筭筯筤筥筬筳 筳筵筣筨 筡筳 筥笮筧笮 筐筯筩筳筳筯筮第 筮筥筧筡筴筩筶筥 筢筩筮筯筭筩筡筬第
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筡筮筤 筳筯 筯筮 笨筷筥 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥 筴筨筡筴 筩筴 筨筯筬筤筳 筦筯筲 筴筨筥 筐筯筩筳筳筯筮 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮第 筷筨筥筮 X
筨筡筳 ≥ 笳 筭筯筭筥筮筴筳 筵筮筤筥筲 R笩第 筩筮 筁筰筰筥筮筤筩筸 笳笮筄笮笱笩第 筢筵筴第 筵筮筬筩筫筥 筦筯筲 筴筨筥 筠筤筵筡筬笧 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 笳
筴筨筡筴 筷筥 筷筩筬筬 筤筩筳筣筵筳筳 筩筮 筴筨筥 筮筥筸筴 筳筵筢筳筥筣筴筩筯筮第 筷筥 筨筡筶筥 筮筯筴 筢筥筥筮 筡筢筬筥 筴筯 筣筯筭筥 筵筰 筷筩筴筨
筡 筧筥筮筥筲筡筬 筥筡筳筹笭筴筯笭筶筥筲筩筦筹 筠n笭筦筲筥筥笧 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筴筨筡筴 筩筭筰筬筩筥筳 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 笲 筦筯筲 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥
筦筡筭筩筬筩筥筳笮

等筮 筴筨筩筳 筳筥筣筴筩筯筮第 筴筨筥 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筣筥筳 筩筮 P第 Q 筡筮筤 R 筡筲筥 筤筥筰筥筮筤筥筮筴 筯筮 µ笮 筗筥
筴筨筵筳 筥筸筴筥筮筤 筯筵筲 筮筯筴筡筴筩筯筮 筦筯筲 筴筨筥 筴筲筡筣筥 笨笳笮笲笮笳笩 筴筯 dab笨µ笩 笺笽 tr笨笆a笨µ笩笆−1

b 笨µ笩笩笮 筗筥
筡筬筳筯 筵筳筥 笨筡筮筤 筷筩筬筬 筫筥筥筰 筵筳筩筮筧 筩筮 答筨筥筯筲筥筭 笵 筡筮筤 筴筨筥 筰筲筯筯筦筳笩 筴筨筥 筮筯筮筳筴筡筮筤筡筲筤 筮筯筴筡筴筩筯筮
f笨n笩 ≤ O笨笱笩第 筴筯 筭筥筡筮 筴筨筡筴 筴筨筥筲筥 筩筳 筡 筰筯筳筩筴筩筶筥 筣筯筮筳筴筡筮筴 M > 笰 筳筵筣筨 筴筨筡筴第 筦筯筲 筡筬筬 n ∈ N第
筷筥 筨筡筶筥 f笨n笩 ≤ M 笻 f笨n笩 ≤ o笨笱笩 筭筥筡筮筳 筴筨筡筴 筴筨筥筲筥 筩筳 筡 筳筥筱筵筥筮筣筥 筯筦 筰筯筳筩筴筩筶筥 筮筵筭筢筥筲筳
M1,M2, . . . 筴筥筮筤筩筮筧 筴筯 笰 筳筵筣筨 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 n ∈ N第 筷筥 筨筡筶筥 f笨n笩 ≤Mn笮

Theorem 4. Let P be as above, and let Q be a distribution on U with density q
and mean EQ筛X筝 笽 µ∗ where µ∗ ∈ Mp and with covariance matrix 笆q. Let R be a
distribution on X with the same mean ER筛X筝 笽 µ∗ and with covariance matrix 笆r,
such that the first 3 moments of X exist under R and Q and DR笨Q∥Pµ∗笩 is well-defined
and finite. Then, letting U(1), U(2), . . . be i.i.d. ∼ R, we have:

1. (UI) Let S
(n)
Q,ui 笽 q(U(n))

pµ̂|n (U
(n))

be as in (3.1.10). We have:

EU(n)∼R筛筬筯筧S
(n)
Q,ui筝 ≤ nDR笨Q∥Pµ∗笩 − drp笨µ

∗笩

笲
笫 o笨笱笩. 笨笳笮笳笮笲笩

If, moreover, R is such that Condition 2 (“UI≥”) holds, then (3.3.2) holds with
≤ replaced by 笽.

笵笹



3.3. Multivariate exponential family

2. (COND) Let S
(n)
Q,cond 笽 q(U(n)|Z)

p(U(n)|Z)
be defined as in (3.1.9) and DΣr笨·∥·笩 as in

(3.2.5). Suppose Condition 1 (“COND”) holds. We have:

EU(n)∼R筛筬筯筧S
(n)
Q,cond筝 ≥ nDR笨Q∥Pµ∗笩 −DΣr 笨笆q∥笆p笨µ

∗笩笩 笫 o笨笱笩. 笨笳笮笳笮笳笩

Moreover, if Condition 1 (“COND”) also holds with the role of q and pµ∗

interchanged, (3.3.3) holds with equality.

3. (seq-RIPr/RIPr Simple Case, seq-RIPr Anti-Simple Case) Let S
(n)
Q,rip, S

(n)
Q,seq-rip

be defined as in (3.1.8) and (3.1.10). Suppose that, with alternative Q 笽 {Q},
we are in the simple case of Definition 1. Then we have, for all n, that

S
(n)
Q,rip 笽 S

(n)
Q,seq-rip 笽

q笨U (n)笩

pµ∗笨U (n)笩
笻 EU(n)∼R筛筬筯筧S

(n)
Q,rip筝 笽 nDR笨Q∥Pµ∗笩.

笨笳笮笳笮笴笩

If 笆q − 笆p笨µ
∗笩 is positive definite (‘strict anti-simple case’) then for some ϵ > 笰

we have:

EQ筛筬筯筧S
(n)
Q,seq-rip筝 笽 n笨D笨Q||Pµ∗笩 − ϵ笩. 笨笳笮笳笮笵笩

4. (RIPr, Anti-Simple Case) Let S
(n)
Q,rip, S

(n)
Q,cond be defined as in (3.1.8) and

(3.1.9) and DΣq 笨·∥·笩 as in (3.2.5). If 笆q − 笆p笨µ
∗笩 is 筰筯筳筩筴筩筶筥 semidefinite, then,

letting W0,(n) 笽 N笨µ∗, 笨笆q − 笆p笩/n笩 be a Gaussian distribution on Mp, we have

EQ筛筬筯筧S
(n)
Q,rip筝 ≤ EQ

[
筬筯筧

q笨U (n)笩

pW0,(n)
笨U (n)笩

]
≤ nD笨Q||Pµ∗笩 −DΣq 笨笆q笆

−1
p 笨µ∗笩笩 笫 o笨笱笩.

笨笳笮笳笮笶笩

Moreover, if Condition 1 (‘COND’) holds, then (3.3.6) holds with equality up to

o笨笱笩, i.e. EQ筛筬筯筧S
(n)
Q,rip筝 笽 EQ筛筬筯筧S

(n)
Q,cond筝 笫 o笨笱笩.

筎筯筴筥 筴筨筥 筶筥筲筹 筣筬筯筳筥 筲筥筳筥筭筢筬筡筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 筥筡筣筨 筰筡筲筴 筯筦 筴筨筩筳 筲筥筳筵筬筴 筡筮筤 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧
筰筡筲筴 筩筮 答筨筥筯筲筥筭 笲笮 筗筥 筢筲筩筥笍筹 筲筥筭筡筲筫 筯筮 筳筯筭筥 筳筰筥筣筩笌筣筳笮

筆筩筲筳筴第 筦筯筲 筴筨筥 UI 筰筡筲筴笺 筴筨筥 筣筡筳筥 筩筮 筷筨筩筣筨 筩筴 筨筯筬筤筳 筷筩筴筨 筥筱筵筡筬筩筴筹 筩筳 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筴筨筥
筣筥筬筥筢筲筡筴筥筤 筗筩筬筫筳 筰筨筥筮筯筭筥筮筯筮笺 筩筦 筷筥 筬筥筴 Q ∈ P 筡筮筤 筳筥筴 R 笽 Q第 筴筨筥 筴筨筥筯筲筥筭 筩筳 筳筴筩筬筬
筶筡筬筩筤 筡筮筤 筴筨筥 筰筲筯筢筬筥筭 筢筥筣筯筭筥筳 筠筷筥筬筬笭筳筰筥筣筩笌筥筤笧笮 答筨筥 DR笨Q∥Pµ∗笩 筴筥筲筭 筴筨筥筮 筢筥筣筯筭筥筳 笰
筡筮筤 筷筥 筡筲筥 筬筥筦筴 筷筩筴筨 d/笲第 筴筨筥 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筯筦 筡 χ2笭筲筡筮筤筯筭 筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筩筴筨 d/笲 筤筥筧筲筥筥筳 筯筦
筦筲筥筥筤筯筭第 筩筮 筡筣筣筯筲筤筡筮筣筥 筷筩筴筨 筗筩筬筫筳笧 筲筥筳筵筬筴 筛笵笴筝笮

筆筯筲 筴筨筥 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥第 筷筥 筯筮筬筹 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筷筥筬筬笭筳筰筥筣筩笌筥筤 筳筥筴筴筩筮筧 筷筩筴筨 R 笽 Q
筢筥筣筡筵筳筥 筴筨筥 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筦筯筲 筧筥筮筥筲筡筬 R 筩筳 筲筡筴筨筥筲 筩筮筶筯筬筶筥筤笮

答筨筥筯筲筥筭 笴 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筩筮 筴筨筥 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥第 筴筨筥 筒等筐筲笭筰筲筩筯筲 筴筨筡筴 筡筣筨筩筥筶筥筳 筇筒筏
筡筧筡筩筮筳筴 Q 筡筴 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 n 筣筡筮 筢筥 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥筤第 筩筮 筴筨筥 筥笭筰筯筷筥筲 筳筥筮筳筥第 筢筹 筡 筇筡筵筳筳筩筡筮
筷筩筴筨 筶筡筲筩筡筮筣筥 筯筦 筯筲筤筥筲 O笨笱/n笩第 筢筵筴 筩筴 筤筯筥筳 筮筯筴 筴筥筬筬 筵筳 筩筦 筴筨筥 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筩筯筮 筩筳 筧筯筯筤
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筥筮筯筵筧筨 筴筯 筧筥筴 筳筯筭筥筴筨筩筮筧 筣筬筯筳筥 筴筯 筡 筲筥筡筬 筥笭筶筡筬筵筥 筩筦 筷筥 筵筳筥 筴筨筩筳 筰筲筩筯筲 筩筮 筴筨筥 筤筥筮筯筭筩筮筡筴筯筲笮2

筎筯筴筥 筴筨筡筴 筥筶筥筮 筴筨筯筵筧筨 筷筥 筤筯 筮筯筴 筫筮筯筷 筩筦 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筰筲筩筯筲 筧筩筶筥筳 筵筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筷筥
筣筡筮 筳筴筩筬筬 笌筮筤 筡筮筯筴筨筥筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筨筡筴 筰筲筯筶筡筢筬筹 筩筳 筣筬筯筳筥 筴筯 筇筒筏 筻 筴筨筥 筴筨筥筯筲筥筭 筳筨筯筷筳
筴筨筡筴 筷筥 筣筡筮 筳筩筭筰筬筹 筵筳筥 SQ,cond笮

筐筥筲筦筯筲筭筩筮筧 筡 筳筩筭筩筬筡筲 筡筮筡筬筹筳筩筳 筡筳 筩筮 筃筯筲筯筬筬筡筲筹 笲第 筷筥 笌筮筤笺

Corollary 4. [e-power and growth optimality] The relations of Corollary 2 still
hold in the setting of Theorem 4, with dqp 笽 dqp笨µ

∗笩 now dependent on µ∗.

答筨筥筯筲筥筭 笴 筰筲筯筶筩筤筥筳 筡筮 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣 筡筮筡筬筹筳筩筳第 筢筵筴 筷筥 筮筯筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筣筡筳筥 筯筦
答筨筥筯筲筥筭 笲 筩筳 筮筯筴 筴筨筥 筯筮筬筹 筣筡筳筥 筩筮 筷筨筩筣筨 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣筳 筡筲筥 筮筯筴 筲筥筱筵筩筲筥筤笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第
筡筮筯筴筨筥筲 筣筡筳筥 筷筨筩筣筨 筤筯筥筳 筮筯筴 筲筥筱筵筩筲筥 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣筳 筦筯筲 筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筣筥筰筴 ui 筯筣筣筵筲筳 筩筦
筴筨筥筲筥 筩筳 P ∈ P 筷筨筯筳筥 筭筡筲筧筩筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 P 笨X笩 筦筯筲 X 筣筯筩筮筣筩筤筥筳 筷筩筴筨 Q笨X笩笮 等筮 筣筡筳筥
P 筡筮筤 Q 筡筲筥 筭筡筴筣筨筩筮筧 筰筡筩筲筳 筷筥 筡筲筥 筴筨筥筮 筳筩筭筵筬筴筡筮筥筯筵筳筬筹 筩筮 筴筨筥 笨筮筯筮筳筴筲筩筣筴笩 筳筩筭筰筬筥 筡筮筤
筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥筳笮 筗筥 筴筨筥筮 筨筡筶筥

DR笨Q∥Pµ∗笩 笽 EX∼R

[
筬筯筧

q笨X笩

pµ∗笨X笩

]
笫EU∼R

[
筬筯筧

q笨U |X笩

pµ∗笨U |X笩

]
笽 EU∼R

[
筬筯筧

q笨U |X笩

pµ∗笨U |X笩

]
.

Proposition 4. Suppose that Q笨X笩 笽 Pµ∗笨X笩 for some µ∗ ∈ Mp. Then for all n,

S
(n)
Q,rip 笽 S

(n)
Q,seq-rip 笽 S

(n)
Q,cond 笽 q笨U (n) | X(n)笩/p笨U (n) | X(n)笩 so that

EU(n)∼R筛筬筯筧S
(n)
Q,rip筝 笽 EU(n)∼R筛S

(n)
Q,seq-rip筝 笽 EU(n)∼R筛筬筯筧S

(n)
cond筝 笽 DR笨Q∥Pµ∗笩.

Proof of Proposition 4 答筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 筦筯筲 SQ,rip 筡筮筤 SQ,seq-rip 筦筯筬筬筯筷 筦筲筯筭 答筨筥筯筲筥筭 笴第
筴筨筥 筓筩筭筰筬筥 筃筡筳筥第 筳筩筮筣筥 笆q 笽 笆p笨µ

∗笩笮 答筨筩筳 筯筮筬筹 筬筥筡筶筥筳 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筦筯筲 SQ,cond第 筷筨筩筣筨
筦筯筬筬筯筷筳 筢筹 筩筮筳筰筥筣筴筩筮筧 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筦筯筲 筐筡筲筴 笲 笨筠COND笧笩 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笴 筡筮筤 筮筯筴筩筮筧 筴筨筡筴
筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筤筩筲筥筣筴筬筹 筦筯筬筬筯筷筳 筦筲筯筭 笨笳笮笵笮笴笩笮

Example 4. [Two-Sample Tests] 筓筵筰筰筯筳筥 筴筨筡筴 U 笽 笨Ya, Yb笩第 X 笽 Ya 笫 Yb第 筡筮筤
P 笽 {Pµ∗ 笺 µ∗ ∈ Mp} 筷筨筥筲筥 Pµ∗ 筥筸筰筲筥筳筳筥筳 筴筨筡筴 Ya, Yb 筡筲筥 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴筬筹 ∼ N笨µ∗, σ2笩
筦筯筲 筳筯筭筥 笌筸筥筤 σ2第 筷筨筥筲筥筡筳 Q 笽 {Q} 筷筩筴筨第 筵筮筤筥筲 Q第 Ya ∼ N笨µa, σ

2笩 筡筮筤 Yb ∼ N笨µb, σ
2笩

筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴筬筹第 筦筯筲 筳筯筭筥 筡筲筢筩筴筲筡筲筹 笌筸筥筤 µa, µb笮 筎筯筴筥 筴筨筡筴 µ∗ 笽 EQ筛X筝 笽 µa笫µb笮 答筨筥筮第
筡筳 筳筨筯筷筮 筢筹 筛笴笴筝第 P 筩筳 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筡筮筤 筷筥 筡筲筥 筩筮 筴筨筥 筳筥筴筴筩筮筧 筯筦 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笴笮
答筨筥筹 筡筬筳筯 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筴筨筥 筳筡筭筥 筨筯筬筤筳 筩筦 Mp 笽 R+ 筡筮筤 Pµ 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 筴筨筡筴 Ya, Yb 筡筲筥 筩笮筩笮筤
筡筣筣筯筲筤筩筮筧 筴筯 筡 筐筯筩筳筳筯筮 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筷筩筴筨 筭筥筡筮 µ第 筷筨筥筲筥筡筳 筵筮筤筥筲 Q第 Ya 筡筮筤 Yb 筡筲筥
筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴筬筹 筐筯筩筳筳筯筮 筷筩筴筨 筭筥筡筮筳 µa 筡筮筤 µb第 筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹笮 答筨筥筳筥 筥筸筡筭筰筬筥筳第 筳筰筥筣筩筡筬
筣筡筳筥筳 筯筦 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳 筦筯筲 k 笽 笲第 筡筲筥 筤筩筳筣筵筳筳筥筤 筩筮 筤筥筴筡筩筬 筩筮 筛笴笴筝 筡筮筤 筛笴笰筝笮
答筨筥筹 筡筬筳筯 筬筯筯筫 筡筴 筳筥筶筥筲筡筬 筯筴筨筥筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 P 筴筯 筴筡筫筥 筴筨筥 筲筯筬筥 筯筦 筇筡筵筳筳筩筡筮 筡筮筤
筐筯筩筳筳筯筮 筡筢筯筶筥笮 等筮 筡筬筬 筴筨筥筳筥 筯筴筨筥筲 筣筡筳筥筳第 筴筨筥 筰筲筥筭筩筳筥 筯筦 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笴 筤筯筥筳 筮筯筴 筡筰筰筬筹
筡筮筤 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣筳 筫筩筣筫 筩筮笮 筗筩筴筨 筴筨筥 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筭筯筤筥筬第 筷筥 筡筲筥 筩筮 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥笻 筷筩筴筨
筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬第 筢筥筴筡 筡筮筤 筇筡筵筳筳筩筡筮 筳筣筡筬筥 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筷筥 筡筲筥 筮筯筴 筛笴笰第 笴笴筝笮

2Lardy et al.’s [57]’s Theorem 6 determines whether priors converging to the RIPr produce likelihood
ratios converging to an e-variable, but its preconditions are not easily verified in the present case.

笶笱



3.3. Multivariate exponential family

3.3.3 P, Q both multivariate exponential families

等筮 筴筨筥 筳筥筣筴筩筯筮第 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥 筳筩筭筩筬筡筲 筲筥筳筵筬筴筳 筡筳 筡筢筯筶筥 筢筵筴 筷筩筴筨 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 Q笮 答筨筡筴 筩筳第

Q 笽 {Qµ 笺 µ ∈ Mq} 筡筮筤 P 笽 {Pµ 笺 µ ∈ Mp},

筷筨筥筲筥 Q 筡筮筤 P 筡筲筥 筤筩笋筥筲筥筮筴 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筦筯筲 U 筷筩筴筨 筴筨筥 筳筡筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筳第
筡筮筤 筷筥 筩筮筶筡筲筩筡筢筬筹 筡筳筳筵筭筥 Mq ⊆ Mp笮 答筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 筩筮筶筯筬筶筩筮筧 筴筨筥 筰筲筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筰筬筵筧笭筩筮 筭筥筴筨筯筤
筮筯筷 筲筥筱筵筩筲筥 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筣筯筮筤筩筴筩筯筮第 筲筥筦筥筲筲筩筮筧 筴筯 筴筨筥 筳筡筭筰筬筩筮筧 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 R 筩筮 筴筨筥
筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笴 筷筨筩筣筨 筨筡筳 ER筛X筝 笽 µ∗ ∈ Mp笮

Condition 3. (plug-in) There (a) exists an odd integer m ≥ 笳 such that the first m
moments of X exist under R, and (b), for some 笰 < γ < 笱/笲,

ER
[
1∥µ̂|n−µ∗∥2≥n−γ · n ·D笨Qµ∗∥Qµ̆|n笩

]
笽 o笨笱笩. 笨笳笮笳笮笷笩

As we show in Lemma 2, (3.B.8), in Appendix 3.B.1, a sufficient condition for (3.3.7) is
that (a) holds, and (c) there also exist real s > 笱 and A > 笰 such that {µ 笺 ∥µ−µ∗∥2 <
A} ⊂ Mq and for all x0 ∈ Mq, 笰 < α < 笱,

筳筵筰
µ∈Mq :∥µ−µ∗∥2≥A

D笨Qµ∗∥Q(1−α)µ+αx0
笩

∥µ− µ∗∥m−s
2

<∞. 笨笳笮笳笮笸笩

筁筳 筩筳 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮第 locally 筢筯筴筨 D笨Qµ∥Qµ∗笩 筡筮筤 D笨Qµ∗∥Qµ笩 筡筲筥 筥筱筵筡筬第 筵筰 筴筯
筬筯筷筥筲 筯筲筤筥筲 筴筥筲筭筳第 筴筯 筴筨筥 筱筵筡筤筲筡筴筩筣 筦筯筲筭 笨µ∗ − µ笩⊤笆−1

q 笨µ∗ − µ笩 ≍ ∥µ∗ − µ∥22笮 答筨筥

UI≥ 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 笲 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴第 筵筰 筴筯 o笨笱笩第 筴筨筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 D笨Qµ∥Qµ∗笩第 筦筯筲 笌筸筥筤
µ∗ 筡筮筤 筶筡筲筹筩筮筧 µ第 筩筳 筤筥筴筥筲筭筩筮筥筤 筢筹 筴筨筩筳 筬筯筣筡筬 筱筵筡筤筲筡筴筩筣 筢筥筨筡筶筩筯筵筲笮 答筨筥 plug-in
筃筯筮筤筩筴筩筯筮 笳 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筥 筳筡筭筥 筦筯筲 D笨Qµ∗∥Qµ笩笮 筁筳 筣筡筮 筢筥 筳筥筥筮第 筡筳 µ 筭筯筶筥筳 筦筡筲筴筨筥筲
筡筷筡筹 筦筲筯筭 µ∗第 筴筨筩筳 筡筬筬筯筷筳 筦筯筲 筡 筦筡筳筴筥筲笭筴筨筡筮笭筱筵筡筤筲筡筴筩筣 筩筮筣筲筥筡筳筥 筯筦 筴筨筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥筳第
筢筵筴 筩筴 筳筨筯筵筬筤 筢筥 筡筴 筭筯筳筴 筰筯筬筹筮筯筭筩筡筬 筩筮 筴筨筥 ℓ2笭筤筩筳筴筡筮筣筥第 筡筮筤 筴筨筥 筲筡筴筥 筯筦 筩筮筣筲筥筡筳筥
筳筨筯筵筬筤 筢筥 筠筭筡筴筣筨筥筤笧 筢筹 筳筵笎筣筩筥筮筴筬筹 筨筩筧筨 筭筯筭筥筮筴筳 筯筦 R 筥筸筩筳筴筩筮筧笮 答筨筥 筰筬筵筧笭筩筮 筣筯筮筤筩筴筩筯筮
筡筰筰筥筡筲筳 筴筯 筢筥 筱筵筩筴筥 筷筥筡筫 筡筮筤 筩筳 筥筡筳筩筬筹 筶筥筲筩笌筥筤 筷筩筴筨 筡筰筰筲筯筰筲筩筡筴筥 筶筡筬筵筥筳 筦筯筲 m 笨筤筥筴筡筩筬筳
筯筭筩筴筴筥筤笩 筦筯筲 笱笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筳筵筣筨 筡筳 筴筨筥 筂筥筲筮筯筵筬筬筩第 筐筯筩筳筳筯筮第 筧筥筯筭筥筴筲筩筣第
筢筩筮筯筭筩筡筬 筡筮筤 筮筥筧筡筴筩筶筥 筢筩筮筯筭筩筡筬 筭筯筤筥筬笮 筂筥筬筯筷第 筡筮筤 筩筮 筴筨筥 筡筰筰筥筮筤筩筸第 筷筥 筶筥筲筩筦筹 筩筴 筦筯筲
筳筯筭筥 筳筴筡筮筤筡筲筤 笲笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筭筯筤筥筬筳笮 筎筥筶筥筲筴筨筥筬筥筳筳第 筩筴 筤筯筥筳 筮筯筴 always 筨筯筬筤笺 筦筯筲 筴筨筥
笱笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筲筥筧筵筬筡筲 筦筡筭筩筬筹 Q 筷筩筴筨 X 笽 U ∈ Mq 笽 R 筧筥筮筥筲筡筴筥筤 筢筹 筴筨筥 Landau
distribution 筛笸筝第 筷筥 笌筮筤 筴筨筡筴 D笨Qµ∗∥Qµ◦笩 筧筲筯筷筳 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬筬筹 筩筮 µ◦ 筡筳 µ◦ → ∞第
筴筨筥筲筥筢筹 筶筩筯筬筡筴筩筮筧 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮笮 答筨筥 筡筰筰筥筡筲筡筮筣筥 筯筦 筴筨筥 筠筡筮筣筨筯筲笧 x0 筤筥筲筩筶筥筳 筦筲筯筭
筴筨筥 筥筸筩筳筴筥筮筣筥 筯筦 筡 筳筩筭筩筬筡筲 筲筥筧筵筬筡筲筩筺筡筴筩筯筮 筴筥筲筭 筩筮 筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筯筦 笕µ笮 筎筯筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥
筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筷筯筵筬筤 筩筮 筳筯筭筥 筣筡筳筥筳 筮筯筴 筨筯筬筤 筷筩筴筨筯筵筴 筩筴笻 筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筩筮 筴筨筥 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筭筯筤筥筬第
筳筵筰µ∈(0,1)D笨Pµ∗∥Pµ笩 笽 D笨Pµ∗∥P1笩 笽 ∞笮

Example 5. [Gaussian Location-Scale] 筌筥筴 Q 筢筥 筴筨筥 笲笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筦筡筭筩筬筹 筯筦
筇筡筵筳筳筩筡筮 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 N笨µ, σ2笩笮 等筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮第 筷筥 筧筥筴
µ 笽 笨µ1, µ2笩 筷筩筴筨 µ1 笽 µ 筡筮筤 µ2 笽 µ2 笫 σ2 筡筮筤 Mq 笽 {笨µ1, µ2笩 笺 µ1 ∈ R, µ2 > µ2

1} 筳筯
筴筨筡筴 Qµ 筷筩筴筨 µ 笽 笨µ1, µ2笩 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 N笨µ1, µ2 − µ2

1笩笮 筁 筳筴筡筮筤筡筲筤 筣筡筬筣筵筬筡筴筩筯筮 筧筩筶筥筳第
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筷筩筴筨 µ∗ 笽 笨µ∗
1, µ

∗2
1 笫 σ∗2笩第 筡筮筤 µ◦ 笽 笨µ◦

1, µ
◦
2笩第 筴筨筡筴

D笨Qµ∗∥Qµ◦笩 笽
笱

笲

(
筬筯筧

µ◦
2 − µ◦2

1

σ∗2 笫
σ∗2 笫 笨µ∗

1 − µ◦
1笩2

µ◦
2 − µ◦2

1

− 笱

)
. 笨笳笮笳笮笹笩

筎筯筷 筬筥筴 µ◦ 笽 笨笱 − α笩µ 笫 αx0笮 等筮 筁筰筰筥筮筤筩筸 笳笮筄笮笲第 筷筥 筳筨筯筷 笨筴筨筩筳 筩筮筶筯筬筶筥筳 筳筯筭筥 筷筯筲筫笩
筴筨筡筴 筦筯筲 筥筶筥筲筹 笰 < α < 笱第 筥筶筥筲筹 x0 笽 笨x0,1, x0,2笩 ∈ Mq第 筷筥 筨筡筶筥

筩筮筦
µ∈Mq

笨µ◦
2 − µ◦2

1 笩 笽 α笨x0,2 − x20,1笩. 笨笳笮笳笮笱笰笩

筷筩筴筨 µ◦ 笽 笨µ◦
1, µ

◦
2笩 筡 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 µ 筡筮筤 x0,2 > x20,1 笨筳筯 笨笳笮笳笮笱笰笩 > 笰笩 筢筥筣筡筵筳筥 x0 ∈ Mq笮

答筨筩筳 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筳筥筣筯筮筤 筴筥筲筭 筩筮 笨笳笮笳笮笹笩 筩筳 O笨σ∗2 笫 笨µ∗
1 − µ◦

1笩2笩笮 筁筳 筷筥 筡筬筳筯 筳筨筯筷
筩筮 筴筨筥 筡筰筰筥筮筤筩筸第 筴筨筩筳 筴筨筥筮 筥筡筳筩筬筹 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 筦筯筲 筥筶筥筲筹 µ∗ ∈ Mq第 筥筶筥筲筹 A > 笰第 筷筥 筨筡筶筥
笨笳笮笳笮笸笩笮 筷筩筴筨 m− s 笽 笲第 筶筥筲筩筦筹筩筮筧 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 笳 筡筳 筳筯筯筮 筡筳 R 筨筡筳 笵 筯筲 筭筯筲筥 筭筯筭筥筮筴筳笮

筗筩筴筨 筳筩筭筩筬筡筲 筡筲筧筵筭筥筮筴筳第 筯筮筥 筣筡筮 筳筨筯筷 笨笳笮笳笮笸笩 筨筯筬筤筳 筷筩筴筨 m− s 笽 笲 筦筯筲 Q 筴筨筥 筦筡筭筩筬筹 筯筦
筇筡筭筭筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笻 筤筥筴筡筩筬筳 筡筲筥 筩筮 筁筰筰筥筮筤筩筸 笳笮筄笮笱笮

Theorem 5. Let P and Q be two regular exponential families for U with the same
sufficient statistic such that P ∩Q 笽 ∅ and Mq ⊆ Mp, as above. Consider a distribution
R as above with mean ER筛X筝 笽 µ∗ ∈ Mq ⊆ Mp and with covariance matrix 笆r, such that
the first 3 moments of X exist under R and DR笨Q∥P 笩 is finite for all Q ∈ Q, P ∈ P.
Let U(1), U(2), . . . be i.i.d. ∼ R. We have:

1. (UI) Let S
(n)
µ̆,ui be as in (3.2.14). Suppose Condition 3 (“plug-in”) holds. We

have:

ER筛筬筯筧S
(n)
µ̆,ui筝 ≤ nDR笨Qµ∗∥Pµ∗笩 − drq笨µ

∗笩

笲
筬筯筧 n笫O笨笱笩. 笨笳笮笳笮笱笱笩

Moreover, suppose that R has density r, that W1 is a prior on Mq with continuous
and strictly positive density in a neighborhood of µ∗, and such that for some
ϵ > 笰, we have
ER| 筬筯筧 pµ∗笨U笩/r笨U笩|1+ϵ <∞. Then:

ER筛筬筯筧S
(n)
W1,ui

筝 ≤ nDR笨Qµ∗∥Pµ∗笩 − d

笲
筬筯筧

n

笲π
笫OW1,ui笨笱笩, 笨笳笮笳笮笱笲笩

where OW1,ui笨笱笩 was given up to o笨笱笩 in (3.2.18). If moreover Condition 2
(“UI≥”) holds for R then (3.3.11) and (3.3.12) hold with equality.

2. (COND) Let S
(n)
cond be as in (3.2.4) and DΣr笨·∥·笩 be as in (3.2.5). Suppose

Condition 1 (“COND”) holds for R, Q 笽 Qµ∗ and Pµ∗ . We have:

ER筛筬筯筧S
(n)
cond筝 ≥ nDR笨Qµ∗∥Pµ∗笩 −DΣr 笨笆q笨µ

∗笩∥笆p笨µ
∗笩笩 笫 o笨笱笩. 笨笳笮笳笮笱笳笩

Moreover, if Condition 1 holds with the role of q and pµ∗ interchanged, (3.3.13)
holds with equality.

笶笳



3.3. Multivariate exponential family

3. (seq-RIPr, Simple and Anti-Simple Case) Suppose Condition 3 (“plug-in”)

holds. Let S
(n)
µ̆,seq-rip be as in (3.2.14). If we are in the 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 of Definition 1,

then we have: P ⇝qµ̆|i−1
(U(i))笨U(i)笩 笽 Pµ̆|i−1

笨Ui笩 and

ER筛筬筯筧S
(n)
µ̆,seq-rip筝 笽 nDR笨Qµ∗∥Pµ∗笩 笫

drp笨µ
∗笩 − drq笨µ

∗笩

笲
筬筯筧 n笫Oseq-rip笨笱笩 笫 o笨笱笩,

笨笳笮笳笮笱笴笩

where Oseq-rip笨笱笩 is as below (3.2.20). On the other hand, if 笆q笨µ
∗笩 − 笆p笨µ

∗笩 is
positive definite (‘strict anti-simple case’) then for some ϵ > 笰, for all n,

EQ筛筬筯筧S
(n)
µ̆,seq-rip筝 ≤ n笨D笨Qµ∗∥Pµ∗笩 − ϵ笩. 笨笳笮笳笮笱笵笩

4. (RIPr, General Case) Let S
(n)
W1,rip

be defined as in (3.1.8) with W1 a prior with
support contained in Mp∩Mq and with positive continuous density in a neighborhood
of µ∗, and let DΣr 笨·∥·笩 be as in (3.2.5). We have

EQ筛筬筯筧S
(n)
W1,rip

筝 ≤ EQ
[
筬筯筧

qW1笨U (n)笩

pW1
笨U (n)笩

]
笽 nD笨Q||Pµ∗笩 −Dgauss笨笆q笨µ

∗笩笆−1
p 笨µ∗笩笩 笫 o笨笱笩,

笨笳笮笳笮笱笶笩

and if additionally Condition 1 (‘COND’) holds, then the inequality becomes an
equality.

筎筯筴筥 筡筧筡筩筮 筴筨筥 筶筥筲筹 筣筬筯筳筥 筳筩筭筩筬筡筲筩筴筹 筴筯 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 答筨筥筯筲筥筭 笳 筦筯筲 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮
筣筡筳筥 筼 筷筩筴筨 筴筨筥 筥筸筣筥筰筴筩筯筮 筯筦 筐筡筲筴 笴第 筷筨筥筲筥 筡筬筬筯筷筩筮筧 筦筯筲 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣筳 笨o笨笱笩笩 筬筥筡筤筳 筴筯
筡 筭筵筣筨 筭筯筲筥 筧筥筮筥筲筡筬 筲筥筳筵筬筴笺 筷筥 筣筡筮 筴筡筫筥 筧筥筮筥筲筡筬 筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳第 筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 筇筡筵筳筳筩筡筮第
筰筲筩筯筲筳第 筡筮筤 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筨筯筬筤筳 筮筯筴 筪筵筳筴 筩筮 筴筨筥 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 筢筵筴 筩筮 筧筥筮筥筲筡筬笮

答筨筥 筴筨筥筯筲筥筭 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筣筯筲筯筬筬筡筲筹第 筷筨筩筣筨第 筬筩筫筥 筃筯筲筯筬筬筡筲筹 笳第 筣筯筭筭筥筮筳筵筲筡筴筥筳
筷筩筴筨 笨笳笮笱笮笳笩笭笨笳笮笱笮笶笩 筩筮 筴筨筥 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筩筯筮笮

Corollary 5. [e-power and growth optimality] Suppose Condition 1 (‘COND’)
and 3 (plug-in) holds for R 笽 Q 笽 Qµ∗ , P and Q. Then for some ϵ > 笰, it holds

EQ筛筬筯筧S
(n)
cond筝 ≥ nϵ− o笨笱笩, and

EQµ∗ 筛筬筯筧S
(n)
cond/S

(n)
µ̆,ui筝

(a)

≥ d

笲
筬筯筧 n笫O笨笱笩.

EQ筛筬筯筧S
(n)
rip /S

(n)
cond筝 笽 o笨笱笩.

EQµ∗ 筛筬筯筧S
(n)
µ̆,seq-rip/S

(n)
µ̆,ui筝 ≥

dqp笨µ
∗笩

笲
筬筯筧 n笫O笨笱笩 with dqp ≤ d, 筩筮 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥.

EQ筛筬筯筧S
(n)
seq-rip/S

(n)
cond筝 ≤ −nϵ笫 o笨笱笩 筦筯筲 筳筯筭筥 ϵ > 笰第 筩筮 筴筨筥 筳筴筲筩筣筴 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥.

where (a) becomes an equality if Condition 2 holds, and dqp笨µ
∗笩 is as in (3.2.3), with

dqp笨µ
∗笩 ≤ d in the simple case (with strict inequality in the strictly simple case)

following in the same way as in (3.2.3).

笶笴



Chapter 3. E-Values for Exponential Families: the General Case

Example 6. 筗筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筷筯 筰筲筡筣筴筩筣筡筬筬筹 筲筥筬筥筶筡筮筴 筳筥筴筴筩筮筧筳 筩筮 筷筨筩筣筨 答筨筥筯筲筥筭 笵 筡筰筰筬筩筥筳笮
筁 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲筬筹 筳筩筭筰筬筥 筯筮筥 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 筴筨筥 筴筷筯笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳 筯筦 筅筸筡筭筰筬筥 笴笮 等筮 筴筨筥
筳筥筴筴筩筮筧 筯筦 筴筨筡筴 筥筸筡筭筰筬筥第 筷筥 筭筡筹 筳筴筡筲筴 筷筩筴筨 筡 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 筵筮筤筥筲 筷筨筩筣筨
Ya ∼ Pµa , Yb ∼ Pµb 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴筬筹第 筡筮筤 筵筳筥 筩筴 筴筯 筧筥筮筥筲筡筴筥 筡 筦筵筬筬 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 笺笽 Qgen

筷筩筴筨 筴筨筥 筳筡筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筡筳 Ya 笫 Yb第 筡筳 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笳笮笱笮 筓筵筣筨 筡筮 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筩筳
筯筦筴筥筮 筡 筮筡筴筵筲筡筬 筣筨筯筩筣筥第 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筯 筴筥筳筴筩筮筧 筡 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筮筯筴筩筯筮 筯筦 effect size笮 筆筯筲
筥筸筡筭筰筬筥第 筩筮 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筴筷筯笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳第 筡筳 筳筨筯筷筮 筢筹 筛笴笰第 筓筥筣筴筩筯筮 笴笮笳筝第 筴筨筥 筧筥筮筥筲筡筴筥筤
筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Qgen 筷筩筬筬 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤 筴筯 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筡筬筬 笨µ′

a, µ
′
b笩 筴筨筡筴 筨筡筶筥 筴筨筥 筳筡筭筥 log

odds ratio 筡筳 筴筨筥 筯筲筩筧筩筮筡筬 Q第 筩笮筥笮 筷筩筴筨 δ∗ 笽 筬筯筧µa笨笱 − µb笩/笨笨笱 − µa笩µb笩第 筷筥 筨筡筶筥
筴筨筡筴 Qgen 笽 {Qµ′

a,µ
′
b

笺 筬筯筧µ′
a笨笱 − µ′

b笩/笨笨笱 − µ′
a笩µ

′
b笩 笽 δ∗}第 筷筨筥筲筥筡筳 P 筩筳 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筡筬筬

筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筷筩筴筨 µa 笽 µb第 筩笮筥笮 筬筯筧 筯筤筤筳 筲筡筴筩筯 筯筦 笰笮 答筨筨筥 筬筯筧 筯筤筤筳 筲筡筴筩筯 筨筡筳 筬筯筮筧 筢筥筥筮
筡 筳筴筡筮筤筡筲筤 筮筯筴筩筯筮 筯筦 筥笋筥筣筴 筳筩筺筥 筩筮 筴筷筯笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳第 筡筮筤 筯筵筲 筡筰筰筲筯筡筣筨 筩筭筰筬筩筣筩筴筬筹 筡筤筯筰筴筳
筩筴笮 筏筦 筣筯筵筲筳筥第 筩筮 筰筲筡筣筴筩筣筥 筷筥 筷筯筵筬筤 筯筦筴筥筮 筷筡筮筴 筴筯 筴筥筳筴 筴筨筥 筬筡筲筧筥筲 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳
筴筨筡筴 δ ≥ δ∗笮 筃筬筥筡筲筬筹 筡筬筬 筦筯筵筲 筥笭筶筡筬筵筥筳 筷筥 筤筥筶筥筬筯筰 筩筮 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲 筣筡筮 筢筥 筵筳筥筤 筩筮 筴筨筡筴
筳筥筴筴筩筮筧 筡筳 筷筥筬筬第 筳筩筮筣筥 筴筨筥 筶筡筬筩筤筩筴筹 筯筦 筥笭筶筡筬筵筥筳 筩筳 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴 筯筦 筴筨筥 筡筣筴筵筡筬筬筹 筣筨筯筳筥筮
筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥笻 筷筥 筳筵筳筰筥筣筴 筴筨筡筴 筴筨筥筹 筳筴筩筬筬 筨筡筶筥 筣筬筯筳筥 筴筯 筯筰筴筩筭筡筬 筥笭筰筯筷筥筲 筩筮 筡 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥
筳筥筮筳筥 笨筴筨筥 筇筒筏筗 筳筥筮筳筥 筯筦 筛笴笲筝笩第 筡筮筤 筷筥 筰筬筡筮 筴筯 筩筮筶筥筳筴筩筧筡筴筥 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筩筳 筩筳 筲筥筡筬筬筹 筳筯
筩筮 筦筵筴筵筲筥 筷筯筲筫笮 筁筮筯筴筨筥筲 筥筸筡筭筰筬筥 筩筳 筰筲筯筶筩筤筥筤 筢筹 筴筨筥 筱筵筩筮筴筥筳筳筥筮筴筩筡筬 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筳 筰筲筯筢筬筥筭笺
筬筩筮筥筡筲 筲筥筧筲筥筳筳筩筯筮笮 筗筥 筡筳筳筵筭筥 X 笽 β⊤Z 笫 γT 笫 ϵ 筦筯筲 筳筯筭筥 筣筯筶筡筲筩筡筴筥 筶筥筣筴筯筲 笨Z, T 笩 筡筮筤
笰笭筭筥筡筮 筇筡筵筳筳筩筡筮 筮筯筩筳筥 ϵ笮 筗筥 筷筡筮筴 筴筯 筴筥筳筴 筷筨筥筴筨筥筲 γ 笽 笰 筯筲 γ 笽 γ∗ 筦筯筲 筠筥笋筥筣筴 筳筩筺筥笧
γ∗笮 筛笴笰第 筓筥筣筴筩筯筮 笴笮笴筝 筤筥筲筩筶筥筳 筴筨筡筴 筴筨筩筳 筳筴筡筮筤筡筲筤 筰筲筯筢筬筥筭 筣筡筮 筢筥 筲筥筣筡筳筴 筡筳 筡筮 筩筮筳筴筡筮筣筥
筯筦 筡 筴筥筳筴 筢筥筴筷筥筥筮 筴筷筯 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筷筩筴筨 筴筨筥 筳筡筭筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣笮 筈筥筮筣筥
答筨筥筯筲筥筭 笵第 筐筡筲筴 笳 筯筮 筴筨筥 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筩筺筥筤 筒等筐筲 筩筳 筡筰筰筬筩筣筡筢筬筥 筨筥筲筥第 筡筮筤 筧筩筶筥筳 筵筳 筢筯筵筮筤筳
筯筮 筥笭筰筯筷筥筲笮

3.4 Proofs for Section 3.2

等筮 筴筨筥 笌筲筳筴 筳筵筢筳筥筣筴筩筯筮 筷筥 筧筲筡筤筵筡筬筬筹 筢筵筩筬筤 筵筰 筡 筳筥筲筩筥筳 筯筦 筲筥筭筡筲筫筡筢筬筥 筰筲筯筰筥筲筴筩筥筳 筯筦 筋筌
筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥筳 筢筥筴筷筥筥筮 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筇筡筵筳筳筩筡筮筳笮 筏筮筣筥 筷筥 筨筡筶筥 筥筳筴筡筢筬筩筳筨筥筤 筡筬筬 筯筦 筴筨筥筳筥第
筰筲筯筯筦筳 筯筦 筴筨筥 筶筡筲筩筯筵筳 筰筡筲筴筳 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笲 筡筮筤 笳第 筥筳筴筡筢筬筩筳筨筥筤 筩筮 筴筨筥 筮筥筸筴 筳筵筢筳筥筣筴筩筯筮筳第
筷筩筬筬 筢筥筣筯筭筥 筩筭筭筥筤筩筡筴筥笮

3.4.1 Preparation for both Proofs

筌筥筴 P,Q,R 筡筮筤 Rg 筢筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筯筮 X 笽 U ∈ Rd笮 筓筵筰筰筯筳筥 筴筨筡筴第 筵筮筤筥筲 R第
ER筛X筝 笽 µ∗ 筡筮筤 筴筨筥 筮筯筮筤筥筧筥筮筥筲筡筴筥 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筸 筩筳 笆r第 筴筨筡筴 Rg 筩筳 筇筡筵筳筳筩筡筮
筷筩筴筨 筴筨筥 筳筡筭筥 筭筥筡筮 筡筮筤 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥第 筡筮筤 筳筵筰筰筯筳筥 筴筨筡筴 Q 筡筮筤 P 筡筲筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筷筩筴筨
EQ筛X筝 笽 EP 筛X筝 笽 µ∗ 筡筮筤 筮筯筮筤筥筧筥筮筥筲筡筴筥 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筣筥筳 笆q 筡筮筤 笆p 筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹笮
等筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笲笮笲 筷筥 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筤 筴筨筥 筮筯筴筡筴筩筯筮 DΣr笨笆q∥笆p笩笮 答筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筥筱筵筡筴筩筯筮
筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 DΣr 笨笆q∥笆p笩 笽 DR笨Q∥P 笩第 筡筳 筣筬筡筩筭筥筤 筩筮 笨笳笮笲笮笶笩笻 筥筶筥筮 筭筯筲筥 筧筥筮筥筲筡筬筬筹第 筩筦 P
筩筳 筲筥筰筬筡筣筥筤 筢筹 P0 筷筩筴筨 筭筥筡筮 µ0 筡筮筤 筳筴筩筬筬 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筸 笆p第 筷筥 筯筢筴筡筩筮 筡 筧筥筮筥筲筡筬筩筺筡筴筩筯筮
筯筦 筴筨筥 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮 筦筯筲筭筵筬筡 筦筯筲 筴筨筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 筴筷筯 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筮筯筲筭筡筬筳
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筴筨筡筴 筤筯 筮筯筴 筮筥筣筥筳筳筡筲筩筬筹 筨筡筶筥 筴筨筥 筳筡筭筥 筭筥筡筮笺

DR笨Q∥P0笩 笽 ER

[
筬筯筧

q笨X笩

p0笨X笩

]
笽 ERg

[
筬筯筧

q笨X笩

p0笨X笩

]
笨笳笮笴笮笱笩

笽 Dgauss笨笆r笆
−1
p 笩 −Dgauss笨笆r笆

−1
q 笩 笫

笱

笲
笨µ∗ − µ0笩⊤笆−1

p 笨µ∗ − µ0笩

笽 DΣr 笨笆q∥笆p笩 笫
笱

笲
笨µ∗ − µ0笩⊤笆−1

p 笨µ∗ − µ0笩,

筷筩筴筨 Dgauss 筡筳 筩筮 笨笳笮笲笮笱笩 筡筮筤 DΣr 筡筳 筩筮 笨笳笮笲笮笵笩笮 筈筥筲筥 筴筨筥 笌筲筳筴 筥筱筵筡筬筩筴筹 筩筳 筤筥笌筮筩筴筩筯筮第 筴筨筥
筳筥筣筯筮筤 筦筯筬筬筯筷筳 筢筹 筷筲筩筴筩筮筧 筯筵筴 筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮筳第 筡筮筤 筩筮 筴筨筥 筴筨筩筲筤 筷筥 筵筳筥筤 筴筨筥 筳筴筡筮筤筡筲筤
笨筥筡筳筩筬筹 筤筥筲筩筶筥筤笩 筦筯筲筭筵筬筡 筦筯筲 筴筨筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 筴筷筯 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筇筡筵筳筳筩筡筮筳笮

筎筯筷 筷筥 筬筥筴 P 筡筮筤 Q 筢筥 筴筷筯 d笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筇筡筵筳筳筩筡筮 筬筯筣筡筴筩筯筮 筦筡筭筩筬筩筥筳 筦筯筲 筩笮筩笮筤笮
筤筡筴筡 U,U(1), U(2), . . . 筡筳 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笲笮笱第 筷筩筴筨 筮筯筮筤筥筧筥筮筥筲筡筴筥 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筣筥筳 笆p

筡筮筤 笆q 筡筮筤 筮筯筴筡筴筩筯筮筳 筡筳 筩筮 筴筨筡筴 筳筥筣筴筩筯筮笮 筌筥筴 R 筢筥 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筡筳 筡筢筯筶筥第 筷筩筴筨
ER筛X筝 笽 µ∗第 筥筸筴筥筮筤筥筤 筴筯 U(1), U(2), . . . 筢筹 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筣筥笮 筗筥 筨筡筶筥第 筢筹 筡 筳筴筡筮筤筡筲筤

筰筲筯筰筥筲筴筹 筯筦 筇筡筵筳筳筩筡筮 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳第 筷筩筴筨 Z 笽 n−1/2
∑n
i=1Xi 笽 n1/2 · 筞µ|n第 筴筨筡筴

Qµ∗笨Z笩 笽 Qµ∗笨X笩笻Pµ∗笨Z笩 笽 Pµ∗笨X笩 筳筯 DR笨Qµ∗笨Z笩∥Pµ∗笨Z笩笩 笽 DR笨Qµ∗∥Pµ∗笩.

筁筬筳筯第 筬筥筴筴筩筮筧 W0 筡筮筤 W1 筢筥 筡筲筢筩筴筲筡筲筹 筰筲筩筯筲 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筯筮 Mp 笽 Mq 笽 Rd 笨筷筨筩筣筨 筭筡筹
筢筥 筤筥筧筥筮筥筲筡筴筥第 筩笮筥笮 筰筵筴 筡筬筬 筴筨筥筩筲 筭筡筳筳 筯筮 筡 筳筩筮筧筬筥 筰筯筩筮筴笩第 筢筹 筳筵笎筣筩筥筮筣筹 筷筥 筨筡筶筥

Scond 笽
qW1笨U (n)|Z笩

pW0
笨U (n)|Z笩

笽
qµ∗笨U (n)|Z笩

pµ∗笨U (n)|Z笩
. 笨笳笮笴笮笲笩

筁筬筳筯第 筡筢筢筲筥筶筩筡筴筩筮筧 Q笨U (n)笩 筴筯 Q(n) 筡筮筤 筳筩筭筩筬筡筲筬筹 筦筯筲 P (n)第

nDR笨Qµ∗∥Pµ∗笩 笽 DR笨Q
(n)
µ∗ ∥P (n)

µ∗ 笩 笽 DR笨Q
(n)
µ∗ |Z笩 ∥ P (n)

µ∗ |Z笩 笫DR笨Qµ∗笨Z笩∥Pµ∗笨Z笩笩.
笨笳笮笴笮笳笩

筃筯筭筢筩筮筩筮筧 笨笳笮笴笮笲笩 筡筮筤 笨笳笮笴笮笳笩 筧筩筶筥筳

DR笨Q
(n)
W1

|Z ∥ P (n)
W0

|Z笩 笽 DR笨Q
(n)
µ∗ |Z ∥ P (n)

µ∗ |Z笩 笽 笨n− 笱笩DR笨Qµ∗∥Pµ∗笩. 笨笳笮笴笮笴笩

筁 筳筴筡筮筤筡筲筤 筲筥筳筵筬筴 笨筳筥筥 筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥 筛笱笷第 筃筨筡筰筴筥筲 笲笮笳笮筝笩 筧筩筶筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筭筡筲筧筩筮筡筬
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筦 筞µ|n ∈ Rd 筵筮筤筥筲 PW 第 筷筩筴筨 W 笽 N笨µ∗,笅笩 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹笺

筞µ|n ∼ N笨µ∗,笅 笫 笆p/n笩. 笨笳笮笴笮笵笩

答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筩筦 W1 筰筵筴筳 筭筡筳筳 笱 筯筮 {µ∗} 筡筮筤 筷筥 筨筡筶筥 W0 笽 N笨µ∗,笅0笩 筷筩筴筨 笅0 筳筵筣筨 筴筨筡筴

笅0 笫 笆p/n 笽 笆q/n. 笨笳笮笴笮笶笩

筴筨筥筮 筷筥 筧筥筴 筢筹 笨笳笮笴笮笵笩 筴筨筡筴 筞µ|n 筡筮筤 筴筨筥筲筥筦筯筲筥 Z 筨筡筳 筴筨筥 筳筡筭筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筵筮筤筥筲 qW1
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筡筳 筵筮筤筥筲 pW0 筡筮筤 筴筨筥筮 筢筹 笨笳笮笴笮笲笩第

qW1笨U (n)笩

pW0
笨U (n)笩

笽
qW1

笨U (n) | Z笩q◦W1
笨Z笩

pW0
笨U (n) | Z笩p◦W0

笨Z笩
笽 S

(n)
Q,cond. 笨笳笮笴笮笷笩

筷筨筥筲筥 q◦W1
筤筥筮筯筴筥筳 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筹 筯筦 Z 筵筮筤筥筲 QW1 第 筡筮筤 筳筩筭筩筬筡筲筬筹 筦筯筲 p◦W0

第 筡筮筤 筷筥 筨筡筶筥
q◦W0

笽 p◦W0
笮

筎筯筷 筡筳筳筵筭筥 筴筨筡筴W1 笽 N笨µ∗,笅1笩 筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 筤筥筧筥筮筥筲筡筴筥第 筷筩筴筨 笅1 筳筯筭筥 筮筯筮筤筥筧筥筮筥筲筡筴筥
筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筸笮 筗筥 筣筡筮 筡筧筡筩筮 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 W0 筳筵筣筨 筴筨筡筴 笨笳笮笴笮笷笩
筨筯筬筤筳笺 筩筦 筷筥 筣筡筮 筳筥筴 W0 笽 N笨µ∗,笅0笩 筷筩筴筨 笅0 筳筵筣筨 筴筨筡筴

笅0 笫 笆p/n 笽 笅1 笫 笆q/n, 笨笳笮笴笮笸笩

筴筨筥筮 筷筥 筡筧筡筩筮 筨筡筶筥 笨笳笮笴笮笷笩笮

筆筯筲 筢筯筴筨 筣筨筯筩筣筥筳 筯筦 W1第 筩筦 筡 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筰筲筩筯筲 筳筡筴筩筳筦筹筩筮筧 笨笳笮笴笮笶笩 筯筲第 筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹第
笨笳笮笴笮笸笩 筥筸筩筳筴筳第 筴筨筥 筂筡筹筥筳 筦筡筣筴筯筲 qW1

笨U (n)笩/pW0
笨U (n)笩 筩筳 筥筱筵筡筬 筴筯 Scond 筡筮筤 筨筥筮筣筥

筢筥筣筯筭筥筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 筆筲筯筭 答筨筥筯筲筥筭 笱 笨筳筰筥筣筩笌筣筡筬筬筹 筃筯筲筯筬筬筡筲筹 笱笩 筯筦 筛笴笲筝 筷筥 筫筮筯筷
筴筨筡筴 筦筯筲 筥筶筥筲筹 W1 筯筮 Mq第 筴筨筥筲筥 筣筡筮 筢筥 筡筴 筭筯筳筴 筯筮筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筰筲筩筯筲 W0 筳筵筣筨 筴筨筡筴
筴筨筩筳 筂筡筹筥筳 筦筡筣筴筯筲 筩筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筡筮筤 筩筦 筴筨筩筳 筰筲筩筯筲 筥筸筩筳筴筳第 筴筨筩筳 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筳 筴筨筥 筇筒筏
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 Q笮 等筴 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴第 筩筦 W1 筩筳 筳筵筣筨 筴筨筡筴 筡 W0 筳筡筴筩筳筦筹筩筮筧 笨笳笮笴笮笶笩 筯筲
笨笳笮笴笮笸笩 筥筸筩筳筴筳第 筴筨筥筮 Scond 筩筳 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筨筡筴 筭筡筸筩筭筩筺筥筳 筥笭筰筯筷筥筲笮

筗筥 筮筥筥筤 筯筮筥 筭筯筲筥 筰筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 筢筥筦筯筲筥 筧筩筶筩筮筧 筴筨筥 筡筣筴筵筡筬 筰筲筯筯筦 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笲 筡筮筤 笳笮
等筴 筰筲筯筶筩筤筥筳 筶筡筲筩筡筴筩筯筮筳 筯筦 筳筴筡筮筤筡筲筤 筲筥筳筵筬筴筳第 筷筨筯筳筥 筰筲筯筯筦筳 筷筥 筤筥筬筥筧筡筴筥 筴筯 筁筰筰筥筮筤筩筸 笳笮筁 筼
筮筯筴筥 筴筨筥 筲筥筭筡筲筫筡筢筬筥 筳筹筭筭筥筴筲筹 筢筥筴筷筥筥筮 笨笳笮笴笮笱笲笩 筡筮筤 笨笳笮笴笮笱笰笩 筩筦 笕µ|n 筩筳 筣筨筯筳筥筮 筥筱筵筡筬 筴筯
筞µ|n笮

Proposition 5. Let 笕µ be as before with n0 ≥ 笰, and let W1 笽 N笨µ1,笅1笩 be a
multivariate normal on Rd. We have, with Oa–Oc as in (3.2.24):

EU,U(n)∼R

[
筬筯筧

qµ∗笨U笩

qµ̆|n笨U笩

]
笽 EU(n)∼R

[
D笨Qµ∗∥Qµ̆|n笩

]
笽

笱

笲

(
笱

笨笱 笫 笨n/n0笩笩2
笨µ∗ − x0笩⊤笆−1

q 笨µ∗ − x0笩 笫

(
n

笨n0 笫 n笩2

)
drq

)
笽

笱

n

drq
笲

笫O

(
笱

n2

)
,

笨笳笮笴笮笹笩

where the second equality holds if n0 > 笰. If n0 笽 笰 (i.e. 笕µ|n is chosen equal to 筞µ|n)
and n > 笱 we get:

EU,U(n)∼R
[
n · 筬筯筧

(
qµ∗笨U笩/qµ̂|n笨U笩

)]
笽 EU(n)∼R

[
n ·D笨Qµ∗∥Qµ̂|n笩

]
笽
drq
笲
. 笨笳笮笴笮笱笰笩
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We further have:

EU(n)∼R

[
筬筯筧

qµ∗笨U (n)笩∏n
i=1 qµ̆|i−1

笨U(i)笩

]
笽

n∑
i=1

EU(i−1)∼R
[
D笨Qµ∗∥Qµ̆|i−1

笩
]

笽 笨笳笮笴笮笱笱笩

drq
笲

筬筯筧 n笫
笱

笲
Oa笨∥x0 − µ∗∥22笩 笫Ob笨笱笩 · drq

笲
.

EU(n)∼R

[
筬筯筧

qµ̂|n笨U (n)笩

qµ∗笨U (n)笩

]
笽 EU(n)∼R

[
n ·D笨Qµ̂|n∥Qµ∗笩

]
笽
drq
笲
. 笨笳笮笴笮笱笲笩

EU(n)∼R

[
筬筯筧

qµ∗笨U (n)笩

qW1
笨U (n)笩

]
笽 DΣr 笨笆q∥笨n笅1 笫 笆q笩笩 笫

笱

笲
Oc笨∥µ∗ − µ1∥22笩 笽 笨笳笮笴笮笱笳笩

d

笲
筬筯筧

n

笲π
− 笱

笲
筬筯筧 筤筥筴 笆q − 筬筯筧w1笨µ∗笩 − drq

笲
笫 o笨笱笩.

3.4.2 Proof of Theorem 2

筆筩筮筩筴筥筮筥筳筳 筯筦 DR笨Q∥P 笩 筩筳 筩筭筭筥筤筩筡筴筥 筦筲筯筭 筥筶筡筬筵筡筴筩筮筧 筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮笮

UI 笨笳笮笲笮笷笩 筦筯筬筬筯筷筳 筡筬筭筯筳筴 筩筭筭筥筤筩筡筴筥筬筹 筦筲筯筭 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笵第 笨笳笮笴笮笱笲笩 筡筰筰筬筩筥筤 筷筩筴筨 筭筯筤筥筬
P 筩筮 筴筨筥 筲筯筬筥 筯筦 Q第 筩笮筥笮 筡筬筬 q笧筳 筲筥筰筬筡筣筥筤 筢筹 p笧筳 笨筥筶筩筤筥筮筴筬筹 筩筴 筩筳 筳筴筩筬筬 筶筡筬筩筤 筴筨筥筮笩第 筡筮筤 筵筳筩筮筧
筴筨筡筴 ER筛筬筯筧笨qµ∗笨U (n)笩/pµ∗笨U (n)笩笩筝 笽 nDR笨Qµ∗∥Pµ∗笩笮

COND 笨笳笮笲笮笸笩 筩筳 筡 筤筩筲筥筣筴 筣筯筮筳筥筱筵筥筮筣筥 筯筦 笨笳笮笴笮笲笩 筡筮筤 笨笳笮笴笮笴笩笮

seq-RIPr 筁筳筳筵筭筥 笌筲筳筴 筴筨筡筴 笆q − 笆p 筩筳 筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥笮 筁筣筣筯筲筤筩筮筧 筴筯 答筨筥筯筲筥筭
笱 筩筮 筛笴笰筝第 筴筨筩筳 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筒等筐筲 筯筦 Q笨U笩 笨筩笮筥笮 Q 筲筥筳筴筲筩筣筴筥筤 筴筯 筡 筳筩筮筧筬筥 筯筵筴筣筯筭筥笩 筩筳
筥筱筵筡筬 筴筯 Pµ∗笨U笩第 筩笮筥笮 筴筨筥 筳筩筮筧筬筥 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 P 筷筩筴筨 筴筨筥 筳筡筭筥 筭筥筡筮 筡筳 Q笮 答筨筩筳 筩筭筰筬筩筥筳
筴筨筡筴 SQ,seq-rip 筩筳 筡筳 筩筮 笨笳笮笲笮笹笩笮 答筨筵筳第 q笨U (n)笩/pµ∗笨U (n)笩 筩筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 答筨筥 筣筯筲筯筬筬筡筲筹
筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笱 筯筦 筛笴笲筝 笨筠筴筨筥筲筥 筣筡筮 筢筥 筯筮筬筹 筯筮筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筩筴筨 Q 筩筮 筴筨筥 筮筵筭筥筲筡筴筯筲 筡筮筤
筡筮 筥筬筥筭筥筮筴 P ′ 筯筦 P 筩筮 筴筨筥 筤筥筮筯筭筩筮筡筴筯筲第 筡筮筤 筩筦 筩筴 筥筸筩筳筴筳 筴筨筥筮 P ′ 筩筳 筴筨筥 筒等筐筲 筳筯 q/p
筩筳 筧筲筯筷筴筨笭筲筡筴筥 筯筰筴筩筭筡筬笧笩 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 Pµ∗笨U (n)笩 筩筳 筴筨筥 筒等筐筲 筯筦 Q笨U (n)笩第 筡筮筤 筨筥筮筣筥

S
(n)
Q,seq-rip 笽 S

(n)
Q,rip笮

筎筯筷 筡筳筳筵筭筥 笆q − 笆p 筩筳 筰筯筳筩筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥笮 S
(n)
Q,seq-rip 笽 笱 筴筨筥筮 筦筯筬筬筯筷筳 筢筥筣筡筵筳筥

筩筮 筴筨筩筳 筣筡筳筥第 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筦筯筲 筴筨筥 筂筡筹筥筳 筭筡筲筧筩筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 笨笳笮笴笮笵笩 筡筰筰筬筩筥筤 筷筩筴筨
n 笽 笱第 筷筥 笌筮筤 筴筨筡筴 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴筳 筡 筰筲筩筯筲 W0 筳筵筣筨 筴筨筡筴 pW0

笨X笩 笽 q笨X笩第 筮筡筭筥筬筹第
W0 笽 N笨µ∗, 笨笆q − 笆p笩笩笮 等筴 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筒等筐筲 筯筦 Q 筯筮筴筯 P 筦筯筲 筡 筳筩筮筧筬筥 筯筵筴筣筯筭筥 U
筭筵筳筴 筢筥 筧筩筶筥筮 筢筹 筴筨筩筳 筶筥筲筹 筰筲筩筯筲第 筩笮筥笮 P ⇝q(U)笨U笩 笽 PW0

笨U笩第 筡筮筤 筴筨筥筮 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧
筲筡筴筩筯 筩筳 笱笮

RIPR, Anti-Simple Case 等筦 筷筥 筳筥筴 笅0 笽
Σq−Σp
n 筴筨筥筮 筢筹 筰筯筳筩筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥筳筳

筯筦 笆q − 笆p第 筴筨筥 筰筲筩筯筲 W0 笽 N笨µ∗,笅0笩 筩筳 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤 筡筮筤 笨笳笮笴笮笶笩 筨筯筬筤筳 筡筮筤 筷筥 筣筡筮
筣筯筮筣筬筵筤筥 笨笳笮笴笮笷笩 筷筩筴筨 筰筲筩筯筲 W1 筴筨筡筴 筰筵筴筳 筡筬筬 筭筡筳筳 筯筮 µ∗ 笨筩笮筥笮 筯筮 Q笩笮 答筨筥 筲筥筳筵筬筴 笨笳笮笲笮笱笰笩
筡筮筤 筴筨筥 筦筡筣筴 筴筨筡筴 PW1 筩筳 筴筨筥 筒等筐筲 筴筨筥筮 筦筯筬筬筯筷 筢筹 筴筨筥 筲筥筡筳筯筮筩筮筧 筵筮筤筥筲筮筥筡筴筨 笨笳笮笴笮笸笩笮
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3.4.3 Proof of Theorem 3

筆筩筮筩筴筥筮筥筳筳 筯筦 DR笨Q∥P 笩 筩筳 筩筭筭筥筤筩筡筴筥 筦筲筯筭 筥筶筡筬筵筡筴筩筮筧 筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮笮

UI 笨笳笮笲笮笱笶笩 筣筡筮 筢筥 筯筢筴筡筩筮筥筤 筦筲筯筭 筳筩筭筰筬筥 筡筬筧筥筢筲筡 筦筲筯筭 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笵第 筣筯筭筢筩筮筥筤 筷筩筴筨
笨笳笮笴笮笱笲笩 筡筮筤 笨笳笮笴笮笱笱笩第 筴筨筥 筦筯筲筭筥筲 筡筰筰筬筩筥筤 筷筩筴筨 筭筯筤筥筬 P 筩筮 筴筨筥 筲筯筬筥 筯筦 Q第 筩笮筥笮 筡筬筬 q笧筳
筲筥筰筬筡筣筥筤 筢筹 p笧筳 笨筥筶筩筤筥筮筴筬筹 筩筴 筩筳 筳筴筩筬筬 筶筡筬筩筤 筴筨筥筮笩第 筡筮筤 筵筳筩筮筧 筴筨筡筴 ER筛筬筯筧笨qµ∗笨U (n)笩/pµ∗笨U (n)笩笩筝 笽
nDR笨Qµ∗∥Pµ∗笩笮 笨笳笮笲笮笱笷笩 筣筡筮 筢筥 筯筢筴筡筩筮筥筤 筳筩筭筩筬筡筲筬筹 筦筲筯筭 笨笳笮笴笮笱笲笩 筡筮筤 笨笳笮笴笮笱笳笩笮

COND 笨笳笮笲笮笱笹笩 筩筳 筡 筤筩筲筥筣筴 筣筯筮筳筥筱筵筥筮筣筥 筯筦 笨笳笮笴笮笴笩 筡筮筤 笨笳笮笴笮笲笩笮

seq-RIPr 筗筥 筠筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筩筺筥笧 筴筨筥 筲筥筡筳筯筮筩筮筧 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笲第 筐筡筲筴 笳笺 笌筲筳筴 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥
筣筡筳筥 筴筨筡筴 笆q − 笆p 筩筳 筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥笮 筁筣筣筯筲筤筩筮筧 筴筯 答筨筥筯筲筥筭 笱 筩筮 筛笴笰筝第 筴筨筩筳
筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筒等筐筲 筯筦 Qµ̆|i−1

笨U(i)笩 筯筮筴筯 conv笨P笨U(i)笩笩 筩筳 筡筮 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 P笮 筍筯筲筥
筳筰筥筣筩笌筣筡筬筬筹第 筴筨筥 筴筨筥筯筲筥筭 筳筡筹筳 筩筴 筩筳 Pµ̆|i−1

笨U(i)笩第 筩笮筥笮 筴筨筥 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 P 筷筩筴筨 筴筨筥 筳筡筭筥
筭筥筡筮笮 答筨筩筳 筰筲筯筶筥筳 筴筨筥 笌筲筳筴 筰筡筲筴 筯筦 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴笮 笨笳笮笲笮笲笰笩 筴筨筥筮 筦筯筬筬筯筷筳 筢筹 筡筰筰筬筹筩筮筧 笨笳笮笴笮笱笱笩
筩筮 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笵 筴筷筩筣筥第 笌筲筳筴 筤筩筲筥筣筴筬筹第 筷筩筴筨 筥筬筥筭筥筮筴筳 筯筦 Q第 筡筮筤 筴筨筥筮 筡筧筡筩筮 筷筩筴筨 P 筩筮 筴筨筥
筲筯筬筥 筯筦 Q第 筩笮筥笮 筲筥筰筬筡筣筩筮筧 筡筬筬 q笧筳 筢筹 p笧筳第 筡筮筤 筴筨筥筮 筰筩筥筣筩筮筧 筴筯筧筥筴筨筥筲 筢筯筴筨 筥筱筵筡筴筩筯筮筳 筢筹
筳筩筭筰筬筥 筡筬筧筥筢筲筡笮

筎筯筷 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筰筯筳筩筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥 筣筡筳筥笮 答筨筥 筦筡筣筴 筴筨筡筴 S
(n)
µ̆,seq-rip 笽 笱 筮筯筷 筦筯筬筬筯筷筳

筢筥筣筡筵筳筥第 筡筴 筥筡筣筨 i第 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筦筯筲 筴筨筥 筂筡筹筥筳 筭筡筲筧筩筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 笨笳笮笴笮笵笩 筡筰筰筬筩筥筤
筷筩筴筨 n 笽 笱第 筷筥 笌筮筤 筴筨筡筴 筷筩筴筨 筴筨筥 筰筲筩筯筲 W0 笽 N笨 笕µ|i−1,笆q − 笆p笩第 筷筥 筧筥筴 qµ̆笨U(i)笩 笽
pW0

笨U(i)笩笮 等筴 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筒等筐筲 P ⇝qµ̆|i−1
(U(i))笨U(i)笩 筭筵筳筴 筢筥 筧筩筶筥筮 筢筹

筴筨筩筳 筶筥筲筹 筰筲筩筯筲第 筩笮筥笮 P ⇝qµ̆|i−1
(U(i))笨U(i)笩 笽 PW0

笨U(i)笩第 筡筮筤 筴筨筥筮 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筲筡筴筩筯

筩筳 笱笮 筓筩筮筣筥 筴筨筩筳 筨筯筬筤筳 筦筯筲 筥筡筣筨 i第 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筦筯筬筬筯筷筳笮

RIPr, Anti-Simple Case 筁筬筬 筲筥筳筵筬筴筳 筦筯筬筬筯筷 筡筮筡筬筯筧筯筵筳筬筹 筴筯 筴筨筥 筒等筐筲 筁筮筴筩笭筓筩筭筰筬筥
筃筡筳筥 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笲笮 等筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲第 笨笳笮笲笮笲笱笩 筡筮筤 笨笳笮笲笮笲笲笩 筦筯筬筬筯筷 筢筹 筴筨筥 筳筡筭筥 筲筥筡筳筯筮筩筮筧第
筢筵筴 筮筯筷 筴筨筥 筰筲筩筯筲 W1 筩筳 筮筯筮筤筥筧筥筮筥筲筡筴筥 筡筮筤 筷筥 筣筡筮 筣筯筮筣筬筵筤筥 笨笳笮笴笮笷笩 筦筲筯筭 筴筨筥 筦筡筣筴 筴筨筡筴
笨笳笮笴笮笸笩 笨筩筮筳筴筥筡筤 筯筦 笨笳笮笴笮笶笩笩 筨筯筬筤筳笮

3.5 Proofs for Section 3.3

3.5.1 Preparation for both Proofs

筗筥 筳筴筡筲筴 筷筩筴筨 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笶第 筡 筤筩筲筥筣筴 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣 筡筮筡筬筯筧筵筥 筯筦 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笵第 筦筯筲 筧筥筮筥筲筡筬
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笮 等筴 筷筩筬筬 筰筬筡筹 筡筮 筡筮筡筬筯筧筯筵筳 筲筯筬筥 筩筮 筴筨筥 筰筲筯筯筦筳笮 答筨筥 筯筮筥 笨筩筭筰筯筲筴筡筮筴笡笩
筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筴筯 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笵 筩筳 筴筨筡筴 筮筯筷 W1 筩筳 筮筯筴 筲筥筱筵筩筲筥筤 筴筯 筢筥 筇筡筵筳筳筩筡筮笮 筎筯筴筥 筡筧筡筩筮
筴筨筥 筲筥筭筡筲筫筡筢筬筥 筳筹筭筭筥筴筲筹第 筮筯筷 筢筥筴筷筥筥筮 笨笳笮笵笮笱笩 筡筮筤 笨笳笮笵笮笲笩笮

Proposition 6. Let Q be a regular exponential family as in Section 3.3. Extend the
definition of D笨Pµ̂|n∥Pµ∗笩 as in (3.B.2), Appendix 3.B.1, so that it is defined on the
whole co-domain of 筞µ|n. Further, suppose that the first m moments of X under R
exist, with m ≥ 笳 odd, and ER筛X筝 笽 µ∗ ∈ Mq. Let W1 be a fixed distribution on Mq

笶笹
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with density w that is strictly positive and continuous in a neighborhood of µ∗. If
Condition 3 (‘plug-in’) holds, then we have:

EU(n)∼R
[
D笨Qµ∗∥Qµ̆|n笩

]
笽

笱

n

drq
笲

笫O
(
n−5/4

)
so that

EU,U(n)∼R
[
n · 筬筯筧

(
qµ∗笨U笩/qµ̆|n笨U笩

)]
笽 EU(n)∼R

[
n ·D笨Qµ∗∥Qµ̆|n笩

]
笽
drq
笲

笫O笨n−1/4笩

笨笳笮笵笮笱笩

and EU(n)∼R

[
筬筯筧

qµ∗笨U (n)笩∏n
i=1 qµ̆|i−1

笨U(i)笩

]
笽

n∑
i=1

EU(i−1)∼R
[
D笨Qµ∗∥Qµ̆|i−1

笩
]

笽
drq
笲

筬筯筧 n笫O笨笱笩.

We further have:

EU(n)∼R

[
筬筯筧

qµ∗笨U (n)笩

qµ̂|n笨U (n)笩

]
笽 −EU(n)∼R

[
n ·D笨Qµ̂|n∥Qµ∗笩

]
≤ −drq

笲
笫 o笨笱笩, 笨笳笮笵笮笲笩

where the inequality becomes an equality if further Condition 2 (‘UI≥’) holds. And
finally, if R has density r and for some ϵ > 笰, ER| 筬筯筧 qµ∗笨U笩/r笨U笩|1+ϵ <∞, then

EU(n)∼R

[
筬筯筧

qµ∗笨U (n)笩

qW1笨U (n)笩

]
笽
d

笲
筬筯筧

n

笲π
− 笱

笲
筬筯筧 筤筥筴 笆q笨µ

∗笩 − 筬筯筧w1笨µ∗笩 − drq笨µ
∗笩

笲
笫 o笨笱笩.

笨笳笮笵笮笳笩

Proof. 答筨筥 筰筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 筡筲筩筳筥筳 筡筳 筡筮 筩筭筭筥筤筩筡筴筥 筣筯筲筯筬筬筡筲筹 筯筦 筌筥筭筭筡 笲第 筷筨筩筣筨 筰筲筯筶筩筤筥筳
筯筮筥笭筳筩筤筥筤 筶筥筲筳筩筯筮筳 筯筦 筴筨筥 筳筴筡筴筥筭筥筮筴筳 筡筢筯筶筥笮 等筴 筩筳 筳筴筡筴筥筤 筩筮 筁筰筰筥筮筤筩筸 笳笮筂笮笱 筡筮筤 筰筲筯筶筥筤
筩筮 筁筰筰筥筮筤筩筸 笳笮筂笮笳笮 答筯 筰筲筯筶筥 筴筨筥 筣筯筲筯筬筬筡筲筹第 筴筡筫筥 α 笽 笱/笴 筩筮 筌筥筭筭筡 笲 筡筮筤 筳筩筭筰筬筹 筰筩筥筣筥
筴筯筧筥筴筨筥筲 筴筨筥 筲筩筧筨筴 筥筱筵筡筴筩筯筮筳 筩筮 筥筡筣筨 筣筡筳筥笮

3.5.2 Proof of Theorem 4

UI 答筨筩筳 筩筳 筰筲筯筶筥筤 筩筮 筥筸筡筣筴筬筹 筴筨筥 筳筡筭筥 筷筡筹 筡筳 筴筨筥 UI 筰筲筯筯筦 筦筯筲 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筣筡筳筥第
答筨筥筯筲筥筭 笲第 筵筳筩筮筧 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笶 筩筮筳筴筥筡筤 筯筦 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笵笮

COND 筗筩筴筨 Z 笺笽 n1/2 筞µ|n 筤筥笌筮筥筤 筡筳 筩筮 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笲 筩筮 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮
筣筡筳筥第 筗筥 筣筡筮 筷筲筩筴筥

S
(n)
Q,cond 笽

q笨U (n) | Z笩

p笨U (n) | Z笩
笽

q笨U (n)笩

pµ∗笨U (n)笩
·
p◦µ∗笨Z笩

q◦笨Z笩
,

筷筨筥筲筥 p◦ 筡筮筤 q◦ 筡筲筥 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筩筥筳第 筵筮筤筥筲 P 筡筮筤 Q 筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹第 筯筦 Z 笽
√
n筞µ|n笮 答筡筫筩筮筧

筬筯筧筡筲筩筴筨筭筳 筡筮筤 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筴筨筩筳 筧筩筶筥筳

ER筛筬筯筧S
(n)
Q,cond筝 笽 nDR笨Q∥Pµ∗笩 笫 ER
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3.5.3 Proof of Theorem 5
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3.6.1 Implications for E-Process-Ness

等筴 筩筳 筯筦 筩筮筴筥筲筥筳筴 筴筯 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筷筨筥筮 筡 筳筥筱筵筥筮筣筥 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 笨S(n)笩n≥1 筣筯筮筳筴筩筴筵筴筥筳 筡筮
筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筡筳 筤筥笌筮筥筤 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笱笮笲第 筳筩筮筣筥 筩筮 筴筨筡筴 筣筡筳筥 筷筥 筣筡筮 筵筳筥 筩筴 筩筮 筯筰筴筩筯筮筡筬 筳筴筯筰筰筩筮筧

筳筣筥筮筡筲筩筯筳笮 筗筨筩筬筥 S
(n)
seq-rip 筡筮筤 S

(n)
ui 筰筲筯筶筩筤筥 筴筥筳筴 筭筡筲筴筩筮筧筡筬筥筳 筡筮筤 筨筥筮筣筥 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳 筢筹

筣筯筮筳筴筲筵筣筴筩筯筮第 e-processness 筩筳 筮筯筴 筳筯 筣筬筥筡筲 筦筯筲 Scond 筡筮筤 Srip笮 筗筥 筰筲筥筳筥筮筴 筡 笌筮筡筬
筬筩筴筴筬筥 筲筥筳筵筬筴 筴筨筡筴 筥筮筡筢筬筥筳 筵筳 筴筯 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筳筯筭筥 筳筣筥筮筡筲筩筯筳 筩筮 筷筨筩筣筨 筴筨筥筹 筤筯 筮筯筴 筰筲筯筶筩筤筥
筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳笮

Proposition 7. Suppose P 笽 {Pθ 笺 θ ∈ 笂0} is a set of distributions (not necessarily
an exponential family) for U , extended to n outcomes by independence, where Pθ
has density pθ, and Q is a distribution for random process 笨U (n)笩n≥0 with densities
笨q笨U (n)笩笩n≥0. Let W1,W2, . . . be a sequence of distributions on 笂 such that for every n,
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we have that S(n) 笺笽 q笨U (n)笩/pWn笨U (n)笩 is an e-variable for samples of size n. Suppose
that for some n,
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Then the process 笨S(n)笩n≥0 is not an e-process relative to the data filtration.
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笨PWn
笨U (n)笩笩n=1,2,... 筦筯筲 筳筯筭筥 筳筥筱筵筥筮筣筥 W1,W2, . . . 筡筳 筡筢筯筶筥第 筴筨筥筮 筴筨筥 筒等筐筲 筤筯筥筳 筮筯筴

筹筩筥筬筤 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥 筤筡筴筡 笌筬筴筲筡筴筩筯筮笮 等筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲第 筴筨筩筳 筷筩筬筬 筢筥 筴筨筥 筣筡筳筥 筩筮
筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥筳 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笲 筡筮筤 答筨筥筯筲筥筭 笳笮 等筮 筴筨筥筳筥 筣筡筳筥筳第 Srip 筩筳
筥筱筵筡筬 筴筯 Scond第 筩筭筰筬筹筩筮筧 筴筨筡筴 Scond 筡筬筳筯 筤筯筥筳 筮筯筴 筰筲筯筶筩筤筥 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳笮 筁筬筴筨筯筵筧筨 筷筥
筨筡筶筥 筮筯 筦筯筲筭筡筬 筰筲筯筯筦第 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筦筯筲 筴筨筥 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 筦筯筲 筧筥筮筥筲筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹
筮筵筬筬筳 筷筩筴筨 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 笨筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 筩筮 答筨筥筯筲筥筭 笴笩 筳筵筧筧筥筳筴筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筳筡筭筥
筨筯筬筤筳 筦筯筲 Scond 筡筮筤 Srip 筩筮 筴筨筥 strict 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筳筥筴筴筩筮筧第 筳筩筮筣筥 筴筨筥筮 筴筨筥 筒等筐筲 筰筲筩筯筲
W0 筣筡筮 筢筥 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥筤 筢筹 筡 筇筡筵筳筳筩筡筮 筰筲筩筯筲 筷筩筴筨 筶筡筲筩筡筮筣筥 筯筦 筯筲筤筥筲 ≍ 笱/n第 筩笮筥笮 筡筧筡筩筮
筣筨筡筮筧筩筮筧 筯筶筥筲 筴筩筭筥笮

筈筯筷筥筶筥筲第 筡筮 筩筮筴筥筲筥筳筴筩筮筧 筰筨筥筮筯筭筥筮筯筮 筨筡筰筰筥筮筳 筩筮 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥
Q第 筢筯筴筨 筩筮 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筡筮筤 筩筮 筴筨筥 筧筥筮筥筲筡筬 筣筡筳筥笮 筆筩筲筳筴第 筩筮 筴筨筥 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筳筥筴筴筩筮筧 筩筮 筴筨筥
筧筥筮筥筲筡筬 筣筡筳筥 笨答筨筥筯筲筥筭 笵第 筐筡筲筴 笴第 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥笩 筴筨筥 筒等筐筲 筰筲筩筯筲 W0 筩筳 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥筤
筢筹 筴筡筫筩筮筧 筡 筰筲筩筯筲 identical 筴筯 筴筨筥 筰筲筩筯筲 W1 筴筨筡筴 筷筡筳 筰筵筴 筯筮 Q第 筡筮筤 筴筨筩筳 筰筲筩筯筲 筤筯筥筳 not
筣筨筡筮筧筥 筷筩筴筨 筴筨筥 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥笮 筓筩筭筩筬筡筲筬筹第 筩筮 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筣筡筳筥 筷筩筴筨 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥第
筴筨筥 筥筸筡筣筴 筒等筐筲 筰筲筩筯筲 筣筨筡筮筧筥筳 筷筩筴筨 n第 筢筵筴 筯筮筬筹 筶筥筲筹 筭筩筮筩筭筡筬筬筹 筳筯笮 答筨筩筳 筳筵筧筧筥筳筴筳 筴筨筡筴
筳筯筭筥筨筯筷第 筷筩筴筨 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筡筮筤 筒等筐筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筷筥 筠筡筬筭筯筳筴笧 筯筢筴筡筩筮 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳第
筬筥筡筤筩筮筧 筰筥筲筨筡筰筳 筴筯 筠筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥笧 筨筡筮筤筬筩筮筧 筯筦 筯筰筴筩筯筮筡筬 筳筴筯筰筰筩筮筧笮 等筮筶筥筳筴筩筧筡筴筩筮筧 筴筨筩筳
筦筵筲筴筨筥筲 筡筮筤 筦筯筲筭筡筬筩筺筩筮筧 筠筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥 筯筰筴筩筯筮筡筬 筳筴筯筰筰筩筮筧笧 筩筳 筡 筭筡筩筮 筡筶筥筮筵筥 筦筯筲 筦筵筲筴筨筥筲
筲筥筳筥筡筲筣筨笮

答筯 筳筴筲筥筮筧筴筨筥筮 筴筨筩筳 筣筯筮筪筥筣筴筵筲筥 筦筵筲筴筨筥筲第 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筳筥筱筵筥筮筣筥 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 笨S
(n)
Haar笩n≥0

筢筡筳筥筤 筯筮 筴筨筥 筲筩筧筨筴笭筈筡筡筲 笨筵筮筩筦筯筲筭笩 筰筲筩筯筲 筯筮 Mp 筡筮筤 Mq第 筡筳 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笲笮笲笮 等筴 筩筳 筫筮筯筷筮

筴筨筡筴 笨S
(n)
Haar笩n≥0 筤筥笌筮筥筳 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳第 筢筵筴 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筡 coarser 笌筬筴筲筡筴筩筯筮 筧筥筮筥筲筡筴筥筤

筢筹 笨V (n)笩n≥0 筷筩筴筨 V (n) 笽 笨X(2) −X(1), . . . , X(n) −X(1)笩第 筷筨筩筣筨 筳筴筩筬筬 筡筬筬筯筷筳 筯筰筴筩筯筮筡筬
筳筴筯筰筰筩筮筧 筴筯 筡筬筬 筰筲筡筣筴筩筣筡筬 筩筮筴筥筮筴筳 筡筮筤 筰筵筲筰筯筳筥筳 筛笴笵第 笷笰筝笮 答筨筥筯筲筥筭 笳 筩筭筰筬筩筥筳第 筢筹 筴筨筥
筥筱筵筡筬筩筴筹 筯筦 SHaar 筡筮筤 Scond第 筴筨筡筴第 筡筴 筬筥筡筳筴 筩筮 筴筨筥 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥第 筷筨筥筮 rip 笽 cond第
筳筩筮筣筥 筴筨筥 筰筲筩筯筲 W0 筩筮 笨笳笮笲笮笲笱笩 筤筥筰筥筮筤筳 筯筮 n第 筢筹 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笷第 筴筨筥筮 SHaar 筤筯筥筳 not
筤筥笌筮筥 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筦筯筲 筴筨筥 筯筲筩筧筩筮筡筬第 筤筡筴筡笭筢筡筳筥筤 笌筬筴筲筡筴筩筯筮笻 筢筵筴 筴筨筥 筦筡筣筴 筴筨筡筴 筩筴 is 筡筮
筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筩筮 筡 筣筯筡筲筳筥筲 笌筬筴筲筡筴筩筯筮 筳筵筧筧筥筳筴筳 筴筨筡筴 筰筥筲筨筡筰筳 筳筯筭筥筴筨筩筮筧 筳筩筭筩筬筡筲 筨筯筬筤筳 笨筜筢筥筩筮筧
筡筮 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筩筮 筡 筣筯筡筲筳筥筲 笌筬筴筲筡筴筩筯筮笢笩第 筦筯筲 筯筴筨筥筲 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筳
筷筥筬筬笻 筴筨筥 筩筮筳筩筧筨筴筳 筯筮 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤筩筴筹 筢筹 筛笹笶筝 筭筡筹 筢筥 筯筦 筵筳筥 筨筥筲筥笮

筆筩筮筡筬筬筹第 筷筥 筮筯筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥筲筥 筤筯 筥筸筩筳筴 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筳筥筴筴筩筮筧筳 筩筮 筷筨筩筣筨 Scond

筰筲筯筶筩筤筥筳 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥 筤筡筴筡 笌筬筴筲筡筴筩筯筮笮 答筨筩筳 筨筡筰筰筥筮筳 筩筮 筴筨筥 筳筥筴筴筩筮筧筳 筯筦
筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笴第 筩笮筥笮 筩筮 筅筸筡筭筰筬筥 笴第 筩筮 筷筨筩筣筨 筷筥 筡筲筥 筩筮 筴筨筥 筮筯筮筳筴筲筩筣筴 筳筩筭筰筬筥 筡筮筤 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥
筳筥筴筴筩筮筧筳 筡筴 筴筨筥 筳筡筭筥 筴筩筭筥笮

笷笳
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3.6.2 Additional Future Work

筅筳筳筥筮筴筩筡筬筬筹 筡筬筬 筯筦 筯筵筲 筲筥筳筵筬筴筳 筥筸筣筥筰筴 筴筨筯筳筥 筦筯筲 Sui 筲筥筱筵筩筲筥 筴筨筥 筥筸筩筳筴筥筮筣筥 筯筦 筡 筭筯筭筥筮筴
筧筥筮筥筲筡筴筩筮筧 筦筵筮筣筴筩筯筮 筦筯筲 X 筵筮筤筥筲 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥笨筳笩第 筩筭筰筬筹筩筮筧 筴筨筡筴 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮
筯筦 X 筨筡筳 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬筬筹 筳筭筡筬筬 筴筡筩筬筳 筵筮筤筥筲 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥笮 答筨筩筳 筩筳 筡 筳筴筲筯筮筧 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹
筣筯筮筤筩筴筩筯筮笮 等筮筶筥筳筴筩筧筡筴筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筩筳 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筣筡筮 筢筥 筲筥筬筡筸筥筤 筩筳 筡筮 筩筮筴筥筲筥筳筴筩筮筧 筧筯筡筬
筦筯筲 筦筵筴筵筲筥 筷筯筲筫笮 答筨筩筳 筳筴筲筯筮筧 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筡筳筩筤筥第 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥筤 筡 筧筥筮筥筲筡筬 筡筮筡筬筹筳筩筳 筯筦 筥笭筰筯筷筥筲
筦筯筲 筴筨筥 筭筯筳筴 筰筲筯筭筩筮筥筮筴 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筴筨筡筴 筨筡筶筥 筢筥筥筮 筰筲筯筰筯筳筥筤 筦筯筲 筰筡筲筡筭筥筴筲筩筣 筦筡筭筩筬筹
筮筵筬筬筳笺 Srip, Sui, Scond 筡筮筤 Sseq-rip笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴 筡筴 筬筥筡筳筴 筴筷筯 筡筤筤筩筴筩筯筮筡筬 筵筳筥筦筵筬
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筴筨筡筴 筷筥 筤筩筤 筮筯筴 筩筮筶筥筳筴筩筧筡筴筥笮 筆筩筲筳筴第 筷筥 筭筥筮筴筩筯筮 筴筨筥 sequential conditional
e-variable第 筷筨筩筣筨第 筷筩筴筨 筮筯筴筡筴筩筯筮 筩筮 筳筰筩筲筩筴 筯筦 筓筥筣筴筩筯筮 笳笮笱笮笲第 筣筡筮 筢筥 筤筥笌筮筥筤 筡筳笺

S
(n)
Q,seq-cond 笽

n∏
i=1

q笨U(i) | U (i−1), X(i)笩

p笨U(i) | X(i)笩
, 笨笳笮笶笮笲笩

筷筨筥筲筥 q 筡筮筤 p 筲筥筦筥筲 筴筯 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筹 筯筦 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筦 U 筧筩筶筥筮 X第 筷筩筴筨
p笨u|x笩 筡筧筡筩筮 筩筤筥筮筴筩筣筡筬 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ P笮 SQ,seq-cond 筩筳 筴筨筥 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筩筺筥筤 筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 Scond笺
筩筴 筡筰筰筬筩筥筳 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筩筮筧 筦筯筲 筥筡筣筨 筯筵筴筣筯筭筥 筴筯 筲筥筤筵筣筥 筴筨筥 筮筵筬筬 筴筯 筡 筰筯筩筮筴 筮筵筬筬第 筦筯筲 筷筨筩筣筨
筴筨筥 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 q/p 筩筳 筴筨筥 筮筡筴筵筲筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筯 筵筳筥笮 SQ,seq-cond 筨筡筳 筢筥筥筮 筵筳筥筤
筩筮 筣筬筡筳筳筩筣筡筬 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筴筥筳筴筩筮筧 筦筯筲 筴筨筥 筣筯筮筴筩筮筧筥筮筣筹 筴筡筢筬筥 筳筥筴筴筩筮筧 筛笱笲筝 筢筵筴 筣筡筮 筡筬筳筯 筢筥
筦筲筵筩筴筦筵筬筬筹 筵筳筥筤 筦筯筲 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳 筷筩筴筨 筧筥筮筥筲筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筡筳 筳筵筧筧筥筳筴筥筤 筡筮筤
筡筮筡筬筹筺筥筤 筢筹 筛笴笴筝笮 筓筥筣筯筮筤第 筷筥 筮筯筴筥 筴筨筡筴第 筦筯筲 筡筮筹 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 筡筳 筩筮 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲 筡筮筤 筡筮筹
筰筲筩筯筲 W1 筯筮 Mq第 筴筨筥 筲筡筮筤筯筭 筶筡筲筩筡筢筬筥筳

Eµ∼W1

[
S
(n)
Qµ,rip

]
筡筮筤 Eµ∼W1

[
S
(n)
Qµ,seq-rip

]
, 笨笳笮笶笮笳笩

筢筥筩筮筧 筷筥筩筧筨筴筥筤 筡筶筥筲筡筧筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筡筲筥 筴筨筥筭筳筥筬筶筥筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 笨筩筮 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥
筴筨筥筹 筷筩筬筬 筢筯筴筨 筢筥 筥筱筵筡筬 筴筯 筥筡筣筨 筯筴筨筥筲第 筡筳 筩筭筰筬筩筥筤 筢筹 答筨筥筯筲筥筭 笴第 筐筡筲筴 笳笩笮 等筴 筣筡筮 筢筥

筳筥筥筮 筴筨筡筴 筴筨筥筳筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筮 筧筥筮筥筲筡筬 筤筯 not 筣筯筩筮筣筩筤筥 筷筩筴筨 筥筩筴筨筥筲 S
(n)
W1,rip

筯筲 S
(n)
W1,seq-rip

筳筩筮筣筥 筴筨筥 筯筲筤筥筲 筯筦 筡筶筥筲筡筧筩筮筧 筡筮筤 筴筡筫筩筮筧 筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮筳 筨筡筳 筢筥筥筮 筲筥筶筥筲筳筥筤笻 筩筮 筣筯筮筴筲筡筳筴第 筦筯筲

ui 筷筥 筤筯 筨筡筶筥 Eµ∼W1

[
S
(n)
Qµ,ui
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Chapter 3. E-Values for Exponential Families: the General Case

Appendix 3.A Proofs underlying Theorem 2 and 3:
the Gaussian Case
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3.B. Proofs underlying Theorem 2 and 3: the Gaussian Case
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Chapter 3. E-Values for Exponential Families: the General Case

Appendix 3.B Proofs underlying Theorem 4 and 5:
the general case

3.B.1 Definitions for and Statement of Lemma 2
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robustness property for exponential families 筛笳笵第 筃筨筡筰筴筥筲 笱笹筝笮 筗筥 筨筡筶筥 筴筨筵筳 筥筸筴筥筮筤筥筤
筩筴 筴筯 筨筯筬筤 筦筯筲 筡筬筬 筞µ|n ∈ 笖Mp 筢筹 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 笨笳笮筂笮笱笩第 筡筮筤 筴筨筥筲筥筢筹 筡筬筲筥筡筤筹 筰筲筯筶筥筤 筴筨筥 笌筲筳筴
筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筩筮 筌筥筭筭筡 笲 筢筥筬筯筷笮

筗筥 筯筮筬筹 筧筩筶筥 筴筨筥 筲筥筭筡筩筮筩筮筧 筲筥筳筵筬筴筳 筩筮 筴筨筥 筬筥筭筭筡 筵筮筤筥筲 筥筸筩筳筴筥筮筣筥 筯筦 筡筮 筯筤筤 筮筵筭筢筥筲
筯筦 筭筯筭筥筮筴筳 m 筵筮筤筥筲 R第 筳筩筮筣筥第 筦筯筲 筥筶筥筮 m′第 筩筦 X 筨筡筳 m′ 筭筯筭筥筮筴筳 筴筨筥筮 筩筴 筡筬筳筯 筨筡筳
m 笽 m′ − 笱 筭筯筭筥筮筴筳 筡筮筤 筤筵筥 筴筯 筣筥筲筴筡筩筮 筣筡筮筣筥筬筬筡筴筩筯筮筳第 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筯筮筥 筯筢筴筡筩筮筳 筷筩筴筨 m′

筩筮 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筷筯筵筬筤 筮筯筴 筢筥 筳筴筲筯筮筧筥筲 筴筨筡筮 筷筨筡筴 筯筮筥 筯筢筴筡筩筮筳 筦筯筲 m笮

Lemma 2. First, extend the definition of D笨Pµ̂|n∥Pµ∗笩 as above. Then the robustness

property for exponential families holds for all u(n) ∈ Un:

nD笨Pµ̂|n∥Pµ∗笩 笽 筬筯筧
pµ̂|n笨u(n)笩

pµ∗笨u(n)笩
. 笨笳笮筂笮笳笩

Suppose that the first m moments of X under R exist, with m ≥ 笳 odd, and ER筛X筝 笽 µ∗.

笷笷



3.B. Proofs underlying Theorem 4 and 5: the general case

Fix 笰 < α < 笱/笲. Let 笆p be a general d× d positive definite matrix. We have:

ER
[
1∥µ̂|n−µ∗∥2≥nα−1/2 · n · 笱

笲
笨筞µ|n − µ∗笩⊤笆−1

p 笨 筞µ|n − µ∗笩

]
笽 O

(
n−(m−2)α−1/2

)
,

笨笳笮筂笮笴笩

ER
[
n · 笱

笲
笨筞µ|n − µ∗笩⊤笆−1

p 笨µ∗笩笨 筞µ|n − µ∗笩

]
笽

tr笨笆r笆
−1
p 笨µ∗笩笩

笲
. 笨笳笮筂笮笵笩

Next, let P be a regular exponential family with µ∗ ∈ Mp. Fix c > 笰 and let M′ ⊂ Mp
be an open neighborhood of µ∗. Let 笨W0,(n)笩n∈N be any sequence of distributions on
Mp with continuous densities w0,(n) such that for every n, w0,(n)笨µ笩 > c for all µ ∈ M′.
We have:

ER

[
1∥µ̂|n−µ∗∥2≥nα−1/2 · 筬筯筧

pµ∗笨U (n)笩

pW0,(n)
笨U (n)笩

]
≤ O笨n−(m−2)α−1/2笩, 笨笳笮筂笮笶笩

and, if W0,(n) is as above and for some ϵ > 笰, ER| 筬筯筧 pµ∗笨U笩/r笨U笩|1+ϵ <∞, then

ER

[
1∥µ̂|n−µ∗∥2≥nα−1/2 · 筬筯筧

pW0,(n)
笨U (n)笩

pµ∗笨U (n)笩

]
≤ O笨n−αm·(1∧ϵ)笩. 笨笳笮筂笮笷笩

Now let 笕µ|n be defined as in (3.2.13), with n0 > 笰. If (c) in Condition 3 (‘plug-in’)
holds (with P· in the role of Q·), then

ER
[
1∥µ̂|n−µ∗∥2≥nα−1/2 · n ·D笨Pµ∗∥Pµ̆|n笩

]
笽 O笨n−mα+1/2笩. 笨笳笮筂笮笸笩

With

f笨n笩 笺笽 ER
[
1∥µ̂|n−µ∗∥2<nα−1/2 · n · 笱

笲
笨筞µ|n − µ∗笩⊤笆−1

p 笨µ∗笩笨 筞µ|n − µ∗笩

]
,

we have, with W now a fixed distribution on Mp with density w that is positive and
continuous in a neighborhood of µ∗,

ER
[
1∥µ̂|n−µ∗∥2<nα−1/2 · n ·D笨Pµ̂|n∥Pµ∗笩

]
笽 f笨n笩 笫O

(
nα−1/2

)
, 笨笳笮筂笮笹笩

ER
[
1∥µ̂|n−µ∗∥2<nα−1/2 · n ·D笨Pµ∗∥Pµ̆|n笩

]
笽 f笨n笩 笫O

(
nα−1/2

)
, 笨笳笮筂笮笱笰笩

ER

[
1∥µ̂|n−µ∗∥2<nα−1/2 · 筬筯筧

pµ̂|n笨U (n)笩

pW 笨U (n)笩

]
笨笳笮筂笮笱笱笩

笽
d

笲
筬筯筧

n

笲π
− 筬筯筧w笨µ∗笩 − 笱

笲
筬筯筧 筤筥筴 笆p笨µ

∗笩 笫 o笨笱笩.
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3.B.2 Preparatory Results for Lemma 2 and Lemma 1

答筨筲筯筵筧筨筯筵筴 筴筨筥 筰筲筯筯筦筳 筦筯筲 筌筥筭筭筡 笲 筡筮筤 筌筥筭筭筡 笱 筡筮筤 答筨筥筯筲筥筭 笴第 筐筡筲筴 笳 笨筁筰筰筥筮筤筩筸 笳笮筂笮笴笩第
筷筥 筷筩筬筬 筵筳筥 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筡筤筤筩筴筩筯筮筡筬 筮筯筴筡筴筩筯筮筳 筡筮筤 筡筢筢筲筥筶筩筡筴筩筯筮筳笺

µ∗ 笽 0,笆p 笺笽 笆p笨0笩,笆q 笺笽 笆q笨0笩,K 笺笽 笨笆q − 笆p笩
−1, J笨µ笩 笺笽 笆p笨µ笩−1, J 笺笽 J笨0笩 笽 笆−1

p .

笨笳笮筂笮笱笲笩

筎筯筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥 笌筲筳筴 筥筱筵筡筴筩筯筮第 µ∗ 笽 0 筼 筷筨筩筣筨 筷筩筬筬 筡筬筬筯筷 筳筵筢筳筴筡筮筴筩筡筬筬筹 筳筨筯筲筴筥筮筩筮筧
筥筱筵筡筴筩筯筮筳 筼 筩筳 筲筥筡筬筬筹 筡 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 筡 筮筯筴筡筴筩筯筮笻 筢筵筴 筷筥 筣筡筮 筥筮筦筯筲筣筥 筴筨筩筳
筷筩筴筨筯筵筴 筬筯筳筳 筯筦 筧筥筮筥筲筡筬筩筴筹 筼 筳筩筮筣筥 µ∗ 筩筳 笌筸筥筤 筴筨筲筯筵筧筨筯筵筴 筡筬筬 筰筲筯筯筦筳第 筷筥 筣筡筮 筧筥筴 筴筨筥 筳筡筭筥
筲筥筳筵筬筴 筡筳 筦筯筲 0 筷筩筴筨 筡筲筢筩筴筲筡筲筹 µ∗ 筳筩筭筰筬筹 筢筹 筡筤筤筩筮筧 µ∗ 筡筳 筡 筣筯筮筳筴筡筮筴 筴筯 筥筡筣筨 筯筵筴筣筯筭筥
X 筡筮筤 筴筲筡筮筳筦筯筲筭筩筮筧 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筩筮筧 筥筱筵筡筴筩筯筮筳笮 筏筲第 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筬筹第 筯筮筥 筭筡筹 筭筯筤筩筦筹 筡筬筬
筥筱筵筡筴筩筯筮筳 筢筹 筰筵筴筴筩筮筧 筩筮 筠−µ∗笧 筡筴 筴筨筥 筡筰筰筲筯筰筲筩筡筴筥 筰筬筡筣筥筳 筡筮筤 筮筯筴筥 筴筨筡筴 筮筯筴筨筩筮筧 筩筮 筴筨筥
筤筥筲筩筶筡筴筩筯筮 筣筨筡筮筧筥筳笮

筗筥 筷筩筬筬 筭筡筫筥 筲筥筰筥筡筴筥筤 筵筳筥 筯筦 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筢筡筳筩筣 筲筥筳筵筬筴筳 筷筨筯筳筥 筰筲筯筯筦 筣筡筮 筢筥 筦筯筵筮筤
筩筮第 筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筛笳笸筝笮

Lemma 3. Fix n0 ≥ 笰 and x0 ∈ R. Let X,X1, . . . be (scalar-valued) i.i.d. random

variables, define 笕µ|n 笺笽 笨n0 · x0 笫
n∑
i=1

Xi笩/笨n笫 n0笩. Suppose the first m ∈ N moments

of X exist and let δ > 笰. Then 筐筲笨|笕µn−E筛X筝| ≥ δ笩 笽 O笨n−⌈m2 ⌉δ−m笩. As a consequence,
via the union bound, for fixed d, our d-dimensional regularized MLE 笕µ|n also satisfies

筐筲笨∥笕µ|n − µ∗∥2 ≥ δ笩 笽 O笨n−⌈m2 ⌉δ−m笩.

Lemma 4. Consider the setting of Lemma 3. If the first m moments of (scalar) X
exist, then E

[(
笕µ|n − E筛X筝

)m]
笽 O笨n−⌈m2 ⌉笩.

筗筥 筡筬筳筯 筮筥筥筤 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筴筷筯 筰筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮筳笺

Proposition 8. Let 笰 < α < 笱/笲 and fix c > 笰. Then there is a constant C > 笰 such
that for all large n, for all µ 笽 笨µ1, . . . ,µd笩, µ

′ 笽 笨µ′
1, . . . ,µ

′
d笩 with 笨∥µ∥2 ∨ ∥µ′∥2笩 <

nα−1/2, we have∣∣∣∣D笨Pµ′∥Pµ笩 − 笱

笲
笨µ− µ′笩⊤J笨µ− µ′笩

∣∣∣∣ ≤ C
∑

i,j,k∈[d]

|µi−µ′
i|·|µj−µ′

j |·|µk−µ′
k| ≤ Cn3α−3/2.

Proof. 筎筯筴筥 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 n 筬筡筲筧筥 筥筮筯筵筧筨第 筷筩筴筨 An 笺笽 {µ 笺 ∥µ∥2 < nα−1/2} 筡筮筤 A′
n 笺笽

{µ 笺 ∥µ∥2 < nα−1/2}第 筷筥 筨筡筶筥 筴筨筡筴 An ∪ A′
n ∈ Mp笮 筁 筴筨筩筲筤 筯筲筤筥筲 答筡筹筬筯筲笭筥筸筰筡筮筳筩筯筮 筯筦

D笨P0∥Pµ笩 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 µ 筴筨筥筮 筧筩筶筥筳 筴筨筡筴笺

D笨Pµ′∥Pµ笩 笽
笱

笲
笨µ−µ′笩⊤J笨µ−µ′笩笫O

 ∑
i,j,k∈[d]

|Ci,j,k||µi − µ′
i| · |µj − µ′

j | · |µk − µ′
k|

 ,

筷筨筥筲筥 Ci,j,k 筡筲筥 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筨筩筲筤笭筯筲筤筥筲 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥筳笮 筂筵筴 筳筩筮筣筥第 筦筯筲 筬筡筲筧筥 n第 An 筩筳
筡 筣筬筯筳筥筤 筳筥筴 筩筮 筴筨筥 筩筮筴筥筲筩筯筲 筯筦 Mp第 筴筨筥筳筥 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥筳 筡筲筥 筢筯筵筮筤筥筤笻 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筦筯筬筬筯筷筳笮

笷笹



3.B. Proofs underlying Theorem 4 and 5: the general case

Proposition 9. We have:

筳筵筰
Un:∥µ̂|n∥2<nα−1/2

∣∣D笨P0∥Pµ̂|n笩 −D笨P0∥Pµ̆|n笩
∣∣ 笽 O笨nα−3/2笩.

Proof. 筄筥笌筮筥 f笨µ笩 笺笽 D笨P0∥Pµ笩 筡筮筤 g笨µ笩 笺笽 ∇f笨µ笩笮 筁 笌筲筳筴笭筯筲筤筥筲 答筡筹筬筯筲 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筩筯筮
筧筩筶筥筳 筴筨筡筴

D笨P0∥Pµ̆|n笩 笽 D笨P0∥Pµ̂|n笩 笫 笨笕µ|n − 筞µ|n笩⊤g笨µ′笩 笽 D笨P0∥Pµ̂|n笩 笫
n0

n笫 n0
笨x0 − 筞µ|n笩⊤ · g笨µ′笩,

笨笳笮筂笮笱笳笩

筷筨筥筲筥 µ′ 筩筳 筳筯筭筥 筰筯筩筮筴 筷筩筴筨 ∥µ′∥2 < nα−1/2第 筡筮筤 筴筨筥 筳筥筣筯筮筤 筥筱筵筡筴筩筯筮 筩筳 筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤
筲筥筷筲筩筴筩筮筧笮

筗筥 筣筡筮 筷筲筩筴筥 g笨µ笩 笽 笨g1笨µ笩, . . . , gd笨µ笩笩⊤ 筷筩筴筨 gj笨µ笩 笽 笨∂/∂µj笩f笨µ笩笮 答筡筹筬筯筲
筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筩筮筧 gj笨µ笩 筩筴筳筥筬筦 筧筩筶筥筳 筦筯筲 筥筡筣筨 j 笽 笱..d笺

gj笨µ
′笩 笽 gj笨0笩 笫

(
∂

∂µ1
gj笨µ

◦
[j]笩, . . . ,

∂

∂µd
gj笨µ

◦
[j]笩

)⊤

µ′

筦筯筲 d 筰筯筩筮筴筳 µ◦
[j] 笽 笨µ◦

[j],1, . . . ,µ
◦
[j],d笩

⊤第 筷筨筥筲筥第 筦筯筲 j 笽 {笱, . . . , d}第 筷筥 筨筡筶筥 ∥µ◦
[j]∥2 <

n1/2−α笮 筂筵筴 筳筩筮筣筥 ∂
∂µj

gj笨µ笩 笽 ∂2

∂µ2
j
f笨µ笩 筡筮筤 筦筯筲 筡筬筬 筬筡筲筧筥 n第 筴筨筥 筳筥筴 {µ 笺 ∥µ∥2 <

n1/2−α} ∈ Mp第 筴筨筥筳筥 d 筳筥筣筯筮筤笭筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥筳 筡筲筥 筵筮筩筦筯筲筭筬筹 筢筯筵筮筤筥筤笮 筁筬筳筯第 g笨0笩 笽 笰
筳筩筮筣筥 筴筨筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筩筳 筭筩筮筩筭筩筺筥筤 筡筴 0 筡筮筤第 筦筯筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筩筳 筡 筳筭筯筯筴筨
筦筵筮筣筴筩筯筮 筩筮 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳笮 等筴 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴 筴筨筥 笌筮筡筬 筴筥筲筭 筩筮 笨笳笮筂笮笱笳笩 筩筳
O笨n−1nα−1/2笩第 筡筮筤 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筦筯筬筬筯筷筳笮

3.B.3 Proof of Lemma 2

答筨筲筯筵筧筨筯筵筴 筴筨筥 筰筲筯筯筦第 筷筥 筡筤筯筰筴 筴筨筥 筮筯筴筡筴筩筯筮筳 筯筦 笨笳笮筂笮笱笲笩笮 笨笳笮筂笮笳笩 筷筡筳 筡筬筲筥筡筤筹 筰筲筯筶筥筮笮
笨笳笮筂笮笱笱笩 筩筳 筡 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮 筲筥筳筵筬筴第 筳筥筥 筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥 筛笳笵第 筃筨筡筰筴筥筲 笸筝笮 笨笳笮筂笮笵笩 筩筳 筡筬筳筯 筫筮筯筷筮笻
筢筡筳筩筣筡筬筬筹第 筴筨筥 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筯筮 筴筨筥 筲筩筧筨筴 筣筡筮 筢筥 筣筯筭筰筵筴筥筤 筥筸筡筣筴筬筹 筬筩筫筥 筷筥 筤筩筤 筩筮 筴筨筥 筰筲筯筯筦
筯筦 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笵第 筹筩筥筬筤筩筮筧 筴筨筥 筤筥筳筩筲筥筤 筲筥筳筵筬筴笮

Proof of (3.B.4) 等筮 筡 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筯筦 筍筡筲筫筯筶笧筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹第 筷筥 筣筡筮 筷筲筩筴筥
筴筨筥 筬筥筦筴笭筨筡筮筤 筳筩筤筥第 筦筯筲 笌筸筥筤 γ > 笰第 筡筳

ER

[
1∥µ̂|n∥2≥nα−1/2 ·

笨 筞µ⊤
|n笆−1

p 筞µ|n笩γ+1

笨 筞µ⊤
|n笆−1

p 筞µ|n笩γ

]
≤ C · ER

[
笨 筞µ⊤

|n笆−1
p 筞µ|n笩γ+1

nγ(2α−1)

]

笽 C · ER

[
笨 筞µ⊤

|n笆−1
p 筞µ|n笩m/2

nmα−m/2−2α+1

]
笽 O

(
n−mα+m/2+2α−1 · n−(m+1)/2

)
笽 O

(
n−mα+2α−3/2

)
笽 O

(
n−(m−2)α−3/2

)

笸笰
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Lemma 5. Under the regularity Condition 1 (‘COND’), we have:
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1Ān∩Bn 筬筯筧

p◦µ∗笨
√
n筞µ|n笩

q◦笨
√
n筞µ|n笩

]
笫 ER

[
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x(n)∈Ān∩Bn
筬筯筧

pµ∗笨x(n)笩

q笨x(n)笩
笽 笨笳笮筂笮笲笲笩

笽O笨n−a−2笩 · 筳筵筰
x(n)∈Ān∩Bn
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v(n)∈Ān∩Bn

筬筩筭
ϵ↓0

ϵ−1
∫
Gϵ(v(n))

pµ∗笨x(n)笩dx(n)

ϵ−1
∫
Gϵ(v(n))

q笨x(n)笩dx(n)
笨笳笮筂笮笲笳笩

笽 筳筵筰
v(n)∈Ān∩Bn
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3.B. Proofs underlying Theorem 4 and 5: the general case
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3.B.6 Proof of (3.3.15) in Theorem 5
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n∑
i=1

EU(i−1)∼Qµ∗EU∼Qµ∗

[
筬筯筧

qµ̆|i−1
笨U笩

p ⇝qµ̆|i−1
(U)笨U笩

]
≤n笨D笨Qµ∗∥Pµ∗笩 − ϵ笩,

筡筮筤 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筩筳 筰筲筯筶筥筤笮

Appendix 3.C Proofs for Section 3.6

Proof of Proposition 7 等筦 S
(n)
n≥0 筷筥筲筥 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 P 第 筴筨筥筮第

筡筳 筩筳 筩筭筭筥筤筩筡筴筥 筦筲筯筭 筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筯筦 筥笭筰筲筯筣筥筳筳第 筩筴 筭筵筳筴 筡筬筳筯 筢筥 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯
筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 {PWi

} 筦筯筲 筡筮筹 i ≥ 笰笮 答筨筵筳第 筩筦 EU(n)∼PWn 筛q笨U (n)笩/pWn+1
笨U (n)笩筝 >

笱第 筴筨筥筮 笨S(n)笩n≥0 筣筡筮筮筯筴 筦筯筲筭 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筡筮筤 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筩筳 筰筲筯筶筥筤笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筷筥 筭筡筹

筡筳筳筵筭筥 筴筨筡筴 EU(n)∼PWn 筛q笨U (n)笩/pWn+1笨U (n)笩筝 ≤ 笱第 筯筲 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴筬筹第 EU(n)∼Q

[
pWn (U

(n))

pWn+1
(U(n))

]
≤

笱. 筕筳筩筮筧 筊筥筮筳筥筮笧筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹第 筷筨筩筣筨 筢筹 筯筵筲 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 笨笳笮笶笮笱笩 筩筳 筳筴筲筩筣筴第 筮筯筷 筧筩筶筥筳

EU(n)∼Q

[
pWn+1

笨U (n)笩

pWn笨U (n)笩

]
> 笱/

(
EU(n)∼Q

[
pWn笨U (n)笩

pWn+1笨U (n)笩

])
≥ 笱,

筯筲 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴筬筹第 EU(n)∼PWn+1
筛q笨U (n)笩/pWn

笨U (n)笩筝 > 笱第 筡筮筤 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筡筧筡筩筮 筦筯筬筬筯筷筳笮

笸笹
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Appendix 3.D Additional Details for Section 3.3:
checking UI and plug-in Regularity
Conditions for Example Families

3.D.1 Condition UI for the Poisson Model

Example 7. [Poisson] 筌筥筴 P 筢筥 筴筨筥 筐筯筩筳筳筯筮 筦筡筭筩筬筹第 筧筩筶筥筮 筩筮 筩筴筳 筳筴筡筮筤筡筲筤 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮

筡筳 pµ笨x笩 笽 Pµ笨X 笽 k笩 笽 µk·e−µ
k! 筷筩筴筨 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 µ > 笰第 筡筮筤 筳筵筰筰筯筳筥 X 筨筡筳 m 筭筯筭筥筮筴筳

筵筮筤筥筲 R笮 筓筴筡筮筤筡筲筤 筡筮筤 筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤 筣筯筭筰筵筴筡筴筩筯筮筳 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筴筨筩筳 筩筳 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬

筦筡筭筩筬筹 筷筩筴筨 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 µ 笽 EPµ 筛X筝 筡筮筤D笨Pµ̂|n∥Pµ∗笩 笽 筞µ|n 筬筯筧
µ̂|n
µ∗ 笫µ∗−筞µ|n笮

筆筩筸 笰 < γ < 笱/笲 筡筮筤 筤筥笌筮筥 Ej 笽 {µ ∈ 笨笰,∞笩 笺 |µ− µ∗| ∈ 筛n−γ 笫 j − 笱, n−γ 笫 j筝}笮 筗筥
筨筡筶筥

ER
[
1∥µ̂−µ∗∥2≥n−γ ·D笨Pµ̂∥Pµ∗笩

]
≤
∑
j∈N+

R笨筞µ|n ∈ Ej笩 筭筡筸
µ̂|n∈Ej

D笨Pµ̂|n∥Pµ∗笩

笽
∑
j∈N+

R笨筞µ|n ∈ Ej笩 筭筡筸
µ̂|n∈Ej

(
筞µ|n 筬筯筧

筞µ|n

µ∗ 笫 µ∗ − 筞µ|n

)
≤R

(
|筞µ|n − µ∗| ≥ n−γ

)
· 笨笨− 筬筯筧µ∗笩 ·O笨笱笩 笫 µ∗ −O笨笱笩笩

笫
∑
j∈N+

R
(
|筞µ|n − µ∗| ≥ n−γ 笫 j

)
·O
(
笨n−γ 笫 j 笫 笱笩 筬筯筧笨n−γ 笫 j 笫 笱笩

)
(a)
笽O

(
n−⌈m/2⌉ · nγm−γ

)
笫
∑
j∈N+

O
(
n−⌈m/2⌉ ·

(
n−γ 笫 j

)−m) ·O 笨j 筬筯筧 j笩

笽O
(
n−⌈m/2⌉ · nγm−γ

)
笫O笨n−⌈m/2⌉笩 ·

∑
j∈N+

j1−m 筬筯筧 j 笺笽 f笨n,m, γ笩,

筷筨筥筲筥 笨筡笩 筦筯筬筬筯筷筳 筦筲筯筭 筌筥筭筭筡 笳 筩筮 筁筰筰筥筮筤筩筸 笳笮筂笮笲笮 筐筬筵筧筧筩筮筧 筩筮 筡筮筹 m ≥ 笳 筡筮筤
γ 笽 笱/笳 筷筥 笌筮筤 筴筨筡筴 f笨n,m, γ笩 笽 O笨n−4/3笩 笽 o笨n−1笩第 筷筨筩筣筨 筰筲筯筶筥筳 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴笮

3.D.2 Proof for Example 5: plug-in condition for the full
Gaussian

Proof of (3.3.10) 筗筥 笌筲筳筴 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筡 µ 筬筯筣筡筴筥筤 筯筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 ∂Mq 筯筦
Mq 笨筡筣筴筵筡筬筬筹 筴筨筩筳 筣筡筮筮筯筴 筨筡筰筰筥筮 筢筥筣筡筵筳筥 Mq 筩筳 筯筰筥筮第 筢筵筴 筩筴 筩筳 筳筴筩筬筬 筵筳筥筦筵筬 筦筯筲 筰筲筯筶筩筮筧 筴筨筥
筲筥筳筵筬筴 筡筳 筩筴 筣筯筮筳筴筩筴筵筴筥筳 筡 筬筩筭筩筴筩筮筧 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥笩笮 等筮 筴筨筩筳 筣筡筳筥第 筦筯筲 笌筸筥筤 笰 < α < 笱 筡筮筤 x0第
筷筥 筨筡筶筥笺

µ◦
2 − µ◦2

1 笽 笨笱 − α笩µ2 笫 αx0,2 − µ◦2
1 笽 笨笱 − α笩µ2

1 笫 αx0,2 − 笨笨笱 − α笩µ1 笫 αx0,1笩2.
笨笳笮筄笮笱笩

笹笰
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Figure 3.1: In the left figure, the area above the black curve µ2 = µ2
1 is the Gaussian mean

parameter space Mq. The blue curve is obtained by vertically shifting the black one upwards
such that µ′ is located on it. (3.3.10) expresses that αl∗ is not larger than any other l for
every µ, l′ for every µ′ with x0 ∈ Mq and α ∈ (0, 1).

答筡筫筩筮筧 筴筨筥 笌筲筳筴 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥 筯筦 µ◦
2 − µ◦2

1 笺 d
dµ1

笨µ◦
2 − µ◦2

1 笩 笽 笲笨笱 − α笩α笨µ1 − x0,1笩第 筷筥 笌筮筤

筡筲筧 筭筩筮
µ∈∂Mq

笨µ◦
2 − µ◦2

1 笩 笽 笨x0,1, x
2
0,1笩. 笨笳笮筄笮笲笩

笨筮筯筴筥 筡筧筡筩筮 µ◦ 筩筳 筡 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 µ笩笮 答筨筥筮 笨笳笮笳笮笱笰笩 筨筯筬筤筳 筷筩筴筨 筴筨筥 筩筮笌筭筵筭 筯筶筥筲 ∂Mq
筩筮筳筴筥筡筤 筯筦 Mq第 筡筳 筳筥筥筮 筢筹 筰筬筵筧筧筩筮筧 笨笳笮筄笮笲笩 筩筮筴筯 笨笳笮筄笮笱笩笮 答筨筥 筳筩筴筵筡筴筩筯筮 筩筳 筤筥筰筩筣筴筥筤 筩筮
筆筩筧筵筲筥 笳笮笱笨筡笩笮 l 筤筥筮筯筴筥筳 µ◦

2 − 笨µ◦
1笩2第 l∗ 筤筥筮筯筴筥筳 x0,2 − x20,1第 筡筮筤 筴筨筥 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 笨笳笮笳笮笱笰笩

筳筡筹筳 筴筨筡筴 αl∗ ≤ l笮

筎筯筷 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筡 µ′ ∈ Mq 筮筯筴 筬筯筣筡筴筥筤 筯筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹第 筡筮筤 筴筨筥
筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 µ′◦笮 等筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥 笌筧筵筲筥第 筷筥 筮筯筷 筮筥筥筤 筴筯 筰筲筯筶筥 αl∗ ≤ l′第 筷筨筥筲筥
l′ 筤筥筮筯筴筥筳 µ′◦

2 − 笨µ′◦
1 笩2笮 筌筥筴 δ 筢筥 筴筨筥 筶筥筲筴筩筣筡筬 筴筲筡筮筳筬筡筴筩筯筮 筤筩筳筴筡筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥 筢筬筡筣筫

筣筵筲筶筥 筡筮筤 筴筨筥 筢筬筵筥 筣筵筲筶筥 筩筮 筴筨筥 笌筧筵筲筥第 筩笮筥笮 筴筨筥 筢筬筵筥 筣筵筲筶筥 筩筳 y 笽 x2 笫 δ笮 筅筸筴筥筮筤筩筮筧
筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹笭µ 筡筮筡筬筹筳筩筳 筴筯 筴筨筩筳 筣筡筳筥第 筷筥 笌筮筤 l′ − δ ≥ α笨l∗ − δ笩笮 答筨筩筳 筩筭筰筬筩筥筳 l′ > αl∗

笨筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 筣筡筳筥 筡筢筯筶筥 筩筳 筲筥筡筬筬筹 筴筨筥 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥笩笮 筎筯筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筳筡筭筥 筲筥筡筳筯筮筩筮筧 筳筴筩筬筬
筡筰筰筬筩筥筳 筷筨筥筮 x0 筩筳 筢筥筬筯筷 筴筨筥 筢筬筵筥 筣筵筲筶筥 筼 筴筨筥筮 l∗ 筩筳 筡 筮筥筧筡筴筩筶筥 筲筥筡筬 筮筵筭筢筥筲 筡筮筤 筡筬筳筯 l
筭筩筧筨筴 筢筥 筮筥筧筡筴筩筶筥 筩筮 筳筯筭筥 筣筡筳筥筳笮 笨笳笮笳笮笱笰笩 筦筯筬筬筯筷筳笮

Proof that (3.3.8) holds 筆筯筲 µ ∈ Sq ⊂ {µ ∈ Mq 笺 ∥µ − µ∗∥2 ≥ A} 筷筨筥筲筥 Sq 筩筳

筣筯筭筰筡筣筴第 筷筥 筨筡筶筥 筭筡筸
µ∈Sq

D(Qµ∗∥Qµ◦ )

∥µ−µ∗∥2
2

< ∞ 筢筥筣筡筵筳筥
D(Qµ∗∥Qµ◦ )

∥µ−µ∗∥2
2

筩筳 筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳 筷笮筲笮筴笮 µ笮

答筨筵筳第 筷筥 筪筵筳筴 筮筥筥筤 筴筯 筣筨筥筣筫 筰筯筩筮筴筳 筴筨筡筴 筴筥筮筤 筴筯 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 筯筦 Mq笮 筆筯筲 筴筨筩筳第 筬筥筴
笨µ[m]笩m∈N 筢筥 筡 筳筥筱筵筥筮筣筥 筩筮 {µ ∈ Mq 笺 ∥µ− µ∗∥2 ≥ A} 筳筵筣筨 筴筨筡筴 筴筨筥 筬筩筭筩筴 筩筮 笨笳笮筄笮笳笩

笹笱
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筢筥筬筯筷 筥筸筩筳筴筳笮 筗筥 筫筮筯筷 筢筹 笨笳笮笳笮笱笰笩 筴筨筡筴

筬筩筭
m→∞

D笨Qµ∗∥Qµ◦
[m]

笩

∥µ[m] − µ∗∥22
笽 O

(
筬筯筧笨笨µ◦

2笩[m] − 笨µ◦2
1 笩[m]笩

∥µ[m] − µ∗∥22

)
笫O

(−笲µ∗
1笨µ◦

1笩[m] 笫 笨µ◦2
1 笩[m]

∥µ[m] − µ∗∥22

)
.

笨笳笮筄笮笳笩
筗筥 筮筥筥筤 筴筯 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 筳筵筣筨 筳筥筱筵筥筮筣筥筳 筷筩筴筨 µ[m] 筴筥筮筤筩筮筧 筴筯 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 筯筦
Mq第 筴筨筥 筡筢筯筶筥 筬筩筭筩筴 筩筳 笌筮筩筴筥笮 筗筥 笌筲筳筴 筮筯筴筥 筴筨筡筴 筢筹 笨笳笮笳笮笱笰笩第 筷筥 筣筡筮筮筯筴 筨筡筶筥 筴筨筡筴
µ◦
2 − µ◦2

1 → 笰第 筢筥筣筡筵筳筥 µ◦
2 − µ◦2

1 ≥ α笨x0,2 − x20,1笩笮 答筨筵筳第 筷筥 筯筮筬筹 筮筥筥筤 筴筯 筣筯筮筳筩筤筥筲
筴筨筥 筳筥筱筵筥筮筣筥筳 筷筩筴筨 筥筩筴筨筥筲 µ◦

2 − µ◦2
1 → ∞ 筯筲 |µ◦

1| → ∞笮 筕筳筩筮筧 筴筨筡筴 ∥µ − µ∗∥22 笽
笨µ1 −µ∗

1笩2 笫 笨µ2
1 笫 σ2

1 −µ∗2
1 − σ∗2

1 笩2第 筩筴 筩筳 筥筡筳筩筬筹 筣筨筥筣筫筥筤 筴筨筡筴 笨笳笮筄笮笳笩 筩筳 笌筮筩筴筥 筯筮 筡筬筬 筳筵筣筨
筳筥筱筵筥筮筣筥筳笮

3.D.3 Plug-in Regularity Conditions for Gamma Model

Example 8. [Gamma] 答筨筥 筡筲筧筵筭筥筮筴 筦筯筬筬筯筷筳 筡筮筡筬筯筧筯筵筳 筳筴筡筧筥筳 筡筳 筴筨筥 筯筮筥 筦筯筲 筴筨筥
筇筡筵筳筳筩筡筮 筣筡筳筥第 筅筸筡筭筰筬筥 笵笮 筌筥筴 Q 筢筥 筴筨筥 Gamma笨α, β笩 筦筡筭筩筬筹 筷筩筴筨 筤筥筮筳筩筴筩筥筳 q笨x笻α, β笩 笽
xα−1e−x/β

Γ(α)βα 第 筦筯筲 x > 笰 筡筮筤 α, β > 笰笮 等筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮第 筷筥

筣筡筮 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筥 筴筨筩筳 筦筡筭筩筬筹 筢筹 µ 笽 笨µ1, µ2笩 筷筩筴筨 µ1 笽 ψ笨α笩 笫 筬筯筧 β 筡筮筤 µ2 笽 αβ第
筷筨筥筲筥 ψ笨α笩 筩筳 筴筨筥 筤筩筧筡筭筭筡 筦筵筮筣筴筩筯筮笮 筗筥 笌筲筳筴 筣筬筡筩筭

Mq 笽 {笨µ1, µ2笩 笺 µ1 ∈ R, µ2 > eµ1}. 笨笳笮筄笮笴笩

答筯 筳筥筥 筴筨筩筳第 筲筥筷筲筩筴筥 µ 笽 笨ψ笨α笩 − 筬筯筧α笫 筬筯筧笨αβ笩, αβ笩笮 筆筯筲 筡筮筹 笌筸筥筤 c 笽 αβ第 筷筥 筨筡筶筥
筴筨筡筴 ψ笨α笩− 筬筯筧α 筩筳 筩筮筣筲筥筡筳筩筮筧 筡筮筤 ψ笨α笩− 筬筯筧α ∈ 笨−∞, 笰笩, α ∈ 笨笰,∞笩笮 答筨筥筮 筴筨筥 筭筥筡筮
筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 Mq 筩筳 筬筯筣筡筴筥筤 筯筮 筴筨筥 筵筰筰筥筲 筬筥筦筴 筰筡筲筴 筯筦 f笨αβ笩 笽 eαβ 第 筩笮筥笮 µ2 笽 eµ1 第
筷筨筩筣筨 筰筲筯筶筥筳 笨笳笮筄笮笴笩笻 筳筥筥 筆筩筧筵筲筥 笳笮笱笨筢笩笮 筎筥筸筴第 筩筴 筩筳 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮 筴筨筡筴

D笨Qµ∗∥Qµ◦笩 笽 α◦ 筬筯筧
β◦

β∗ − 筬筯筧
笀笨α∗笩

笀笨α◦笩
笫 笨α∗ − α◦笩ψ笨α∗笩 −

(
笱

β∗ − 笱

β◦

)
α∗β∗.

笨笳笮筄笮笵笩

筷筩筴筨 笨α◦, β◦笩 筴筨筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳 筩筮 筴筨筥 筳筴筡筮筤筡筲筤 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筯 笨µ◦
1, µ

◦
2笩笮

筎筯筷 筬筥筴 µ◦ 笽 笨笱 − k笩µ 笫 kx0笮 筆筵筲筴筨筥筲 筢筥筬筯筷 筷筥 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筦筯筲 筥筶筥筲筹 笰 < k < 笱第
筥筶筥筲筹 x0 笽 笨x0,1, x0,2笩 ∈ Mq第 筷筥 筨筡筶筥

µ◦
1 − 筬筯筧µ◦

2 笽 ψ笨α◦笩 − 筬筯筧α◦ 筡筮筤 笰 < α◦ ≤ αx0 , 笨笳笮筄笮笶笩

筷筨筥筲筥 αx0
筩筳 筡 筣筯筮筳筴筡筮筴 筤筥筰筥筮筤筩筮筧 筯筮 x0笮 筁筮筤 筷筥 筡筬筳筯 筳筨筯筷

µ◦
2 − eµ

◦
1 笽 笨α◦ − eψ(α

◦)笩β◦ 筡筮筤 β◦ ≥ k笨x0,2 − ex0,1笩

αx0
− eψ(αx0 )

. 笨笳笮筄笮笷笩

答筨筩筳 筰筲筯筶筩筤筥筳 筣筯筮筳筴筲筡筩筮筴筳 筯筮 筴筨筥 筶筡筬筵筥筳 筴筨筡筴 D笨Qµ∗∥Qµ◦笩 筩筮 笨笳笮筄笮笵笩 筣筡筮 筴筡筫筥笮 筁筳 筷筥

笹笲



Chapter 3. E-Values for Exponential Families: the General Case

筡筬筳筯 筳筨筯筷 筢筥筬筯筷第 筩筴 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 筦筯筲 筥筶筥筲筹 µ∗ ∈ Mq第 筥筶筥筲筹 A > 笰第

筳筵筰
µ∈Mq :∥µ−µ∗∥2>A

D笨Qµ∗∥Qµ◦笩

∥µ− µ∗∥22
<∞, 笨笳笮筄笮笸笩

筶筥筲筩筦筹筩筮筧 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 笳 筡筳 筳筯筯筮 筡筳 R 筨筡筳 笵 筯筲 筭筯筲筥 筭筯筭筥筮筴筳笮

Detailed Proofs for Example 8 答筯 筰筲筯筶筥 笨笳笮筄笮笶笩 筡筮筤 笨笳笮筄笮笷笩第 筷筥 笌筲筳筴 筮筥筥筤 筴筯
筰筲筯筶筥 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筦筯筲筭筵筬筡筳 笨筲筥筣筡筬筬 µ◦ 筩筳 筡 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 µ笩笺

筳筵筰
µ∈Mq

笨µ◦
1 − 筬筯筧µ◦

2笩 笽k笨x0,1 − 筬筯筧 x0,2笩, 笨笳笮筄笮笹笩

筩筮筦
µ∈Mq

笨µ◦
2 − eµ

◦
1 笩 笽k笨x0,2 − ex0,1笩. 笨笳笮筄笮笱笰笩

Proof of (3.D.9) 筒筥筡筳筯筮筩筮筧 筡筮筡筬筯筧筯筵筳筬筹 筴筯 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筣筡筳筥第 筅筸筡筭筰筬筥 笵第 筷筥 笌筲筳筴
筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 µ 筩筳 筬筯筣筡筴筥筤 筯筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 ∂Mq 筯筦 Mq笮

等筮 筴筨筩筳 筬筩筭筩筴筩筮筧 筣筡筳筥第 筦筯筲 筥筶筥筲筹 笌筸筥筤 笰 < k < 笱第 筷筥 筧筥筴

δ1 笺笽 µ◦
1 − 筬筯筧µ◦

2 笽 笨笱 − k笩 筬筯筧µ2 笫 k · x0,1 − 筬筯筧 笨笨笱 − k笩µ2 笫 k · x0,2笩 .

答筡筫筥 筴筨筥 笌筲筳筴 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥 筯筦 δ1 筷笮筲笮筴笮 µ2第 筷筥 筧筥筴

筡筲筧 筭筡筸
µ∈∂Mq

笨µ◦
1 − 筬筯筧µ◦

2笩 笽 笨筬筯筧 x0,2, x0,2笩.

答筨筩筳 筩筭筰筬筩筥筳 笨笳笮筄笮笹笩 筨筯筬筤筳 笨筷筩筴筨 Mq 筲筥筰筬筡筣筥筤 筢筹 ∂Mq笩第 筢筹 筰筬筵筧筧筩筮筧 笨筬筯筧 x0,2, x0,2笩 筩筮筴筯
筴筨筥 筡筢筯筶筥 筦筯筲筭筵筬筡笮 等筮 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筡 µ′ 筮筯筴 筬筯筣筡筴筥筤 筯筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 笨筡筮 筩筮筳筴筡筮筣筥 筩筳
筳筨筯筷筮 筷筩筴筨 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 µ′◦ 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笳笮笱笨筢笩笩第 筷筥 筭筡筹 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筬筩筮筥 筣筯筮筮筥筣筴筩筮筧
x0 筡筮筤 µ′ 筩筮 筴筨筥 笌筧筵筲筥笻 筩筴 筩筮筴筥筲筳筥筣筴筳 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 筯筦 Mq 筡筴 筳筯筭筥 筰筯筩筮筴 µb笮 筌筥筴筴筩筮筧
µ′◦ 笽 笨笱− k′笩µb 笫 k′x0第 筷筥 筨筡筶筥 k′ > k 筳筩筮筣筥 µ′◦ 笽 笨笱− k笩µ′ 笫 k · x0笮 筕筳筩筮筧 筴筨筥 筡筢筯筶筥
筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥 筲筥筳筵筬筴第 筷筥 筧筥筴第 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筆筩筧筵筲筥 笳笮笱 笨筢笩第

δ′1 ≤ k′笨x0,1 − 筬筯筧 x0,2笩 < k笨x0,1 − 筬筯筧 x0,2笩,

筷筨筥筲筥 筴筨筥 筬筡筳筴 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筨筯筬筤筳 筳筩筮筣筥 x0,1 − 筬筯筧 x0,2 < 笰笮 笨笳笮筄笮笹笩 筮筯筷 筦筯筬筬筯筷筳笮

Proof of (3.D.10) 筗筥 筳筴筩筬筬 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥第 µ 筯筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹第 筡筮筤 筴筨筥 筣筡筳筥
筷筩筴筨 µ′ 筩筮 筴筨筥 筩筮筴筥筲筩筯筲 筯筦 Mq第 筡筳 筡筢筯筶筥笮 等筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 筣筡筳筥第 筦筯筲 筥筶筥筲筹 笌筸筥筤 笰 < k < 笱第
筷筥 筨筡筶筥笺

δ2 笺笽 µ◦
2 − eµ

◦
1 笽 笨笱 − k笩eµ1 笫 k · x0,2 − 筥筸筰 笨笨笱 − k笩µ1 笫 k · x0,1笩 .

答筡筫筥 筴筨筥 笌筲筳筴 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥 筯筦 δ2 筷笮筲笮筴笮 µ1第 筷筥 筧筥筴 筡筲筧 筭筩筮µ∈∂Mq笨µ
◦
2 − eµ

◦
1 笩 笽 笨x0,1, e

x0,1笩笮
答筨筥筮 筴筨筩筳 筩筭筰筬筩筥筳 笨笳笮筄笮笱笰笩 筨筯筬筤筳 笨筷筩筴筨 Mq 筲筥筰筬筡筣筥筤 筢筹 ∂Mq笩 筢筹 筰筬筵筧筧筩筮筧 笨x0,1, e

x0,1笩 筩筮筴筯
筴筨筥 筡筢筯筶筥 筦筯筲筭筵筬筡笮 答筨筥 筣筡筳筥 筷筩筴筨 µ′ ∈ Mq第 筮筯筴 筯筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹第 筣筡筮 筮筯筷 筢筥 筰筲筯筶筥筤 筩筮
筴筨筥 筳筡筭筥 筷筡筹 筡筳 笨笳笮筄笮笹笩笻 筷筥 筯筭筩筴 筦筵筲筴筨筥筲 筤筥筴筡筩筬筳笮

笹笳



3.4. Additional Details for Section 3.3: checking UI and plug-in
Regularity Conditions for Example Families

Proof of (3.D.6) and (3.D.7) ψ笨α◦笩 − 筬筯筧α◦ 筩筳 筩筮筣筲筥筡筳筩筮筧 筡筮筤 ψ笨α◦笩 − 筬筯筧α◦ 笽
µ◦
1 − 筬筯筧µ◦

2 ≤ k笨x0,1 − 筬筯筧 x0,2笩 筦筲筯筭 笨笳笮筄笮笹笩第 筷筨筩筣筨 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 α◦ 筩筳 筢筯筵筮筤筥筤 筢筹
筳筯筭筥 αx0

筤筥筰筥筮筤筩筮筧 筯筮 x0笮 筆筵筲筴筨筥筲第 笨α◦ − eψ(α
◦)笩β◦ 笽 µ◦

2 − eµ
◦
1 ≥ k笨x0,2 − ex0,1笩 筦筲筯筭

笨笳笮筄笮笱笰笩第 α◦ − eψ(α
◦) 筩筳 筩筮筣筲筥筡筳筩筮筧 筡筮筤 笰 < α◦ ≤ αx0

第 筷筨筩筣筨 筩筭筰筬筩筥筳 β◦ ≥ k(x0,2−ex0,1 )
αx0−e

ψ(αx0
) 笮

Proof of (3.D.8) 筗筥 筨筡筶筥 ||µ−µ∗||22 笽 笨ψ笨α笩笫筬筯筧 β−ψ笨α∗笩−筬筯筧 β∗笩2笫笨αβ−α∗β∗笩2笮
筒筥筡筳筯筮筩筮筧 筡筮筡筬筯筧筯筵筳筬筹 筴筯 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筣筡筳筥 笨笳笮筄笮笳笩第 筷筥 筮筥筥筤 筴筯 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筮筹
筳筥筱筵筥筮筣筥 笨µ[m]笩m∈N 筷筩筴筨 筡筬筬 µ[m] ∈ {µ ∈ Mq 笺 ∥µ − µ∗∥2 ≥ A}第 筴筨筡筴 筴筥筮筤筳 筴筯 筴筨筥
筢筯筵筮筤筡筲筹 筯筦 Mq第 筷筥 筨筡筶筥

筬筩筭
m→∞

D笨Qµ∗∥Q(µ◦)[m]
笩

∥µ[m] − µ∗∥22
<∞.

筗筥 筡筬筲筥筡筤筹 筫筮筯筷 笰 < α◦ ≤ αx0 筡筮筤 β◦ ≥ k(x0,2−ex0,1 )
αx0−e

ψ(αx0 ) 第 筳筯 筴筨筥 筡筢筯筶筥 筬筩筭筩筴 筳筡筴筩筳笌筥筳第 筦筯筲

筳筯筭筥 筣筯筮筳筴筡筮筴 C第

筬筩筭
m→∞

D笨Qµ∗∥Q(µ◦)[m]
笩

∥µ[m] − µ∗∥22
笽 O

 α◦
[m]

(
筬筯筧 β◦

[m] 笫 C
)

笫 筬筯筧 笀笨α◦
[m]笩

笨ψ笨α[m]笩 − 筬筯筧α[m] 笫 筬筯筧 β[m]笩2 笫 笨α[m]β[m]笩2


笨笳笮筄笮笱笱笩

笽 O

(
α◦
[m] 筬筯筧 β◦

[m]

笨ψ笨α[m]笩 笫 筬筯筧 β[m]笩2

)
笫O

(
筬筯筧 笀笨α◦

[m]笩

笨ψ笨α[m]笩 笫 筬筯筧 β[m]笩2

)
,

筷筨筥筲筥 筷筥 筡筬筳筯 筰筬筵筧筧筥筤 筩筮 笨笳笮筄笮笵笩 筡筮筤 筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筯筦 µ 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 α, β笮 筁筮筹 筳筥筱筵筥筮筣筥
筴筥筮筤筩筮筧 筴筯 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 筨筡筳 µ◦

2 − eµ
◦
1 → 笰 筯筲 µ◦

2 → ∞ 筯筲 µ◦
1 → ∞第 筩笮筥笮 α◦ → 笰 筯筲

α◦ → ∞ 筯筲 β◦ → 笰 筯筲 β◦ → ∞笮 筁筧筡筩筮 筵筳筩筮筧 筴筨筡筴 α◦ 筩筳 筢筯筵筮筤筥筤 筡筢筯筶筥 筡筮筤 β◦ 筩筳
筢筯筵筮筤筥筤 筢筥筬筯筷第 筷筥 筪筵筳筴 筮筥筥筤 筴筯 筣筨筥筣筫 筴筨筥 筣筡筳筥筳 笨筡笩 β◦ → ∞, α◦ → α∗ 筷筩筴筨 α∗ ̸∈ {笰,∞}第
笨筢笩 β◦ → β∗第 筷筩筴筨 β∗ ̸∈ {笰,∞}第 α◦ → 笰第 筡筮筤 笨筣笩 β◦ → ∞, α◦ → 笰笮

等筮 筃筡筳筥 笨筡笩第 β◦ → ∞第 筡筮筤 筴筨筥筮 µ◦
1 笽 ψ笨α◦笩笫筬筯筧 β◦ → ∞第 筳筯 ψ笨α笩笫筬筯筧 β 笽 µ1 → ∞

筳筩筮筣筥 µ◦
1 笽 笨笱− k笩µ1 笫 k ·x0,1 筡筮筤 筴筨筥筮 筴筨筥 笌筲筳筴 筴筥筲筭 筩筮 笨笳笮筄笮笱笱笩 筩筳 o笨笱笩 筡筮筤 筴筨筥 筳筥筣筯筮筤

O笨笱笩笮 等筮 筃筡筳筥 笨筢笩第 筴筨筥 笌筲筳筴 筴筥筲筭 筩筮 笨笳笮筄笮笱笱笩 筩筳 o笨笱笩 筡筮筤 筷筥 筣筡筮 筥筶筡筬筵筡筴筥 筴筨筥 筳筥筣筯筮筤
筴筥筲筭 筢筹 筌笧筈筞筯筰筩筴筡筬笧筳 筲筵筬筥笺

筬筩筭
α◦→0

筬筯筧 笀笨α◦笩

ψ笨α◦笩2
笽 筬筩筭
α◦→0

ψ笨α◦笩

笲ψ笨α◦笩 · ψ′笨α◦笩
笽 筬筩筭
α◦→0

笱

笲ψ′笨α◦笩
<∞,

筳筩筮筣筥 ψ′笨α◦笩 笽
∞∑
k=0

1
(α◦+k)2 笮 等筴 筲筥筭筡筩筮筳 筴筯 筳筨筯筷 筃筡筳筥 笨筣笩笻 筢筵筴 筴筨筩筳 筦筯筬筬筯筷筳 筢筹 筣筯筭筢筩筮筩筮筧

筃筡筳筥 笨筡笩 筡筮筤 筃筡筳筥 笨筢笩 筡筢筯筶筥笮

笹笴



Chapter 4

E-values for k-Sample Tests
With Exponential Families

Abstract

筗筥 筤筥筶筥筬筯筰 筡筮筤 筣筯筭筰筡筲筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筴筥筳筴筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲 k 筳筡筭筰筬筥筳 筯筦 筤筡筴筡 筡筲筥 筤筲筡筷筮
筦筲筯筭 筴筨筥 筳筡筭筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮第 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筢筥筩筮筧 筴筨筡筴 筴筨筥筹 筣筯筭筥 筦筲筯筭 筤筩笋筥筲筥筮筴 筥筬筥筭筥筮筴筳
筯筦 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹笮 筗筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筇筒筏 笨筧筲筯筷筴筨笭筲筡筴筥 筯筰筴筩筭筡筬笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲
笨笱笩 筡 筠筳筭筡筬筬笧 筮筵筬筬 筩筮筳筩筤筥 筴筨筥 筳筡筭筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筡筮筤 笨笲笩 筡 筠筬筡筲筧筥笧 筮筯筮筰筡筲筡筭筥筴筲筩筣
筮筵筬筬第 筡筳 筷筥筬筬 筡筳 笨笳笩 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筡筲筲筩筶筥筤 筡筴 筢筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筩筮筧 筯筮 筴筨筥 筳筵筭 筯筦 筴筨筥 筳筵笎筣筩筥筮筴
筳筴筡筴筩筳筴筩筣筳笮 笨笲笩 筡筮筤 笨笳笩 筡筲筥 筥笎筣筩筥筮筴筬筹 筣筯筭筰筵筴筡筢筬筥第 筡筮筤 筥筸筴筥筮筤 筩筤筥筡筳 筦筲筯筭 筛笸笸筝 筡筮筤 筛笹笳筝
筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹 筦筲筯筭 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筴筯 筧筥筮筥筲筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笮 筗筥 筰筲筯筶筩筤筥 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筡筮筤
筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮笭筢筡筳筥筤 筣筯筭筰筡筲筩筳筯筮筳 筯筦 筴筨筥筳筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥筩筲 筬筯筧筡筲筩筴筨筭筩筣 筧筲筯筷筴筨
筲筡筴筥第 筡筮筤 笌筮筤 筴筨筡筴 筦筯筲 筳筭筡筬筬 筥笋筥筣筴筳 筡筬筬 筦筯筵筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筢筥筨筡筶筥 筳筵筲筰筲筩筳筩筮筧筬筹 筳筩筭筩筬筡筲筬筹笻
筦筯筲 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筬筯筣筡筴筩筯筮 筡筮筤 筐筯筩筳筳筯筮 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 笨笱笩 筡筮筤 笨笳笩 筣筯筩筮筣筩筤筥笻 筦筯筲
筂筥筲筮筯筵筬筬筩第 笨笱笩 筡筮筤 笨笲笩 筣筯筩筮筣筩筤筥笻 筢筵筴 筩筮 筧筥筮筥筲筡筬第 筷筨筥筴筨筥筲 笨笲笩 筯筲 笨笳笩 筧筲筯筷筳 筦筡筳筴筥筲 筵筮筤筥筲
筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筩筳 筦筡筭筩筬筹笭筤筥筰筥筮筤筥筮筴笮 筗筥 筦筵筲筴筨筥筲筭筯筲筥 筤筩筳筣筵筳筳 筡筬筧筯筲筩筴筨筭筳 筦筯筲 筮筵筭筥筲筩筣筡筬筬筹
筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筩筮筧 笨笱笩笮

4.1 Introduction

筅笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 笨筡筮筤 筴筨筥 筶筡筬筵筥 筴筨筥筹 筴筡筫筥第 筴筨筥 e-value笩 筰筲筯筶筩筤筥 筡筮 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筴筯 筰笭筶筡筬筵筥筳
筴筨筡筴 筩筳 筩筮筨筥筲筥筮筴筬筹 筭筯筲筥 筳筵筩筴筡筢筬筥 筦筯筲 筴筥筳筴筩筮筧 筵筮筤筥筲 筯筰筴筩筯筮筡筬 筳筴筯筰筰筩筮筧 筡筮筤 筣筯筮筴筩筮筵筡筴筩筯筮第
筡筮筤 筴筨筡筴 筬筩筥筳 筡筴 筴筨筥 筢筡筳筩筳 筯筦 anytime-valid 筣筯筮笌筤筥筮筣筥 筩筮筴筥筲筶筡筬筳 筴筨筡筴 筣筡筮 筢筥 筭筯筮筩筴筯筲筥筤
筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳筬筹 筛笴笲第 笹笱第 笷笶第 笷笱第 笴笶第 笳笶筝笮 筗筨筩筬筥 筴筨筥筹 筨筡筶筥 筴筨筥筩筲 筲筯筯筴筳 筩筮 筴筨筥 筷筯筲筫 筯筮
筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筴筥筳筴筩筮筧 筢筹 筈笮 筒筯筢筢筩筮筳 筡筮筤 筳筴筵筤筥筮筴筳 笨筥笮筧笮 筛笲笸筝笩第 筴筨筥筹 筨筡筶筥 筢筥筧筵筮 筴筯 筢筥
筩筮筶筥筳筴筩筧筡筴筥筤 筩筮 筤筥筴筡筩筬 筦筯筲 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳 筯筮筬筹 筶筥筲筹 筲筥筣筥筮筴筬筹笮 筅笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筣筡筮
筢筥 筡筳筳筯筣筩筡筴筥筤 筷筩筴筨 筡 筮筡筴筵筲筡筬 筮筯筴筩筯筮 筯筦 筯筰筴筩筭筡筬筩筴筹第 筣筡筬筬筥筤 筇筒筏 笨筧筲筯筷筴筨笭筲筡筴筥 筯筰筴筩筭筡筬筩筴筹笩第

0This chapter is based on Yunda Hao, Peter Grünwald, Tyron Lardy, Long Long, and Reuben
Adams. E-values for k-Sample Tests with Exponential Families. Sankhya A, 86(1):596–636, 2024.
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4.1. Introduction

筩筮筴筲筯筤筵筣筥筤 筡筮筤 筳筴筵筤筩筥筤 筩筮 筤筥筴筡筩筬 筢筹 筛笴笲筝笮 筇筒筏 筭筡筹 筢筥 筶筩筥筷筥筤 筡筳 筡筮 筡筮筡筬筯筧筵筥 筯筦
筴筨筥 筵筮筩筦筯筲筭筬筹 筭筯筳筴 筰筯筷筥筲筦筵筬 筴筥筳筴 筩筮 筡筮 筯筰筴筩筯筮筡筬 筳筴筯筰筰筩筮筧 筣筯筮筴筥筸筴笮 等筮 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲第 筷筥
筤筥筶筥筬筯筰 筇筒筏 筡筮筤 筮筥筡筲笭筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筡 筣筬筡筳筳筩筣筡筬 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筡筬 筰筲筯筢筬筥筭笺 筰筡筲筡筭筥筴筲筩筣
k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳笮 筐筩筯筮筥筥筲筩筮筧 筷筯筲筫 筩筮 筴筨筩筳 筤筩筲筥筣筴筩筯筮 筡筰筰筥筡筲筳 筡筬筲筥筡筤筹 筩筮 筛笹笳筝笺 筡筳 筷筥 筥筸筰筬筡筩筮
筩筮 筅筸筡筭筰筬筥 笹第 筨筩筳 筓筐筒答 筦筯筲 筡 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筴筥筳筴 筯筦 筴筷筯 筰筲筯筰筯筲筴筩筯筮筳 筣筡筮 筢筥 筲筥笭筩筮筴筥筲筰筲筥筴筥筤
筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筥笭筶筡筬筵筥筳 筦筯筲 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筳筴筲筥筡筭筳笮 筗筡筬筤笧筳 筥笭筶筡筬筵筥筳 筡筲筥 筮筯筴 筯筰筴筩筭筡筬 筩筮 筴筨筥 筇筒筏
筳筥筮筳筥 筼 筇筒筏 筶筥筲筳筩筯筮筳 筷筥筲筥 筤筥筲筩筶筥筤 筯筮筬筹 筶筥筲筹 筲筥筣筥筮筴筬筹 筢筹 筛笸笸第 笸笶筝第 筢筵筴 筡筧筡筩筮 筯筮筬筹
筦筯筲 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筳筴筲筥筡筭筳笮 筈筥筲筥 筷筥 筤筥筶筥筬筯筰 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筩筳
筡筳筳筯筣筩筡筴筥筤 筷筩筴筨 筡筮 筡筲筢筩筴筲筡筲筹 筢筵筴 笌筸筥筤 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 M第 筷筩筴筨 筤筡筴筡 筩筮 筥筡筣筨 筯筦 筴筨筥
k 筧筲筯筵筰筳 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筬筹 筳筡筭筰筬筥筤 筦筲筯筭 筡 筤筩笋筥筲筥筮筴 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筩筮 筴筨筡筴 筦筡筭筩筬筹笮 筗筥 筭筯筳筴筬筹
筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筥筳筴筳 筡筧筡筩筮筳筴 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳第 筤筥筮筯筴筥筤 筢筹 H0笨M笩 筴筨筡筴 筳筴筡筴筥筳 筴筨筡筴 筯筵筴筣筯筭筥筳
筩筮 筡筬筬 筧筲筯筵筰筳 筡筲筥 筩笮筩笮筤笮 筢筹 筡 筳筩筮筧筬筥 筭筥筭筢筥筲 筯筦 M笮 筗筥 筤筥筶筥筬筯筰 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 SRIPr

筦筯筲 筴筨筩筳 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳第 筢筵筴 筩筴 筩筳 筮筯筴 筥笎筣筩筥筮筴筬筹 筣筯筭筰筵筴筡筢筬筥 筩筮 筧筥筮筥筲筡筬笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筷筥
筩筮筴筲筯筤筵筣筥 筴筷筯 筭筯筲筥 筴筲筡筣筴筡筢筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笺 Smix 筡筮筤 Scond笮 答筨筥 筦筯筲筭筥筲 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳 筴筨筥
筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筦筯筲 筴筨筥 筭筵筣筨 筬筡筲筧筥筲 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筨筡筴 筴筨筥 k 筧筲筯筵筰筳 筡筲筥 筩笮筩笮筤笮 筦筲筯筭
筡筮 筡筲筢筩筴筲筡筲筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮第 筤筥筮筯筴筥筤 筢筹 H0笨iid笩笺 筳筩筮筣筥 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筡 筮筵筬筬
筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H0 筩筳 筡筵筴筯筭筡筴筩筣筡筬筬筹 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筡筮筹 筮筵筬筬 筴筨筡筴 筩筳 筡 筳筵筢筳筥筴 筯筦 H0第
Smix 筩筳 筡筵筴筯筭筡筴筩筣筡筬筬筹 筡筬筳筯 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 H0笨M笩笮 筗筨筥筮筥筶筥筲 筢筥筬筯筷 筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯
筠筴筨筥 筮筵筬筬笧第 筷筥 筭筥筡筮 筴筨筥 筳筭筡筬筬筥筲 H0笨M笩笮 答筨筥 筵筳筥 筯筦 Smix 筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 SRIPr 筦筯筲 筴筨筩筳 筮筵筬筬第
筦筯筲 筷筨筩筣筨 筩筴 筩筳 筮筯筴 筇筒筏第 筩筳 筪筵筳筴筩笌筡筢筬筥 筢筹 筥筡筳筥 筯筦 筣筯筭筰筵筴筡筴筩筯筮 筡筮筤 筲筯筢筵筳筴筮筥筳筳 筡筧筡筩筮筳筴
筭筩筳筳筰筥筣筩笌筣筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筭筯筤筥筬 M笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筥筸筡筣筴筬筹 筴筨筩筳 筲筯筢筵筳筴筮筥筳筳 筭筩筧筨筴 筡筬筳筯 筣筡筵筳筥
筩筴 筴筯 筢筥 筴筯筯 筣筯筮筳筥筲筶筡筴筩筶筥 筷筨筥筮 M 筩筳 筷筥筬筬笭筳筰筥筣筩笌筥筤笮 答筨筥 筴筨筩筲筤 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲第
Scond第 筤筯筥筳 筮筯筴 筨筡筶筥 筡筮筹 筇筒筏 筳筴筡筴筵筳第 筢筵筴 筩筳 筳筰筥筣筩笌筣筡筬筬筹 筴筡筩筬筯筲筥筤 筴筯 H0笨M笩第 筳筯 筴筨筡筴 筩筴
筭筩筧筨筴 筳筴筩筬筬 筢筥 筢筥筴筴筥筲 筴筨筡筮 Smix 筩筮 筰筲筡筣筴筩筣筥笮 筆筩筮筡筬筬筹第 筷筥 筩筮筴筲筯筤筵筣筥 筡 筰筳筥筵筤筯笭筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥
Spseudo第 筷筨筩筣筨 筣筯筩筮筣筩筤筥筳 筷筩筴筨 SRIPr 筷筨筥筮筥筶筥筲 筴筨筥 筬筡筴筴筥筲 筩筳 筥筡筳筹 筴筯 筣筯筭筰筵筴筥笻 筩筮 筯筴筨筥筲
筣筡筳筥筳 筩筴 筩筳 筮筯筴 筡 筲筥筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筢筵筴 筩筴 筩筳 筳筴筩筬筬 筨筩筧筨筬筹 筵筳筥筦筵筬 筦筯筲 筯筵筲 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筡筮筡筬筹筳筩筳笮

Results 筂筥筳筩筤筥筳 筤筥笌筮筩筮筧 SRIPr第 Smix 筡筮筤 Scond 筡筮筤 筰筲筯筶筩筮筧 筴筨筡筴 筴筨筥筹 筡筣筨筩筥筶筥 筷筨筡筴
筴筨筥筹 筰筵筲筰筯筲筴 筴筯第 筷筥 筡筮筡筬筹筺筥 筴筨筥筩筲 筢筥筨筡筶筩筯筵筲 筢筯筴筨 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬筬筹 筡筮筤 筢筹 筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮筳笮
筏筵筲 筭筡筩筮 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筲筥筳筵筬筴筳第 答筨筥筯筲筥筭 笷 筡筮筤 笸 筲筥筶筥筡筬 筳筯筭筥 筳筵筲筰筲筩筳筩筮筧 筦筡筣筴筳笺 筦筯筲
筡筮筹 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筴筨筥 筦筯筵筲 筴筹筰筥筳 筯筦 笨筰筳筥筵筤筯笭笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筣筨筩筥筶筥 筡筬筭筯筳筴 筴筨筥
筳筡筭筥 筧筲筯筷筴筨 筲筡筴筥 筵筮筤筥筲 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥第 筨筥筮筣筥 筡筲筥 筡筬筭筯筳筴 筥筱筵筡筬筬筹 筧筯筯筤第 筷筨筥筮筥筶筥筲 筴筨筥
筠筤筩筳筴筡筮筣筥笧 筢筥筴筷筥筥筮 筮筵筬筬 筡筮筤 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筩筳 筳筵笎筣筩筥筮筴筬筹 筳筭筡筬筬笮 答筨筡筴 筩筳第 筳筵筰筰筯筳筥 筴筨筡筴 筴筨筥
笨筳筨筯筲筴筥筳筴笩 ℓ2笭筤筩筳筴筡筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥 k 筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筯筦 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筡筮筤 筴筨筥
筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筯筦 筴筨筥 筮筵筬筬 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 δ笮 答筨筥筮 筦筯筲 筡筮筹 筴筷筯 筯筦 筴筨筥 筡筦筯筲筥筭筥筮筴筩筯筮筥筤
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 S, S′第 筷筥 筨筡筶筥 E筛筬筯筧S − 筬筯筧S′筝 笽 O笨δ4笩第 筷筨筥筲筥 筴筨筥 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筩筳 筴筡筫筥筮
筵筮筤筥筲 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥笮 筈筥筲筥第 E筛筬筯筧S筝 筣筡筮 筢筥 筩筮筴筥筲筰筲筥筴筥筤 筡筳 筴筨筥 筧筲筯筷筴筨 筲筡筴筥 筯筦 S第 筡筳
筥筸筰筬筡筩筮筥筤 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笴笮笱笮笱笮

筗筨筩筬筥 Smix 筡筮筤 Scond 筡筲筥 筥笎筣筩筥筮筴筬筹 筣筯筭筰筵筴筡筢筬筥 筦筯筲 筴筨筥 筦筡筭筩筬筩筥筳 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲第 筴筨筩筳
筩筳 筧筥筮筥筲筡筬筬筹 筮筯筴 筴筨筥 筣筡筳筥 筦筯筲 SRIPr第 筳筩筮筣筥 筴筯 筣筯筭筰筵筴筥 筩筴 筷筥 筮筥筥筤 筴筯 筨筡筶筥 筡筣筣筥筳筳 筴筯 筴筨筥
reverse information projection 笨筒等筐筲笻 筛笶笰第 笴笲筝笩 筯筦 筡 笌筸筥筤 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥
筳筥筴 H0笨M笩笮 等筮 筧筥筮筥筲筡筬第 筴筨筩筳 筩筳 筡 筣筯筮筶筥筸 筣筯筭筢筩筮筡筴筩筯筮 筯筦 筥筬筥筭筥筮筴筳 筯筦 H0笨M笩第 筷筨筩筣筨
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筥筡筳筩筥筲 筴筯 筣筯筭筰筵筴筥笮 等筦 筦筵筲筴筨筥筲筭筯筲筥 筲筯筢筵筳筴筮筥筳筳 筡筧筡筩筮筳筴 筭筩筳筳筰筥筣筩笌筣筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筮筵筬筬 筩筳
筲筥筱筵筩筲筥筤第 筴筨筥筮 Smix 筩筳 筴筨筥 筭筯筳筴 筳筥筮筳筩筢筬筥 筣筨筯筩筣筥笮

Method: Restriction to Single Blocks and Simple Alternatives 答筨筥 筭筡筩筮
筩筮筴筥筲筥筳筴 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筳 筩筮 筡筮筡筬筹筺筩筮筧 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬第 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筳筥筴筴筩筮筧筳笺 筴筨筥 筤筡筴筡 筡筲筲筩筶筥筳
筩筮 k 筳筴筲筥筡筭筳 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筯 k 筧筲筯筵筰筳第 筡筮筤 筷筥 筭筡筹 筷筡筮筴 筴筯 筳筴筯筰 筯筲 筣筯筮筴筩筮筵筥 筳筡筭筰筬筩筮筧
筡筴 筷筩筬筬 笨筯筰筴筩筯筮筡筬 筳筴筯筰筰筩筮筧笩笻 筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筷筥 筯筮筬筹 筳筴筯筰 筷筨筥筮 筴筨筥 筤筡筴筡 筬筯筯筫筳 筳筵笎筣筩筥筮筴筬筹
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4.1. Introduction

Related Work and Practical Relevance 筁筳 筩筮筤筩筣筡筴筥筤第 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲 筩筳 筡 筤筩筲筥筣筴 笨筢筵筴
筦筡筲笭筲筥筡筣筨筩筮筧笩 筥筸筴筥筮筳筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筰筡筰筥筲筳 筛笸笸第 笸笶筝 筯筮 笲笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筩筮筧 筦筯筲 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筳筴筲筥筡筭筳
筡筳 筷筥筬筬 筡筳 筗筡筬筤笧筳 筛笹笳筝 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筴筷筯笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴 筦筯筲 筰筲筯筰筯筲筴筩筯筮筳 筴筯 筳筴筲筥筡筭筳 筣筯筭筩筮筧 筦筲筯筭
筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹笮 答筨筥筲筥 筡筲筥 筡筬筳筯 nonparametric 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筛笵笹筝 筡筮筤 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤
笲笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳 筛笶第 笶笸筝 筴筨筡筴 筴筡筣筫筬筥 筡 筳筯筭筥筷筨筡筴 筤筩笋筥筲筥筮筴 筰筲筯筢筬筥筭笮 答筨筥筹 筷筯筲筫 筵筮筤筥筲 筭筵筣筨
筷筥筡筫筥筲 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮筳 筯筮 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 笨筩筮 筳筯筭筥 筶筥筲筳筩筯筮筳 筴筨筥 筳筡筭筰筬筥筳 筣筯筵筬筤 筢筥 筡筲筢筩筴筲筡筲筹
筨筩筧筨笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筯筢筪筥筣筴筳 筳筵筣筨 筡筳 筰筩筣筴筵筲筥筳 筡筮筤 筴筨筥 筬筩筫筥笩笮 答筨筥 筰筲筩筣筥 筴筯 筰筡筹 筩筳 筴筨筡筴 筴筨筥筹
筷筩筬筬 筮筥筥筤 筡 筭筵筣筨 筬筡筲筧筥筲 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 筢筥筦筯筲筥 筡 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筣筡筮 筢筥 筤筥筴筥筣筴筥筤笮 等筮筤筥筥筤第 筷筨筩筬筥
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筩筳 筷筩筴筨筯筵筴 筬筯筳筳 筯筦 筧筥筮筥筲筡筬筩筴筹 筡筳 µ 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳 筡筮 筡筲筢筩筴筲筡筲筹 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 Mk第 筳筯 筴筨筡筴 筡筬筬
筲筥筳筵筬筴筳 筳筴筡筴筥筤 筦筯筲 µ 筨筯筬筤 筦筯筲 筡筮筹 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 Mk笮 答筨筥 筥筸筴筥筮筳筩筯筮 筴筯 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳
筢筹 筭筥筡筮筳 筯筦 筴筨筥 筭筥筴筨筯筤 筯筦 筭筩筸筴筵筲筥筳 筯筲 筴筨筥 筰筬筵筧笭筩筮 筭筥筴筨筯筤 筩筳 筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤第 筡筮筤
筤筯筮筥 筩筮 筡 筭筡筮筮筥筲 筴筨筡筴 筨筡筳 筢筥筣筯筭筥 筳筴筡筮筤筡筲筤 筦筯筲 筥笭筶筡筬筵筥 筢筡筳筥筤 筴筥筳筴筩筮筧 筛笷笱筝笮

筏筵筲 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筩筳 筤筩筲筥筣筴筬筹 筴筡筫筥筮 筴筯 筢筥 筣筯筭筰筯筳筩筴筥第 筦筯筲 筡筳 筲筥筧筡筲筤筳 筴筨筥 筮筵筬筬第 筴筨筥
筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筣筡筳筥 筩筳 筩筮筨筥筲筥筮筴筬筹 筶筥筲筹 筤筩笋筥筲筥筮筴 筦筲筯筭 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 筛笷笱第 笴笲筝笮 等筴 筥筸筰筲筥筳筳筥筳
筴筨筡筴 筴筨筥 Xk 筡筲筥 筩筤筥筮筴筩筣筡筬筬筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筥筤笮 筗筥 筳筨筡筬筬 筣筯筮筳筩筤筥筲 筶筡筲筩筯筵筳 筶筡筲筩筡筮筴筳 筯筦 筴筨筩筳 筮筵筬筬
筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳第 筡筬筬 筣筯筭筰筯筳筩筴筥笺 筬筥筴 P 筢筥 筡 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筯筮 X 第 筴筨筥筮 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳
relative to P第 筤筥筮筯筴筥筤 H0笨P笩第 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳

筣筯筭筰筯筳筩筴筥 H0笨P笩 笺 X1 ∼ P,X2 ∼ P, . . . ,Xk ∼ P 筩笮筩笮筤笮 筦筯筲 筳筯筭筥 P ∈ P.

筏筵筲 筭筯筳筴 筩筭筰筯筲筴筡筮筴 筩筮筳筴筡筮筴筩筡筴筩筯筮 筦筯筲 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筷筩筬筬 筢筥 H0 笽 H0笨M笩 筦筯筲
筴筨筥 筳筡筭筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 M 筦筲筯筭 筷筨筩筣筨 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筷筡筳 筴筡筫筥筮笻 筴筨筥筮 H0笨M笩
筩筳 筡 筯筮筥笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筲筩筣 筦筡筭筩筬筹 筥筸筰筲筥筳筳筩筮筧 筴筨筡筴 筴筨筥 Xi 筡筲筥 筩笮筩笮筤笮 筦筲筯筭 Pµ0 筦筯筲
µ0 ∈ M笮 筓筴筩筬筬第 筷筥 筷筩筬筬 筡筬筳筯 筣筯筮筳筩筤筥筲 H0 笽 H0笨P笩 筷筨筥筲筥 P 筩筳 筴筨筥 筭筵筣筨 筬筡筲筧筥筲 筳筥筴 筯筦 all

笹笹



4.1. Introduction

筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筯筮 X 笮 答筨筥筮 筴筨筥 筮筵筬筬 筳筩筭筰筬筹 筥筸筰筲筥筳筳筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥 Xk 筡筲筥 筩笮筩笮筤笮笻 筷筥 筳筨筡筬筬
筡筢筢筲筥筶筩筡筴筥 筴筨筩筳 筮筵筬筬 筴筯 H0笨iid笩笮 筆筩筮筡筬筬筹 筷筥 筳筯筭筥筴筩筭筥筳 筣筯筮筳筩筤筥筲 H0 笽 H0笨M′笩 筷筨筥筲筥
M′ ⊂ M 筩筳 筡 筳筵筢筳筥筴 筯筦 Pµ ∈ M 筷筩筴筨 µ ∈ M′ 筦筯筲 筳筯筭筥 筳筵筢笭筩筮筴筥筲筶筡筬 M′ ⊂ M笮 答筨筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筳
筴筨筡筴 筷筥 筵筳筥 筴筯 筧筡筩筮 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 筴筨筥筳筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳 筡筲筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笮

Definition 2. 筗筥 筣筡筬筬 筡筮筹 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥 筲筡筮筤筯筭 筶筡筲筩筡筢筬筥 S 筯筮 筡 筳筡筭筰筬筥 筳筰筡筣筥 笊 笨筷筨筩筣筨
筩筮 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲 筷筩筬筬 筡筬筷筡筹筳 筢筥 笊 笽 X k笩 筡筮 e-variable relative to H0 筩筦 筩筴 筳筡筴筩筳笌筥筳

筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0 笺 EP 筛S筝 ≤ 笱. 笨笴笮笱笮笳笩

4.1.2 The GRO E-variable for General H0

等筮 筧筥筮筥筲筡筬第 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴 筭筡筮筹 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筴筥筳筴筩筮筧 筡筮筹 筯筦 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筤
筡筢筯筶筥笮 筅筡筣筨 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 S 筣筡筮 筩筮 筴筵筲筮 筢筥 筡筳筳筯筣筩筡筴筥筤 筷筩筴筨 筡 筧筲筯筷筴筨 筲筡筴筥第 筤筥笌筮筥筤 筢筹
EPµ 筛筬筯筧S筝笮 筒筯筵筧筨筬筹第 筴筨筩筳 筣筡筮 筢筥 筩筮筴筥筲筰筲筥筴筥筤 筡筳 筴筨筥 笨筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣笩 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筧筲筯筷筴筨 筲筡筴筥
筯筮筥 筷筯筵筬筤 筡筣筨筩筥筶筥 筢筹 筵筳筩筮筧 S 筩筮 筣筯筮筳筥筣筵筴筩筶筥 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴 筥筸筰筥筲筩筭筥筮筴筳 筡筮筤 筭筵筬筴筩筰筬筹筩筮筧
筴筨筥 筯筵筴筣筯筭筥筳 筩筦 筴筨筥 笨筳筩筭筰筬筥笩 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筷筡筳 筴筲筵筥 笨筳筥筥 筥笮筧笮 筛笴笲第 筓筥筣筴筩筯筮 笲笮笱筝 筯筲 筛笵笲筝笩笮
答筨筥 筇筲筯筷筴筨 筒筡筴筥 筏筰筴筩筭筡筬 笨筇筒筏笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筳 筴筨筥筮 筴筨筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筩筴筨 筴筨筥 筧筲筥筡筴筥筳筴
筧筲筯筷筴筨 筲筡筴筥 筡筭筯筮筧 筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笮 答筨筥 筣筥筮筴筲筡筬 筲筥筳筵筬筴 笨答筨筥筯筲筥筭 笱笩 筯筦 筛笴笲筝 筳筴筡筴筥筳 筴筨筡筴第
筵筮筤筥筲 筶筥筲筹 筷筥筡筫 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳第 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筴筡筫筥 筴筨筥 筦筯筲筭 筯筦 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯筳 筢筥筴筷筥筥筮
筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筡筮筤 筴筨筥 reverse information projection 筛笶笰筝 筯筦 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筯筮筴筯 筴筨筥
筮筵筬筬笮 筗筥 筩筮筳筴筡筮筴筩筡筴筥 筴筨筥筩筲 答筨筥筯筲筥筭 笱 筴筯 筯筵筲 筳筥筴筴筩筮筧 筢筹 筰筲筯筶筩筤筩筮筧 筌筥筭筭筡 笶 筡筮筤 笷第 筢筯筴筨
筳筰筥筣筩筡筬 筣筡筳筥筳 筯筦 筴筨筥筩筲 答筨筥筯筲筥筭 笱笮 筂筥筦筯筲筥 筳筴筡筴筩筮筧 筴筨筥筳筥第 筷筥 筮筥筥筤 筴筯 筩筮筴筲筯筤筵筣筥 筳筯筭筥 筭筯筲筥
筮筯筴筡筴筩筯筮 筡筮筤 筤筥笌筮筩筴筩筯筮筳笮 筆筯筲 µ 笽 笨µ1, . . . , µk笩 筷筥 筵筳筥 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筮筯筴筡筴筩筯筮笺

pµ笨Xk笩 笺笽

k∏
i=1

pµi笨Xi笩.

筗筨筥筮筥筶筥筲 筩筮 筴筨筩筳 筴筥筸筴 筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 D笨Q∥R笩第 筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筭筥筡筳筵筲筥筳 Q 筡筮筤
R 筯筮 X k笮 筈筥筲筥 Q 筩筳 筲筥筱筵筩筲筥筤 筴筯 筢筥 筡 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筭筥筡筳筵筲筥第 筷筨筩筬筥 R 筩筳 筡筬筬筯筷筥筤 筴筯 筢筥 筡
筳筵筢笭筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筭筥筡筳筵筲筥第 筡筳 筩筮 筛笴笲筝笮 筁 sub- 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筭筥筡筳筵筲筥 R 筯筮 X k 筩筳 筡 筭筥筡筳筵筲筥
筴筨筡筴 筩筮筴筥筧筲筡筴筥筳 筴筯 笱 筯筲 筬筥筳筳第 筩笮筥

∫
x∈X dR笨x笩 ≤ 笱笮

答筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筬筥筭筭筡 筦筯筬筬筯筷筳 筡筳 筡 筶筥筲筹 筳筰筥筣筩筡筬 筣筡筳筥 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笱 笨筳筩筭筰筬筥筳筴 筶筥筲筳筩筯筮笩
筯筦 筛笴笲筝第 筷筨筥筮 筩筮筳筴筡筮筴筩筡筴筥筤 筴筯 筯筵筲 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筩筮筧 筳筥筴笭筵筰笺

Lemma 6. Let P be a set of probability distributions on X k and let conv笨P笩 be its
convex hull. Then there exists a sub-probability measure P ∗

0 with density p∗0 such that

D笨Pµ∥P ∗
0 笩 笽 筩筮筦

P∈conv(P)
D笨Pµ∥P 笩. 笨笴笮笱笮笴笩

P ∗
0 is called the 筲筥筶筥筲筳筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 笨筒等筐筲笩 of Pµ onto conv笨P笩.

筃筬筥筡筲筬筹第 筩筦 P ∗
0 ∈ conv笨P笩 笨筴筨筥 筭筩筮筩筭筵筭 筩筳 筡筣筨筩筥筶筥筤笩 筴筨筥筮 P ∗

0 筩筳 筡 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹
筭筥筡筳筵筲筥第 筩笮筥笮 筩筮筴筥筧筲筡筴筥筳 筴筯 筥筸筡筣筴筬筹 筯筮筥笮 筗筥 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筴筨筩筳 筨筡筰筰筥筮筳 筦筯筲 筣筥筲筴筡筩筮 筳筰筥筣筩笌筣
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笴笮笴笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筩筮 筧筥筮筥筲筡筬 筷筥 筣筡筮 筮筥筩筴筨筥筲 筥筸筰筥筣筴 筴筨筥
筭筩筮筩筭筵筭 筴筯 筢筥 筡筣筨筩筥筶筥筤第 筮筯筲 筴筨筥 筒等筐筲 筴筯 筩筮筴筥筧筲筡筴筥 筴筯 筯筮筥笮 筌筥筭筭筡 笷 筢筥筬筯筷第 筡筧筡筩筮 筡

笱笰笰
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筳筰筥筣筩筡筬 筣筡筳筥 筯筦 筛笴笲第 答筨筥筯筲筥筭 笱筝第 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筒等筐筲 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筥筳 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第
筡筮筤 筥筸筰筬筡筩筮筳 筴筨筥 筵筳筥 筯筦 筴筨筥 筴筥筲筭 gro 筩筮 筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筢筥筬筯筷笮

Definition 3. SGRO(µ1)P 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳

SGRO(µ1)P 笺笽
pµ笨Xk笩

p∗0笨Xk笩
笨笴笮笱笮笵笩

筷筨筥筲筥 p∗0 筩筳 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筹 筯筦 筴筨筥 筒等筐筲 筯筦 Pµ 筯筮筴筯 conv笨P笩笮

Lemma 7. For every set of distributions P on X , SGRO(µ1)P is an e-variable for
H0笨P笩. Moreover, it is the GRO 笨筇筲筯筷筴筨笭筒筡筴筥笭筏筰筴筩筭筡筬笩 e-variable for H0笨P笩, i.e. it
essentially uniquely achieves

筳筵筰
S

EPµ 筛筬筯筧S筝

where the supremum ranges over all e-variables for H0笨P笩.

筈筥筲筥第 筥筳筳筥筮筴筩筡筬 筵筮筩筱筵筥筮筥筳筳 筭筥筡筮筳 筴筨筡筴 筡筮筹 筯筴筨筥筲 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筭筵筳筴 筢筥 筥筱筵筡筬 筴筯
SGRO(µ1)P 筷筩筴筨 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 笱 筵筮筤筥筲 Pµ笮 答筨筩筳 筩筮 筴筵筲筮 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筭筥筡筳筵筲筥 P ∗

0

筩筳 筩筮 筦筡筣筴 筵筮筩筱筵筥第 筡筳 筭筥筭筢筥筲筳 筯筦 筲筥筧筵筬筡筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筭筵筳筴 筨筡筶筥 筦筵筬筬 筳筵筰筰筯筲筴笮
答筨筵筳第 筯筮筣筥 筷筥 筨筡筶筥 笌筸筥筤 筯筵筲 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筡筮筤 筤筥笌筮筥筤 筯筵筲 筮筵筬筬 筡筳 H0笨P笩 筦筯筲 筳筯筭筥
筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 P 筯筮 X 第 筴筨筥 筯筰筴筩筭筡筬 笨筩筮 筴筨筥 筇筒筏 筳筥筮筳筥笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筯 筵筳筥 筩筳 筴筨筥
SGRO(µ1)P 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筡筳 筤筥笌筮筥筤 筡筢筯筶筥笮

4.2 The Four Types of E-variables

等筮 筴筨筩筳 筳筥筣筴筩筯筮第 筷筥 筤筥笌筮筥 筯筵筲 筦筯筵筲 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笻 筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮筳 筣筡筮 筢筥 筩筮筳筴筡筮筴筩筡筴筥筤
筴筯 筡筮筹 筵筮筤筥筲筬筹筩筮筧 笱笭筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹笮 筍筯筲筥 筰筲筥筣筩筳筥筬筹第 筷筥 筤筥笌筮筥 筴筨筲筥筥 筠筲筥筡筬笧
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 SRIPr, Scond, Smix 筡筮筤 筯筮筥 筠筰筳筥筵筤筯笭筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笧 Spseudo第 筡 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筯筦 SRIPr

筷筨筩筣筨 筦筯筲 筳筯筭筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筩筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筡筮筤 筦筯筲 筯筴筨筥筲筳 筩筳 筮筯筴笮

4.2.1 The GRO E-variable for H0(M) and the pseudo e-variable

筗筥 筮筯筷 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 筯筵筲 筭筡筩筮 筮筵筬筬 筯筦 筩筮筴筥筲筥筳筴第 H0笨M笩笮 等筮 筰筲筡筣筴筩筣筥第
筦筯筲 筳筯筭筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 M第 筴筨筥 筩筮笌筭筵筭 筯筶筥筲 conv笨M笩 筩筮 笨笴笮笱笮笴笩 筩筳 筡筣筴筵筡筬筬筹
筡筣筨筩筥筶筥筤 筦筯筲 筳筯筭筥 Pµ∗

0
∈ M笮 等筮 筴筨筩筳 easy 筣筡筳筥 筷筥 筣筡筮 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 SRIPr 筡筮筡筬筹筴筩筣筡筬筬筹 笨筴筨筩筳

筨筡筰筰筥筮筳 筩筦 SRIPr 笽 Spseudo第 筳筥筥 筢筥筬筯筷笩笮 筆筯筲 筡筬筬 筯筴筨筥筲 M第 筩笮筥笮 筷筨筥筮筥筶筥筲 筴筨筥 筩筮笌筭筵筭 筩筳
筮筯筴 筡筣筨筩筥筶筥筤 筡筴 筡筬筬 筯筲 筩筳 筩筮 conv笨M笩 \M第 筷筥 筤筯 筮筯筴 筫筮筯筷 筩筦 SRIPr 筣筡筮 筢筥 筤筥筴筥筲筭筩筮筥筤
筡筮筡筬筹筴筩筣筡筬筬筹笮 等筮 筴筨筩筳 hard 筣筡筳筥 筷筩筬筬 筮筵筭筥筲筩筣筡筬筬筹 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥 筩筴 筢筹 S′

RIPr 筡筳 筤筥笌筮筥筤
筢筥筬筯筷笮 筆筩筲筳筴第 筦筯筲 筡 笌筸筥筤 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 µ0 ∈ M 筷筥 筤筥笌筮筥 筴筨筥 筶筥筣筴筯筲 ⟨µ0⟩ 筡筳 筴筨筥 筶筥筣筴筯筲
筩筮筤筩筣筡筴筩筮筧 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筮 X k 筷筩筴筨 筡筬筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳 筥筱筵筡筬 筴筯 µ0笺

⟨µ0⟩ 笺笽 笨µ0, . . . , µ0笩 ∈ Mk 笨笴笮笲笮笱笩

笱笰笱



4.2. The Four Types of E-variables

筎筥筸筴第 筷筩筴筨 W 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筮 M第 筷筥 筤筥笌筮筥

pW 笺笽

∫
p⟨µ0⟩笨X

k笩dW 笨µ0笩 笨笴笮笲笮笲笩

筴筯 筢筥 筴筨筥 筂筡筹筥筳筩筡筮 筭筡筲筧筩筮筡筬 筤筥筮筳筩筴筹 筯筢筴筡筩筮筥筤 筢筹 筭筡筲筧筩筮筡筬筩筺筩筮筧 筯筶筥筲 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筩筮
H0笨M笩 筡筣筣筯筲筤筩筮筧 筴筯 W 笮 筃筬筥筡筲筬筹第 筩筦 W 筨筡筳 笌筮筩筴筥 筳筵筰筰筯筲筴 筴筨筥筮 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 PW 筨筡筳 PW ∈ conv笨M笩笮 筗筥 筮筯筷 筳筥筴

S′
RIPr 笺笽

pµ笨Xk笩

pW ′
0
笨Xk笩

筷筨筥筲筥 W ′
0 筩筳 筣筨筯筳筥筮 筳筯 筴筨筡筴 pW ′

0
筩筳 筷筩筴筨筩筮 筡 筳筭筡筬筬 ϵ 筯筦 筡筣筨筩筥筶筩筮筧 筴筨筥 筭筩筮筩筭筵筭 筩筮 笨笴笮笱笮笴笩第

筩笮筥笮 D笨Pµ1,...,µk∥P ′
W0

笩 笽 筩筮筦P∈conv(M)D笨Pµ1,...,µk∥P 笩笫ϵ′ 筦筯筲 筳筯筭筥 笰 ≤ ϵ′ < ϵ笮 答筨筥筮第 筢筹
筃筯筲筯筬筬筡筲筹 笲 筯筦 筇筲筿筵筮筷筡筬筤 筥筴 筡筬笮 筛笴笲筝第 S′

RIPr 筷筩筬筬 not 筢筥 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筵筮筬筥筳筳 ϵ′ 笽 笰第 筢筵筴 筩筮
筥筡筣筨 筣筡筳筥 笨筩笮筥笮 筦筯筲 筥筡筣筨 筣筨筯筩筣筥 筯筦 M笩 筷筥 筶筥筲筩筦筹 筮筵筭筥筲筩筣筡筬筬筹 筴筨筡筴 筳筵筰µ0∈M EPµ0,...,µ0 筛S筝 笽
笱 笫 δ 筦筯筲 筮筥筧筬筩筧筩筢筬筹 筳筭筡筬筬 δ第 筩笮筥笮 δ 筧筯筥筳 筴筯 笰 筱筵筩筣筫筬筹 筡筳 ϵ′ 筧筯筥筳 筴筯 笰笮 筗筥 筲筥筴筵筲筮 筴筯 筴筨筥
筤筥筴筡筩筬筳 筯筦 筴筨筥 筣筡筬筣筵筬筡筴筩筯筮筳 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笴笮笵笮

筗筥 筮筯筷 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筠筥筡筳筹笧 筣筡筳筥 筩筮 筷筨筩筣筨 P ∗
0 笽 P⟨µ∗

0⟩ 筦筯筲 筳筯筭筥 µ∗
0 ∈ M笮 筃筬筥筡筲筬筹第 筷筥

筭筵筳筴 筨筡筶筥 µ∗
0 笺笽 筡筲筧 筭筩筮µ0∈MD笨Pµ∥P⟨µ0⟩笩笮 筁筮 筥筡筳筹 筣筡筬筣筵筬筡筴筩筯筮 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筴筨筥筮

µ∗
0 笽

笱

k

k∑
i=1

µi. 笨笴笮笲笮笳笩

Definition 4. Spseudo 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳

Spseudo 笺笽
pµ笨Xk笩

p⟨µ∗
0⟩笨X

k笩
.

Spseudo 筩筳 筮筯筴 筡筬筷筡筹筳 筡 筲筥筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 H0笨M笩第 筷筨筩筣筨 筥筸筰筬筡筩筮筳 筴筨筥 筮筡筭筥
筠筰筳筥筵筤筯笧笮 筓筴筩筬筬第 筩筴 筷筩筬筬 筢筥 筶筥筲筹 筵筳筥筦筵筬 筡筳 筡筮 筡筵筸筩筬筩筡筲筹 筴筯筯筬 筩筮 答筨筥筯筲筥筭 笷 筡筮筤 筤筥筲筩筶筡筴筩筯筮筳笮
筎筯筴筥 筴筨筡筴第 筩筦 筩筴 筩筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筨筥筮 筷筥 筫筮筯筷 筴筨筡筴 筩筴 筩筳 筥筱筵筡筬 筴筯 SRIPr笺

Proposition 10. Spseudo is an e-variable for M iff Spseudo 笽 SRIPr.

答筨筥 筰筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 筡筢筯筶筥 筤筯筥筳 筮筯筴 筧筩筶筥 筡筮筹 筥筡筳筩筬筹 筶筥筲筩笌筡筢筬筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筴筯 筣筨筥筣筫 筷筨筥筴筨筥筲
Spseudo 筩筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筯筲 筮筯筴笮 答筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筰筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 筤筯筥筳 筰筲筯筶筩筤筥 筡 筣筯筮筤筩筴筩筯筮
筷筨筩筣筨 筩筳 筳筯筭筥筴筩筭筥筳 筥筡筳筹 筴筯 筣筨筥筣筫 笨筡筮筤 筷筨筩筣筨 筷筥 筷筩筬筬 筨筥筡筶筩筬筹 筥筭筰筬筯筹 筢筥筬筯筷笩笮 筗筩筴筨 µ∗

0

筡筳 筩筮 笨笴笮笲笮笳笩第 筤筥笌筮筥

f笨µ0笩 笺笽

k∑
i=1

varPµi+µ0−µ∗0
筛X筝 − kvarPµ0 筛X筝.

Proposition 11. If f笨µ∗
0笩 > 笰, then Spseudo is not an e-variable. If f笨µ∗

0笩 < 笰, then
there exists an interval M′ ⊂ M with µ∗

0 in the interior of M′ so that Spseudo is an
e-variable for H0笨M′笩, where M′ 笽 {Pµ 笺 µ ∈ M′}.

笱笰笲



Chapter 4. E-values for k-Sample Tests With Exponential Families

4.2.2 The GRO E-variable for H0(iid)

筒筥筣筡筬筬 筴筨筡筴 筷筥 筤筥笌筮筥筤 H0笨iid笩 筡筳 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筵筮筤筥筲 筷筨筩筣筨 Xj 第 j 笽 笱, . . . k第
筡筲筥 筩笮筩笮筤笮 筦筲筯筭 筳筯筭筥 筡筲筢筩筴筲筡筲筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筮 X 笮 筂筹 筴筨筥 筤筥笌筮筩筮筧 筰筲筯筰筥筲筴筹 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第
筩笮筥笮 筥筸筰筥筣筴筥筤 筶筡筬筵筥 筢筯筵筮筤筥筤 筢筹 筯筮筥 筵筮筤筥筲 筴筨筥 筮筵筬筬 笨笴笮笱笮笳笩第 筩筴 筳筨筯筵筬筤 筢筥 筣筬筥筡筲 筴筨筡筴
筡筮筹 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 H0笨iid笩 筩筳 筡筬筳筯 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 H0笨M笩第 筳筩筮筣筥 H0笨M笩 ⊂ H0笨iid笩笮
等筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲第 筷筥 筣筡筮 筡筬筳筯 筵筳筥 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 H0笨iid笩 筩筮 筯筵筲 筳筥筴筴筩筮筧 筷筩筴筨
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笮 等筴 筴筵筲筮筳 筯筵筴 筴筨筡筴 筴筨筩筳 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筷筨筩筣筨 筷筥 筷筩筬筬 筤筥筮筯筴筥 筡筳 Smix第
筨筡筳 筡 筳筩筭筰筬筥 筦筯筲筭 筴筨筡筴 筩筳 筧筥筮筥筲筩筣筡筬筬筹 筥筡筳筹 筴筯 筣筯筭筰筵筴筥笮 筗筥 筮筯筷 筳筨筯筷 筴筨筩筳笺

Theorem 6. The minimum KL divergence 筩筮筦P∈conv(H0(iid))D笨Pµ∥P 笩 as in Lemma 6

is achieved by the distribution P ∗
0 on X k with density

p∗0笨xk笩 笽

k∏
j=1

笱

k

k∑
i=1

pµi笨xj笩.

Hence, Smix, as defined below, is the GRO e-variable for H0笨iid笩.

Definition 5. Smix 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳

Smix 笺笽
pµ笨Xk笩

k∏
j=1

(
1
k

k∑
i=1

pµi笨Xj笩

) .
答筨筥 筰筲筯筯筦 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笶 筥筸筴筥筮筤筳 筡筮 筡筲筧筵筭筥筮筴 筯筦 筛笸笸筝 筦筯筲 筴筨筥 笲笭筳筡筭筰筬筥 筂筥筲筮筯筵筬筬筩

筣筡筳筥 筴筯 筴筨筥 筧筥筮筥筲筡筬 k笭筳筡筭筰筬筥 筣筡筳筥笮 答筨筥 筡筲筧筵筭筥筮筴 筵筳筥筤 筩筮 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筤筯筥筳 筮筯筴 筡筣筴筵筡筬筬筹
筲筥筱筵筩筲筥 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筴筯 筥筱筵筡筬 筴筨筥 筰筲筯筤筵筣筴 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筦 k 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴 筥筬筥筭筥筮筴筳 筯筦
筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筼 筩筴 筣筯筵筬筤 筢筥 筧筩筶筥筮 筢筹 筴筨筥 筰筲筯筤筵筣筴 筯筦 k 筡筲筢筩筴筲筡筲筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笮
筈筯筷筥筶筥筲第 筷筥 筳筴筡筴筥 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筯筮筬筹 筦筯筲 筴筨筥 筦筯筲筭筥筲 筣筡筳筥第 筡筳 筴筨筡筴 筩筳 筴筨筥 筳筥筴筴筩筮筧 筷筥 筡筲筥
筩筮筴筥筲筥筳筴筥筤 筩筮 筨筥筲筥笮

4.2.3 The Conditional E-variable Scond

筓筯 筦筡筲第 筷筥 筨筡筶筥 筤筥笌筮筥筤 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筳 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯筳 筢筥筴筷筥筥筮 Pµ 筡筮筤 筣筬筥筶筥筲筬筹 筣筨筯筳筥筮
筥筬筥筭筥筮筴筳 筯筦 筥筩筴筨筥筲 H0笨M笩 筯筲 H0笨iid笩笮 筗筥 筮筯筷 筤筯 筴筨筩筮筧筳 筤筩笋筥筲筥筮筴筬筹 筢筹 筮筯筴 筣筯筮筳筩筤筥筲筩筮筧
筴筨筥 筦筵筬筬 筯筲筩筧筩筮筡筬 筤筡筴筡 X1, . . . Xk第 筢筵筴 筩筮筳筴筥筡筤 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筩筮筧 筯筮 筴筨筥 筳筵筭 筯筦 筴筨筥 筳筵笎筣筩筥筮筴
筳筴筡筴筩筳筴筩筣筳第 筩笮筥笮 Z 笽

∑k
i=1Xi笮 等筴 筴筵筲筮筳 筯筵筴 筴筨筡筴 筤筯筩筮筧 筳筯 筡筣筴筵筡筬筬筹 筣筯筬筬筡筰筳筥筳 H0笨M笩 筴筯

筡 筳筩筮筧筬筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮第 筳筯 筴筨筡筴 筴筨筥 筮筵筬筬 筢筥筣筯筭筥筳 筳筩筭筰筬筥笮 答筨筡筴 筩筳第 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筦
Xk | Z 筩筳 筴筨筥 筳筡筭筥 筵筮筤筥筲 筡筬筬 筥筬筥筭筥筮筴筳 筯筦 H0笨M笩第 筡筳 筷筥 筷筩筬筬 筰筲筯筶筥 筩筮 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笱笲笮
答筨筩筳 筭筥筡筮筳 筴筨筡筴 筩筮筳筴筥筡筤 筯筦 筵筳筩筮筧 筡 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 筯筦 筴筨筥 筯筲筩筧筩筮筡筬 筤筡筴筡第 筷筥 筣筡筮 筵筳筥 筡
筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筯筮 Z第 筷筨筩筣筨 筠筡筵筴筯筭筡筴筩筣筡筬筬筹笧 筧筩筶筥筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮

Definition 6. 筓筥筴筴筩筮筧 Z 筴筯 筢筥 筴筨筥 筲筡筮筤筯筭 筶筡筲筩筡筢筬筥 Z 笺笽
∑k
i=1Xi第 Scond 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳

Scond 笺笽
pµ
(
Xk−1 | Z

)
p⟨µ0⟩ 笨Xk−1 | Z笩

,

笱笰笳



4.3. Growth Rate Comparison of Our E-variables

筷筩筴筨 µ0 ∈ M 筡筮筤 笨X笩 筴筨筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筡筳 筩筮 笨笴笮笱笮笲笩笮

Proposition 12. For all µ′ 笽 笨µ′
1, . . . , µ

′
k笩 ∈ Mk , we have that pµ′笨xk−1 | Z 笽 z笩

depends on µ′ only through λj 笺笽 λ笨µ′
j笩 − λ笨µ′

k笩, j 笽 笱, . . . k − 笱, i.e. it can be written
as a function of 笨λ1, . . . , λk−1笩. As a special case, for all µ0, µ

′
0 ∈ M, it holds that

p⟨µ0⟩笨x
k | Z笩 笽 p⟨µ′

0⟩笨x
k | Z笩. As a direct consequence, Scond is an e-variable for

H0笨M笩,

Example 9. [The Bernoulli Model] 等筦 M 筩筳 筴筨筥 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筭筯筤筥筬 筡筮筤 k 笽 笲第 筴筨筥筮
筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筲筥筤筵筣筥筳 筴筯 筡 筲筡筴筩筯 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筯筦
笨X1, X2笩 ∈ {笰, 笱}2 筧筩筶筥筮 筴筨筥筩筲 筳筵筭 Z ∈ {笰, 笱, 笲}笮 筃筬筥筡筲筬筹第 筦筯筲 筡筬筬 µ′

1, µ
′
2 ∈ M 笽 笨笰, 笱笩第 筷筥

筨筡筶筥 pµ′
1,µ

′
2
笨笨笰, 笰笩 | Z 笽 笰笩 笽 pµ′

1,µ
′
2
笨笨笱, 笱笩 | Z 笽 笲笩 笽 笱第 筳筯 Scond 笽 笱 筷筨筥筮筥筶筥筲 Z 笽 笰

筯筲 Z 笽 笲第 筩筲筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥 筯筦 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥笺 筤筡筴筡 筷筩筴筨 筴筨筥 筳筡筭筥 筯筵筴筣筯筭筥 筩筮 筢筯筴筨 筧筲筯筵筰筳
筩筳 筥笋筥筣筴筩筶筥筬筹 筩筧筮筯筲筥筤笮 筁 筮筯筮笭筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 Scond 筦筯筲 筴筨筥 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筭筯筤筥筬 筷筡筳
筡筮筡筬筹筺筥筤 筥筡筲筬筩筥筲 筩筮 筧筲筥筡筴 筤筥筴筡筩筬 筢筹 筛笱筝笮

筆筵筲筴筨筥筲筭筯筲筥第 筦筯筲 筡筮筹 c ∈ R第 筷筥 筨筡筶筥 筴筨筡筴 Mc 笺笽 {笨µ′
1, µ

′
2笩 笺 λ笨µ1笩−λ笨µ2笩 笽 c} 筩筳 筴筨筥

筬筩筮筥 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筷筩筴筨筩筮 M2 筷筩筴筨 筴筨筥 筳筡筭筥 筯筤筤筳 筲筡筴筩筯 筬筯筧笨µ1笨笱−µ2笩/笨笨笱−µ1笩µ2笩笩 笽 c笮
答筨筥 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筲筡筴筩筯 筴筥筳筴 筯筦 筴筷筯 筰筲筯筰筯筲筴筩筯筮筳 筦筲筯筭 筛笹笳筝 筷筡筳 筢筡筳筥筤 筯筮 笌筸筩筮筧 筡
c 筦筯筲 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 笨筶筩筥筷筩筮筧 筩筴 筡筳 筡 筮筯筴筩筯筮 筯筦 筠筥笋筥筣筴 筳筩筺筥笧笩 筡筮筤 筡筮筡筬筹筺筩筮筧 筳筥筱筵筥筮筣筥筳
筯筦 筰筡筩筲筥筤 筤筡筴筡 X(1), X(2), . . . 筷筩筴筨 X(i) 笽 笨Xi,1, Xi,2笩 筢筹 筴筨筥 筰筲筯筤筵筣筴 筯筦 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬
筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筩筥筳

pc笨X(i) | Z(i)笩

p0笨X(i) | Z(i)笩
笽 Scond笨Xi笩,

筴筨筵筳 筥笋筥筣筴筩筶筥筬筹 筵筳筩筮筧 Scond 笨筨筥筲筥第 筷筥 筡筢筵筳筥 筮筯筴筡筴筩筯筮 筳筬筩筧筨筴筬筹第 筷筲筩筴筩筮筧 pc笨x | z笩 筷筨筥筮
筷筥 筭筥筡筮 pµ′

1,µ
′
2
笨x | z笩 筦筯筲 筡筮筹 µ′

1, µ
′
2 ∈ Mc笩笮 等筴 筩筳第 筨筯筷筥筶筥筲第 筩筭筰筯筲筴筡筮筴 筴筯 筮筯筴筥 筴筨筡筴 筴筨筩筳

筰筲筯筤筵筣筴 筷筡筳 筮筯筴 筵筳筥筤 筦筯筲 筡筮 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筴筥筳筴 筢筵筴 筲筡筴筨筥筲 筦筯筲 筡 筣筬筡筳筳筩筣筡筬 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筴筥筳筴
筷筩筴筨 筡 笌筸筥筤 筳筴筯筰筰筩筮筧 筲筵筬筥 筥筳筰筥筣筩筡筬筬筹 筤筥筳筩筧筮筥筤 筴筯 筯筰筴筩筭筩筺筥 筰筯筷筥筲笮

4.3 Growth Rate Comparison of Our E-variables

筁筢筯筶筥 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥筤 筳筥筶筥筲筡筬 筲筥筣筩筰筥筳 筦筯筲 筣筯筮筳筴筲筵筣筴筩筮筧 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 S 笽 Sµ 筷筨筯筳筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮
筩筭筰筬筩筣筩筴筬筹 筤筥筰筥筮筤筥筤 筯筮 筴筨筥 筣筨筯筳筥筮 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 µ笮 答筯 筣筯筭筰筡筲筥 筴筨筥筳筥第 筷筥 筤筥笌筮筥第 筦筯筲 筡筮筹
筮筯筮笭筮筥筧筡筴筩筶筥 筲筡筮筤筯筭 筶筡筲筩筡筢筬筥筳 Sµ

1 筡筮筤 Sµ
2 第 Sµ

1 ⪰ Sµ
2 筴筯 筭筥筡筮 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ Mk第 筩筴

筨筯筬筤筳 筴筨筡筴 EPµ 筛筬筯筧Sµ
1 筝 ≥ EPµ 筛筬筯筧Sµ

2 筝笮 筗筥 筷筲筩筴筥 Sµ
1 ≻ Sµ

2 筩筦 Sµ
1 ⪰ S2 筡筮筤 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴筳

µ ∈ Mk 筦筯筲 筷筨筩筣筨 筥筱筵筡筬筩筴筹 筤筯筥筳 筮筯筴 筨筯筬筤笮 筆筲筯筭 筮筯筷 筯筮 筷筥 筳筵筰筰筲筥筳筳 筴筨筥 筤筥筰筥筮筤筥筮筣筹
筯筮 µ 筡筧筡筩筮第 筩笮筥笮 筷筥 筷筲筩筴筥 S 筩筮筳筴筥筡筤 筯筦 Sµ笮 筗筥 筴筲筩筶筩筡筬筬筹 筨筡筶筥第 筦筯筲 筥筶筥筲筹 筵筮筤筥筲筬筹筩筮筧
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 M第

Spseudo ⪰ SRIPr ⪰ Smix 筡筮筤 SRIPr ⪰ Scond. 笨笴笮笳笮笱笩

筗筥 筰筲筯筣筥筥筤 筷筩筴筨 答筨筥筯筲筥筭 笷 筡筮筤 笸 筢筥筬筯筷 笨筰筲筯筯筦筳 筩筮 筴筨筥 筁筰筰筥筮筤筩筸笩笮 答筨筥筳筥 筲筥筳筵筬筴筳 筧筯
筢筥筹筯筮筤 筴筨筥 筱筵筡筬筩筴筡筴筩筶筥 筡筳筳筥筳筳筭筥筮筴 筡筢筯筶筥第 筢筹 筮筵筭筥筲筩筣筡筬筬筹 筢筯筵筮筤筩筮筧 筴筨筥 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筩筮
筧筲筯筷筴筨 筲筡筴筥 筢筥筴筷筥筥筮 Spseudo 筡筮筤 Smix 笨筡筮筤第 筢筥筣筡筵筳筥 SRIPr 筭筵筳筴 筬筩筥 筩筮 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥筭第
筡筬筳筯 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥筳筥 筴筷筯 筡筮筤 SRIPr笩 筡筮筤 Spseudo 筡筮筤 Scond 筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹笮 答筨筥筯筲筥筭 笷 筡筮筤
笸 筡筲筥 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣 笨筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳笩 筩筮 筮筡筴筵筲筥笮 答筯

笱笰笴
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筧筩筶筥 筭筯筲筥 筰筲筥筣筩筳筥 筳筴筡筴筥筭筥筮筴筳 筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣筳 筷筥 筮筥筥筤 筴筯 筤筩筳筴筩筮筧筵筩筳筨 筢筥筴筷筥筥筮
筩筮筤筩筶筩筤筵筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笻 筴筨筩筳 筩筳 筤筯筮筥 筩筮 筴筨筥 筮筥筸筴 筳筥筣筴筩筯筮笮

答筯 筳筴筡筴筥 筴筨筥 筴筨筥筯筲筥筭筳第 筷筥 筮筥筥筤 筡 筮筯筴筩筯筮 筯筦 筥笋筥筣筴 筳筩筺筥第 筯筲 筤筩筳筣筲筥筰筡筮筣筹 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥
筮筵筬筬 筡筮筤 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥笮 筓筯 筦筡筲第 筷筥 筨筡筶筥 筴筡筫筥筮 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筴筯 筢筥 笌筸筥筤 筡筮筤 筧筩筶筥筮
筢筹 µ第 筢筵筴 筥笋筥筣筴 筳筩筺筥筳 筡筲筥 筵筳筵筡筬筬筹 筤筥笌筮筥筤 筷筩筴筨 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筡筳 筳筴筡筲筴筩筮筧 筰筯筩筮筴笮
答筯 筴筨筩筳 筥筮筤第 筮筯筴筥 筴筨筡筴 筥筡筣筨 P⟨µ0⟩ ∈ H0笨M笩 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筳 筴筯 筡 筷筨筯筬筥 筳筥筴 筯筦 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳
筦筯筲 筷筨筩筣筨 P⟨µ0⟩ 筩筳 筴筨筥 筣筬筯筳筥筳筴 筰筯筩筮筴 筩筮 筋筌 筷筩筴筨筩筮 筴筨筥 筮筵筬筬笮 答筨筩筳 筳筥筴 筯筦 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳

筩筳 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筥筤 筢筹 M(k)笨µ0笩 笽 {µ′
1, . . . , µ

′
k ∈ M 笺 1

k

∑k
i=1 µ

′
i 笽 µ0}第 筡筳 筩筮 笨笴笮笲笮笳笩笮 筗筥

筣筡筮 筲筥笭筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筥 筴筨筩筳 筳筥筴 筡筳 筦筯筬筬筯筷筳第 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筳筰筥筣筩筡筬 筮筯筴筡筴筩筯筮 ⟨µ0⟩ 筡筳 筧筩筶筥筮 筢筹
笨笴笮笲笮笱笩笮 筌筥筴 A 筢筥 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筵筮筩筴 筶筥筣筴筯筲筳 筩筮 Rk 筷筨筯筳筥 筥筮筴筲筩筥筳 筳筵筭 筴筯 笰第 筩笮筥笮 α ∈ A 筩笋√∑k

j=1 α
2
j 笽 笱 筡筮筤

∑k
j=1 αj 笽 笰笮 筃筬筥筡筲筬筹 µ ∈ M(k)笨µ0笩 筩筦 筡筮筤 筯筮筬筹 筩筦 µ1, . . . , µk ∈ M

筡筮筤 µ 笽 ⟨µ0⟩ 笫 δα 筦筯筲 筳筯筭筥 筳筣筡筬筡筲 δ ≥ 笰 筡筮筤 α ∈ A笮 筗筥 筣筡筮 筴筨筩筮筫 筯筦 δ 筡筳 筥筸筰筲筥筳筳筩筮筧
筴筨筥 筭筡筧筮筩筴筵筤筥 筯筦 筡筮 筥笋筥筣筴 筡筮筤 α 筡筳 筩筴筳 筤筩筲筥筣筴筩筯筮笮 筎筯筴筥 筴筨筡筴第 筩筦 k 笽 笲第 筴筨筥筮 筴筨筥筲筥
筡筲筥 筯筮筬筹 筴筷筯 筤筩筲筥筣筴筩筯筮筳第 A 笽 {a1,a−1} 筷筩筴筨 a1 笽 笨笱/

√
笲,−笱/

√
笲笩 筡筮筤 a−1 笽 −a1第

筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筯 筰筯筳筩筴筩筶筥 筡筮筤 筮筥筧筡筴筩筶筥 筥笋筥筣筴筳笺 筷筥 筨筡筶筥 µ1 − µ2 笽
√

笲 · δ 筩筦 α 笽 a1 筡筮筤
µ1 − µ2 笽 −

√
笲 · δ 筩筦 α 笽 a−1第 筡筳 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥筤 筬筡筴筥筲 筯筮 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笴笮笱笮 筁筬筳筯 筮筯筴筥 筴筨筡筴第 筦筯筲

筧筥筮筥筲筡筬 k第 筩筮 筴筨筥 筴筨筥筯筲筥筭 筢筥筬筯筷第 筷筥 筣筡筮 筳筩筭筰筬筹 筩筮筴筥筲筰筲筥筴 δ 筡筳 筴筨筥 筅筵筣筬筩筤筥筡筮 筤筩筳筴筡筮筣筥
筢筥筴筷筥筥筮 µ 筡筮筤 ⟨µ0⟩笮

Theorem 7. Fix some µ0 ∈ M, some α ∈ A and let µ 笽 ⟨µ0⟩ 笫 δα for δ ≥ 笰 such that
µ ∈ M(k)笨µ0笩. The difference in growth rate between Spseudo and Smix is given by

EPµ 筛筬筯筧Spseudo − 筬筯筧Smix筝 笽
笱

笸

∫
x

笨f ′′x 笨笰笩笩
2

fx笨笰笩
dρ笨x笩 · δ4 笫 o

(
δ4
)

笽 O
(
δ4
)
, 笨笴笮笳笮笲笩

where fx笨δ笩 笽
∑k
i=1 pµ0+δαi笨x笩 笽

k∑
i=1

pµi笨x笩 and f ′′x is the second derivative of fx, so

that fx笨笰笩 笽 kpµ0
笨x笩 and (with some calculation) f ′′x 笨笰笩 笽 d2

dµ2 pµ笨x笩 |µ=µ0
.

筁筳 筩筳 筩筭筰筬筩筣筩筴 筩筮 筴筨筥 O笨·笩笭筮筯筴筡筴筩筯筮第 筴筨筥 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筯筮 筴筨筥 筬筥筦筴 筩筳 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤 筡筮筤
笌筮筩筴筥 筡筮筤 筴筨筥 筩筮筴筥筧筲筡筬 筩筮 筴筨筥 筭筩筤筤筬筥 筥筱筵筡筴筩筯筮 筩筳 笌筮筩筴筥 筡筳 筷筥筬筬笮 答筨筥 筴筨筥筯筲筥筭 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴
筦筯筲 筧筥筮筥筲筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳第 Smix 筩筳 筳筵筲筰筲筩筳筩筮筧筬筹 筣筬筯筳筥 笨O笨δ4笩笩 筴筯 筴筨筥 筯筰筴筩筭筡筬 SRIPr

筩筮 筴筨筥 筇筒筏 筳筥筮筳筥第 筷筨筥筮筥筶筥筲 筴筨筥 筤筩筳筴筡筮筣筥 δ 筢筥筴筷筥筥筮 H1 筡筮筤 H0笨M笩 筩筳 筳筭筡筬筬笮 答筨筩筳
筭筥筡筮筳 筴筨筡筴第 筷筨筥筮筥筶筥筲 SRIPr ̸笽 Spseudo 笨筳筯 SRIPr 筩筳 筨筡筲筤 筴筯 筣筯筭筰筵筴筥 筡筮筤 Spseudo 筩筳 筮筯筴
筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笩第 筷筥 筭筩筧筨筴 筣筯筮筳筩筤筥筲 筵筳筩筮筧 Smix 筩筮筳筴筥筡筤笺 筩筴 筷筩筬筬 筢筥 筭筯筲筥 筲筯筢筵筳筴 笨筳筩筮筣筥 筩筴 筩筳
筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 筴筨筥 筭筵筣筨 筬筡筲筧筥筲 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H0笨iid笩笩 筡筮筤 筩筴 筷筩筬筬 筯筮筬筹 筢筥 筳筬筩筧筨筴筬筹 筷筯筲筳筥
筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筧筲筯筷筴筨 筲筡筴筥笮

答筨筥筯筲筥筭 笷 筩筳 筲筥筭筡筲筫筡筢筬筹 筳筩筭筩筬筡筲 筴筯 筴筨筥 筮筥筸筴 筴筨筥筯筲筥筭第 筷筨筩筣筨 筩筮筶筯筬筶筥筳 Scond 筲筡筴筨筥筲
筴筨筡筮 Smix笮 答筯 筳筴筡筴筥 筩筴第 筷筥 笌筲筳筴 筳筥筴 Xk笨xk−1, z笩 笺笽 z −

∑k−1
i=1 xi第 筡筮筤 筷筥 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥

筭筡筲筧筩筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筦 Z 笽
∑k
i=1Xi 筵筮筤筥筲 Pµ 筡筳 Pµ;[Z]第 筮筯筴筩筮筧 筴筨筡筴 筩筴筳 筤筥筮筳筩筴筹 pµ;[Z]

筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹

pµ;[Z]笨z笩 笽

∫
C(z)

pµ
(
xk−1, xk

)
dρ笨xk−1笩, 笨笴笮笳笮笳笩
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筷筨筥筲筥 ρ 筩筳 筥筸筴筥筮筤筥筤 筴筯 筴筨筥 筰筲筯筤筵筣筴 筭筥筡筳筵筲筥 筯筦 ρ 筯筮 X k−1 筡筮筤

C笨z笩 笺笽
{
xk−1 ∈ X k−1 笺 Xi笨x

k−1, z笩 ∈ X
}
. 笨笴笮笳笮笴笩

Theorem 8. Fix some µ0 ∈ M, α ∈ A and let µ 笽 ⟨µ0⟩ 笫 δα for δ ≥ 笰 such that
µ ∈ M(k)笨µ0笩. The difference in growth rate between Spseudo and Scond is given by

EPµ 筛筬筯筧Spseudo − 筬筯筧Scond筝 笽
笱

笸

∫
z

笨g′′z 笨笰笩笩
2

gz笨笰笩
dρ[Z]笨z笩 · δ4 笫 o

(
δ4
)

笽 O笨δ4笩, 笨笴笮笳笮笵笩

where gz笨δ笩 笺笽 p⟨µ0⟩+αδ;[Z]笨z笩 and ρ[Z] denotes the measure on Z induced by the product

measure of ρ on X k; an explicit expression for g′′z 笨笰笩 is∫
C(z)

p⟨µ0⟩
(
xk
) k∑
j=1

筛I ′笨µ0笩笨xj − µ0笩 − I笨µ0笩筝 dρ笨xk−1笩,

where I笨µ笩 denotes the Fisher information for µ and I ′笨µ笩 is its first derivative.

筁筧筡筩筮第 筴筨筥 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筯筮 筴筨筥 筬筥筦筴 筩筳 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤 筡筮筤 笌筮筩筴筥 筡筮筤 筴筨筥 筩筮筴筥筧筲筡筬 筯筮 筴筨筥
筲筩筧筨筴 筩筳 笌筮筩筴筥笮 筃筯筭筰筡筲筩筮筧 答筨筥筯筲筥筭 笸 筴筯 答筨筥筯筲筥筭 笷第 筷筥 筳筥筥 筴筨筡筴 fx笨笰笩第 筴筨筥 筳筵筭 筯筦 k
筩筤筥筮筴筩筣筡筬 筤筥筮筳筩筴筩筥筳 筥筶筡筬筵筡筴筥筤 筡筴 x第 筩筳 筲筥筰筬筡筣筥筤 筢筹 gz笨笰笩第 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筹 筯筦 筴筨筥 筳筵筭 筯筦 k 筩笮筩笮筤笮
筲筡筮筤筯筭 筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筶筡筬筵筡筴筥筤 筡筴 z笮

Corollary 6. With the definitions as in the two theorems above, the growth-rate
difference EPµ 筛筬筯筧Scond − 筬筯筧Smix筝 can be written as

笱

笸

(∫
x

笨f ′′x 笨笰笩笩
2

fx笨笰笩
dρ笨x笩 −

∫
z

笨g′′z 笨笰笩笩
2

gz笨笰笩
dρ[Z]笨z笩

)
· δ4 笫 o

(
δ4
)

笽 O
(
δ4
)
. 笨笴笮笳笮笶笩

4.4 Growth Rate Comparison for Specific Exponential
Families

筗筥 筷筩筬筬 筮筯筷 筥筳筴筡筢筬筩筳筨 筭筯筲筥 筰筲筥筣筩筳筥 筲筥筬筡筴筩筯筮筳 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥 筦筯筵筲 笨筰筳筥筵筤筯笭笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳
筩筮 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳 筦筯筲 筳筥筶筥筲筡筬 筳筴筡筮筤筡筲筤 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筮筡筭筥筬筹 筴筨筯筳筥 筬筩筳筴筥筤 筩筮
答筡筢筬筥 笴笮笱 筡筮筤 筡 筦筥筷 筲筥筬筡筴筥筤 筯筮筥筳第 筡筳 筬筩筳筴筥筤 筡筴 筴筨筥 筥筮筤 筯筦 筴筨筩筳 筳筥筣筴筩筯筮笮 筆筯筲 筥筡筣筨 筦筡筭筩筬筹
M 筵筮筤筥筲 筣筯筮筳筩筤筥筲筡筴筩筯筮第 筷筥 筧筩筶筥 筰筲筯筯筦筳 筦筯筲 筷筨筩筣筨 筤筩笋筥筲筥筮筴 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筲筥 筴筨筥 筳筡筭筥第
筩笮筥笮 S 笽 S′第 筷筨筥筲筥 S, S′ ∈ {SRIPr, Scond, Smix, Spseudo}笮 筗筨筥筮筥筶筥筲 筷筥 筣筡筮 筰筲筯筶筥 筴筨筡筴
SRIPr 笽̸ S 筦筯筲 筡筮筯筴筨筥筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 S ∈ {Scond, Smix}第 筷筥 筣筡筮 筩筮筦筥筲 筴筨筡筴 SRIPr ≻ S
筢筥筣筡筵筳筥 SRIPr 筩筳 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 H0笨M笩笮 筗筨筥筮筥筶筥筲 筢筯筴筨 Scond 筡筮筤 Smix 筡筲筥
筮筯筴 筥筱筵筡筬 筴筯 SRIPr第 筷筥 筷筩筬筬 筩筮筶筥筳筴筩筧筡筴筥 筶筩筡 筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮 筷筨筥筴筨筥筲 Smix ≻ Scond 筯筲 筶筩筣筥
筶筥筲筳筡 筼 筯筵筲 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筲筥筳筵筬筴筳 筤筯 筮筯筴 筥筸筴筥筮筤 筴筯 筴筨筩筳 筣筡筳筥笮 筁筬筬 筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮筳 筡筲筥 筣筡筲筲筩筥筤
筯筵筴 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 k 笽 笲 筩筮 筴筨筥 筰筡筰筥筲笮 答筨筥筯筲筥筭 笷 筡筮筤 答筨筥筯筲筥筭 笸 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筩筮 筴筨筥
筮筥筩筧筨筢筯筲筨筯筯筤 筯筦 δ 笽 笰 笨µ1, . . . , µk 筡筬筬 筣筬筯筳筥 筴筯筧筥筴筨筥筲笩第 筴筨筥 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 EPµ 筛筬筯筧S − 筬筯筧S′筝
筩筳 筯筦 筯筲筤筥筲 δ4 筷筨筥筮 S, S′ ∈ {SRIPr, Spseudo, Smix, Scond}笮 筈筥筮筣筥 筩筮 筴筨筥 笌筧筵筲筥筳 筷筥 筷筩筬筬

笱笰笶
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筳筨筯筷 笨EPµ 筛筬筯筧S − 筬筯筧S′筝笩1/4第 筳筩筮筣筥 筴筨筥筮 筷筥 筥筸筰筥筣筴 筴筨筥 筤筩筳筴筡筮筣筥筳 筴筯 筩筮筣筲筥筡筳筥 筬筩筮筥筡筲筬筹 筡筳
筷筥 筭筯筶筥 筡筷筡筹 筦筲筯筭 筴筨筥 筤筩筡筧筯筮筡筬第 筭筡筫筩筮筧 筴筨筥 笌筧筵筲筥筳 筭筯筲筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筶筥笮

筏筵筲 笌筮筤筩筮筧筳第 筰筲筯筯筦筳 筡筳 筷筥筬筬 筡筳 筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮筳第 筡筲筥 筳筵筭筭筡筲筩筳筥筤 筩筮 答筡筢筬筥 笴笮笱笮 筆筯筲 筥筡筣筨
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筷筥 筬筩筳筴 筴筨筥 筲筡筮筫 筯筦 筴筨筥 笨筰筳筥筵筤筯笭笩筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筷筨筥筮 筣筯筭筰筡筲筥筤 筷筩筴筨
筴筨筥 筯筲筤筥筲 筠≻笧笮 答筨筥 筲筡筮筫筳 筴筨筡筴 筡筲筥 筷筲筩筴筴筥筮 筩筮 筢筬筡筣筫 筡筲筥 筰筲筯筶筥筮 筩筮 筁筰筰筥筮筤筩筸 笴笮筄第 筷筨筩筬筥
筴筨筥 筲筡筮筫筳 筩筮 筢筬筵筥 筡筲筥 筭筥筲筥筬筹 筣筯筮筪筥筣筴筵筲筥筳 筢筡筳筥筤 筯筮 筯筵筲 筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮筳 筡筳 筳筴筡筴筥筤 筡筢筯筶筥笮 答筨筥
筲筥筳筵筬筴筳 筯筦 筴筨筥 筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮筳 筯筮 筷筨筩筣筨 筴筨筥筳筥 筣筯筮筪筥筣筴筵筲筥筳 筡筲筥 筢筡筳筥筤 筡筲筥 筧筩筶筥筮 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笴笮笱笮
筆筵筲筴筨筥筲筭筯筲筥第 筴筨筥 筲筡筮筫 筯筦 Spseudo 筩筳 筣筯筬筯筲筥筤 筲筥筤 筷筨筥筮筥筶筥筲 筩筴 筩筳 筮筯筴 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲
筴筨筡筴 筭筯筤筥筬第 筡筳 筳筨筯筷筮 筩筮 筴筨筥 筁筰筰筥筮筤筩筸笮 筎筯筴筥 筴筨筡筴 筷筨筥筮筥筶筥筲 筡筮筹 筯筦 筴筨筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳
筨筡筶筥 筴筨筥 筳筡筭筥 筲筡筮筫第 筴筨筥筹 筭筵筳筴 筢筥 筥筱筵筡筬 ρ笭筡筬筭筯筳筴 筥筶筥筲筹筷筨筥筲筥第 筢筹 筳筴筲筩筣筴 筣筯筮筣筡筶筩筴筹
筯筦 筴筨筥 筬筯筧筡筲筩筴筨筭 筴筯筧筥筴筨筥筲 筷筩筴筨 筦筵筬筬 筳筵筰筰筯筲筴 筯筦 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筩筮 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筹笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 筩筮 筴筨筥 筴筡筢筬筥 筲筥笍筥筣筴 筴筨筡筴 筦筯筲 筴筨筥 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筦筡筭筩筬筹第
筷筥 筨筡筶筥 筳筨筯筷筮 筴筨筡筴 Spseudo 笽 SRIPr 笽 Smix 筡筮筤 筴筨筡筴 Spseudo ≻ Scond笮 筁筬筳筯第 筦筯筲
筴筨筥 筧筥筯筭筥筴筲筩筣 筦筡筭筩筬筹 筡筮筤 筢筥筴筡 筷筩筴筨 筦筲筥筥 β 筡筮筤 笌筸筥筤 α第 筷筥 筨筡筶筥 筰筲筯筶筥筤 筴筨筡筴 Spseudo

筩筳 筮筯筴 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筴筨筡筴 SRIPr ̸笽 Smix 筡筮筤 筴筨筡筴 SRIPr ̸笽 Scond第 筳筯 筴筨筡筴 筩筴 筦筯筬筬筯筷筳
筦筲筯筭 笨笴笮笳笮笱笩 筴筨筡筴 Spseudo ≻ SRIPr第 SRIPr ≻ Smix 筡筮筤 SRIPr ≻ Scond笮 答筨筥筮 筴筨筥 笌筮筤筩筮筧筳
筯筦 筴筨筥 筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮筳 筳筨筯筷筮 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笴笮笱筡 筳筵筧筧筥筳筴 筴筨筡筴 Smix ≻ Scond 筦筯筲 筢筥筴筡 筷筩筴筨 筦筲筥筥
β 筡筮筤 笌筸筥筤 α 筡筮筤 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笴笮笱筢 筳筵筧筧筥筳筴 筴筨筡筴 Scond ≻ Smix 筦筯筲 筧筥筯筭筥筴筲筩筣 筦筡筭筩筬筹第 筢筵筴
筴筨筥筳筥 筡筲筥 筮筯筴 筰筲筯筶筥筮笮 筆筩筧筵筲筥 笴笮笱筣 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 Smix ≻ Scond 筦筯筲 筇筡筵筳筳筩筡筮筳 筷筩筴筨 筦筲筥筥
筶筡筲筩筡筮筣筥 筡筮筤 笌筸筥筤 筭筥筡筮笮 筆筩筮筡筬筬筹第 筆筩筧筵筲筥 笴笮笱筤 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筦筯筲 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬第 筴筨筥筲筥
筩筳 筮筯 筣筬筥筡筲 筲筥筬筡筴筩筯筮 筢筥筴筷筥筥筮 Smix 筡筮筤 Scond笮 答筨筡筴 筩筳第 Smix 筧筲筯筷筳 筦筡筳筴筥筲 筴筨筡筮 Scond 筦筯筲
筳筯筭筥 µ1, . . . , µk ∈ M第 筡筮筤 筳筬筯筷筥筲 筦筯筲 筯筴筨筥筲筳第 筷筨筩筣筨 筩筳 筩筮筤筩筣筡筴筥筤 筢筹 筲筡筮筫 笨笳笩 − 笨笴笩 筩筮 筴筨筥
筴筡筢筬筥笮

筅筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筆筡筭筩筬筹 Spseudo SRIPr Smix Scond

筂筥筲筮筯筵筬筬筩 笨笱笩 笨笱笩 笨笱笩 笨笲笩
筇筡筵筳筳筩筡筮 筷筩筴筨 筦筲筥筥 筭筥筡筮 筡筮筤 笌筸筥筤 筶筡筲筩筡筮筣筥 笨笱笩 笨笱笩 笨笲笩 笨笱笩
筐筯筩筳筳筯筮 笨笱笩 笨笱笩 笨笲笩 笨笱笩
筢筥筴筡 筷筩筴筨 筦筲筥筥 β 筡筮筤 笌筸筥筤 α 笨笱笩 笨笲笩 笨笳笩 笨笴笩
筧筥筯筭筥筴筲筩筣 笨笱笩 笨笲笩 笨笴笩 笨笳笩
筇筡筵筳筳筩筡筮 筷筩筴筨 筦筲筥筥 筶筡筲筩筡筮筣筥 筡筮筤 笌筸筥筤 筭筥筡筮 笨笱笩 笨笲笩 笨笳笩 笨笴笩
筅筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 笨笱笩 笨笲笩 笨笳笩笭笨笴笩 笨笳笩笭笨笴笩

Table 4.1: The ranks of the four different e-variables when compared with the relation ‘≻’.
The ranks in black are proved in Appendix 4.D, while the ranks in blue are conjectures based
on the simulations in Figure 4.1. The rank of Spseudo is denoted in red whenever it is not an
e-variable, as shown in Appendix 4.D

筆筩筮筡筬筬筹第 筷筥 筮筯筴筥 筴筨筡筴 筦筯筲 筥筡筣筨 筦筡筭筩筬筹 筬筩筳筴筥筤 筩筮 筴筨筥 筴筡筢筬筥第 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 筭筵筳筴 筥筸筴筥筮筤 筴筯
筡筮筹 筯筴筨筥筲 筦筡筭筩筬筹 筴筨筡筴 筢筥筣筯筭筥筳 筩筤筥筮筴筩筣筡筬 筴筯 筩筴 筩筦 筷筥 筲筥筤筵筣筥 筩筴 筴筯 筴筨筥 筮筡筴筵筲筡筬 筦筯筲筭 笨笴笮笱笮笲笩笮
筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筴筨筥 筦筡筭筩筬筹 筯筦 筐筡筲筥筴筯 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筷筩筴筨 笌筸筥筤 筭筩筮筩筭筵筭 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 v 筣筡筮
筢筥 筲筥筤筵筣筥筤 筴筯 筴筨筡筴 筯筦 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笺 筩筦 U ∼ 筐筡筲筥筴筯笨v, α笩第 筴筨筥筮 筷筥 筣筡筮
筤筯 筡 筴筲筡筮筳筦筯筲筭筡筴筩筯筮 X 笽 t笨U笩 筷筩筴筨 t笨U笩 笽 筬筯筧笨U/v笩第 筡筮筤 筴筨筥筮 X ∼ 筅筸筰笨α笩笮 答筨筵筳第 筴筨筥
k笭筳筡筭筰筬筥 筰筲筯筢筬筥筭 筦筯筲 U 筷筩筴筨 筴筨筥 筐筡筲筥筴筯笨v, α笩 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳第 筷筩筴筨 α 筡筳 筦筲筥筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲第 筩筳
筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筴筯 筴筨筥 k笭筳筡筭筰筬筥 筰筲筯筢筬筥筭 筦筯筲 X 筷筩筴筨 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笻 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥
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4.4. Growth Rate Comparison for Specific Exponential Families

(a) beta with free β and fixed α

(b) geometric

(c) Gaussian with free variance and fixed mean

(d) Exponential

Figure 4.1: A comparison of Smix and Scond for four exponential families. We evaluated
the expected growth difference on a grid of 50× 50 alternatives (µ1, µ2), equally spaced in
the standard parameterization (explaining the nonlinear scaling on the depicted mean-value
parameterization). On the left are the corresponding heatmaps. On the right are diagonal
‘slices’ of these heatmaps: the red curve corresponds to the main diagonal (top left - bottom
right), the blue curve corresponds to the diagonal starting from the second tick mark (10th
discretization point) top left until the second tick mark bottom right. These slices are
symmetric around 0, their value only depending on δ =| µ1 −µ2 | /

√
2 =| µ1 −µ∗

0 | ·
√
2, where

µ∗
0 = (µ1 + µ2)/2 and δ is as in Theorem 7
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Chapter 4. E-values for k-Sample Tests With Exponential Families

SRIPr 筯筢筴筡筩筮筥筤 筷筩筴筨 筡 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筩筮 筴筨筥 筐筡筲筥筴筯 筳筥筴筴筩筮筧 筦筯筲 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮 U
筣筯筩筮筣筩筤筥筳 筷筩筴筨 SRIPr 筦筯筲 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筩筮 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筳筥筴筴筩筮筧 筦筯筲
筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮 X 笽 t笨U笩第 筡筮筤 筴筨筥 筳筡筭筥 筨筯筬筤筳 筦筯筲 Smix 筡筮筤 Scond笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筴筨筥 筯筲筤筥筲筩筮筧
筦筯筲 筐筡筲筥筴筯 筭筵筳筴 筢筥 筴筨筥 筳筡筭筥 筡筳 筴筨筥 筯筲筤筥筲筩筮筧 筦筯筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筩筮 答筡筢筬筥 笴笮笱笮 筓筩筭筩筬筡筲筬筹第
筴筨筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筴筨筥 筬筯筧笭筮筯筲筭筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 笨筷筩筴筨 筦筲筥筥 筭筥筡筮 筯筲 筶筡筲筩筡筮筣筥笩 筣筡筮 筢筥
筲筥筤筵筣筥筤 筴筯 筴筨筥 筴筷筯 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筮筯筲筭筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笮

4.5 Simulations to Approximate the RIPr

筂筥筣筡筵筳筥 筯筦 筩筴筳 筧筲筯筷筴筨 筯筰筴筩筭筡筬筩筴筹 筰筲筯筰筥筲筴筹第 筷筥 筭筡筹 筳筯筭筥筴筩筭筥筳 筳筴筩筬筬 筷筡筮筴 筴筯 筵筳筥 筴筨筥 筇筒筏
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 SRIPr第 筥筶筥筮 筩筮 筣筡筳筥筳 筷筨筥筲筥 筩筴 筩筳 筮筯筴 筥筱筵筡筬 筴筯 筴筨筥 筥筡筳筩筬筹 筣筡筬筣筵筬筡筢筬筥 Spseudo笮 答筯
筴筨筩筳 筥筮筤 筷筥 筮筥筥筤 筴筯 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥 筩筴 筮筵筭筥筲筩筣筡筬筬筹笮 答筨筥 筧筯筡筬 筯筦 筴筨筩筳 筳筥筣筴筩筯筮 筩筳 筴筷筯筦筯筬筤笺 笌筲筳筴第
筷筥 筷筡筮筴 筴筯 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥 筴筨筡筴 筴筨筩筳 筩筳 筦筥筡筳筩筢筬筥 筩筮 筰筲筩筮筣筩筰筬筥笻 筳筥筣筯筮筤第 筷筥 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筴筨筩筳 筲筡筩筳筥筳
筩筮筴筥筲筥筳筴筩筮筧 筡筤筤筩筴筩筯筮筡筬 筱筵筥筳筴筩筯筮筳 筦筯筲 筦筵筴筵筲筥 筷筯筲筫笮 答筨筵筳第 筢筥筬筯筷 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筩筮 筭筯筲筥 筤筥筴筡筩筬
筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮筳 筴筯 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥 SRIPr 筦筯筲 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筷筩筴筨 SRIPr 笽̸ Spseudo

筴筨筡筴 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲筥筤 筢筥筦筯筲筥第 筩笮筥笮 筢筥筴筡第 筧筥筯筭筥筴筲筩筣第 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筡筮筤 筇筡筵筳筳筩筡筮 筷筩筴筨 筦筲筥筥
筶筡筲筩筡筮筣筥笻 筦筯筲 筳筩筭筰筬筩筣筩筴筹 筷筥 筯筮筬筹 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筣筡筳筥 k 笽 笲笮 等筮 筁筰筰筥筮筤筩筸 笴笮筅 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥
筳筯筭筥 筧筲筡筰筨筳 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筩筮筧 筴筨筥 筒等筐筲 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筩筥筳 筦筯筲 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筣筨筯筩筣筥筳 筯筦 µ1, µ2笻
筨筥筲筥第 筷筥 筦筯筣筵筳 筯筮 筨筯筷 筴筯 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥 筴筨筥筭第 筴筡筫筩筮筧 筯筵筲 笌筮筤筩筮筧筳 筦筯筲 k 笽 笲 筡筳 筳筵筧筧筥筳筴筩筶筥
筦筯筲 筷筨筡筴 筨筡筰筰筥筮筳 筷筩筴筨 筬筡筲筧筥筲 k笮

4.5.1 Approximating the RIPr via Li’s Algorithm

筛笶笰筝 筰筲筯筶筩筤筥筳 筡筮 筡筬筧筯筲筩筴筨筭 筦筯筲 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筩筮筧 筴筨筥 筒等筐筲 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 Q 筷筩筴筨 筤筥筮筳筩筴筹 q
筯筮筴筯 筴筨筥 筣筯筮筶筥筸 筨筵筬筬 conv笨P笩 筯筦 筡 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 P 笨筷筨筥筲筥 筥筡筣筨 P ∈ P 筨筡筳 筤筥筮筳筩筴筹
p笩 筡筲筢筩筴筲筡筲筩筬筹 筷筥筬筬 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥笮 筁筴 筴筨筥 m笭筴筨 筳筴筥筰第 筴筨筩筳 筡筬筧筯筲筩筴筨筭 筯筵筴筰筵筴筳 筡
笌筮筩筴筥 筭筩筸筴筵筲筥 P(m) ∈ conv笨P笩 筯筦 筡筴 筭筯筳筴 m 筥筬筥筭筥筮筴筳 筯筦 P 笮 筆筯筲 m > 笱第 筴筨筥筳筥 筭筩筸筴筵筲筥筳
筡筲筥 筤筥筴筥筲筭筩筮筥筤 筢筹 筩筴筥筲筡筴筩筶筥筬筹 筳筥筴筴筩筮筧 P(m) 笺笽 αP(m−1) 笫 笨笱 − α笩P ′第 筷筨筥筲筥 α ∈ 筛笰, 笱筝
筡筮筤 P ′ ∈ P 筡筲筥 筣筨筯筳筥筮 筳筯 筡筳 筴筯 筭筩筮筩筭筩筺筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 D笨Q∥αP(m−1) 笫 笨笱 − α笩P ′笩笮
筈筥筲筥第 P(1) 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳 筴筨筥 筳筩筮筧筬筥 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 P 筴筨筡筴 筭筩筮筩筭筩筺筥筳 D笨Q∥P(1)笩笮 等筴 筩筳 筴筨筵筳 筡
筧筲筥筥筤筹 筡筬筧筯筲筩筴筨筭第 筢筵筴 筌筩 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴第 筵筮筤筥筲 筳筯筭筥 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筯筮 P第 筩筴 筨筯筬筤筳
筴筨筡筴 D笨Q∥P(m)笩 → 筩筮筦P∈conv(P)D笨Q∥P 笩笮 答筨筡筴 筩筳第 P(m) 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥筳 筴筨筥 筒等筐筲 筩筮
筴筥筲筭筳 筯筦 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥笮 答筨筩筳 筳筵筧筧筥筳筴筳第 筢筵筴 筩筳 筮筯筴 筩筮 筩筴筳筥筬筦 筳筵笎筣筩筥筮筴 筴筯 筰筲筯筶筥第 筴筨筡筴
筳筵筰P∈P EP 筛q笨X笩/p(m)笨X笩筝 → 笱第 筩笮筥笮 筴筨筡筴 筴筨筥 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 筡筣筴筵筡筬筬筹 筴筥筮筤筳 筴筯 筡筮
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮

筗筥 筮筵筭筥筲筩筣筡筬筬筹 筩筮筶筥筳筴筩筧筡筴筥筤 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筩筳 筨筯筬筤筳 筦筯筲 筯筵筲 筦筡筭筩筬筩筡筲 筳筥筴筴筩筮筧 筷筩筴筨 k 笽 笲第
Q 筩筳 筥筱筵筡筬 筴筯 Pµ 筦筯筲 筳筯筭筥 µ 笽 笨µ1, µ2笩 ∈ M2第 筡筮筤 P 笽 H0笨M笩笮 答筯 筴筨筩筳 筥筮筤第 筷筥 筡筰筰筬筩筥筤
筌筩笧筳 筡筬筧筯筲筩筴筨筭 筴筯 筡 筷筩筤筥 筶筡筲筩筥筴筹 筯筦 筶筡筬筵筥筳 笨µ1, µ2笩 筦筯筲 筴筨筥 筢筥筴筡第 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬第 筧筥筯筭筥筴筲筩筣
筡筮筤 筇筡筵筳筳筩筡筮 筷筩筴筨 筦筲筥筥 筶筡筲筩筡筮筣筥笮 等筮 筡筬筬 筴筨筥筳筥 筣筡筳筥筳第 筡筦筴筥筲 筡筴 筭筯筳筴 m 笽 笱笵 筩筴筥筲筡筴筩筯筮筳第 筷筥
筦筯筵筮筤 筴筨筡筴 筳筵筰µ0∈M EPµ0,µ0 筛pµ1,µ2

笨X1, X2笩/q(m)笨X1, X2笩筝 筷筡筳 筢筯筵筮筤筥筤 筢筹 笱笮笰笰笵笺 筌筩笧筳
筡筬筧筯筲筩筴筨筭 筣筯筮筶筥筲筧筥筮筣筥筳 筱筵筩筴筥 筦筡筳筴笻 筳筥筥 筁筰筰筥筮筤筩筸 笴笮筅 筦筯筲 筡 筧筲筡筰筨筩筣筡筬 筤筥筰筩筣筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥
筣筯筮筶筥筲筧筥筮筣筥 筡筮筤 筤筥筳筩筧筮 筣筨筯筩筣筥筳 筩筮 筴筨筥 筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮笮

笨筮筯筴筥 筴筨筡筴第 筳筩筮筣筥 筷筥 筨筡筶筥 筰筲筯筶筥筤 筴筨筡筴 SRIPr 笽 Spseudo 筦筯筲 筂筥筲筮筯筵筬筬筩第 筐筯筩筳筳筯筮 筡筮筤
筇筡筵筳筳筩筡筮 筷筩筴筨 筦筲筥筥 筭筥筡筮第 筴筨筥筲筥 筩筳 筮筯 筮筥筥筤 筴筯 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥 SRIPr 筦筯筲 筴筨筯筳筥 筦筡筭筩筬筩筥筳笩笮

笱笰笹



4.6. Conclusion and Future Work

4.5.2 Approximating the RIPr via Brute Force
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4.B. Proofs for Section 4.2
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Appendix 4.D Proofs for Section 4.4
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4.D.1 Bernoulli Family
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4.D. Proofs for Section 4.4
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4.D.3 The Families for Which Spseudo Is Not an E-variable
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Appendix 4.E Graphical Depiction of RIPr-Approximation
and Convergence of Li’s Algorithm
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Figure 4.2: Exponential distribution. On the right, n represents number of iterations with
Li’s algorithm, starting at iteration 2
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Figure 4.3: beta with free β and fixed α. On the right, n represents number of iterations
with Li’s algorithm, starting at iteration 2
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Figure 4.4: geometric distribution. On the right, n represents number of iterations with
Li’s algorithm, starting at iteration 3
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Figure 4.5: Gaussian with free variance and fixed mean. On the right, n represents number
of iterations with Li’s algorithm, starting at iteration 3
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gy笨λ笨µj笨δ笩笩笩 笫 筬筯筧 k

≥ 笱

k

k∑
j=1

筬筯筧 gy笨λ笨µj笨δ笩笩笩 笫 筬筯筧 k

笽
笱

k

k∑
j=1

λ笨µj笨δ笩笩y −A笨λ笨µj笨δ笩笩笩 笫 筬筯筧 k.

筐筵筴筴筩筮筧 筴筨筥筳筥 筴筯筧筥筴筨筥筲第 筷筥 筳筥筥 筴筨筡筴

| 筬筯筧 fy笨δ笩| ≤

筭筡筸

∑
j

|λ笨µj笨δ笩笩y −A笨λ笨µj笨δ笩笩笩| 笫 筬筯筧 k,

∣∣∣∣∣∣笱k
k∑
j=1

笨λ笨µj笨δ笩笩y −A笨λ笨µj笨δ笩笩笩笩 笫 筬筯筧 k

∣∣∣∣∣∣


≤
∑
j

|λ笨µj笨δ笩笩y −A笨λ笨µj笨δ笩笩笩| 笫 筬筯筧 k, 笨笴笮筅笮笲笩

筡筮筤第 筭筯筲筥 筴筲筩筶筩筡筬筬筹第

| 筬筯筧 gy笨λ笨µ0笩笩| ≤ |λ笨µ0笩y −A笨λ笨µ0笩| . 笨笴笮筅笮笳笩

笱笲笸
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筗筥 筫筮筯筷 筴筨筡筴 λ笨µj笨δ笩笩 筡筮筤 A笨λ笨µj笨δ笩笩笩 筡筲筥 筳筭筯筯筴筨第 筨筥筮筣筥 笌筮筩筴筥 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 筦筯筲 µj笨δ笩
筩筮 筴筨筥 筩筮筴筥筲筩筯筲 筯筦 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 M 笨筳筥筥 筛笱笳第 筃筨筡筰筴筥筲 笹第 答筨筥筯筲筥筭 笹笮笱
筡筮筤 筅筱笮 笨笲笩筝笩笮 筓筩筮筣筥 M 筩筳 筯筰筥筮 筡筮筤 筦筯筲 筡筬筬 j 笽 笱..k第 µj笨笰笩 笽 µ0 ∈ M第 筩筴 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴
| 筬筯筧 f笨y笩笨δ笩 − 筬筯筧 gy笨λ笨µ0笩笩| 筣筡筮 筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筡筳 筡 筳筭筯筯筴筨第 筩筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 笌筮筩筴筥 筦筵筮筣筴筩筯筮
筯筦 |y| 筦筯筲 筡筬筬 δ 筩筮 筡 筣筯筭筰筡筣筴 筳筵筢筳筥筴 筯筦 R 筷筩筴筨 笰 筩筮 筩筴筳 筩筮筴筥筲筩筯筲笮 筓筩筮筣筥 |y| ≤ 笱 笫 y2 筨筡筳
笌筮筩筴筥 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筵筮筤筥筲 筡筬筬 Pµ 筷筩筴筨 µ ∈ M第 笌筮筩筴筥筮筥筳筳 筯筦 笨笴笮筃笮笲笩 筦筯筬筬筯筷筳 筢筹 笨笴笮筅笮笱笩笮

Step 2 筗筥 筮筯筷 筰筲筯筣筥筥筤 筴筯 筥筳筴筡筢筬筩筳筨 筴筨筡筴 筷筥 筣筡筮 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筥 筷筩筴筨 筲筥筳筰筥筣筴 筴筯 δ 筦筯筲 δ
筩筮 筡 筣筯筭筰筡筣筴 筳筵筢筳筥筴 筯筦 R 筷筩筴筨 笰 筩筮 筩筴筳 筩筮筴筥筲筩筯筲笮 答筨筥 筰筲筯筯筦 筷筩筬筬 筭筡筫筥 筵筳筥 筯筦 笨笴笮筅笮笲笩 筡筮筤
笨笴笮筅笮笳笩笮 筗筥 筤筥筮筯筴筥 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥筳 筯筦 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 fy 筡筮筤 gy 筡筳

gsy笨λ笩 笽
筤s

筤λs
gy笨λ笩 筡筮筤 fsy 笨δ笩 笽

筤s

筤δs
fy笨δ笩.

筗筥 筷筩筬筬 筡筲筧筵筥 筴筨筡筴第 筦筯筲 筡筮筹 s ∈ N第 筴筨筥 筦筡筭筩筬筹 { ds

dδs fy笨δ笩 筬筯筧 fy笨δ笩 − fy笨δ笩 筬筯筧 gy笨λ笨µ0笩笩 笺
δ ∈ 笁} 筩筳 筵筮筩筦筯筲筭筬筹 筩筮筴筥筧筲筡筢筬筥 筦筯筲 筡筮筹 筣筯筭筰筡筣筴 笁 ⊂ R第 筳筯 筴筨筡筴 筷筥 筡筲筥 筡筬筬筯筷筥筤 筴筯
筩筮筴筥筲筣筨筡筮筧筥 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筩筯筮 筡筮筤 筩筮筴筥筧筲筡筴筩筯筮 筛筳筥筥 筥笮筧笮 笹笸第 筃筨筡筰筴筥筲 筁笱笶筝笮

筕筳筩筮筧 筳筴筡筮筤筡筲筤 筲筥筳筵筬筴筳 筦筯筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筷筥 筨筡筶筥第 筦筯筲 λ 筩筮 筴筨筥 筩筮筴筥筲筩筯筲 筯筦 筴筨筥
筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥第

g(1)y 笨λ笩 笽 笨y − µ笨λ笩笩gy笨λ笩

g(2)y 笨λ笩 笽 −I笨λ笩gy笨λ笩 笫 笨y − µ笨λ笩笩2gy笨λ笩,

筷筨筥筲筥 µ笨λ笩 筤筥筮筯筴筥筳 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筯 λ 筡筮筤 I笨λ笩 筴筨筥
筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筆筩筳筨筥筲 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮笮

筃筯筮筴筩筮筵筩筮筧 筴筨筩筳 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筦筡筣筴 筴筨筡筴 笨ds/dλs笩A笨λ笩 筩筳 筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳 筦筯筲 筡筬筬 s第 筧筩筶筥筳

g(s)y 笨λ笩 笽 gy笨λ笩 · hy,s笨λ笩 筷筩筴筨 hy,s笨λ笩 笽

s∑
t=1

h[t,s]笨λ笩笨y − µ笨λ笩笩t 笨笴笮筅笮笴笩

筦筯筲 筳筯筭筥 筳筭筯筯筴筨 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 h[1,s], h[2,s], . . . , h[s,s] 筯筦 λ 笨筷筥 筤筯 筮筯筴 筮筥筥筤 筴筯 筫筮筯筷 筰筲筥筣筩筳筥
筤筥笌筮筩筴筩筯筮筳 筯筦 筴筨筥筳筥 筦筵筮筣筴筩筯筮筳笩笮 筓筩筭筩筬筡筲筬筹

f (1)y 笨δ笩 笽
∑
j

g(1)y 笨λµj(δ)笩 · 笨λ笨µj笨δ笩笩笩
′

筷筨筥筲筥 λ笨µj笨δ笩笩
′ 笽 d

dδλ笨µj笨δ笩笩笮 筗筥 筫筮筯筷 筴筨筡筴 λ′笨µj笨δ笩笩 筡筮筤 筦筵筲筴筨筥筲 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥筳 筡筲筥
筳筭筯筯筴筨 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 筦筯筲 µj笨δ笩 筩筮 筴筨筥 筩筮筴筥筲筩筯筲 筯筦 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 M 笨筳筥筥 筛笱笳第
筃筨筡筰筴筥筲 笹第 答筨筥筯筲筥筭 笹笮笱 筡筮筤 筅筱笮 笨笲笩筝笩笮 筓筩筮筣筥 筴筨筩筳 筳筰筡筣筥 筩筳 筯筰筥筮 筡筮筤 筦筯筲 筡筬筬 j 笽 笱..k第
µj笨笰笩 笽 µ0 ∈ M第 筩筴 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴 λ′笨µj笨δ笩笩 筡筲筥 筳筭筯筯筴筨 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 筯筦 δ 筦筯筲 δ 筩筮 筡 筣筯筭筰筡筣筴
筳筵筢筳筥筴 筯筦 R 筷筩筴筨 笰 筩筮 筩筴筳 筩筮筴筥筲筩筯筲笮 答筨筵筳第 筡筮筡筬筯筧筯筵筳筬筹 筴筯 筷筨筡筴 筷筥 筤筩筤 筡筢筯筶筥 筷筩筴筨 g(s)第
筷筥 筧筥筴 筴筨筡筴

f (s)y 笨δ笩 笽
∑
j

s∑
t=1

g(t)y 笨λ笨µj笨δ笩笩笩 · rt,s笨µj笩 笨笴笮筅笮笵笩

笱笲笹
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筦筯筲 筳筯筭筥 筳筭筯筯筴筨 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 rt,s第 筴筨筥 筤筥筴筡筩筬筳 筯筦 筷筨筩筣筨 筷筥 筤筯 筮筯筴 筮筥筥筤 筴筯 筫筮筯筷笮 等筮
筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筴筨筩筳 筧筩筶筥筳第 筷筩筴筨

b(s)y 笺笽
f
(s)
y 笨δ笩

fy笨δ笩

筴筨筡筴 ∣∣∣b(s)y ∣∣∣ ≤ ∑
j gy笨λ笨µj笨δ笩笩笩 · 笨

∑s
t=1 |hy,t笨λ笨µj笨δ笩笩笩 · rt,s笨µj笨δ笩笩|笩∑
j gy笨λ笨µj笨δ笩笩笩

≤
∑
j

s∑
t=1

|hy,t笨λ笨µj笨δ笩笩笩 · rt,s笨µj笨δ笩笩|.

等筮筳筰筥筣筴筩筮筧 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筩筮 筴筨筥 筭筡筩筮 筴筥筸筴第 筷筥 筩筮筦筯筲筭筡筬筬筹 筮筯筴筥 筴筨筡筴 筡筬筬 筴筥筲筭筳 筷筩筴筨筯筵筴
筬筯筧筡筲筩筴筨筭筳 筩筮 筴筨筥 笌筲筳筴 筦筯筵筲 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥筳 筯筦 F0笨δ笩 筡筮筤 F1笨δ笩 筣筡筮 筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筡筳 筰筲筯筤筵筣筴筳

fy笨δ笩 · b(s1)y 笨δ笩 · . . . · b(su)y 笨δ笩 筦筯筲 筴筨筥 b
(s)
y 筷筥 筪筵筳筴 筢筯筵筮筤筥筤 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筰筯筬筹筮筯筭筩筡筬筳 筩筮 |y|笻

筳筩筭筩筬筡筲筬筹第 筴筨筥 筴筥筲筭筳 筩筮筶筯筬筶筩筮筧 筬筯筧筡筲筩筴筨筭筳 筣筡筮 筢筥 筢筯筵筮筤筥筤 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筳筵筣筨 筰筯筬筹筮筯筭筩筡筬筳
筡筳 筷筥筬筬 筵筳筩筮筧 笨笴笮筅笮笲笩 筡筮筤 笨笴笮筅笮笳笩第 筳筵筧筧筥筳筴筩筮筧 筴筨筡筴 筡筬筬 筴筥筲筭筳 筩筮筳筩筤筥 筡筬筬 筩筮筴筥筧筲筡筬筳 筣筡筮 筢筥
筳筵筣筨 筢筯筵筮筤筥筤笮 答筨筩筳 筩筳 筩筮筤筥筥筤 筴筨筥 筣筡筳筥笺 筦筯筲筭筡筬筩筺筩筮筧 筴筨筥 筲筥筡筳筯筮筩筮筧第 筷筥 筳筥筥 筴筨筡筴∫ (

筤s

筤δs
fy笨δ笩 筬筯筧 fy笨δ笩 − fy笨δ笩 筬筯筧 gy笨λ笨µ0笩笩

)2

dρ笨y笩 笽

∫ (
f (s)y 笨筬筯筧 fy笨δ笩 − 筬筯筧 gy笨λ笨µ0笩笩笩 笫 fy笨δ笩

∑
u

cu · b(s2)y 笨δ笩 · . . . · b(su)y 笨δ笩

)2

dρ笨y笩

笽

∫
笨f (s)y 笨筬筯筧 fy笨δ笩 − 筬筯筧 gy笨λ笨µ0笩笩笩笩2 笫

(
fy笨δ笩

∑
u

cu · b(s1)y 笨δ笩 · . . . · b(su)y 笨δ笩

)2

笫 fy笨δ笩f (s)y 笨筬筯筧 fy笨δ笩 − 筬筯筧 gy笨λ笨µ0笩笩笩
∑
u

cu · b(s1)y 笨δ笩 · . . . · b(su)y 笨δ笩dρ笨y笩.

筂筹 笨笴笮筅笮笲笩 筡筮筤 笨笴笮筅笮笳笩 筡筮筤 筴筨筥 筢筯筵筮筤 筯筮 |b(s)y | 筧筩筶筥筮 筡筢筯筶筥第 筡筬筬 筴筨筥 筴筥筲筭筳 筷筩筴筨筩筮 筴筨筥
筩筮筴筥筧筲筡筬 筣筡筮 筢筥 筢筯筵筮筤筥筤 筢筹 筰筯筬筹筮筯筭筩筡筬筳 筩筮 y 笨筯筲 |y|笩第 筳筯 筴筨筥 筩筮筴筥筧筲筡筬 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 筬筩筮筥筡筲
筦筵筮筣筴筩筯筮筳 筯筦 筭筯筭筥筮筴筳 筯筦 ρ 筡筮筤 Pµ笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筵筳筩筮筧 筡筬筳筯 筴筨筡筴 ρ 筩筳 筩筴筳筥筬筦 筡 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹
筭筥筡筳筵筲筥 筡筮筤 筡 筭筥筭筢筥筲 筯筦 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筵筮筤筥筲 筣筯筮筳筩筤筥筲筡筴筩筯筮 笨筥筱筵筡筬 筴筯 Pµ
筷筩筴筨 λ笨µ笩 笽 笰笩第 筴筨筥 筩筮筴筥筧筲筡筬 筣筡筮 筢筥 筵筮筩筦筯筲筭筬筹 筢筯筵筮筤筥筤 筯筶筥筲 δ 筩筮 筡 筣筯筭筰筡筣筴 筳筵筢筳筥筴
筯筦 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥笮 等筴 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筦筡筭筩筬筹 { ds

dδs fy笨δ笩 筬筯筧 fy笨δ笩 −
fy笨δ笩 筬筯筧 gy笨λ笨µ0笩笩 笺 δ ∈ 笁} 筩筳 筵筮筩筦筯筲筭筬筹 筩筮筴筥筧筲筡筢筬筥 筛筳筥筥 筥笮筧笮 笹笸第 筃筨筡筰筴筥筲 笱笳笮笳筝第 筳筯
筩筮筴筥筧筲筡筴筩筯筮 筡筮筤 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筩筯筮 筭筡筹 筢筥 筩筮筴筥筲筣筨筡筮筧筥筤 筦筲筥筥筬筹 筛筳筥筥 筥笮筧笮 笹笸第 筃筨筡筰筴筥筲 筁笱笶筝笮
等筴 筡筬筳筯 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筱筵筡筮筴筩筴筹 筯筮 筴筨筥 筲筩筧筨筴笭筨筡筮筤 筳筩筤筥 筩筮 筴筨筥 筴筨筥筯筲筥筭 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筩筳
筢筯筵筮筤筥筤笮

Theorem 3

筁筳 筩筮 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笳第 筬筥筴 f笨δ笩 笽 EPµ

[
筬筯筧

pµ(Xk)
p⟨µ0⟩(Xk)

− 筬筯筧
pµ(Xk|Z)
p⟨µ0⟩(Xk|Z)

]
笮

笱笳笰
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答筯 筶筡筬筩筤筡筴筥 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筩筮 筴筨筥 筭筡筩筮 筴筥筸筴 筷筥 筭筥筲筥筬筹 筮筥筥筤 筴筯 筳筨筯筷 筴筨筡筴 f笨δ笩 筩筳 笌筮筩筴筥第
筡筮筤 筴筨筡筴 筷筥 筣筡筮 筩筮筴筥筲筣筨筡筮筧筥 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筩筯筮 筡筮筤 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筷筩筴筨 筲筥筳筰筥筣筴 筴筯 δ 筩筮 筡
筣筯筭筰筡筣筴 筩筮筴筥筲筶筡筬 筣筯筮筴筡筩筮筩筮筧 δ 笽 笰笮 答筨筵筳第 筷筥 筷筡筮筴 筴筯 筳筨筯筷 筴筨筡筴第 筦筯筲 筡筮筹 s ∈ N第 筷筥
筨筡筶筥 筴筨筡筴

筤s

筤δs
f笨δ笩 笽 E

[
筤s

筤δs

(
筬筯筧

pµ笨Xk笩

p⟨µ0⟩笨X
k笩

− 筬筯筧
pµ笨Xk | Z笩

p⟨µ0⟩笨X
k | Z笩

)]
.

答筯 筳筨筯筷 筴筨筩筳第 笌筲筳筴 筮筯筴筥 筴筨筡筴 筢筯筴筨 EPµ

[
筬筯筧

pµ(Xk)
p⟨µ0⟩(Xk)

]
筡筮筤 EPµ

[
筬筯筧

pµ(Xk|Z)
p⟨µ0⟩(Xk|Z)

| Z
]

筡筲筥

筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥筳 筢筥筴筷筥筥筮 筭筥筭筢筥筲筳 筯筦 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 笨筴筨筥 筦筡筣筴 筴筨筡筴 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筩筮筧 筯筮
筡 筳筵筭 筯筦 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筳 筲筥筳筵筬筴筳 筩筮 筡 筮筥筷第 筤筥筲筩筶筥筤 筦筵筬筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筩筳 筳筨筯筷筮
筢筹第 筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筛笱笹筝笩第 筷筨筩筣筨 筡筲筥 笌筮筩筴筥 筡筳 筬筯筮筧 筡筳 δ 筩筳 筩筮 筡 筳筵笎筣筩筥筮筴筬筹 筳筭筡筬筬 筩筮筴筥筲筶筡筬
筣筯筮筴筡筩筮筩筧 笰 筩筮 筩筴筳 筩筮筴筥筲筩筯筲 笨筳筩筮筣筥 筴筨筥筮 µ 筩筳 筩筮 筴筨筥 筩筮筴筥筲筩筯筲 筯筦 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲
筳筰筡筣筥笩笮 答筨筩筳 筡筬筲筥筡筤筹 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 f笨δ笩 筩筳 笌筮筩筴筥第 筡筮筤 筩筴 筡筬筳筯 筡筬筬筯筷筳 筵筳 筴筯 筲筥筷筲筩筴筥

f笨δ笩 笽 EPµ

[
筬筯筧

pµ笨Xk笩

p⟨µ0⟩笨X
k笩

]
− EPµ

[
筬筯筧

pµ笨Xk | Z笩

p⟨µ0⟩笨X
k | Z笩

]
.

筆筵筲筴筨筥筲筭筯筲筥第 筛笱笹第 答筨筥筯筲筥筭 笲笮笲筝 筩筮 筣筯筭筢筩筮筡筴筩筯筮 筷筩筴筨 答筨筥筯筲筥筭 笹笮笱笮 筡筮筤 筃筨筡筰筴筥筲 笹第
筅筱笮笲笮 筯筦 筛笱笳筝 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筮筹 筦筵筬筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筦筯筲 筡筮筹 笌筮筩筴筥 k > 笰第 筴筨筥
k笭筴筨 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥 筯筦 筴筨筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筷筩筴筨 筲筥筳筰筥筣筴 筴筯 筩筴筳 笌筲筳筴 筡筲筧筵筭筥筮筴第 筧筩筶筥筮 筩筮 筴筨筥
筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮第 筥筸筩筳筴筳第 筩筳 笌筮筩筴筥第 筡筮筤 筣筡筮 筢筥 筯筢筴筡筩筮筥筤 筢筹 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筩筮筧
筵筮筤筥筲 筴筨筥 筩筮筴筥筧筲筡筬 筳筩筧筮第 筡筴 筡筮筹 µ 筩筮 筴筨筥 筩筮筴筥筲筩筯筲 筯筦 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥笮
筗筥 筡筲筥 筴筨筥筲筥筦筯筲筥 筡筬筬筯筷筥筤 筴筯 筩筮筴筥筲筣筨筡筮筧筥 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筡筮筤 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筩筯筮 筦筯筲 筳筵筣筨 筴筥筲筭筳
筳筥筰筡筲筡筴筥筬筹 筦筯筲 筡筬筬 δ 筩筮 筡筮筹 筣筯筭筰筡筣筴 筩筮筴筥筲筶筡筬 筣筯筮筴筡筩筮筩筮筧 笰笮 答筨筵筳第 筳筴筡筲筴筩筮筧 筷筩筴筨 筴筨筥
筰筲筥筶筩筯筵筳 筤筩筳筰筬筡筹第 筷筥 筣筡筮 筷筲筩筴筥

筤s

筤δs
f笨δ笩 笽

筤s

筤δs
EPµ

[
筬筯筧

pµ笨Xk笩

p⟨µ0⟩笨X
k笩

]
− 筤s

筤δs
EPµ

[
筬筯筧

pµ笨Xk | Z笩

p⟨µ0⟩笨X
k | Z笩

]
笽 EPµ

[
筤s

筤δs
筬筯筧

pµ笨Xk笩

p⟨µ0⟩笨X
k笩

]
− EPµ

[
筤s

筤δs
筬筯筧

pµ笨Xk | Z笩

p⟨µ0⟩笨X
k | Z笩

]
笽 EPµ

[
筤s

筤δs
筬筯筧

pµ笨Xk笩

p⟨µ0⟩笨X
k笩

]
− EPµ

[
筤s

筤δs
筬筯筧

pµ笨Xk笩

p⟨µ0⟩笨X
k笩

笫 筬筯筧
pµ;[Z]笨Z笩

p⟨µ0⟩;[Z]笨Z笩

]
笽

EPµ

[
筤s

筤δs
筬筯筧

pµ笨Xk笩

p⟨µ0⟩笨X
k笩

]
− EPµ

[
筤s

筤δs
筬筯筧

pµ笨Xk笩

p⟨µ0⟩笨X
k笩

]
笫 EPµ

[
筤s

筤δs
筬筯筧

pµ;[Z]笨Z笩

p⟨µ0⟩;[Z]笨Z笩

]
笽 EPµ

[
筤s

筤δs
筬筯筧

pµ;[Z]笨Z笩

p⟨µ0⟩;[Z]笨Z笩

]
,

筷筨筥筲筥 筩筮 筴筨筥 筬筡筳筴 筬筩筮筥 筷筥 筵筳筥 筴筨筡筴 筡筬筬 筩筮筶筯筬筶筥筤 筴筥筲筭筳 筡筲筥 笌筮筩筴筥笮 答筨筩筳 筩筳 筷筨筡筴 筷筥 筨筡筤 筴筯
筳筨筯筷笮
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4.5. Graphical Depiction of RIPr-Approximation and Convergence of Li’s
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Chapter 5

Growth-Optimal E-Variables
and an extension to the
multivariate
Csiszár-Sanov-Chernoff
Theorem

Abstract

筗筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筧筲筯筷筴筨笭筯筰筴筩筭筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筷筩筴筨 筭筡筸筩筭筡筬 筥笭筰筯筷筥筲第 筢筯筴筨 筩筮 筡筮 筡筢筳筯筬筵筴筥
筡筮筤 筲筥筬筡筴筩筶筥 筳筥筮筳筥第 筦筯筲 筳筩筭筰筬筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳 筦筯筲 筡 d笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筲筡筮筤筯筭 筶筥筣筴筯筲第 筡筮筤
筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筥筤 筡筳 筡 筳筥筴 筯筦 d笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筭筥筡筮筳 M1笮
答筨筥筳筥 筩筮筣筬筵筤筥第 筡筭筯筮筧 筯筴筨筥筲筳第 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筡筬筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筷筩筴筨 筭筥筡筮 筩筮 M1第 筡筮筤 筴筨筥
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筧筥筮筥筲筡筴筥筤 筢筹 筴筨筥 筮筵筬筬 筲筥筳筴筲筩筣筴筥筤 筴筯 筭筥筡筮筳 筩筮 M1笮 筗筥 筳筨筯筷 筨筯筷 筴筨筥筳筥
筯筰筴筩筭筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筲筥 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筃筳筩筳筺笓筡筲笭筓筡筮筯筶笭筃筨筥筲筮筯笋 筢筯筵筮筤筳第 笌筲筳筴 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴
M1 筩筳 筣筯筮筶筥筸 笨筴筨筥筳筥 筲筥筳筵筬筴筳 筡筲筥 筮筯筴 筮筥筷笻 筷筥 筭筥筲筥筬筹 筲筥筦筯筲筭筵筬筡筴筥 筴筨筥筭笩 筡筮筤 筴筨筥筮 筦筯筲 筴筨筥
筣筡筳筥 筴筨筡筴 M1 筠筳筵筲筲筯筵筮筤筳笧 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 笨筴筨筥筳筥 筲筥筳筵筬筴筳 筡筲筥 筮筥筷笩笮

5.1 Introduction

E笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筰筲筥筳筥筮筴 筡 筣筯筭筰筥筬筬筩筮筧 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筴筯 筴筲筡筤筩筴筩筯筮筡筬 P 笭筶筡筬筵筥筳第 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲筬筹 筩筮
筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筳 筩筮筶筯筬筶筩筮筧 筯筰筴筩筯筮筡筬 筳筴筯筰筰筩筮筧 筡筮筤 筣筯筮筴筩筮筵筡筴筩筯筮 筛笴笲第 笹笱第 笷笶第 笷笱第 笴笶第 笳笶筝笮
筁筳 筩筳 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮第 筴筨筥筲筥 筩筳 筡 筣筬筯筳筥 筣筯筮筮筥筣筴筩筯筮 筢筥筴筷筥筥筮 筯筰筴筩筭筡筬 筲筥筪筥筣筴筩筯筮 筲筥筧筩筯筮筳 筯筦

0This chapter is based on Peter Grünwald, Yunda Hao, and Akshay Balsubramani. Growth-Optimal
E-Variables and an extension to the multivariate Csiszár-Sanov-Chernoff Theorem. arXiv preprint
arXiv:2412.17554, 2024.
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5.1. Introduction

筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筴筥筳筴筳 筡筴 笌筸筥筤 筬筥筶筥筬 α 筡筮筤 筯筰筴筩筭筡筬 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筯筮 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筩筥筳
筛笴笷筝笮 等筮 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筡 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筩筳 筣筯筮筮筥筣筴筩筯筮 筩筮 筴筨筥 筣筯筮筴筥筸筴 筯筦 筡 筳筩筭筰筬筥
筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筮筵筬筬 筡筮筤 筳筥筶筥筲筡筬 筴筹筰筥筳 筯筦 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳笮 筗筥 筳筴筵筤筹 筡筢筳筯筬筵筴筥 筡筮筤
筲筥筬筡筴筩筶筥 GROW 笨筠筧筲筯筷筴筨笭筲筡筴筥 筯筰筴筩筭筡筬 筩筮 筴筨筥 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥笧笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筳 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筤 筢筹
筛笴笲筝第 筡筮筤 筷筥 筳筨筯筷 筨筯筷 筳筵筣筨 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筲筥 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筡 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筯筮 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筷筨筩筣筨
筷筥 筣筡筬筬 Csiszár-Sanov-Chernoff 笨筃筓筃 筦筲筯筭 筮筯筷 筯筮笩笮 答筨筥 笱笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筶筥筲筳筩筯筮 筯筦
筴筨筩筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筩筳 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮 筡筳 筡 筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤 筡筰筰筬筩筣筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筃筲筡筭笓筥筲笭筃筨筥筲筮筯笋
筭筥筴筨筯筤 筡筮筤 筩筳 筳筯筭筥筴筩筭筥筳 筣筡筬筬筥筤 筴筨筥 generic 筃筨筥筲筮筯笋 筢筯筵筮筤笮 答筨筥 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筶筥筲筳筩筯筮
筷筡筳 筡筰筰筡筲筥筮筴筬筹 笌筲筳筴 筤筥筲筩筶筥筤 筢筹 筛笲笶筝 筡筳 筡 笨筳筩筧筮筩笌筣筡筮筴笩 筳筴筲筥筮筧筴筨筥筮筩筮筧 筯筦 筓筡筮筯筶笧筳 筣筬筡筳筳筩筣筡筬
筴筨筥筯筲筥筭笻 筷筥 筲筥筶筩筥筷 筴筨筩筳 筨筩筳筴筯筲筹 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笵笮笲笮笱 筢筥筮筥筡筴筨 答筨筥筯筲筥筭 笱笰笮 筇筩筶筥筮 筡筬筬 筴筨筩筳
筷筥 筤筥筣筩筤筥筤 筴筯 筮筡筭筥 筴筨筥 筢筯筵筮筤 筠筃筳筩筳筺笓筡筲笭筓筡筮筯筶笭筃筨筥筲筮筯笋笧笮

筆筯筲筭筡筬筬筹第 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筡 d笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筲筡筮筤筯筭 筶筥筣筴筯筲 Y 笽 笨Y1, . . . , Yd笩 筳筵筰筰筯筲筴筥筤 筯筮
筳筯筭筥 笨筰筯筳筳筩筢筬筹 笌筮筩筴筥 筯筲 筣筯筵筮筴筡筢筬筥笩 筳筵筢筳筥筴 Y 筯筦 Rd笮 筗筨筥筮筥筶筥筲 筷筥 筳筰筥筡筫 筯筦 筠筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮
筦筯筲 Y 笧 筷筥 筭筥筡筮 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筮 Y 筥筱筵筩筰筰筥筤 筷筩筴筨 筩筴筳 筳筴筡筮筤筡筲筤 筂筯筲筥筬 σ笭筡筬筧筥筢筲筡笮 答筨筥筮
conv笨Y笩第 筴筨筥 筣筯筮筶筥筸 筨筵筬筬 筯筦 Y 第 筩筳 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筭筥筡筮筳 筦筯筲 筳筵筣筨 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笻 筷筥 筩筮筶筡筲筩筡筢筬筹
筡筳筳筵筭筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筺筥筲筯笭筶筥筣筴筯筲 笨笰, . . . , 笰笩⊤ 笨筷筨筩筣筨 筷筥 筡筢筢筲筥筶筩筡筴筥 筴筯 笰 筷筨筥筮筥筶筥筲 筣筯筮筶筥筮筩筥筮筴笩
筩筳 筣筯筮筴筡筩筮筥筤 筩筮 Y 笮 筗筥 筴筨筥筮 筬筥筴 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 P0 筢筥 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筦筯筲 Y 筷筩筴筨 筭筥筡筮
筥筱筵筡筬 筴筯 筴筨筥 筺筥筲筯 筶筥筣筴筯筲笺 EP0

筛Y 筝 笽 笰笮 筗筥 笌筸 筡 筢筡筣筫筧筲筯筵筮筤 筭筥筡筳筵筲筥 ρ 筡筮筤 筡筳筳筵筭筥 筴筨筡筴
Y 筨筡筳 筡 筤筥筮筳筩筴筹 p0 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 ρ 筵筮筤筥筲 P0 笨筷筥 筭筡筹 筩筮 筦筡筣筴 筴筡筫筥 ρ 筥筱筵筡筬 筴筯 P0 筩筴筳筥筬筦
筷筩筴筨筯筵筴 筲筥筳筴筲筩筣筴筩筮筧 筴筨筥 筧筥筮筥筲筡筬筩筴筹 筯筦 筯筵筲 筲筥筳筵筬筴筳笩笮 筗筥 筡筳筳筵筭筥 筴筨筡筴 筷筥 筡筲筥 筧筩筶筥筮 筡 筳筥筴 筯筦
筭筥筡筮筳 M1 ⊂ conv笨Y笩 筡筮筤 筡筮 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 笨筩笮筥笮 筡 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筯筮 Y笩 H1 筴筨筡筴 筩筳
compatible 筷筩筴筨 筴筨筥 筧筩筶筥筮 M1第 筩筮 筴筨筥 筳筥筮筳筥 筴筨筡筴第 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ conv笨Y笩笺

µ ∈ M1 ⇔ 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴筳 P ∈ H1 筷筩筴筨 EP 筛Y 筝 笽 µ. 笨笵笮笱笮笱笩

筗筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筶筡筲筩筯筵筳 筳筵筣筨 H1笮 等筮 筧筥筮筥筲筡筬第 H1 筩筳 筡筬筬筯筷筥筤 筴筯 筣筯筮筴筡筩筮 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筴筨筡筴
筤筯 筮筯筴 筨筡筶筥 筤筥筮筳筩筴筩筥筳第 筢筵筴 筷筨筥筮筥筶筥筲 筡 P1 ∈ H1 筤筯筥筳 筨筡筶筥 筡 筤筥筮筳筩筴筹第 筩筴 筩筳 筤筥筮筯筴筥筤 筢筹
筳筭筡筬筬 筬筥筴筴筥筲筳第 筩笮筥笮 p1笮 筗筥 筦筵筲筴筨筥筲 筩筮筶筡筲筩筡筢筬筹 筡筳筳筵筭筥 筴筨筡筴 P0 筡筮筤 H1 筡筲筥 separated 筩筮
筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥 筭筥筡筮笮 答筨筡筴 筩筳第 筩筮筦µ∈M1 ∥µ∥2 > 笰, 筡筮筤 笌筮筡筬筬筹第 筴筨筡筴 Y 筡筤筭筩筴筳 筡 筭筯筭筥筮筴
筧筥筮筥筲筡筴筩筮筧 筦筵筮筣筴筩筯筮 筵筮筤筥筲 P0笮 答筨筩筳 筩筳 筡 筳筴筲筯筮筧 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮第 筢筵筴 筩筴 筩筳 筴筨筥 筯筮筬筹 筳筴筲筯筮筧
筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 筷筥 筩筭筰筯筳筥笮

等筮 筓筥筣筴筩筯筮 笵笮笲 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筇筒筏筗 笨筧筲筯筷筴筨笭筲筡筴筥笭筯筰筴筩筭筡筬 筩筮 筴筨筥 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥 筯筶筥筲
H1笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 SGROW 筦筯筲 筴筨筩筳 筳筣筥筮筡筲筩筯第 筡筳筳筵筭筩筮筧 筥筩筴筨筥筲 筴筨筡筴 H1 筩筳 筴筨筥 筳筥筴 P1 筯筦 all P
筷筩筴筨 筭筥筡筮 筩筮 筳筯筭筥 筧筩筶筥筮 convex 筳筥筴 M1第 筯筲 筴筨筡筴 H1 筩筳 筴筨筥 筳筥筴 E1 筯筦 筡筬筬 筥筬筥筭筥筮筴筳 筯筦 筴筨筥
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筧筥筮筥筲筡筴筥筤 筢筹 P0 筷筩筴筨 筭筥筡筮筳 筩筮 M1第 筯筲 筡筮筹 H1 筷筩筴筨 E1 ⊂ H1 ⊂ P1笱

筼 筩筴 筴筵筲筮筳 筯筵筴 筴筨筡筴 筴筨筥 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筣筯筩筮筣筩筤筥 筦筯筲 筡筬筬 筳筵筣筨 H1 笮 筗筥 筳筨筯筷 筨筯筷
筴筨筩筳 筲筥筳筵筬筴 筣筡筮 筢筥 筤筥筲筩筶筥筤 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筣筥筬筥筢筲筡筴筥筤 筃筳筩筳筺笓筡筲笭答筯筰筳笜筥 筐筹筴筨筡筧筯筲筥筡筮 筴筨筥筯筲筥筭
筦筯筲 筲筥筬筡筴筩筶筥 筥筮筴筲筯筰筹 筡筮筤 筨筯筷 筩筴 筬筥筡筤筳 筴筯 筴筨筥 筢筡筳筩筣 筃筓筃 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筯筮 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹笮 筗筥
筤筯 筮筯筴 筣筬筡筩筭 筮筯筶筥筬筴筹 筦筯筲 筴筨筩筳 筳筥筣筴筩筯筮第 筷筨筩筣筨 筭筯筳筴筬筹 筣筯筮筴筡筩筮筳 筲筥笭筦筯筲筭筵筬筡筴筩筯筮筳 筯筦 筲筥筳筵筬筴筳
筴筨筡筴 筡筲筥 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮 筩筮 筴筨筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮笭筴筨筥筯筲筥筴筩筣 笨筴筨筯筵筧筨 筰筥筲筨筡筰筳 筮筯筴 筩筮 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥笩
筣筯筭筭筵筮筩筴筹笮 答筨筥 筲筥筡筬 筮筯筶筥筬筴筹 筣筯筭筥筳 筩筮 筳筵筢筳筥筱筵筥筮筴 筳筥筣筴筩筯筮筳笺

等筮 筓筥筣筴筩筯筮 笵笮笳 筷筥 筭筯筶筥 筴筯 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 筴筨筥 complement 筯筦 M1 筩筳 筡 筣筯筮筮筥筣筴筥筤第
筢筯筵筮筤筥筤 筳筥筴 筣筯筮筴筡筩筮筩筮筧 P0 筼 筡 筣筡筳筥 筴筨筡筴 筩筳 筭筯筲筥 筬筩筫筥筬筹 筴筯 筡筲筩筳筥 筩筮 筰筲筡筣筴筩筣筡筬 筡筰筰筬筩筣筡筴筩筯筮筳第
筩筳 筭筯筲筥 筣筬筯筳筥筬筹 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筴筨筥 筳筥筴筴筩筮筧 筯筦 筴筨筥 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筃筌答第 筹筥筴 筨筡筳第 筡筳 筦筡筲 筡筳 筷筥
筫筮筯筷第 筮筯筴 筢筥筥筮 筣筯筮筳筩筤筥筲筥筤 筢筥筦筯筲筥 筷筨筥筮 筤筥筲筩筶筩筮筧 筃筓筃 筢筯筵筮筤筳第 筷筩筴筨 筴筨筥 筥筸筣筥筰筴筩筯筮 筯筦

笱笳笴



Chapter 5. Growth-Optimal E-Variables and an extension to the
multivariate Csiszár-Sanov-Chernoff Theorem

筛笵笱筝 筷筨筯 筣筯筮筳筩筤筥筲 筡 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筩筳 筳筥筴筴筩筮筧 笨筷筥 筲筥筴筵筲筮 筴筯 筴筨筥筩筲 筲筥筳筵筬筴筳 筩筮 筴筨筥 笌筮筡筬
筓筥筣筴筩筯筮 笵笮笶笩笮 筗筥 筤筥筮筯筴筥 筴筨筩筳 筡筳 筴筨筥 surrounding H1 筣筡筳筥第 筳筩筮筣筥 P0 筩筳 筠筳筵筲筲筯筵筮筤筥筤笧 筢筹
H1笮 筗筥 筣筡筮 筥筸筴筥筮筤 筴筨筥 筰筲筥筶筩筯筵筳 SGROW 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筯 筴筨筩筳 筣筡筳筥 筩筮 筴筷筯 筷筡筹筳笮 筗筥 筭筡筹
筥筩筴筨筥筲 筬筯筯筫 筡筴 筴筨筥 筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤 absolute 筥筸筴筥筮筳筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筯 筴筨筥
筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筣筡筳筥第 筷筨筩筣筨 筷筥 筳筴筩筬筬 筤筥筮筯筴筥 筢筹 Sgrow笻 筯筲 筷筥 筣筡筮 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筡 relatively
筯筰筴筩筭筡筬 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 Srel 筴筨筡筴 筩筳 筡筳 筣筬筯筳筥 筡筳 筰筯筳筳筩筢筬筥 筴筯 筴筨筥 筬筡筲筧筥筳筴 Sgrow 筡筭筯筮筧
筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 Sgrow 筴筨筡筴 筣筡筮 筢筥 筤筥笌筮筥筤 筯筮 筣筯筮筶筥筸 筳筵筢筳筥筴筳 筯筦 H1第 筷筨筥筲筥第 筩筮 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲第
筡筳 筩筮 筛笴笹筝第 筷筥 筤筥笌筮筥 筲筥筬筡筴筩筶筥 筯筰筴筩筭筡筬筩筴筹 筩筮 筡 筭筩筮筩筭筡筸笭筲筥筧筲筥筴 筳筥筮筳筥笮 筗筥 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筥
Sgrow 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 d 笽 笱 笨筬筥筡筶筩筮筧 筴筨筥 筣筯筭筰筬筩筣筡筴筥筤 筣筡筳筥 d > 笱 筡筳 筡筮 筯筰筥筮 筱筵筥筳筴筩筯筮笩第
筡筮筤 筷筥 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筥 Srel 筦筯筲 筧筥筮筥筲筡筬 筤筩筭筥筮筳筩筯筮 d笮 筗筥 筴筨筥筮 筳筨筯筷 筴筨筡筴 Srel 筬筥筡筤筳 筡筧筡筩筮
筴筯 筡 筃筓筃 筢筯筵筮筤第 答筨筥筯筲筥筭 笱笲 筼 筡筮筤 筴筨筩筳 筃筓筃 筢筯筵筮筤 筩筳 筮筥筷笮

答筨筥 筃筓筃 筢筯筵筮筤 筡筲筲筩筶筥筤 筡筴 筩筮 答筨筥筯筲筥筭 笱笲 筣筯筮筴筡筩筮筳 筡 筭筩筮筩筭筡筸 筲筥筧筲筥筴 筴筥筲筭 mmreg第
筷筨筩筣筨 筭筡筹 筢筥 筨筡筲筤 筴筯 筶筥筲筩筦筹 筩筮 筰筲筡筣筴筩筣筥笮 等筮 筴筹筰筩筣筡筬 筡筰筰筬筩筣筡筴筩筯筮筳第 筷筥 筷筩筬筬 筨筡筶筥 Y 笽
n−1

∑n
i=1Xi 筷筩筴筨 Xi 筩笮筩笮筤笮第 筦筯筲 筳筯筭筥 笌筸筥筤 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 n笮 答筨筥筮第 筩筦 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬

筦筡筭筩筬筹 筧筥筮筥筲筡筴筥筤 筢筹 P0 筩筳 筲筥筧筵筬筡筲 笨筡筳 筩筴 筷筩筬筬 筢筥 筩筮 筭筯筳筴 筣筡筳筥筳笩第 筷筥 筫筮筯筷 筴筨筡筴 Y 筩筳 筥筱筵筡筬
筴筯 筞µ|X1,...,Xn 第 筴筨筥 筭筡筸筩筭筵筭 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筥筳筴筩筭筡筴筯筲 筦筯筲 筴筨筥 筧筥筮筥筲筡筴筥筤 筦筡筭筩筬筹第 筧筩筶筥筮 筩筮 筩筴筳
筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮笮 筗筥 筣筡筮 筴筨筥筮 筴筨筩筮筫 筯筦 筴筨筥 筃筓筃 筢筯筵筮筤 筡筳 筡 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筯筮
筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筴筨筡筴 筢筯筵筮筤筳 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筯筦 筴筨筥 筍筌筅 筦筡筬筬筩筮筧 筩筮 筳筯筭筥 筳筥筴笮 筂筡筳筥筤 筯筮
筴筨筩筳 筩筮筳筴筡筮筴筩筡筴筩筯筮 筯筦 Y 第 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥第 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笵笮笴第 筢筡筳筥筤 筯筮 筥筡筲筬筩筥筲 筷筯筲筫 筢筹 筛笲笳第 笸笰筝第
筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣 筥筸筰筲筥筳筳筩筯筮筳 筯筦 筴筨筥 筭筩筮筩筭筡筸 筲筥筧筲筥筴 筴筥筲筭 mmregn 筡筳 筡 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 n第 筡筮筤
筳筨筯筷 筴筨筡筴第 筵筮筤筥筲 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筯筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 筯筦 筴筨筥 筳筥筴 M1第 筩筴 筩筮筣筲筥筡筳筥筳 筡筳

d− 笱

笲
筬筯筧 n笫O笨笱笩,

等筴 筩筳 筮筯 筣筯筩筮筣筩筤筥筮筣筥 筴筨筡筴 筴筨筩筳 筴筥筲筭 筩筳 筥筱筵筡筬 筴筯 筴筨筥 筂等筃笯筍筄筌 筭筯筤筥筬 筣筯筭筰筬筥筸筩筴筹 筦筯筲
d− 笱笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筡筬 筦筡筭筩筬筹笺 筩筴 筴筵筲筮筳 筯筵筴 筴筨筡筴 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 筯筦 M1 筩筳 筴筨筥 筲筥筬筥筶筡筮筴
筱筵筡筮筴筩筴筹 筨筥筲筥第 筡筮筤 筩筴 筤筥笌筮筥筳 筡 笨d− 笱笩笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筥筭筢筥筤筤筥筤 筷筩筴筨筩筮
筴筨筥 d笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筦筡筭筩筬筹 筧筥筮筥筲筡筴筥筤 筢筹 P0笮 筗筥 筳筨筯筷 筨筯筷 筴筨筩筳 筲筥筳筵筬筴 筧筩筶筥筳 筵筳 筡筮
筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣 筥筸筰筲筥筳筳筩筯筮 筦筯筲 筴筨筥 筡筢筳筯筬筵筴筥 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 Sgrow 筡筦筴筥筲 筡筬筬第 筰筲筯筶筩筤筥筤 筴筨筡筴
筴筨筥 筣筯筭筰筬筥筭筥筮筴 筯筦 M1 筩筳 筡 筋筵筬筬筢筡筣筫笭筌筥筩筢筬筥筲 筢筡筬筬 筡筲筯筵筮筤 P0笮

答筨筩筳 筰筡筰筥筲 筩筳 筳筴筩筬筬 筡 筷筯筲筫 筩筮 筰筲筯筧筲筥筳筳笮 等筮 筴筨筥 笌筮筡筬 筳筥筣筴筩筯筮 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥 筡筤筤筩筴筩筯筮筡筬
筤筩筳筣筵筳筳筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筳第 筡 筣筯筭筰筡筲筩筳筯筮 筴筯 筴筨筥 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筃筥筮筴筲筡筬 筌筩筭筩筴 答筨筥筯筲筥筭第 筡筮筤
筷筥 筩筮筤筩筣筡筴筥 筴筨筥 筦筵筴筵筲筥 筷筯筲筫 筷筥 筷筯筵筬筤 筬筩筫筥 筴筯 筡筤筤 筴筯 筯筵筲 筣筵筲筲筥筮筴 筲筥筳筵筬筴筳笮

5.1.1 Background on GROW e-variables

筓筩筮筣筥 筩筴 筷筩筬筬 筨筥筬筰 筰筲筯筶筩筤筥 筴筨筥 筲筩筧筨筴 筣筯筮筴筥筸筴第 筩筮 筴筨筩筳 筼 筡筮筤 筯筮筬筹 筩筮 筴筨筩筳 筼 筳筵筢筳筥筣筴筩筯筮 筷筥
筡筬筬筯筷 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳 H0笮 筅筡筣筨 P ∈ H0 筩筳 筴筨筥筮 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筦筯筲 Y 笮

Definition 7. 筁 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 S 笽 s笨Y 笩 筩筳 筣筡筬筬筥筤 筡筮 e笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 H0 筩筦

筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0笺 EP 筛S筝 ≤ 笱.

筌筥筴 S0 筢筥 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筴筨筡筴 筣筡筮 筢筥 筤筥笌筮筥筤 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 H0 筡筮筤 筳筵筣筨
筴筨筡筴 EP 筛筬筯筧S筝 筩筳 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤 筡筳 筡筮 筥筸筴筥筮筤筥筤 筲筥筡筬 筮筵筭筢筥筲 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H1第 筷筨筥筲筥 筷筥

笱笳笵



5.1. Introduction

筡筤筯筰筴 筴筨筥 筣筯筮筶筥筮筴筩筯筮 筴筨筡筴 筬筯筧∞ 笽 ∞ 筡筮筤 筬筯筧 笰 笽 ∞笮 筠筗筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤笧 筭筥筡筮筳 筴筨筡筴 筷筥
筭筡筹 筨筡筶筥 EP 筛笨筬筯筧S笩 ∨ 笰筝 笽 ∞ 筯筲 EP 筛笨筬筯筧S笩 ∧ 笰筝 笽 −∞ 筢筵筴 筮筯筴 筢筯筴筨笮 筛笴笲筝 筤筥笌筮筥筳 筴筨筥
worst笭case optimal expected capital growth rate 笨GROW笩 筡筳

GROW 笺笽 筳筵筰
S:S∈S0

筩筮筦
P∈H1

EP 筛筬筯筧S筝, 笨笵笮笱笮笲笩

筷筨筥筲筥 EP 筛筬筯筧S筝 筩筳 筴筨筥 筳筯笭筣筡筬筬筥筤 growth rate 筯筦 S 筵筮筤筥筲 P ∈ H1笮 答筨筥 GROW
E笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筤筥筮筯筴筥筤 筡筳 Sgrow第 筩筦 筩筴 筥筸筩筳筴筳第 筩筳 筴筨筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筡筣筨筩筥筶筩筮筧 筴筨筥 筳筵筰筲筥筭筵筭
筡筢筯筶筥笮 筗筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筛笴笲第 笷笱筝 筦筯筲 筥筸筴筥筮筳筩筶筥 筤筩筳筣筵筳筳筩筯筮 筯筮 筷筨筹 筴筨筩筳 筩筳第 筩筮 筡 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筳筥筮筳筥第
筴筨筥 optimal 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筨筡筴 筣筡筮 筢筥 筤筥笌筮筥筤 筦筯筲 筴筨筥 筧筩筶筥筮 筴筥筳筴筩筮筧 筰筲筯筢筬筥筭笮 筁筳 筡 筳筰筥筣筩筡筬
筣筡筳筥 筯筦 筴筨筥筩筲 筭筡筩筮 筲筥筳筵筬筴第 筇筲筿筵筮筷筡筬筤 筥筴 筡筬笮 筛笴笲第 答筨筥筯筲筥筭 笲筝 筳筨筯筷 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧笺

Theorem 9. [42, Theorem 2, Special Case] Suppose that (a) D笨P1∥P0笩 <∞ for
all P1 ∈ H1, P0 ∈ H0 and (b)

筭筩筮
P1∈conv(H1)

筭筩筮
P0∈conv(H0)

D笨P1∥P0笩 笨笵笮笱笮笳笩

is achieved by some P ∗
1 , P0, then we have

筳筵筰
S∈S0

筩筮筦
P∈H1

EY∼P 筛筬筯筧S筝 笽 D笨P ∗
1 ∥P0笩 笽 GROW 笽 筩筮筦

P∈H1

EY∼P

[
筬筯筧

p∗1笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
, 笨笵笮笱笮笴笩

and Sgrow, achieving (5.1.2), is therefore given by Sgrow 笽
p∗1笨Y 笩

p0笨Y 笩
. 笨笵笮笱笮笵笩

Here p∗1 is the density of P ∗
1 , which exists by the finite KL assumption.

5.1.2 Simple H0 and the Pythagorean Property

筍筯筳筴 筲筥筣筥筮筴 筷筯筲筫 筩筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筨筥筯筲筹 筨筡筳 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筥筤 筯筮 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 H0 筡筮筤
筳筩筭筰筬筥 H1 筛笷笱筝笮 答筨筲筯筵筧筨筯筵筴 筴筨筩筳 筰筡筰筥筲 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筲筥筶筥筲筳筥 筣筡筳筥第 筳筩筭筰筬筥 H0 笽 {P0}
筡筮筤 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 H1笮 筎筯筷 筴筨筥 筰筲筯筢筬筥筭 筣筬筥筡筲筬筹 筳筩筭筰筬筩笌筥筳 筡筮筤 筩筮 筦筡筣筴第 筡 筬筯筴 筭筯筲筥 筨筡筳
筢筥筥筮 筫筮筯筷筮 筡筢筯筵筴 筴筨筩筳 筳筰筥筣筩筡筬 筣筡筳筥 筳筩筮筣筥 筴筨筥 笱笹笷笰筳第 筡筬筢筥筩筴 筥筸筰筲筥筳筳筥筤 筩筮 筴筨筥 筤筩笋筥筲筥筮筴
筬筡筮筧筵筡筧筥 筯筦 筤筡筴筡笭筣筯筭筰筲筥筳筳筩筯筮笺 筩筮 筡 筬筡筮筤筭筡筲筫 筰筡筰筥筲第 答筯筰筳笜筥 筛笸笴第 答筨筥筯筲筥筭 笹筝 筰筲筯筶筥筤 筡
筭筩筮筩筭筡筸 筲筥筳筵筬筴 筦筯筲 筲筥筬筡筴筩筶筥 筥筮筴筲筯筰筹 筷筨筩筣筨 笨筥筳筳筥筮筴筩筡筬筬筹笩 筩筭筰筬筩筥筳 笨笵笮笱笮笴笩 筦筯筲 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥
H0 筣筡筳筥笮 等筮 筦筡筣筴第 筨筩筳 筲筥筳筵筬筴 筥筶筥筮 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 P ∗

1 筳筵筣筨 筴筨筡筴 笨笵笮笱笮笴笩 筡筮筤
笨笵笮笱笮笵笩 筨筯筬筤 筥筸筩筳筴筳 筵筮筤筥筲 筭筵筣筨 筷筥筡筫筥筲 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳第 筩筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 笨筢笩 筡筢筯筶筥 筩筳
筮筯筴 筮筥筥筤筥筤笺 P ∗

1 筥筸筩筳筴筳 筥筶筥筮 筩筦 筴筨筥 筭筩筮筩筭筵筭 筩筮 筭筩筮P∈conv(H1)D笨P1∥P0笩 筩筳 筮筯筴 筡筣筨筩筥筶筥筤笮
答筨筥 筫筥筹 筲筥筳筵筬筴 筴筨筡筴 答筯筰筳笜筥 筵筳筥筤 筴筯 筰筲筯筶筥 筨筩筳 筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 笨笵笮笱笮笴笩 筡筮筤 笨笵笮笱笮笵笩 筩筳 答筨筥筯筲筥筭
笸 筯筦 筨筩筳 筰筡筰筥筲第 筡 筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 筴筨筥 Pythagorean theorem 筦筯筲 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筯筲筩筧筩筮筡筬筬筹 筤筵筥
筴筯 筃筳筩筳筺笓筡筲 筛笲笵第 笲笴第 笲笷筝 笮 筗筥 筷筩筬筬 筲筥笭筳筴筡筴筥 筴筨筩筳 筲筥筳筵筬筴 筡筮筤 筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹 筵筳筥 筩筴 筴筯 筲筥笭筤筥筲筩筶筥 筡
筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 笨笵笮笱笮笴笩 筡筮筤 笨笵笮笱笮笵笩 筴筨筡筴 筩筳 筳筬筩筧筨筴筬筹 筳筴筲筯筮筧筥筲 筴筨筡筮 答筯筰筳笜筥笧筳 筡筮筤 筢筥筴筴筥筲 筳筵筩筴筥筤 筴筯
筯筵筲 筮筥筥筤筳 笨答筯筰筳笜筥笧筳 答筨筥筯筲筥筭 笹 筳筴筩筬筬 筡筳筳筵筭筥筳 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 笨筡笩笻 筯筵筲 筤筥筲筩筶筡筴筩筯筮 筷筥筡筫筥筮筳 筩筴笩笮

答筨筥 筐筹筴筨筡筧筯筲筥筡筮 筴筨筥筯筲筥筭 筥筸筰筲筥筳筳筥筳 筴筨筡筴 筩筮 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筳筥筮筳筥第 筴筨筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥
筢筥筨筡筶筥筳 筬筩筫筥 筡 筳筱筵筡筲筥筤 筅筵筣筬筩筤筥筡筮 筤筩筳筴筡筮筣筥笺 筦筯筲 筡筲筢筩筴筲筡筲筹 P0 筡筮筤 H1 筡筳 筡筢筯筶筥第 筷筥 筨筡筶筥
筡筳 筬筯筮筧 筡筳 H1 筩筳 convex 筡筮筤 筩筮筦P1∈H1 D笨P1∥P0笩 < ∞第 筴筨筡筴 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴筳 筡 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹

笱笳笶



Chapter 5. Growth-Optimal E-Variables and an extension to the
multivariate Csiszár-Sanov-Chernoff Theorem

筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 P ∗
1 第 筣筡筬筬筥筤 筴筨筥 information projection of P0 on H1第 筴筨筡筴 筳筡筴筩筳笌筥筳笺

筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H1笺 D笨P∥P0笩 ≥ D笨P∥P ∗
1 笩 笫D笨P ∗

1 ∥P0笩 笨笵笮笱笮笶笩

筦筯筲 筥筶筥筲筹 Q1, Q2, . . . ∈ H1 筷筩筴筨 筬筩筭
j→∞

D笨Qj∥P0笩 笽 筩筮筦
P∈H1

D笨P1∥P0笩第 筷筥 筨筡筶筥 笺

筬筩筭
j→∞

D笨Qj∥P ∗
1 笩 笽 笰. 笨笵笮笱笮笷笩

D笨P ∗
1 ∥P0笩 ≤ 筩筮筦

P∈H1

D笨P∥P0笩. 笨笵笮笱笮笸笩

等筮 筳筴筡筮筤筡筲筤 筣筡筳筥筳第 筴筨筥 笌筮筡筬 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筷筩筬筬 筨筯筬筤 筷筩筴筨 筥筱筵筡筬筩筴筹笻 筩筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筷筥 筨筡筶筥
筥筱筵筡筬筩筴筹 筩筦 筭筩筮P1∈H1

D笨P1∥P0笩 筩筳 筡筣筨筩筥筶筥筤笮

筗筥 筣筡筬筬 笨笵笮笱笮笶笩 筴筨筥 Pythagorean property笮 筎筯筴筥 筴筨筡筴 筩筴 筩筳 implied 筢筹 筣筯筮筶筥筸筩筴筹 筯筦 H1

筡筮筤 笌筮筩筴筥筮筥筳筳 筯筦 筩筮筦 D笨P1∥P0笩第 筢筵筴 筩筴 筭筡筹 筳筯筭筥筴筩筭筥筳 筨筯筬筤 筥筶筥筮 筩筦 H1 筩筳 筮筯筴 筣筯筮筶筥筸笮

筗筥 筮筯筷 筳筨筯筷第 筳筬筩筧筨筴筬筹 筧筥筮筥筲筡筬筩筺筩筮筧 答筯筰筳笜筥笧筳 筲筥筳筵筬筴第 筨筯筷 筴筨筥 筐筹筴筨筡筧筯筲筥筡筮 筰筲筯筰筥筲筴筹
笨笵笮笱笮笶笩 筩筭筰筬筩筥筳 筡 筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 筛笴笲筝笧筳 筴筨筥筯筲筥筭 筦筯筲 筳筩筭筰筬筥 H0 笨筩筮 筦筡筣筴第 筩筮 筴筨筥 筲筥筦筯筲筭筵筬筡筴筩筯筮 筡筳
筡 筭筩筮筩筭筡筸 筴筨筥筯筲筥筭 筦筯筲 筤筡筴筡 筣筯筭筰筲筥筳筳筩筯筮第 筴筨筥 筐筹筴筨筡筧筯筲筥筡筮 筰筲筯筰筥筲筴筹 筩筳 筩筮 筦筡筣筴 equivalent
筴筯 筴筨筥 筭筩筮筩筭筡筸 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筢筵筴 筷筥 筷筩筬筬 筮筯筴 筮筥筥筤 筴筨筡筴 筦筡筣筴 筨筥筲筥笻 筳筥筥 筛笳笷第 筓筥筣筴筩筯筮 笸筝 筦筯筲
筡筮 筥筸筴筥筮筤筥筤 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 筯筦 筴筨筩筳 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筣筥笩笮

Proposition 13. [Pythagoras ⇒ SGROW 笽 p∗1/p0] Suppose that H0 笽 {P0}
and let H1 be any set of distributions (not necessarily convex!) for Y such that
筩筮筦P∈H1 D笨P∥P0笩 <∞, and suppose that P ∗

1 is such that (5.1.6)–(5.1.8) holds, so that
it has a density p∗1. Further assume that, with ‘well-defined’ defined as above (5.1.2),

EP 筛筬筯筧 p∗1笨Y 笩/p0笨Y 笩筝 筩筳 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H1, 笨笵笮笱笮笹笩

so that p∗1笨Y 笩/p0笨Y 笩 ∈ S0. Then we have:

筳筵筰
S∈S0

筩筮筦
P∈H1

EY∼P 筛筬筯筧S筝 笽 D笨P ∗
1 ∥P0笩 笽 筩筮筦

P∈H1

EY∼P

[
筬筯筧

p∗1笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笨笵笮笱笮笱笰笩

so that Sgrow 笽 p∗1笨Y 笩/p0笨Y 笩.

Proof. 筓筩筮筣筥 筷筥 筤筥筡筬 筷筩筴筨 筡 筳筩筭筰筬筥 筮筵筬筬第 筩筴 筨筯筬筤筳 筴筨筡筴 笨筡筳 筳筨筯筷筮 筢筹 筛笴笲筝笩 筡筮筹 S ∈ S0

筭筵筳筴 筢筥 筯筦 筴筨筥 筦筯筲筭 q笨Y 笩/p0笨Y 笩 筦筯筲 筳筯筭筥 筳筵筢笭筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筹 q 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥
筭筥筡筳筵筲筥 ρ第 筡筮筤 筡筮筹 筳筵筣筨 筲筡筴筩筯 筤筥笌筮筥筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笺 筴筨筥 筮筯筴筩筯筮筳 筡筲筥 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴笮 筈筥筲筥
筠筳筵筢笭筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹笧 筭筥筡筮筳 筴筨筡筴

∫
q笨y笩dρ笨y笩 ≤ 笱 筩筳 筡筬筬筯筷筥筤 筴筯 筢筥 筳筭筡筬筬筥筲 筴筨筡筮 笱笮 筗筥 筴筨筵筳

筨筡筶筥第 筷筩筴筨 筳筵筰q 筤筥筮筯筴筩筮筧 筴筨筥 筳筵筰筲筥筭筵筭 筯筦 筡筬筬 筳筵筢笭筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筹 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 q 筦筯筲
Y 第

筳筵筰
S∈S0

筩筮筦
P∈H1

EY∼P 筛筬筯筧S筝 笽 筳筵筰
q

筩筮筦
P∈H1

EY∼P

[
筬筯筧

q笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
≤ 筳筵筰

q
EY∼P∗

1

[
筬筯筧

q笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笽 D笨P ∗

1 ∥P0笩. 笨笵笮笱笮笱笱笩

筁筴 筴筨筥 筳筡筭筥 筴筩筭筥第 筴筨筥 筐筹筴筨筡筧筯筲筥筡筮 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 笨笵笮笱笮笶笩 筧筩筶筥筳第 筢筹 筳筩筭筰筬筥 筲筥笭筡筲筲筡筮筧筩筮筧 筯筦

笱笳笷



5.1. Introduction

筴筨筥 筬筯筧筡筲筩筴筨筭筩筣 筴筥筲筭筳第 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H1 筷筩筴筨 D笨P∥P0笩 <∞笺

EY∼P

[
筬筯筧

p∗1笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
≥ EY∼P∗

1

[
筬筯筧

p∗1笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笽 D笨P ∗

1 ∥P0笩, 笨笵笮笱笮笱笲笩

筷筨筥筲筥筡筳 筩筦 D笨P∥P0笩 笽 ∞ 筴筨筥筮 筢筹 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 笨笵笮笱笮笸笩第 筴筨筥 筲筩筧筨筴笭筨筡筮筤 筳筩筤筥 筯筦 笨笵笮笱笮笱笲笩 筩筳
笌筮筩筴筥笮 笨笵笮笱笮笶笩 筴筨筥筮 筩筭筰筬筩筥筳 D笨P∥P1笩 笽 ∞第 筡筮筤笮 筢筥筣筡筵筳筥 筢筹 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 笨笵笮笱笮笹笩第 筴筨筥
筬筥筦筴笭筨筡筮筤 筳筩筤筥 筯筦 笨笵笮笱笮笱笲笩 筩筳 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤第 筷筥 筣筡筮 筡筧筡筩筮 筲筥笭筡筲筲筡筮筧筥 笨笵笮笱笮笶笩 筴筯 筧筩筶筥 笨笵笮笱笮笱笲笩笮
答筨筵筳第 筷筥 筨筡筶筥 筳筨筯筷筮 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H1第 笨笵笮笱笮笱笲笩 筨筯筬筤筳笮 筂筵筴 筴筨筥筮

筳筵筰
S∈S0

筩筮筦
P∈H1

EY∼P 筛筬筯筧S筝 ≥ 筩筮筦
P∈H1

EY∼P

[
筬筯筧

p∗1笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
≥ D笨P ∗

1 ∥P0笩. 笨笵笮笱笮笱笳笩

答筯筧筥筴筨筥筲第 笨笵笮笱笮笱笱笩 筡筮筤 笨笵笮笱笮笱笳笩 筩筭筰筬筹 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴笮

筗筨筩筬筥 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 笨笵笮笱笮笹笩 筭筡筹 筬筯筯筫 筣筯筭筰筬筩筣筡筴筥筤第 筩筴 筩筳 筩筭筭筥筤筩筡筴筥筬筹 筶筥筲筩笌筥筤 筴筯 筨筯筬筤
筩筦 D笨P1∥P0笩 <∞ 筦筯筲 筡筬筬 P1 ∈ H1 筢筵筴 筡筬筳筯 筵筮筤筥筲 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 筁筌答笭H1 筰筲筥筳筥筮筴筥筤 筩筮 筴筨筥
筮筥筸筴 筳筥筣筴筩筯筮第 筷筨筩筣筨 筡筬筬筯筷筳 筦筯筲 H1 筴筯 筥筶筥筮 筣筯筮筴筡筩筮 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 P1 筷筩筴筨 P1 ̸≪ P0 笨筳筥筥
筅筸筡筭筰筬筥 笱笱 筦筯筲 筡筮 筩筮筳筴筡筮筣筥 筯筦 筴筨筩筳笩笮

5.1.3 The Rôle of Exponential Families

筗筥 筳筨筡筬筬 筦筲筯筭 筮筯筷 筯筮 筴筡筣筩筴筬筹 筡筳筳筵筭筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筣筯筮筶筥筸 筳筵筰筰筯筲筴 筯筦 P0 筩筳 d笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 笨筳筥筥
筛笱笹第 筃筨筡筰筴筥筲 笱筝 筦筯筲 筴筨筥 筰筲筥筣筩筳筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筯筦 筠筣筯筮筶筥筸 筳筵筰筰筯筲筴笧笩笮 答筨筩筳 筩筳 筷筩筴筨筯筵筴 筬筯筳筳 筯筦
筧筥筮筥筲筡筬筩筴筹笺 筩筦 Y 筴筡筫筥筳 筶筡筬筵筥筳 筩筮 Rd 筹筥筴 筴筨筥 筣筯筮筶筥筸 筳筵筰筰筯筲筴 筤筯筥筳 筮筯筴 筨筡筶筥 筤筩筭筥筮筳筩筯筮 d第 筩筴
筭筵筳筴 筨筡筶筥 筤筩筭筥筮筳筩筯筮 d′ < d第 筡筮筤 筴筨筥筮 筷筥 筣筡筮 筲筥筰筬筡筣筥 Y 筢筹 d′笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 Y ′ 筴筨筡筴 筩筳 筡筮
筡笎筮筥 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 Y 筡筮筤 筷筯筲筫 筷筩筴筨 Y ′ 筩筮筳筴筥筡筤笮 筃筯筭筢筩筮筥筤 筷筩筴筨 筯筵筲 筥筡筲筬筩筥筲 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮
筴筨筡筴 Y 筨筡筳 筡 筭筯筭筥筮筴 筧筥筮筥筲筡筴筩筮筧 筦筵筮筣筴筩筯筮 筵筮筤筥筲 P0第 筩筴 筦筯筬筬筯筷筳 筛笱笹第 筃筨筡筰筴筥筲 笱筝 筴筨筡筴 Y
筡筮筤 P0 筪筯筩筮筴筬筹 generate 筡 d笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筮筡筴筵筲筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 E 笽 {Pθ 笺 θ ∈ 笂}笺
筡 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筦筯筲 Y 筷筩筴筨 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 笂 ⊆ Rd 笮 筅筡筣筨 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 Pθ 筨筡筳
筤筥筮筳筩筴筹 pθ 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 ρ第 筧筩筶筥筮 筢筹笺

pθ笨Y 笩 笽
笱

Z笨θ笩
筥筸筰

(
θ⊤Y

)
· p0笨Y 笩, 笨笵笮笱笮笱笴笩

筷筨筥筲筥 Z笨θ笩 筩筳 筴筨筥 筮筯筲筭筡筬筩筺筩筮筧 筦筡筣筴筯筲 筡筮筤 p0 筩筳 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筹 筯筦 筴筨筥 generating distribution
P0 筡筮筤 笂 笽 {θ 笺 Z笨θ笩 < ∞}笮 筆筲筯筭 筮筯筷 筯筮第 筷筥 筦筲筥筥筬筹 筵筳筥 筳筴筡筮筤筡筲筤 筰筲筯筰筥筲筴筩筥筳第
筴筥筲筭筩筮筯筬筯筧筹 筡筮筤 筤筥笌筮筩筴筩筯筮筳 筣筯筮筣筥筲筮筩筮筧 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 笨筳筵筣筨 筡筳 筠筣筡筲筲筩筥筲 筤筥筮筳筩筴筹笧
筡筮筤 筳筯 筯筮笩第 筴筨筡筴 筣筡筮 筢筥 筦筯筵筮筤第 筩筮第 筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筛笱笳第 笳笳第 笱笹筝笮 筗筥 筷筩筬筬 筯筮筬筹 筭筥筮筴筩筯筮 筴筨筥筳筥
筷筯筲筫筳第 筡筮筤 筴筨筥筮 筳筰筥筣筩笌筣 筳筥筣筴筩筯筮筳 筴筨筥筲筥筩筮第 筷筨筥筮 筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筲筥筳筵筬筴筳 筴筨筡筴 筡筲筥 筯筴筨筥筲筷筩筳筥
筨筡筲筤 筴筯 笌筮筤笮

筐筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 笨笵笮笱笮笱笴笩 筩筳 筣筡筬筬筥筤 筴筨筥 canonical 筯筲 natural 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮笮 筁筳 筩筳
筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮第 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筣筡筮 筢筥 筲筥笭筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筥筤 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥 筭筥筡筮 筯筦 Y 笮
答筨筵筳第 筴筨筥筲筥 筩筳 筡 笱笭筴筯笭笱 筭筡筰筰筩筮筧 µ 笺 笂 → M第 筭筡筰筰筩筮筧 筥筡筣筨 θ ∈ 笂 筴筯 µ笨θ笩 笺笽 EPθ 筛Y 筝第 筷筩筴筨
M 筢筥筩筮筧 筴筨筥 mean-value parameter space笮 筗筥 筬筥筴 θ笨µ笩 筢筥 筴筨筥 筩筮筶筥筲筳筥 筯筦 筴筨筩筳 筭筡筰筰筩筮筧
筡筮筤 筬筥筴 笖Pµ 笺笽 Pθ(µ) 筷筩筴筨 筤筥筮筳筩筴筹 笖pµ笨Y 笩 笺笽 pθ(µ)笨Y 笩笮 答筨筥筮 筷筥 筣筡筮 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴筬筹 筷筲筩筴筥

笱笳笸
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筯筵筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筡筳
E 笽 { 笖Pµ 笺 µ ∈ M}. 笨笵笮笱笮笱笵笩

筗筩筴筨筯筵筴 筬筯筳筳 筯筦 筧筥筮筥筲筡筬筩筴筹第 筷筥 筡筳筳筵筭筥 筴筨筡筴 Y 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筳筵筣筨 筴筨筡筴 笰 ∈ M 筡筮筤 筴筨筥
筮筡筴筵筲筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筩筳 筳筵筣筨 筴筨筡筴 θ笨笰笩 笽 笰, µ笨笰笩 笽 笰笮 筃筬筥筡筲筬筹 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳
H0 笽 {P0} 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 筴筨筥 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 E 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筯 筴筨筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筶筥筣筴筯筲 θ 笽 笰笮
答筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筷筩筬筬 筢筥 筴筨筥 筭筯筳筴 筠筮筡筴筵筲筡筬笧 筯筮筥 笨筮筯 筰筵筮 筩筮筴筥筮筤筥筤笩 筴筯
筵筳筥 筴筯 筤筥笌筮筥 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥笮 筁筳 筳筡筩筤 筩筮 筴筨筥 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筩筯筮第 筷筥 筲筥筳筴筲筩筣筴 筯筵筲筳筥筬筶筥筳 筴筯 筣筡筳筥筳
筩筮 筷筨筩筣筨 Y 筨筡筳 筡 筭筯筭筥筮筴 筧筥筮筥筲筡筴筩筮筧 筦筵筮筣筴筩筯筮 筵筮筤筥筲 P0笮 答筨筥筮 M 筣筯筮筴筡筩筮筳 筡筮 筯筰筥筮 筳筥筴
筡筲筯筵筮筤 笰 筡筮筤 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 笨笵笮笱笮笱笵笩 筥筸筩筳筴筳笮 筗筥 筤筥笌筮筥 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 H1 筩筮
筴筥筲筭筳 筯筦 筡 筧筩筶筥筮 筳筥筴 筯筦 筭筥筡筮筳 M1 ⊂ conv笨Y笩第 筩筮筶筡筲筩筡筢筬筹 筳筡筴筩筳筦筹筩筮筧笺

Condition ALT-M1: 笨筡笩 M1 筩筳 筣筬筯筳筥筤第 筡筮筤 筩筮筦µ∈M1 ∥µ∥2 > 笰笻 筡筮筤第 笨筢笩第 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ M1第
筴筨筥筲筥 筩筳 筡 µ′ ∈ M ∩ M1 筴筨筡筴 筬筩筥筳 筯筮 筴筨筥 筳筴筲筡筩筧筨筴 筬筩筮筥 筣筯筮筮筥筣筴筩筮筧 笰 筡筮筤 µ笮

筆筯筲 筴筨筥 筡筣筴筵筡筬 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筷筥 筴筨筥筮 筩筮筶筡筲筩筡筢筬筹 筦筵筲筴筨筥筲 筡筳筳筵筭筥笺

Condition ALT-H1: 笨筡笩 H1 筡筮筤 M1 筡筲筥 compatible 筩筮 筴筨筥 筳筥筮筳筥 筯筦 笨笵笮笱笮笱笩第 筡筮筤 笨筢笩
E1 笺笽 { 笖Pµ 笺 µ ∈ M1 ∩ M} ⊂ H1 筡筮筤第 笨筣笩第 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H1第 EY∼P 筛Y 筝 筩筳 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤笮

答筯 筡筰筰筲筥筣筩筡筴筥 筴筨筥筳筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳第 筣筯筮筳筩筤筥筲 笌筲筳筴 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 M 笽 conv笨Y笩第 筩笮筥笮 筴筨筥
筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筯筦 筦筡筭筩筬筹 E 筣筯筮筴筡筩筮筳 筥筶筥筲筹 筰筯筳筳筩筢筬筥 筭筥筡筮笮 答筨筥筮 筃筯筮筤筩筴筩筯筮
筁筌答笭M1 笨筡笩 筳筡筹筳 筴筨筡筴 M1 筩筳 筳筥筰筡筲筡筴筥筤 筦筲筯筭 笰 筡筮筤 筴筨筡筴 筩筴 筣筯筮筴筡筩筮筳 筩筴筳 筢筯筵筮筤筡筲筹 笨筮筯筴筥 筴筨筡筴
筩筴 筤筯筥筳 筮筯筴 筮筥筥筤 筴筯 筢筥 筢筯筵筮筤筥筤笺 筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筩筮 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 E 筩筳 筴筨筥 笱笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬
筮筯筲筭筡筬 筬筯筣筡筴筩筯筮 筦筡筭筩筬筹第 筨筡筶筩筮筧 M1 笽 筛笱,∞笩 筩筳 筰筥筲筦筥筣筴筬筹 笌筮筥笩笮 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 筁筌答笭M1 笨筢笩
筨筯筬筤筳 筡筵筴筯筭筡筴筩筣筡筬筬筹 筩筦 M 笽 conv笨Y笩 笨筥笮筧笮 筩筮 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筬筯筣筡筴筩筯筮 筣筡筳筥笩笻 筴筨筥 筥筸筡筭筰筬筥
筢筥筬筯筷 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥筳 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 M 筩筳 筡 筳筴筲筩筣筴 筳筵筢筳筥筴 筯筦 conv笨Y笩笮 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 筁筌答笭H1 笨筢笩
筳筩筭筰筬筹 筳筡筹筳 筴筨筡筴 筦筯筲 筥筶筥筲筹 筭筥筡筮 筩筮 M1第 H1 筣筯筮筴筡筩筮筳 筴筨筥 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筹 E 筷筩筴筨 筴筨筡筴 筭筥筡筮笮

Example 10. 筁筳 筡 筶筥筲筹 筳筩筭筰筬筥 筥筸筡筭筰筬筥第 筳筵筰筰筯筳筥 筴筨筡筴 Z1, Z2, . . . 筡筲筥 筩笮筩笮筤笮 筂筥筲筮筯筵筬筬筩笨p笩
筦筯筲 筳筯筭筥 笰 < p < 笱第 筡筮筤 Xi 笽 笱/p 筩筦 Zi 笽 笱 筷筨筥筲筥筡筳 Xi 笽 −笱/笨笱 − p笩 筩筦 Zi 笽 笰笮 筌筥筴
Y 笽 n−1

∑n
i=1Xi笮 答筨筥筮 conv笨Y笩 笽 筛−笱/笨笱 − p笩, 笱/p筝 筡筮筤 筡筣筣筯筲筤筩筮筧 筴筯 P0第 Y 筩筳 筡

筬筩筮筥筡筲 筴筲筡筮筳筦筯筲筭 筯筦 筡 bin笨n, p笩 筲筡筮筤筯筭 筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筩筴筨 EP0 筛Y 筝 笽 笰笮 答筨筥筮 筃筯筮筤筩筴筩筯筮
筁筌答笭M1 笨筡笩 筥筸筰筲筥筳筳筥筳 筴筨筡筴 M1 筭筵筳筴 筮筯筴 筣筯筮筴筡筩筮 筡 筮筥筩筧筨筢筯筲筨筯筯筤 筯筦 筴筨筥 筭筥筡筮 筯筦 P0

笨筩笮筥笮第 µ 笽 笰笩第 筡筮筤 笨筢笩 筴筨筡筴 筩筴 筭筵筳筴 筮筯筴 筢筥 筲筥筳筴筲筩筣筴筥筤 筴筯 筳筩筮筧筬筥筴筯筮筳 筡筴 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹
笨筩笮筥笮 µ 笽 笱/p 筯筲 µ 笽 −笱/笨笱 − p笩笩笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 M1 笽 筛笱/p − ϵ, 笱/p筝 筦筯筲
筡筮筹 笰 < ϵ < 笱/p 筳筡筴筩筳笌筥筳 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 筁筌答笭M1笮 筗筥 筳筥筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筯筮筬筹 筶筥筲筹
筭筩筮筩筭筡筬筬筹 筲筥筳筴筲筩筣筴筳 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 M1 筴筨筡筴 筡筲筥 筡筬筬筯筷筥筤笮 等筴 筢筥筣筯筭筥筳 筭筯筲筥 筲筥筳筴筲筩筣筴筩筶筥 筦筯筲 筴筨筥
笨筶筥筲筹 筳筥筬筤筯筭筬筹 筥筮筣筯筵筮筴筥筲筥筤笡笩 筣筡筳筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筧筥筮筥筲筡筴筥筤 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 E 筩筳 irregular
筛笱笳筝笮 筂筹 筣筯筮筳筴筲筵筣筴筩筯筮 筯筦 E 第 筴筨筩筳 筩筳 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筴筯 筩筴 筢筥筩筮筧 not steep笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筬筥筴 Y
筢筥 笱笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筡筮筤 筬筥筴 P0 筨筡筶筥 筤筥筮筳筩筴筹 p0笨y笩 笽 1y>1 · 笨笲/y3笩 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筌筥筢筥筳筧筵筥
筭筥筡筳筵筲筥笮 答筨筥筮 筷筥 筧筥筴 E 笽 {Pθ | θ ≤ 笰} 筷筩筴筨 pθ笨y笩 ∝ 筥筸筰笨θy笩p0笨y笩笮 答筨筥筮 M 笽 笨笱, 笲筝 筹筥筴
Y 笽 笨笱,∞笩 笨筦筲筯筭 筴筨筥 筦筡筣筴 筴筨筡筴 M 筩筳 筮筯筴 筯筰筥筮 筷筥 筩筭筭筥筤筩筡筴筥筬筹 筳筥筥 筴筨筡筴 E 筩筳 筮筯筴 筲筥筧筵筬筡筲笩笮
筃筯筮筤筩筴筩筯筮 筁筌答笭M1 筮筯筷 筲筥筱筵筩筲筥筳 筴筨筡筴 M1 筣筯筮筴筡筩筮筳 筡 µ < 笲第 筥筶筥筮 筴筨筯筵筧筨 P0笨Y ≥ b笩 > 笰
筦筯筲 筡筮筹 b ≥ 笲笮

笱笳笹



5.2. Convex M1

5.2 Convex M笱

The Connection between Exponential Families and the Pythagorean Theorem
筁筬筴筨筯筵筧筨 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筡筲筥 筵筳筵筡筬筬筹 筥筭筰筬筯筹筥筤 筡筳 筦筡筭筩筬筩筥筳 筴筨筡筴 筡筲筥 筲筥筡筳筯筮筡筢筬筥 筩筮
筴筨筥筩筲 筯筷筮 筲筩筧筨筴第 筡筳 筩筳 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮 筛笲笵第 笳笷筝 筴筨筥筹 筣筡筮 筡筬筳筯 筢筥 筡筲筲筩筶筥筤 筡筴 筡筳 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筩筮筧
筴筨筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 P ∗

1 筩筮 筴筨筥 筐筹筴筨筡筧筯筲筥筡筮 筰筲筯筰筥筲筴筹 筡筢筯筶筥 筦筯筲 筣筥筲筴筡筩筮 H1笮 筗筥
筷筩筬筬 筨筥筡筶筩筬筹 筵筳筥 筴筨筩筳 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筢筥筬筯筷笮 策筡筲筩筡筴筩筯筮筳 筯筦 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筲筥筳筵筬筴 笨筳筥筥
筆筩筧筵筲筥 笵笮笱 筦筯筲 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筩筯筮笩 筡筲筥 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮笺

Proposition 14. [GROW e-variable is 笖pµ∗/p0, with 笖Pµ∗ an element of exponential
family E ] Let H0 笽 {P0} and M1 be such that Condition ALT-M1 holds. Furthermore
let M1 be convex. Then there exists µ∗ ∈ M \ {笰} uniquely achieving 筩筮筦µ∈M1 D笨 笖Pµ∥P0笩,
and we have:

筭筩筮
µ∈M1∩M

D笨 笖Pµ∥P0笩 笽 筭筩筮
µ∈M1

D笨 笖Pµ∥P0笩 笽 D笨 笖Pµ∗∥P0笩 笽 θ∗⊤µ∗ − 筬筯筧Z笨θ∗笩 笨笵笮笲笮笱笩

with θ∗ 笺笽 θ笨µ∗笩 ∈ 笂. Furthermore let H1 be convex and such that Condition ALT-H1

holds. Then the minimum in (5.2.1) further satisfies:

筩筮筦
P∈H1

D笨P∥P0笩 笽 D笨 笖Pµ∗∥P0笩 笨笵笮笲笮笲笩

the minimum KL on the left being achieved uniquely by 笖Pµ∗ . As a consequence,
Sgrow 笽 笖pµ∗笨Y 笩/笖p0笨Y 笩 ∈ S0 and GROW 笽 D笨 笖Pµ∗∥P0笩.

Proof. 答筨筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 D笨 笖Pµ∥P0笩 筩筳 筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳 筩筮 µ第 筨筡筳 筩筴筳 筯筶筥筲筡筬筬 筭筩筮筩筭筵筭 筯筶筥筲
conv笨Y笩 筩筮 筴筨筥 筰筯筩筮筴 µ 笽 笰 筡筮筤 筩筳 筳筴筲筩筣筴筬筹 筣筯筮筶筥筸笮 答筨筩筳 筩筭筰筬筩筥筳 笨筩笩 筴筨筡筴 筢筹 筃筯筮筤筩筴筩筯筮
筁筌答笭M1笨筡笩第 筭筩筮µ∈M1 D笨 笖Pαµ∥P0笩 筩筳 筵筮筩筱筵筥筬筹 筡筣筨筩筥筶筥筤 筦筯筲 筳筯筭筥 µ∗ 筯筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 筯筦
M1笮 筂筹 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 筁筌答笭M1笨筢笩第 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 筯筦 M1 筩筳 筩筮筣筬筵筤筥筤 筩筮 M第 筳筯 µ∗ ∈ M1 ∩ M笮 答筨筩筳
筹筩筥筬筤筳 筴筨筥 笌筲筳筴 筴筷筯 筥筱筵筡筴筩筯筮筳 筩筮 笨笵笮笲笮笱笩笮 筗筲筩筴筩筮筧 筯筵筴 筴筨筥 筤筥筮筳筩筴筩筥筳 筩筮 D笨 笖Pµ∗∥ 笖P0笩 筴筨筥筮
筧筩筶筥筳 筴筨筥 筲筩筧筨筴筭筯筳筴 筥筱筵筡筬筩筴筹笮

等筴 筲筥筭筡筩筮筳 筴筯 筰筲筯筶筥 笨笵笮笲笮笲笩笮 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 筁筌答笭H1 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 H1 筣筯筮筴筡筩筮筳 筡 笖Pµ ∈
E 第 筨筥筮筣筥 M1 筣筯筮筴筡筩筮筳 筡 µ ∈ M第 筡筮筤 筳筩筮筣筥 D笨 笖Pµ∥P0笩 < ∞ 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ M第 筷筥 筨筡筶筥
筩筮筦P∈H1 D笨P∥P0笩 <∞笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筩筴 筳筵笎筣筥筳 筴筯 筳筨筯筷 笨笵笮笲笮笲笩 筷筩筴筨 筴筨筥 筩筮笌筭筵筭 筴筡筫筥筮
筯筶筥筲 {P ∈ H1 笺 D笨P∥P0笩 <∞}笮 等筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筡筬筬 P 筩筮 筴筨筩筳 筳筥筴 筨筡筶筥 筡 筤筥筮筳筩筴筹 p笮 答筨筵筳第
笌筸 筡筮筹 P 筩筮 筴筨筥 筳筥筴 {P ∈ H1 笺 D笨P∥P0笩 < ∞} 筡筮筤 筬筥筴 µ 笽 EP 筛Y 筝笮 筗筥 笌筲筳筴 筣筯筮筳筩筤筥筲
筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 µ ∈ M第 筳筯 筴筨筡筴 笖Pµ ∈ E 笨筩筮 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筴筨筥筮 筡筬筳筯 µ ∈ M ∩ M1 筡筮筤 笖Pµ 笽 Pθ
筷筩筴筨 θ 笽 θ笨µ笩笻 筮筯筴筥 筴筨筯筵筧筨 筴筨筡筴 筷筥 筭筡筹 筨筡筶筥 P ̸笽 笖Pµ笩笮 筓筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤 筲筥筷筲筩筴筩筮筧 筡筮筤
筬筩筮筥筡筲筩筴筹 筯筦 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筧筩筶筥筳

D笨P∥P0笩 笽 EY∼P

[
筬筯筧

p笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
≥ EP

[
筬筯筧

pθ笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笽 EP

[
筬筯筧

笱

Z笨θ笩
· eθ

⊤Y

]
笽

θ⊤µ− 筬筯筧Z笨θ笩 笽 D笨Pθ∥P0笩 笽 D笨 笖Pµ∥P0笩 ≥ 筭筩筮
µ∈M1∩M

D笨 笖Pµ∥P0笩, 笨笵笮笲笮笳笩

筴筨筥 笌筮筡筬 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筢筥筣筡筵筳筥 µ ∈ M ∩ M1笮 答筯筧筥筴筨筥筲 筷筩筴筨 笨笵笮笲笮笱笩 筴筨筩筳 筳筨筯筷筳
笨笵笮笲笮笲笩 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 µ ∈ M笮 等筴 筲筥筭筡筩筮筳 筴筯 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 µ ̸∈ M笮 等筮 筴筨筡筴 筣筡筳筥第

笱笴笰



Chapter 5. Growth-Optimal E-Variables and an extension to the
multivariate Csiszár-Sanov-Chernoff Theorem

筃筯筮筤筩筴筩筯筮 筁筌答笭M1 筡筮筤 筁筌答笭H1 筩筭筰筬筹 筴筨筡筴 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴筳 筡 µ′ ∈ M∩ M1 筡筮筤 笖Pµ′ ∈ H1 ∩ E
筳筵筣筨 筴筨筡筴 µ′ 笽 αµ 筦筯筲 筳筯筭筥 笰 < α < 笱笮 筒筥筴筲筡筣筩筮筧 筴筨筥 筳筴筥筰筳 筯筦 笨笵笮笲笮笳笩 筷筩筴筨 θ′ 笽 θ笨µ′笩
筩筮 筴筨筥 筰筬筡筣筥 筯筦 µ第 筷筥 笌筮筤

D笨P∥P0笩 ≥ θ
′⊤µ− 筬筯筧Z笨θ′笩 笽 f笨笱笩 笨笵笮笲笮笴笩

筷筨筥筲筥第 筦筯筲 γ ∈ 筛笰, 笱筝第 筷筥 筳筥筴 f笨γ笩 笽 EPγµ
[
筬筯筧

p̄µ′ (Y )

p0(Y )

]
笮 筓筩筮筣筥 f笨笰笩 筩筳 筭筩筮筵筳 筡 筋筌

筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥第 f笨笰笩 < 笰笮 筁筬筳筯第 f笨αµ笩 笽 f笨µ′笩 > 笰第 筳筩筮筣筥 f笨µ′笩 筩筳 筡 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥笮 筓筩筮筣筥
f笨γ笩 筩筳 筬筩筮筥筡筲 筩筮 γ第 筩筴 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴 f笨γ笩 筩筳 筳筴筲筩筣筴筬筹 筩筮筣筲筥筡筳筩筮筧 筳筯 f笨笱笩 > f笨µ′笩 筡筮筤 筴筨筥筮
笨笵笮笲笮笴笩 筧筩筶筥筳 筴筨筡筴 D笨P∥P0笩 ≥ D笨 笖Pµ∥P0笩 筷筨筩筣筨 筡筧筡筩筮 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴笮

等筴 筲筥筭筡筩筮筳 筴筯 筰筲筯筶筥 筴筨筡筴 SGROW 笺笽 S 筷筩筴筨 S 笽 笖pµ∗笨Y 笩/p0笨Y 笩笮 筆筯筲 筴筨筩筳第 笌筲筳筴
筮筯筴筥 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H1第 筷筥 筨筡筶筥 P 笨p0笨Y 笩 > 笰笩 笽 笱 筢筹 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 笨筮筡筭筥筬筹第 Y
筩筳 筴筨筥 筳筵筰筰筯筲筴 筯筦 Y 筵筮筤筥筲 P0笩第 筦筲筯筭 筷筨筩筣筨 筩筴 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴 P 笨S > 笰笩 笽 笱第 筳筯 筴筨筡筴
筬筯筧S 笽 θ∗⊤Y − 筬筯筧Z笨θ∗笩 筷筨筥筮筣筥 EY∼P 筛筬筯筧S筝 筩筳 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤笻 筩筴 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴 S ∈ S0笮
筂筹 答筯筰筳笜筥笧筳 筲筥筳筵筬筴 筡筮筤 筴筨筥 筡筳筳筵筭筥筤 筣筯筮筶筥筸筩筴筹 筯筦 H1 筡筮筤 笌筮筩筴筥筮筥筳筳 筯筦 D笨 笖Pµ∗∥P0笩第 筷筥
筭筡筹 筮筯筷 筡筰筰筬筹 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笱笳第 筡筮筤 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筦筯筬筬筯筷筳笮

Example 11. 筓筩筮筣筥 E 筩筳 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筷筥 筫筮筯筷 筴筨筡筴 筡筬筬 筥筬筥筭筥筮筴筳 P ∈ E
筨筡筶筥 筴筨筥 筳筡筭筥 筳筵筰筰筯筲筴 筡筳 P0 ∈ E 第 筡筮筤第 筢筹 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筯筦 P0第 筴筨筩筳 筳筵筰筰筯筲筴 筩筳 筥筱筵筡筬 筴筯 Y笮
答筨筩筳 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴第 筥筶筥筮 筩筦 P ∈ H1 筰筵筴筳 筰筯筳筩筴筩筶筥 筭筡筳筳 筯筮 筡筮 筯筵筴筣筯筭筥 y ∈ Y 筴筨筡筴 筨筡筳
筭筡筳筳 笰 筵筮筤筥筲 P0第 筴筨筥筮 笨筢筥筣筡筵筳筥 y 筭筵筳筴 筢筥 筩筮 P0笧筳 筳筵筰筰筯筲筴笩第 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤筮筥筳筳 笨笵笮笱笮笹笩
筭筡筹 筳筴筩筬筬 筨筯筬筤笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 Y 笽 R 筡筮筤 P 笨{笰}笩 笽 笱/笲 筡筮筤
P | Y ̸笽 笰 笽 N笨笰, 笱笩 筩筳 筡 筳筴筡筮筤筡筲筤 筮筯筲筭筡筬第 筡筮筤 E 筩筳 筴筨筥 筮筯筲筭筡筬 筬筯筣筡筴筩筯筮 筦筡筭筩筬筹 筳筯
筴筨筡筴 笖Pµ 笽 N笨µ, 笱笩笮 筗筥 筧筥筴 EP 筛筬筯筧 笖pµ笨Y 笩/p0笨Y 笩筝 笽 笨笱/笲笩D笨P0∥ 笖Pµ笩 笫 µ2/笲第 筩笮筥笮 筩筴 筩筳
筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤笮 筏筮 筴筨筥 筯筴筨筥筲 筨筡筮筤第 筩筦 筷筥 筷筥筲筥 筴筯 筡筬筬筯筷 P0 筤筥笌筮筥筤 筯筮 筡 筳筡筭筰筬筥 筳筰筡筣筥
Y 筷筩筴筨 Y 笧筳 筳筵筰筰筯筲筴 筵筮筤筥筲 P0 筡 筳筴筲筩筣筴 筳筵筢筳筥筴 筯筦 Y第 筡筮筤 筷筥 筷筯筵筬筤 筴筡筫筥 P ∈ H1 筴筨筡筴
筰筵筴 筰筯筳筩筴筩筶筥 筭筡筳筳 筯筮 筡筮 筯筵筴筣筯筭筥 筴筨筡筴 筩筳 筮筯筴 筩筮 筴筨筥 筳筵筰筰筯筲筴 筯筦 P0第 筴筨筥筮 笖pµ笨Y 笩/p0笨Y 笩
筷筯筵筬筤 筥筶筡筬筵筡筴筥 筴筯 笰/笰 筷筩筴筨 筰筯筳筩筴筩筶筥 P 笭筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹第 筡筮筤 Sgrow 筯筦 筴筨筥 筦筯筲筭 筡筢筯筶筥 筷筯筵筬筤
筢筥 筵筮筤筥笌筮筥筤笮 筗筥 筡筶筯筩筤 筳筵筣筨 筩筳筳筵筥筳 筢筹 筲筥筱筵筩筲筩筮筧 Y 筴筯 筣筯筩筮筣筩筤筥 筷筩筴筨 筩筴筳 筳筵筰筰筯筲筴 筵筮筤筥筲
P0笮 筗筥 筳筵筳筰筥筣筴 筴筨筡筴 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筩筤筥筡筳 筯筦 筛笵笸筝第 筷筥 筣筡筮 筥筶筥筮 筯筢筴筡筩筮 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤 筧筲筯筷筴筨
筥筸筰筲筥筳筳筩筯筮筳 筦筯筲 筴筨筩筳 筣筡筳筥第 筢筵筴 筷筩筬筬 筬筥筡筶筥 筴筨筩筳 筦筯筲 筦筵筴筵筲筥 筷筯筲筫笮

5.2.1 CSC (Chernoff-Sanov-Csiszár) for convex M1

筎筯筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筯筮筬筹 筲筯筬筥 H1 筰筬筡筹筳 筩筮 筴筨筥 筴筨筥筯筲筥筭 筢筥筬筯筷 筩筳 筴筯 筭筡筫筥 Sgrow 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤笻
筴筨筥 筢筯筵筮筤筳 筦筵筲筴筨筥筲 筤筯 筮筯筴 筤筥筰筥筮筤 筯筮 筴筨筥 筳筰筥筣筩笌筣 筣筨筯筩筣筥 筯筦 H1 筡筳 筬筯筮筧 筡筳 Sgrow 笽
笖pµ∗笨Y 笩/p0笨Y 笩笮

Theorem 10. Suppose P0 and M1 are such that M1 is convex and Condition ALT-M1
holds so that, by Proposition 14, there exists µ∗ ∈ M minimizing D笨 笖Pµ∥P0笩 over M1 with
笖Pµ∗ ∈ E. Let H1 be any set of distributions such that Condition ALT-H1 holds, so
that, by Proposition 14, Sgrow笨Y 笩 笺笽 笖pµ∗笨Y 笩/p0笨Y 笩. Define

D 笺笽 筩筮筦
µ∈M1

D笨 笖Pµ∥P0笩. 笨笵笮笲笮笵笩

笱笴笱



5.2. Convex M1

𝙼 𝙼1
𝙼 ∩ 𝙼1

μ1

μ2

P̄μ*.
0

Figure 5.1: Convex M1. M1 is the mean parameter set that H1 is compatible with, and M is
the mean parameter space of the exponential family generated from P0. The setting of this
figure satisfies Condition ALT-M1.

We have:
y ∈ M1 ⇒ Sgrow笨y笩 ≥ eD 笨笵笮笲笮笶笩

so that

EY∼P0

[
1Y ∈M1 · eD

]
≤ EY∼P0

筛1Y ∈M1 · SGROW筝 ≤ EY∼P0
筛SGROW筝 ≤ 笱.

As a consequence, we have:

P0笨Y ∈ M1笩 笽 EY∼P0

[
1Y ∈M1 · eD

]
· e−D ≤ e−D, 笨笵笮笲笮笷笩

and we also have, for the one-dimensional case with Y ∈ R, for any D > 笰 for which
there exists µ∗ ∈ M such that D笨 笖Pµ∗∥P0笩 笽 D, with s 笽 筳筧筮笨µ∗笩,

P0

(
筳筵筰µ∈M 笖pµ笨Y 笩

p0笨Y 笩
≥ eD, sgn笨Y 笩 笽 s

)
笽 P0

(
笖pµ∗笨Y 笩

p0笨Y 笩
≥ eD
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≤ e−D. 笨笵笮笲笮笸笩
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筜P0笨Y ≥ µ∗笩 ≤ 筩筮筦
θ>0

EP0
筛eθ

⊤Y 筝e−θ
⊤µ∗

.笢

筅筶筡筬筵筡筴筩筮筧 筴筨筥 筩筮笌筭筵筭 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筲筩筧筨筴笭筨筡筮筤 筳筩筤筥 筩筳 筥筱筵筡筬 筴筯 筥筸筰笨−D笩 筷筩筴筨
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Chapter 5. Growth-Optimal E-Variables and an extension to the
multivariate Csiszár-Sanov-Chernoff Theorem
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筃筨筥筲筮筯笋 筢筯筵筮筤 筴筨筥筹 筵筳筵筡筬筬筹 筲筥筦筥筲 筴筯 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筩筮筳筴筡筮筣筥 筯筦 筩筴第 筷筩筴筨 Y 笽

∑n
i=1Xi 筡筮筤
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筗筥 筡筬筳筯 筮筯筴筥 筴筨筡筴第 筷筨筩筬筥 筶筥筲筳筩筯筮筳 筯筦 笨笵笮笲笮笸笩 筨筡筶筥 筢筥筥筮 筫筮筯筷筮 筦筯筲 筡 筬筯筮筧 筴筩筭筥第 筩筴 筩筳
筳筯筭筥筴筩筭筥筳 筣筯筮筳筩筤筥筲筥筤 筳筵筲筰筲筩筳筩筮筧第 筢筥筣筡筵筳筥 筡 筤筩筲筥筣筴第 筭筯筲筥 筮筡筩筶筥 筡筰筰筬筩筣筡筴筩筯筮 筯筦 筍筡筲筫筯筶笧筳

筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筷筯筵筬筤 筧筩筶筥第 筷筩筴筨 S′ 笽
supµ∈M p̄µ(Y )

p0(Y ) 第

P0笨S′ ≥ eD笩 ≤ e−D · EP0
筛S′筝 笽 e−D ·

∫
p0笨y笩 ·

筳筵筰µ∈M 笖pµ笨y笩

p0笨y笩
dρ笨y笩 ≫ e−D,

筷筨筩筣筨 筣筡筮 筢筥 筣筯筮筳筩筤筥筲筡筢筬筹 筷筥筡筫筥筲第 筳筩筮筣筥 S′ 筩筳 筮筯筴 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 答筨筥 筲筥筳筵筬筴 笨笵笮笲笮笸笩
筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筷筥 can 筥筳筴筡筢筬筩筳筨 筡筮 筵筮筤筥筲筬筹筩筮筧 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筡筮筤 筩筴 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 笖pµ∗/p0笮
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筷筩筬筬 筢筥 筲筥筵筳筥筤 筬筡筴筥筲 筯筮笺

Proof. [of Theorem 10] 筌筥筴 M1 筡筮筤 H1 筢筥 筡筳 筩筮 筴筨筥 筴筨筥筯筲筥筭第 筳筯 筴筨筡筴 筁筌答 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳
筨筯筬筤笮 筎筯筴筥 筴筨筡筴 筷筥 筭筡筹 筣筨筯筯筳筥 H1 筴筯 筢筥 筣筯筮筶筥筸笮 筂筹 筴筨筥 笌筮筡筬 筰筡筲筴 筯筦 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笱笴

筷筥 筴筨筥筮 筫筮筯筷 筴筨筡筴 Sgrow 笽
p̄µ∗ (Y )

p0(Y ) 筡筮筤 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H1第 筷筩筴筨 µ 笽 EP 筛Y 筝 筡筮筤

D 笽 D笨 笖Pµ∗∥P0笩第 筷筥 筨筡筶筥

µ ∈ M1 ⇒ EP
[
筬筯筧

笖pµ∗笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
≥ D, 笨笵笮笲笮笹笩

筷筨筥筲筥 筴筨筥 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筩筳 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤笮 筎筯筷 筮筯筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筲筩筧筨筴笭筨筡筮筤 筳筩筤筥 筣筡筮 筢筥
筲筥筷筲筩筴筴筥筮第 筷筩筴筨 θ∗ 笽 θ笨µ∗笩第 筡筳

θ∗⊤µ− 筬筯筧Z笨θ∗笩 ≥ D.

答筨筵筳 笨笵笮笲笮笹笩 筣筡筮 筢筥 筲筥筷筲筩筴筴筥筮 筡筳笺

y ∈ M1 ⇒ θ∗⊤y − 筬筯筧Z笨θ∗笩 ≥ D,

筯筲第 筡筧筡筩筮 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴筬筹第

y ∈ M1 ⇒ 筬筯筧 笖pµ∗笨Y 笩/笖p0笨Y 笩 ≥ D.

答筨筥 筲筥筳筵筬筴 笨笵笮笲笮笶笩 筦筯筬筬筯筷筳 筡筦筴筥筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筴筩筮筧笮 答筨筥 筳筵筢筳筥筱筵筥筮筴 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 笨笵笮笲笮笷笩 筮筯筷
筲筥筡筤筩筬筹 筦筯筬筬筯筷筳 筡筳 筷筥筬筬笮

筆筯筲 笨笵笮笲笮笸笩第 筷筥 筯筮筬筹 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筣筡筳筥 µ∗ > 笰第 筴筨筥 筣筡筳筥 µ∗ < 笰 筢筥筩筮筧 筣筯筭筰筬筥筴筥筬筹
筡筮筡筬筯筧筯筵筳笮 筗筥 筨筡筶筥

P0

(
筬筯筧 筳筵筰

µ∈M

笖pµ笨Y 笩

p0笨Y 笩
≥ D,Y ≥ µ∗

)
笽 P0 笨Y ≥ µ∗笩 笽

P0

(
笖pµ∗笨Y 笩

p0笨Y 笩
≥ eD, Y ≥ µ∗

)
≤ P0笨SGROW ≥ D笩 ≤ e−D, 笨笵笮笲笮笱笰笩
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5.3. Surrounding M1
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µ∈M
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筬筯筧
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p0笨Y 笩
≥ D, 笰 ≤ Y < µ∗笩
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笽

P0笨D笨 笖PY ∥P0笩 ≥ D笨 笖Pµ∗∥P0笩, 笰 ≤ Y < µ∗笩 笽 笰, 笨笵笮笲笮笱笱笩
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筵筮筩筱筵筥筬筹 筧筩筶筥筮 筢筹 Y 筩筦 Y ∈ M第 筡筮筤 筴筨筥 筳筥筣筯筮筤 筩筳 筡筧筡筩筮 筴筨筥 筲筯筢筵筳筴筮筥筳筳 筰筲筯筰筥筲筴筹 筯筦
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筡筮筤 筴筨筥 筴筨筩筲筤 筦筯筬筬筯筷筳 筢筥筣筡筵筳筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 D笨 笖Pµ∥P0笩 筩筳 筳筴筲筩筣筴筬筹
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5.3 Surrounding M笱
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筠筳筵筲筲筯筵筮筤筩筮筧笧 M1笮 筆筯筲筭筡筬筬筹第 筷筥 筣筡筬筬 M1 surrounding 筩筦 筩筴筳 筣筯筭筰筬筥筭筥筮筴第 Mc1 笺笽 conv笨Y笩\M1
筩筳 筡筮 筯筰筥筮第 筢筯筵筮筤筥筤第 筣筯筮筮筥筣筴筥筤 筳筥筴 筣筯筮筴筡筩筮筩筮筧 笰第 筡筮筤 筣筯筮筴筡筩筮筥筤 筩筮 Rd笮 筗筥 筷筩筬筬 筣筡筬筬
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筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 E 筧筥筮筥筲筡筴筥筤 筢筹 P0 筡筮筤 筡筬筳筯 笨筢笩 Mc1 筩筳 笰-star-shaped第 筷筨筩筣筨 筭筥筡筮筳
筴筨筡筴 筦筯筲 筡筮筹 筳筴筲筡筩筧筨筴 筬筩筮筥 筧筯筩筮筧 筴筨筲筯筵筧筨 笰第 筩筴筳 筩筮筴筥筲筳筥筣筴筩筯筮 筷筩筴筨 Mc1 筩筳 筡筮 筩筮筴筥筲筶筡筬第 筳筯
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5.3.1 GROW for d = 1
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筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筯筦 Sgrow 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 d 笽 笱第 M1 ⊂ M 筡筮筤 H1 笽 E1 笽 { 笖Pµ 笺 µ ∈ M1}笻 筴筨筡筴
筩筳第 筷筥 筡筲筥 筮筯筷 筴筥筳筴筩筮筧 P0第 筡 筭筥筭筢筥筲 筯筦 笱笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 E 第 筡筧筡筩筮筳筴 筡
筳筵筢筳筥筴 E1 筯筦 E 筴筨筡筴 筩筳 筢筯筵筮筤筥筤 筡筷筡筹 筦筲筯筭 P0笮

等筮 筴筨筥 筳筥筱筵筥筬 筷筥 筤筥筮筯筴筥 筢筹 笖pW 笨Xn笩 笺笽
∫

笖pµ笨Xn笩dW 笨µ笩 筴筨筥 筂筡筹筥筳 筭筡筲筧筩筮筡筬 筤筥筮筳筩筴筹
筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筯 筰筲筩筯筲 筭筥筡筳筵筲筥 W 笮

笱笴笴
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μ2

μ1

. ...𝙼1

0

𝙼∖𝙼1

.
Figure 5.2: Surrounding, nice, M1 with a
finite nice partition into convex sets. This figure
is obtained by taking P0 a Gamma distribution
on X and defining Y = (Y1, Y2) = (logX,X−c)
for a constant c > 1. Then E is a translated
Gamma family with sufficient statistic Y and
mean-value space M = {(y1, y2) : y1 ∈ R, y2 =
ey1 − c} (unlike in Figure 5.1, we have M1 ⊂ M

here).

μ2

μ1

𝙼1
𝙼∖𝙼1

0

Figure 5.3: Surrounding, nice M1 that cannot
be partitioned into a finite number of convex
sets (again we show the translated Gamma
family).

Theorem 11. Let P0 be a distribution for 1-dimensional Y ⊂ R, and suppose that
M1 is nice, i.e. Mc1 笽 笨µ−

1 , µ
+
1 笩 is an open interval containing 笰 and contained in the

mean-value parameter space M for the 1-dimensional exponential family generated by P0.
Then, among all distributions W on the boundary BD笨Mc1笩 笽 {µ−

1 , µ
+
1 }, the minimum

D笨 笖PW ||P0笩 is achieved by a distribution W ∗ that satisfies

D笨 笖PW∗ || 笖Pµ0
笩 笽 EP̄

µ
−
1

[
筬筯筧

笖pW∗笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笽 EP̄

µ
+
1

[
筬筯筧

笖pW∗笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
. 笨笵笮笳笮笱笩

The GROW e-variable relative to E1 笽 { 笖Pµ 笺 µ ∈ M1 ∩ M}, denoted SGROW, and the
GROW e-variable relative to EBD

1 笺笽 { 笖Pµ 笺 µ ∈ BD笨Mc1笩}, denoted SBD
GROW, are 筢筯筴筨

given by:

Sgrow 笽 SBD
grow 笽

笖pW∗笨Y 笩

p0笨Y 笩
, 笨笵笮笳笮笲笩

i.e., the support of the prior W ∗ on M1 minimizing the KL divergence D笨 笖PW∗∥P0笩 is
fully concentrated on the boundary of Mc1.

Proof. (of Theorem 11), 筄筥笌筮筥第 筦筯筲 µ ∈ M 筡筮筤 w∗ ∈ 筛笰, 笱筝第

f笨µ,w∗笩 笽 EP̄µ

[
筬筯筧

笨笱 − w∗笩笖pµ−
1

笨Y 笩 笫 w∗笖pµ+
1

笨Y 笩

pµ0
笨Y 笩

]
笨笵笮笳笮笳笩

筡筮筤 筮筯筴筥 筴筨筡筴第 筦筯筲 筥筡筣筨 µ第 筩筴 筨筯筬筤筳 筴筨筡筴 f笨µ,w∗笩 筩筳 筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳 筩筮 w∗笮 筎筯筷 筣筯筮筳筩筤筥筲

笱笴笵



5.3. Surrounding M1

f笨µ−
1 , w

∗笩 笽 −D笨 笖Pµ−
1
∥ 笖PW∗笩 笫 D笨 笖Pµ−

1
∥P0笩笮 筍筩筮筵筳 筴筨筥 笌筲筳筴 筴筥筲筭第 D笨 笖Pµ−

1
∥ 笖PW∗笩第 筩筳

笰 筡筴 w∗ 笽 笰 筡筮筤 筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳筬筹 筭筯筮筯筴筯筮筥 筩筮筣筲筥筡筳筩筮筧 筩筮 w∗第 筳筩筮筣筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筩筳
筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥 筡筮筤 筳筴筲筩筣筴筬筹 筣筯筮筶筥筸 筩筮 筩筴筳 筳筥筣筯筮筤 筡筲筧筵筭筥筮筴笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥 f笨µ−

1 , w
∗笩 筩筳 筩筴筳筥筬筦

筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳筬筹 筭筯筮筯筴筯筮筥 筤筥筣筲筥筡筳筩筮筧 筩筮 w∗ 筷筩筴筨 f笨µ−
1 , 笰笩 笽 D笨 笖Pµ−

1
∥P0笩 > 笰笮 筁筬筳筯第

f笨µ−
1 , 笱笩 笽 −D笨 笖Pµ−

1
∥ 笖Pµ+

1
笩 笫 D笨 笖Pµ−

1
∥P0笩 < 笰第 筳筩筮筣筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 D笨 笖Pµ−

1
∥ 笖Pµ′笩 筩筳

筳筴筲筩筣筴筬筹 筩筮筣筲筥筡筳筩筮筧 筩筮 µ′第 筦筯筲 µ′ > µ−
1 笮

筁筮筡筬筯筧筯筵筳筬筹 f笨µ+
1 , w

∗笩 筩筳 筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳筬筹 筭筯筮筯筴筯筮筥 筩筮筣筲筥筡筳筩筮筧 筩筮 w∗第 f笨µ+
1 , 笱笩 笽

D笨 笖Pµ+
1
∥P0笩 > 笰 筡筮筤 f笨µ+

1 , 笰笩 < 笰笮

答筨筩筳 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴筳 笰 < w◦ < 笱 筳筵筣筨 筴筨筡筴 f笨µ−
1 , w

◦笩 笽 f笨µ+
1 , w

◦笩笮 答筨筩筳
筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴筳 筡 W ∗ 笨筷筩筴筨 W ∗笨{µ+

1 }笩 笽 w◦笩 筳筵筣筨 筴筨筡筴 筴筨筥 筲筩筧筨筴筭筯筳筴 筥筱筵筡筬筩筴筹
筩筮 笨笵笮笳笮笱笩 筨筯筬筤筳笮 筂筵筴 筴筨筩筳 筲筩筧筨筴筭筯筳筴 筥筱筵筡筬筩筴筹 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 w′ ∈ 筛笰, 笱筝第

笨笱 − w′笩EP̄
µ
−
1

[
筬筯筧

笖pW∗笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笫 w′EP̄

µ
+
1

[
筬筯筧

笖pW∗笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笽 EP̄

µ
−
1

[
筬筯筧

笖pW∗笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
.

筐筬筵筧筧筩筮筧 筩筮 w′ 笽 w◦第 筷筥 筧筥筴 筴筨筥 筬筥筦筴 筥筱筵筡筬筩筴筹 筩筮 笨笵笮笳笮笱笩笮 筎筯筷 笨笵笮笳笮笱笩 筩筮 筴筵筲筮 筧筩筶筥筳 筴筨筡筴

筭筩筮
µ∈BD(Mc1)

EP̄µ

[
筬筯筧

笖pW∗笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笽 D笨 笖PW∗ || 笖Pµ0

笩, 笨笵笮笳笮笴笩

筷筨筥筲筥筡筳 筦筯筲 筡筮筹 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筹 q 筦筯筲 Y第

筭筩筮
µ∈BD(Mc1)

EP̄µ

[
筬筯筧

q笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
≤ EP̄W∗

[
筬筯筧

q笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
≤ EP̄W∗

[
筬筯筧

笖pW∗笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笽 D笨 笖PW∗ || 笖Pµ0笩,

笨笵笮笳笮笵笩

筷筨筩筣筨 筴筯筧筥筴筨筥筲 筷筩筴筨 笨笵笮笳笮笴笩 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 SBD
GROW 笽 p̄W∗ (Y )

p0(Y ) 第 筳筩筮筣筥 筥筶筥筲筹 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤

筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筣筡筮 筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筡筳 q笨Y 笩/p0笨Y 笩 筦筯筲 筳筯筭筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筹 q笮 筁筬筳筯第 筳筩筭筩筬筡筲筬筹
筴筯 笨笵笮笳笮笵笩第 筷筥 筨筡筶筥

筩筮筦
µ∈M1

EP̄µ

[
筬筯筧

q笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
≤ EP̄W∗

[
筬筯筧

q笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
≤ D笨 笖PW∗ || 笖Pµ0

笩,

筳筯 筩筦 筷筥 筣筯筵筬筤 筳筨筯筷

筩筮筦
µ∈M1

EP̄µ

[
筬筯筧

笖pW∗笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笽 D笨 笖PW∗ || 笖Pµ0笩, 笨笵笮笳笮笶笩

筴筨筥筮 筴筨筥 筡筢筯筶筥 筴筷筯 筳筴筡筴筥筭筥筮筴筳 筷筯筵筬筤 筴筯筧筥筴筨筥筲 筡筬筳筯 筩筭筰筬筹 筴筨筡筴 SGROW 笽 p̄W∗ (Y )
p0(Y ) 第 筡筮筤

筷筥 筷筯筵筬筤 筢筥 筤筯筮筥笮 筂筵筴 笨笵笮笳笮笶笩 筦筯筬筬筯筷筳 筢筹 笨笵笮笳笮笱笩 筴筯筧筥筴筨筥筲 筷筩筴筨 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筬筥筭筭筡第
筷筨筩筣筨 筴筨筵筳 筣筯筭筰筬筥筴筥筳 筴筨筥 筰筲筯筯筦笺

Lemma 9. f笨µ,w◦笩 is increasing on {µ ∈ M1 笺 µ ≥ µ+} and decreasing on {µ ∈ M1 笺
µ ≤ µ−}.
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筌筥筭筭筡 笹 筩筳 筰筲筯筶筥筤 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笵笮笵笮 等筴 筦筯筬筬筯筷筳 筦筲筯筭 筴筨筥 筦筡筣筴 筴筨筡筴 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳
筲筥筰筲筥筳筥筮筴 variation reducing kernels 筛笲笰筝第 筡 筮筯筴筩筯筮 筩筮 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筳 筴筨筡筴 筳筥筥筭筳
筴筯 筨筡筶筥 筢筥筥筮 筬筡筲筧筥筬筹 筦筯筲筧筯筴筴筥筮第 筡筮筤 筴筨筡筴 筷筥 筲筥筣筡筬筬 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笵笮笵笮 等筮 筴筨筡筴 筳筥筣筴筩筯筮 筷筥
筡筬筳筯 筥筸筰筬筡筩筮 筷筨筹 筴筨筩筳 筲筥筳筵筬筴第 筥筶筥筮 筦筯筲 d 笽 笱第 筩筳 筤筩笎筣筵筬筴 筴筯 筰筲筯筶筥第 筷筨筩筣筨 筡筬筳筯 筥筸筰筬筡筩筮筳
筷筨筹 筰筲筯筶筩筮筧 筡筮筹筴筨筩筮筧 筮筯筮筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 d > 笱 筩筳 筣筵筲筲筥筮筴筬筹 筢筥筹筯筮筤 筯筵筲 筲筥筡筣筨笮

5.3.2 Alternative Optimality Criteria: minimax redundancy
and regret

Sgrow 筩筳 筤筩笎筣筵筬筴 筴筯 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筥 筷筨筥筮 d > 笱 筡筮筤 H1 筩筳 筳筵筲筲筯筵筮筤筩筮筧笻 筷筨筩筬筥 筩筴 筳筥筥筭筳
筩筮筴筵筩筴筩筶筥 筴筨筡筴第 筡筴 筬筥筡筳筴 筵筮筤筥筲 筳筯筭筥 筡筤筤筩筴筩筯筮筡筬 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳第 筩筴 筩筳 筳筴筩筬筬 筧筩筶筥筮 筢筹 筡
筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 筷筩筴筨 筡 筂筡筹筥筳 筭筩筸筴筵筲筥 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筥筤 筯筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 筯筦 M1第 筷筥 筤筩筤 筮筯筴
筭筡筮筡筧筥 筴筯 筰筲筯筶筥 筴筨筩筳 笨筷筥 筩筮筤筩筣筡筴筥 筷筨筡筴 筴筨筥 筤筩笎筣筵筬筴筹 筩筳 筴筯筷筡筲筤筳 筴筨筥 筥筮筤 筯筦 筓筥筣筴筩筯筮 笵笮笵笩笻
筷筥 筣筡筮 筳筡筹 筭筯筲筥 筴筨筯筵筧筨 筦筯筲 筴筨筥 筳筰筥筣筩筡筬 筣筡筳筥 筴筨筡筴 Mc1 筩筳 筡 筋筌 筢筡筬筬 筡筮筤 Y 笽 n−1

∑n
i=1Xi

筡筳 n→ ∞笻 筳筥筥 筓筥筣筴筩筯筮 笵笮笴笮

筈筯筷筥筶筥筲第 筩筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筰筲筡筣筴筩筣筥 筷筥 筯筦筴筥筮 筤筥筡筬 筷筩筴筨 H1 筴筨筡筴 筣筡筮 筢筥 筰筡筲筴筩筴筩筯筮筥筤 筩筮筴筯
筡 筦筡筭筩筬筹 筯筦 筳筵筢筳筥筴筳 {H1,r 笺 r ∈ R} 筳筵筣筨 筴筨筡筴第 筩筤筥筡筬筬筹第 筷筥 筷筯筵筬筤 筬筩筫筥 筴筯 筵筳筥 筴筨筥 筇筒筏筗
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥 R 筴筨筡筴 筡筣筴筵筡筬筬筹 筣筯筮筴筡筩筮筳 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥笮 答筨筩筳 筷筡筳 筣筡筬筬筥筤 筴筨筥
relative GROW 筣筲筩筴筥筲筩筯筮 筢筹 筛笴笲筝 筡筮筤 筩筴 筷筡筳 筵筳筥筤 筢筹第 筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筛笸笸筝笮 筗筥 筴筨筵筳 筦筡筣筥
筡 筣筯筬筬筥筣筴筩筯筮 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 S 笽 {Sr,GROW 笺 r ∈ R} 筷筨筥筲筥 筥筡筣筨 Sr,GROW 筩筳 筇筒筏筗 筦筯筲
H1,r笮 等筦 筡筮 筯筲筡筣筬筥 筴筯筬筤 筵筳 筢筥筦筯筲筥筨筡筮筤 筜筩筦 筴筨筥 筤筡筴筡 筣筯筭筥 筦筲筯筭 P ∈ H1第 筴筨筥筮 筩筮 筦筡筣筴
P ∈ H1,r笢 筴筨筥筮 筷筥 筷筯筵筬筤 筷筡筮筴 筴筯 筵筳筥 Sr,GROW笮 筎筯筴 筨筡筶筩筮筧 筡筣筣筥筳筳 筴筯 筳筵筣筨 筡筮 筯筲筡筣筬筥第
筷筥 筷筡筮筴 筴筯 筵筳筥 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筨筡筴 筬筯筳筥筳 筴筨筥 筬筥筡筳筴 筥笭筰筯筷筥筲 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯 Sr,GROW 筦筯筲
筴筨筥 筠筴筲筵筥笧 r 笺笽 r笨P 笩 笨筩笮筥笮 筳筵筣筨 筴筨筡筴 P ∈ H1,r笩第 筩筮 筴筨筥 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥 筯筶筥筲 筡筬筬 r ∈ R笮 答筨筩筳
筩筳 筡筫筩筮 筴筯 筷筨筡筴 筩筮 筴筨筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筴筨筥筯筲筹 筬筩筴筥筲筡筴筵筲筥 筩筳 筣筡筬筬筥筤 筡 minimax redundancy
筡筰筰筲筯筡筣筨 筛笲笳第 笳笵筝笮 答筨筩筳 筡筰筰筲筯筡筣筨 筩筳 筳筴筩筬筬 筨筡筲筤 筴筯 筡筮筡筬筹筺筥 筩筮 筧筥筮筥筲筡筬 筢筵筴 筩筳 筡筭筥筮筡筢筬筥 筴筯
筴筨筥 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣 筡筮筡筬筹筳筩筳 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥 筩筮 筴筨筥 筮筥筸筴 筳筥筣筴筩筯筮笮 等筮 筡 筭筩筮筯筲 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筩筳
筩筤筥筡第 筵筳筥筤 筩筮 筡筮 筥笭筶筡筬筵筥 筣筯筮筴筥筸筴 筢筥筦筯筲筥 筢筹 筛笶笷第 笴笹筝第 筷筥 筭筡筹 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筨筡筴
筬筯筳筥筳 筴筨筥 筬筥筡筳筴 筥笭筰筯筷筥筲 筣筯筭筰筡筲筥筤 Sr̆,GROW 筦筯筲 筴筨筥 笕r 筴筨筡筴 筩筳 筯筰筴筩筭筡筬 筷筩筴筨 筨筩筮筤筳筩筧筨筴
筦筯筲 筴筨筥 筤筡筴筡 筡筴 筨筡筮筤第 筩笮筥笮 筡筣筨筩筥筶筩筮筧 筭筡筸r∈R Sr,GROW笻 筴筨筵筳 笕r 筣筡筮 筢筥 筴筨筯筵筧筨筴 筯筦 筡筳 筡
筭筡筸筩筭筵筭 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筥筳筴筩筭筡筴筯筲笮 答筨筩筳 筩筳 筡筫筩筮 筴筯 筷筨筡筴 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筴筨筥筯筲筩筳筴筳 筣筡筬筬 minimax
individual-sequence regret 筛笳笵筝笮 答筨筩筳 笌筮筡筬 筡筰筰筲筯筡筣筨 can 筢筥 筡筮筡筬筹筺筥筤 筮筯筮筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣筡筬筬筹
筡筮筤 筬筥筡筤筳 筴筯 筡筮 筡筮筡筬筯筧筵筥 筯筦 筴筨筥 筃筓筃 筴筨筥筯筲筥筭笮 筗筥 筮筯筷 筦筯筲筭筡筬筩筺筥筢筯筴筨 筴筨筥 筲筥筤筵筮筤筡筮筣筹
筡筮筤 筲筥筧筲筥筴 筡筰筰筲筯筡筣筨筥筳笮

答筨筵筳第 筳筵筰筰筯筳筥 筴筨筡筴 M1 筩筳 筳筵筲筲筯筵筮筤筩筮筧 筡筮筤 nice 筡筳 筤筥笌筮筥筤 筩筮 筴筨筥 筢筥筧筩筮筮筩筮筧 筯筦
筓筥筣筴筩筯筮 笵笮笳第 筡筮筤 筬筥筴 {M1,r 笺 r ∈ R} 筢筥 筡 筰筡筲筴筩筴筩筯筮 筯筦 M1 笨筳筥筥 筆筩筧筵筲筥 笵笮笲笩笮 筗筥 筷筩筬筬 筲筥筳筴筲筩筣筴
筡筴筴筥筮筴筩筯筮 筴筯 nice 筰筡筲筴筩筴筩筯筮筳第 筩笮筥笮 筰筡筲筴筩筴筩筯筮筳 筳筵筣筨 筴筨筡筴

筦筯筲 筡筬筬 r ∈ R第 M1,r 筩筳 筡 筣筬筯筳筥筤 筣筯筮筶筥筸 筳筵筢筳筥筴 筯筦 M1 筷筩筴筨 M1,r ∩BD笨Mc1笩 ̸笽 ∅ 笨笵笮笳笮笷笩

筌筥筴 H1,r 笺笽 {P ∈ H1 笺 EY∼P 筛Y 筝 ∈ M1,r}笮

筂筹 筳筴筲筩筣筴 筣筯筮筶筥筸筩筴筹 筯筦 D笨 笖Pµ∥P0笩 筩筮 µ 筡筮筤 筴筨筥 筮筩筣筥笭筮筥筳筳 筣筯筮筤筩筴筩筯筮第 筷筥 筨筡筶筥 筴筨筡筴
筭筩筮µ∈M1,r∩MD笨 笖Pµ∥P0笩 筥筸筩筳筴筳 筡筮筤 筩筳 筡筣筨筩筥筶筥筤 筵筮筩筱筵筥筬筹 筦筯筲 筡 筰筯筩筮筴 µ∗笨r笩 筯筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹
BD笨M1,r笩 ∩ BD笨Mc1笩笮 筅筶筥筲筹 r ∈ R 筩筳 筭筡筰筰筥筤 筴筯 筡 筰筯筩筮筴 f笨r笩 ∈ BD笨Mc1笩 筩筮 筴筨筩筳 筷筡筹第
筡筮筤 筴筨筥 筭筡筰筰筩筮筧 f 笺 R → BD笨Mc1笩 筩筳 筩筮筪筥筣筴筩筶筥 筳筩筮筣筥 M1,r ∩ M1,r′ 笽 ∅ 筦筯筲 筥筶筥筲筹 r ̸笽 r′

笱笴笷



5.3. Surrounding M1

筷筩筴筨 r, r′ ∈ R笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥 筷筥 筷筩筬筬 筳筩筭筰筬筹 identify R 筷筩筴筨 筡 筳筵筢筳筥筴 筯筦 BD笨Mc1笩第 筳筵筣筨 筴筨筡筴
f笨µ笩 笽 µ 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ R笮 筆筯筲 P ∈ H1 筷筩筴筨 EP 筛Y 筝 笽 µ 笨筳筯 µ ∈ M1笩第 筷筥 筷筩筬筬 筮筯筷 筤筥笌筮筥
r笨P 笩 筴筯 筢筥 筴筨筥 r ∈ R 筳筵筣筨 筴筨筡筴 P ∈ H1,r第 筩笮筥笮 筳筵筣筨 筴筨筡筴 µ ∈ M1,r笮 筎筯筴筥 筷筥 筣筡筮 筴筨筩筮筫
筯筦 r笨P 笩 筥筩筴筨筥筲 筡筳 筡筮 筩筮筤筥筸 筯筦 筳筵筢笭筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H1,r 筯筲 筡筳 筡 筳筰筥筣筩筡筬 筢筯筵筮筤筡筲筹 筰筯筩筮筴 筯筦 筴筨筥
筳筰筡筣筥 筯筦 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥筳 M1,r笮

等筦 筷筥 筷筥筲筥 筴筯 筴筥筳筴 H0 筶筳笮 H1,r 筦筯筲 筧筩筶筥筮 r第 筴筨筥筮 筷筥 筷筯筵筬筤 筳筴筩筬筬 筬筩筫筥 筴筯 筵筳筥 筴筨筥 筇筒筏筗
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 Sr,GROW 笽 笖pr/p0笮 等筮 筲筥筡筬筩筴筹 筷筥 筤筯 筮筯筴 筫筮筯筷 r第 筢筵筴 筷筥 筡筩筭 筦筯筲 筡筮 筥笭筶筡筬筵筥
筴筨筡筴 筬筯筳筥筳 筡筳 筬筩筴筴筬筥 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筳 筰筯筳筳筩筢筬筥 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯 Sr,GROW第 筩筮 筴筨筥 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥 筯筶筥筲
筡筬筬 r笮 筆筯筲筭筡筬筬筹第 筷筥 筳筥筥筫 筴筯 笌筮筤 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 S 笽 q笨Y 笩/p0笨Y 笩第 筷筨筥筲筥 q 筡筣筨筩筥筶筥筳

筳筵筰
q

筩筮筦
P∈H1

EY∼P

[
筬筯筧

q笨Y 笩

p0笨Y 笩
− 筬筯筧

笖pr(P )笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笽 筳筵筰

q
筩筮筦
P∈H1

EY∼P

[
筬筯筧

q笨Y 笩

笖pr(P )笨y笩

]
笽 −mmred笨H1笩 筷筨筥筲筥 mmred笨H1笩 笺笽 筩筮筦

q
筳筵筰
P∈H1

(
D笨P∥Q笩 −D笨P∥ 笖Pr(P )笩

)
. 笨笵笮笳笮笸笩

筷筨筥筲筥 筴筨筥 筳筵筰筲筥筭筵筭 筩筳 筯筶筥筲 筡筬筬 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筩筥筳 筯筮 Y 筡筮筤 r笨P 笩 筩筳 筡筧筡筩筮 筴筨筥 筵筮筩筱筵筥
r ∈ R ⊂ M1 筳筵筣筨 筴筨筡筴 P ∈ H1,r笮 mmred笨H笩 筩筳 筥筡筳筩筬筹 筳筨筯筷筮 筴筯 筢筥 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥 筦筯筲
筡筮筹 H第 筡筮筤 筢筯筴筨 筥筱筵筡筴筩筯筮筳 筩筮 笨笵笮笳笮笸笩 筡筲筥 筩筭筭筥筤筩筡筴筥笮 筆筲筯筭 筴筨筥 筲筩筧筨筴筭筯筳筴 筥筸筰筲筥筳筳筩筯筮第
筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筴筨筥筯筲筩筳筴筳 筷筩筬筬 筲筥筣筯筧筮筩筺筥 筴筨筥 q 筡筳 筭筩筮筩筭筩筺筩筮筧 筴筨筥 筭筡筸筩筭筵筭 redundancy
筛笲笴第 笲笳第 笸笲筝笺 筴筨筥 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥 筡筤筤筩筴筩筯筮筡筬 筭筥筡筮 筮筵筭筢筥筲 筯筦 筢筩筴筳 筮筥筥筤筥筤 筴筯 筥筮筣筯筤筥 筴筨筥
筤筡筴筡 筢筹 筡筮 筥筮筣筯筤筥筲 筷筨筯 筯筮筬筹 筫筮筯筷筳 筴筨筡筴 P ∈ H1 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯 筡筮 筥筮筣筯筤筥筲 筷筩筴筨 筴筨筥
筡筤筤筩筴筩筯筮筡筬 筫筮筯筷筬筥筤筧筥 筴筨筡筴 P ∈ H1,r笮

筁筳 筳筡筩筤第 筩筴 筩筳 筥筡筳筩筥筲 筴筯 筡筮筡筬筹筺筥 筡 筳筬筩筧筨筴 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筩筳 筡筰筰筲筯筡筣筨 筷筨筩筣筨 筭筡筫筥筳 筡筴
筬筥筡筳筴 筡筳 筭筵筣筨 筳筥筮筳筥笺 筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 筣筯筭筰筡筲筩筮筧 筯筵筲筳筥筬筶筥筳 筴筯 筴筨筥 筩筮筨筥筲筥筮筴筬筹 筵筮筫筮筯筷筡筢筬筥
r笨P 笩第 筷筥 筭筡筹 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筡筣筴筵筡筬筬筹 筯筢筳筥筲筶筥筤 筤筡筴筡 Y 笽 y 筡筮筤 筣筯筭筰筡筲筥 筯筵筲筳筥筬筶筥筳 筴筯 笨筩笮筥笮
筴筲筹 筴筯 筯筢筴筡筩筮 筡筳 筭筵筣筨 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 P0 筡筳 筰筯筳筳筩筢筬筥 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯笩 筴筨筥 笕r笨y笩 筷筥 筷筯筵筬筤
筬筩筫筥 筴筯 筨筡筶筥 筵筳筥筤 筷筩筴筨 筨筩筮筤筳筩筧筨筴第 筡筦筴筥筲 筳筥筥筩筮筧 筡筮筤 筩筮 筬筩筧筨筴 筯筦 筤筡筴筡 y笻 筡筮筤 筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮
筯筰筴筩筭筩筺筩筮筧 筡筮 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筵筮筤筥筲 筡筮 筩筭筡筧筩筮筥筤 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筷筨筩筣筨 筷筥 筷筩筬筬 筮筥筶筥筲 筦筵筬筬筹
筩筤筥筮筴筩筦筹 筡筮筹筷筡筹第 筷筥 筷筩筬筬 筯筰筴筩筭筩筺筥 筩筮 筴筨筥 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥 筯筶筥筲 筡筬筬 筤筡筴筡笮 答筨筥 筳筥筴筵筰 筷筯筲筫筳 筦筯筲
筧筥筮筥筲筡筬 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 笕r第 筩筮筤筩筣筡筴筩筮筧 筷筨筡筴 r ∈ R 筷筥 筷筯筵筬筤 筨筡筶筥 筬筩筫筥筤 筴筯 筵筳筥 筷筩筴筨 筨筩筮筤筳筩筧筨筴笻
筦筵筲筴筨筥筲 筢筥筬筯筷 筷筥 筤筩筳筣筵筳筳 筩筮筴筵筩筴筩筶筥 筣筨筯筩筣筥筳笮 筗筥 筮筯筴筥 筴筨筡筴 笕r 筭筡筰筳 筤筡筴筡 Y 筴筯 筡 筰筯筩筮筴 筩筮
R ⊂ BD笨Mc1笩 ⊂ M1第 筳筯 筷筥 筣筡筮 筴筨筩筮筫 筯筦 笕r 筡筳 筡筮 estimator 筯筦 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 µ笻 筨筯筷筥筶筥筲第 筴筨筥
筥筳筴筩筭筡筴筯筲 筩筳 筲筥筳筴筲筩筣筴筥筤 筴筯 筡 筳筭筡筬筬 筳筵筢筳筥筴 筯筦 M第 筮筡筭筥筬筹 筴筨筥 筳筥筴 R笮

答筨筵筳第 筷筥 筮筯筷 筳筥筥筫 筴筯 笌筮筤 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 Srel 笽 q笨Y 笩/p0笨Y 笩第 筷筨筥筲筥 q 筮筯筷 筡筣筨筩筥筶筥筳

筳筵筰
q

筩筮筦
y∈Y

(
筬筯筧

q笨y笩

p0笨y笩
− 筬筯筧

笖pr̆(y))笨y笩

p0笨y笩

)
笽 筳筵筰

q
筩筮筦
y∈Y

(
筬筯筧

q笨y笩

笖pr̆(y)笨y笩

)
笽 −mmreg笨笕r笩 筷筨筥筲筥 mmreg笨笕r笩 笺笽 筩筮筦

q
筳筵筰
y∈Y

(
− 筬筯筧

q笨y笩

笖pr̆(y)笨y笩

)
, 笨笵笮笳笮笹笩

筷筨筥筲筥 筡筧筡筩筮 筴筨筥 筳筵筰筲筥筭筵筭 筩筳 筯筶筥筲 筡筬筬 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筩筥筳 筴筨筡筴 筣筡筮 筢筥 筤筥笌筮筥筤 筯筮
Y 第 筴筨筥 筱筵筡筮筴筩筴筹 mmreg笨笕r笩 筩筳 筥筡筳筩筬筹 筳筥筥筮 筴筯 筢筥 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥 筲筥筧筡筲筤筬筥筳筳 筯筦 筨筯筷 笕r 筩筳
筤筥笌筮筥筤第 筡筮筤 筢筯筴筨 筥筱筵筡筬筩筴筩筥筳 筩筮 笨笵笮笳笮笹笩 筡筲筥 筩筭筭筥筤筩筡筴筥笮 筆筲筯筭 筴筨筥 筲筩筧筨筴筭筯筳筴 筥筸筰筲筥筳筳筩筯筮第
筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筴筨筥筯筲筩筳筴筳 筷筩筬筬 筲筥筣筯筧筮筩筺筥 筴筨筥 筯筰筴筩筭筩筺筩筮筧 q 筡筳 筴筨筥 q 筭筩筮筩筭筩筺筩筮筧 individual
sequence regret 笺 筩筴 筭筩筮筩筭筩筺筥筳 筴筨筥 筠筲筥筧筲筥筴笧 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥 筮筵筭筢筥筲 筯筦 筢筩筴筳 筮筥筥筤筥筤 筴筯

笱笴笸



Chapter 5. Growth-Optimal E-Variables and an extension to the
multivariate Csiszár-Sanov-Chernoff Theorem

筥筮筣筯筤筥 筴筨筥 筤筡筴筡第 筩筮 筴筨筥 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥 筯筶筥筲 筡筬筬 筳筥筱筵筥筮筣筥筳第 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯 筳筯筭筥筢筯筤筹 筷筨筯 筨筡筳
筳筥筥筮 笕r笨y笩 筩筮 筡筤筶筡筮筣筥笻 筴筨筥 筷筯筲筤 筠筲筥筧筲筥筴笧 筩筳 筡筬筳筯 筭筥筡筮筩筮筧筦筵筬 筩筮 筯筵筲 筳筥筴筴筩筮筧 筼 筴筨筥 筡筩筭 筩筳
筴筯 筭筩筮筩筭筩筺筥 筲筥筧筲筥筴 筩筮 筴筨筥 筳筥筮筳筥 筯筦 筬筯筯筳筩筮筧 筡筳 筬筩筴筴筬筥 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筳 筰筯筳筳筩筢筬筥 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯
筴筨筥 筬筡筲筧筥筳筴 筡筴筴筡筩筮筡筢筬筥 筥笭筶筡筬筵筥 笨筥筶筩筤筥筮筣筥笩 筷筩筴筨 筨筩筮筤筳筩筧筨筴笮 等筮 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筴筨筥筯筲筹第 筮筥筩筴筨筥筲
筴筨筥 筭筩筮筩筭筡筸 筲筥筤筵筮筤筡筮筣筹 筮筯筲 筴筨筥 筭筩筮筩筭筡筸 筩筮筤筩筶筩筤筵筡筬 筳筥筱筵筥筮筣筥 筲筥筧筲筥筴 筩筳 筣筯筮筳筩筤筥筲筥筤
筩筮筨筥筲筥筮筴筬筹 筳筵筰筥筲筩筯筲 筯筲 筭筯筲筥 筮筡筴筵筲筡筬第 筡筮筤 笨筡筳 筷筥 筳筨筡筬筬 筡筬筳筯 筳筥筥 筩筮 筯筵筲 筣筯筮筴筥筸筴第 筩筮 筴筨筥
筮筥筸筴 筳筥筣筴筩筯筮笩第 筢筯筴筨 筱筵筡筮筴筩筴筩筥筳 筯筦筴筥筮 筢筥筨筡筶筥 筳筩筭筩筬筡筲筬筹笮

等筮筤筥筥筤第 笨笵笮笳笮笹笩 筢筥筩筮筧 筡 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筯筦 筡 筳筴筡筮筤筡筲筤 筰筲筯筢筬筥筭 筷筩筴筨筩筮 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筴筨筥筯筲筹
筡筮筤 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筰筲筥筤筩筣筴筩筯筮 筷筩筴筨 筴筨筥 筬筯筧筡筲筩筴筨筭筩筣 筬筯筳筳第 筩筴 筩筳 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮 筛笱笴第 笲笱第 笳笵第 笴笱筝
筴筨筡筴 筴筨筥 筳筯筬筵筴筩筯筮 筦筯筲 q 筩筳 筵筮筩筱筵筥筬筹 筡筣筨筩筥筶筥筤 筢筹 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 Shtarkov
distribution第 筡 筮筯筴筩筯筮 筧筯筩筮筧 筢筡筣筫 筴筯 筛笷笸筝笺

qshtarkov,r̆笨y笩 笽
笖pr̆(y)笨y笩∫

y
笖pr̆(y))笨y笩ν笨dy笩

筳筯 Srel 笽
qshtarkov笨Y 笩

p0笨Y 笩
. 笨笵笮笳笮笱笰笩

筗筥 筴筨筥筮 筧筥筴 筴筨筡筴
(

筬筯筧 q(y)
p̄r̆(y)(y)

)
笽 筬筯筧

∫
y

笖pr̆(y)笨y笩ρ笨dy笩 笺笽 mmreg笨笕r笩 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴筬筹 筯筦

y第 筷筨筥筲筥 mmreg笨笕r笩 筩筳 筴筨筥 maximin regret 笨筣筡筬筬筥筤 筠筭筩筮筩筭筡筸 筲筥筧筲筥筴笧 筯筲筩筧筩筮筡筬筬筹第 筳筩筮筣筥 筩筮
筤筡筴筡 筣筯筭筰筲筥筳筳筩筯筮 筴筨筥 筲筩筧筨筴筭筯筳筴 筥筸筰筲筥筳筳筩筯筮第 筷筩筴筨筯筵筴 筴筨筥 筭筩筮筵筳 筳筩筧筮第 筩筳 筴筨筥 筲筥筬筥筶筡筮筴
筯筮筥笩笮

答筨筥 筭筯筳筴 筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤 筣筨筯筩筣筥 筩筳 筴筯 筴筡筫筥 笕r笨y笩 笺笽 筞r笨y笩 筴筨筥 筭筡筸筩筭筵筭 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤
筥筳筴筩筭筡筴筯筲 筷筩筴筨筩筮 R第 筡筣筨筩筥筶筩筮筧

筭筡筸
r∈R

笖pr笨y笩 笨笵笮笳笮笱笱笩

筦筯筲 筴筨筥 筧筩筶筥筮 y第 筳筩筮筣筥 筴筨筥筮 qshtarkov 筨筡筳 筭筩筮筩筭筡筬 筯筶筥筲筨筥筡筤 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯 筴筨筥 SGROW,r

筴筨筡筴 筩筳 筬筡筲筧筥筳筴 筷筩筴筨 筨筩筮筤筳筩筧筨筴第 筩笮筥笮 筴筨筡筴 筰筲筯筶筩筤筥筳 筴筨筥 筭筯筳筴 筥筶筩筤筥筮筣筥 筷筩筴筨 筨筩筮筤筳筩筧筨筴 筼
筴筨筵筳 筰筲筯筶筩筤筩筮筧 筡筤筤筩筴筩筯筮筡筬 筪筵筳筴筩笌筣筡筴筩筯筮 筦筯筲 筴筨筥 筴筥筲筭筩筮筯筬筯筧筹 筠筲筥筧筲筥筴笧 筩筮 筴筨筩筳 筳筰筥筣筩筡筬 筣筡筳筥第
筷筨筩筣筨 筷筡筳 筡筬筳筯 筓筨筴筡筲筫筯筶笧筳 筛笷笸筝 筯筲筩筧筩筮筡筬 筦筯筣筵筳笮 等筦 笕r 筩筳 筳筥筴 筴筯 筞r第 筴筨筥筮 Qshtarkov 筩筳 筡筬筳筯
筫筮筯筷筮 筡筳 筴筨筥 normalized maximum likelihood (NML) 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥 筳筥筴
R ⊂ BD笨Mc1笩 笨筮筯筴 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥 筦筵筬筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 E 笡笩笮

等筮 筴筨筥 筥筮筳筵筩筮筧 筲筥筳筵筬筴筳 筷筥 筷筩筬筬 筭筯筳筴筬筹 筢筥 筩筮筴筥筲筥筳筴筥筤 筩筮 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 R 筩筳 筥筩筴筨筥筲
笌筮筩筴筥 笨筡筳 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笵笮笲笩第 筯筲 筴筨筡筴 筩筴 筩筳 筩筮 笱笭筴筯笭笱 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筥筮筣筥 筷筩筴筨 BD笨Mc1笩 笨筡筳 筩筮
筆筩筧筵筲筥 笵笮笳笩笮 等筮 筢筯筴筨 筣筡筳筥筳第 筴筨筥 筭筡筸筩筭筵筭 筩筮 笨笵笮笳笮笱笱笩 筩筳 筡筣筨筩筥筶筥筤第 筡筬筴筨筯筵筧筨 筩筴 筭筡筹
筢筥 筡筣筨筩筥筶筥筤 筦筯筲 筭筯筲筥 筴筨筡筮 筯筮筥 r笻 筩筮 筴筨筡筴 筣筡筳筥第 筷筥 筳筥筴 筞r 筴筯 筢筥 筴筨筥 筬筡筲筧筥筳筴 r 筡筣筨筩筥筶筩筮筧
笨笵笮笳笮笱笱笩 筩筮 筬筥筸筩筣筯筧筲筡筰筨筩筣筡筬 筯筲筤筥筲筩筮筧第 筭筡筫筩筮筧 筞r 筷筥筬筬笭筤筥笌筮筥筤 筩筮 筡筬筬 筣筡筳筥筳笮

筗筨筩筬筥 筴筨筥 筵筰筣筯筭筩筮筧 筡筮筡筬筯筧筵筥 筯筦 筴筨筥 筃筓筃 筴筨筥筯筲筥筭 筷筩筬筬 筭筥筮筴筩筯筮 筴筨筥 筍筌筅 筞r第 筩筴 筴筵筲筮筳
筯筵筴 筴筨筡筴 筩筮 筴筨筥 筰筲筯筯筦第 筡筮筤 筩筮 筴筨筥 筤筥筴筡筩筬筥筤 筴筨筥筯筲筥筭 筳筴筡筴筥筭筥筮筴第 筷筥 筡筬筳筯 筮筥筥筤 筴筯 筲筥筦筥筲 筴筯 筡筮
筥筳筴筩筭筡筴筯筲 笕r 筴筨筡筴 筭筡筹 筤筩笋筥筲 筦筲筯筭 筴筨筥 筍筌筅笮 答筨筥 筲筥筡筳筯筮 筩筳 筴筨筡筴第 筩筮筴筲筩筧筵筩筮筧筬筹第 筩筮 筧筥筮筥筲筡筬
筷筥 筭筡筹 筨筡筶筥 筴筨筡筴 筦筯筲 筳筯筭筥 r ∈ R 筡筮筤 y ∈ M1,r 筷筥 筭筡筹 筨筡筶筥 筴筨筡筴 筞r笨y笩 ̸笽 r第 筷筨筩筣筨
筣筯筭筰筬筩筣筡筴筥筳 筴筨筥 筰筩筣筴筵筲筥笮 答筯 筴筨筩筳 筥筮筤第 筷筥 筦筯筲筭筵筬筡筴筥筤 筴筨筥 筭筩筮筩筭筡筸 筲筥筧筲筥筴 筡筰筰筲筯筡筣筨 筦筯筲
筧筥筮筥筲筡筬 笕r 笺 conv笨Y笩 → R第 筡筮筤 筮筯筴 筪筵筳筴 筴筨筥 筍筌筅第 筡筳 筷筡筳 筤筯筮筥 筥筡筲筬筩筥筲 筥笮筧笮 筢筹 筛笴笱筝笮

Example 12. [Gaussian Example] 筗筥 筵筳筥 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 笲笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筇筡筵筳筳筩筡筮 筣筡筳筥
筴筯 筧筡筩筮 筩筮筴筵筩筴筩筯筮笮 答筨筵筳第 筷筥 筬筥筴 Y 笽 conv笨Y笩 笽 R2第 筡筮筤 P0 筡 笲笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筇筡筵筳筳筩筡筮
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筮 Y 第 筷筩筴筨 筭筥筡筮 笰 笨筩笮筥笮第 笨笰, 笰笩笩 筡筮筤 笆 筡 筰筯筳筩筴筩筶筥 筤筥笌筮筩筴筥 笲 × 笲 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥
筭筡筴筲筩筸笮 答筨筥筮 M 笽 R2 筡筮筤 E 筩筳 筡 笲笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筇筡筵筳筳筩筡筮 筬筯筣筡筴筩筯筮 筦筡筭筩筬筹笮 筆筯筲 筮筯筷第 筴筡筫筥

笱笴笹



5.3. Surrounding M1

笆 筴筯 筢筥 筴筨筥 筩筤筥筮筴筩筴筹 筭筡筴筲筩筸笮 答筨筥筮 D笨P0∥Pµ笩 笽 笨笱/笲笩∥µ∥22 筩筳 筳筩筭筰筬筹 筴筨筥 筳筱筵筡筲筥筤 筮筯筲筭
筯筦 µ第 筦筡筣筩筬筩筴筡筴筩筮筧 筴筨筥 筲筥筡筳筯筮筩筮筧笮 筁 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 筯筦 筡 筣筯筮筶筥筸 M1 筩筳 筴筨筥 筴筲筡筮筳筬筡筴筥筤 筨筡筬筦笭筳筰筡筣筥
M1 笽 {笨y1, y2笩 笺 y1 ≥ a} 筦筯筲 筣筯筮筳筴筡筮筴 a > 笰笮 答筨筥 筰筯筩筮筴 µ ∈ M1 筭筩筮筩筭筩筺筩筮筧 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥
筴筯 P0 筭筵筳筴 筴筨筥筮 筣筬筥筡筲筬筹 筢筥 笨a, 笰笩笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筩筦 H1 筩筳 筡筮筹 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筷筩筴筨
筭筥筡筮筳 筩筮 M1 筡筮筤 筣筯筮筴筡筩筮筩筮筧 EBD

1 笽 { 笖Pµ 笺 µ ∈ BD笨Mc1笩}第 筷筥 筨筡筶筥 筢筹 筐筲筯筰筯筳筩筴筩筯筮 笱笴 筴筨筡筴
SGROW 笽 笖p(a,0)笨Y 笩/笖p(0,0)笨Y 笩笮 筗筥 筳筥筥 筴筨筡筴 筥筶筥筮 筩筦 筷筥 筨筡筶筥 筣筯筮筶筥筸 H1第 筴筨筥 筭筩筮筩筭筡筸
筩筮筤筩筶筩筤筵筡筬 筳筥筱筵筥筮筣筥 筲筥筧筲筥筴 筡筰筰筲筯筡筣筨 筬筥筡筤筳 筴筯 筡 筤筩笋筥筲筥筮筴 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筩筦 筷筥 筣筡筲筶筥 筵筰 H1

筩筮筴筯 {H1,r 笺 r ∈ R} 筦筯筲 R 筷筩筴筨 筭筯筲筥 筴筨筡筮 筯筮筥 筥筬筥筭筥筮筴笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筷筥 筣筡筮 筴筡筫筥
R 笽 {笨a, µ2笩 笺 µ2 ∈ R} 筢筥 筡 筶筥筲筴筩筣筡筬 筬筩筮筥 筡筮筤 筬筥筴 M1,(a,µ2) 筢筥 筴筨筥 筳筵筢筳筥筴 筯筦 M1 筯筮 筴筨筥 筬筩筮筥
筣筯筮筮筥筣筴筩筮筧 笨笰, 笰笩 筷筩筴筨 笨a, µ2笩笮 答筨筥筮第 筷筩筴筨 筞r 筴筨筥 筍筌筅 筡筳 筩筮 笨笵笮笳笮笱笱笩第 筷筥 筧筥筴 筴筨筡筴 筞r笨y笩
筩筳 筴筨筥 筰筯筩筮筴 筷筨筥筲筥 筴筨筥 筬筩筮筥 R 筩筮筴筥筲筳筥筣筴筳 筷筩筴筨 筴筨筥 筬筩筮筥 筣筯筮筮筥筣筴筩筮筧 笨笰, 笰笩 筡筮筤 y笮 筓筩筮筣筥
筮筯筷 筞r笨y笩第 筡筮筤 筨筥筮筣筥 筴筨筥 筳筵筢笭筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H1,r̂(y) 筷筥 筷筡筮筴 筴筯 筢筥 筡筬筭筯筳筴 筇筒筏筗 筡筧筡筩筮筳筴第
筣筨筡筮筧筥筳 筷筩筴筨 y第 筷筥 筧筥筴 筡 筳筯筬筵筴筩筯筮 Srel 筩筮 笨笵笮笳笮笱笰笩 筴筨筡筴 筤筩笋筥筲筳 筦筲筯筭 SGROW笮

等筮 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筣筯筮筶筥筸 H1第 筷筨筥筴筨筥筲 筴筯 筵筳筥 筴筨筥 筡筢筳筯筬筵筴筥 筯筲 筲筥筬筡筴筩筶筥 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥
筭筡筹 筤筥筰筥筮筤 筯筮 筴筨筥 筳筩筴筵筡筴筩筯筮 笨筳筥筥 筛笴笲筝 筦筯筲 筡 筭筯筴筩筶筡筴筩筯筮 筯筦 筷筨筥筮 筡筢筳筯筬筵筴筥 筯筲 筲筥筬筡筴筩筶筥 筩筳
筭筯筲筥 筡筰筰筲筯筰筲筩筡筴筥笩笮 等筮 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筮筯筮筣筯筮筶筥筸 H1 筷筩筴筨 d > 笱第 筷筥 筳筩筭筰筬筹 筤筯 筮筯筴 筫筮筯筷
筨筯筷 筴筯 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筥 筴筨筥 筡筢筳筯筬筵筴筥 筇筒筏筗 筡筮筤 筷筥 筨筡筶筥 筴筯 筲筥筳筯筲筴 筴筯 筴筨筥 筲筥筬筡筴筩筶筥 筇筒筏筗笮

5.3.3 CSC Theorem for surrounding H1

筆筯筲 筧筩筶筥筮 筥筳筴筩筭筡筴筯筲 笕r 筡筮筤 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筹 q 筯筮 Y 第 筤筥笌筮筥 reg笨q, 笕r笩 笨筠筲筥筧筲筥筴笧笩 筡筳

reg笨q, 笕r, y笩 笺笽 筬筯筧

(
笖pr̆(y)笨y笩

q笨y笩

)
笻 mreg笨q, 笕r笩 笺笽 筳筵筰

y:y∈M1
筬筯筧

(
笖pr̆(y)笨y笩

q笨y笩

)
. 笨笵笮笳笮笱笲笩

筗筨筥筲筥筡筳 筡筢筯筶筥 筷筥 筤筩筳筣筵筳筳筥筤 筡筮 筍筌筅 笕r第 筩笮筥笮 笕r 笽 筞r第 筷筥 筮筯筷 筲筥筱筵筩筲筥 筩筴 筴筯 筢筥 筳筥筬筦笭筣筯筮筳筩筳筴筥筮筴第
筩笮筥笮 筷筥 筳筥筴 筩筴 筴筯 筢筥 筡筮筹 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 y 筳筵筣筨 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 y ∈ M1第 筷筥 筨筡筶筥 y ∈ M1,r̆(y)笮 答筨筥
筶筡筬筵筥 筯筦 r笨y笩 筦筯筲 y ∈ conv笨Y笩 \ M1 筷筩筬筬 筮筯筴 筡笋筥筣筴 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筢筥筬筯筷笮

Theorem 12. [CSC Theorem for surrounding H1] Suppose that M1 is nice and
let {M1,r 笺 r ∈ R} be any nice partition of M1 as in (5.3.7), with 笕r any self-consistent
estimator as above. Let q be an arbitrary probability density function. Then:

EP0

[
1Y ∈M1 · eD(P̄r̆(Y ))∥P0)−reg(q,r̆,Y )

]
≤ 笱.

so that in particular, with D 笺笽 筩筮筦µ∈BD(Mc1)
D笨Pµ∥P0笩,

P0 笨Y ∈ M1笩 ≤ emreg(q,r̆)−D
(∗)
笽 emmreg(r̆)−D

(∗∗)
≤ emmreg(r̂)−D, 笨笵笮笳笮笱笳笩

where 笨∗笩 holds if we take q 笽 qshtarkov,r̆, and 笨∗∗笩 holds if the MLE estimator 筞r is
well-defined.

Proof. 筆筯筬筬筬筯筷筩筮筧 筰筲筥筣筩筳筥筬筹 筡筮筡筬筯筧筯筵筳 筳筴筥筰筳 筡筳 筩筮 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筯筦 笨笵笮笲笮笶笩 筡筳 筢筡筳筥筤 筯筮 笨笵笮笲笮笹笩

笱笵笰



Chapter 5. Growth-Optimal E-Variables and an extension to the
multivariate Csiszár-Sanov-Chernoff Theorem

筷筩筴筨筩筮 筴筨筥 筰筲筯筯筦 筯筦 答筨筥筯筲筥筭 笱笰第 筷筥 筯筢筴筡筩筮第 筦筯筲 筡筬筬 y ∈ conv笨Y笩第

y ∈ M1 ⇒
笖pr̆(y)笨y笩

p0笨y笩
≥ eD(P̄r̆(y)∥P0). 笨笵笮笳笮笱笴笩

答筨筥筮 笨笵笮笳笮笱笴笩 筧筩筶筥筳第 筵筳筩筮筧 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 笨笵笮笳笮笱笲笩笺

EP0

[
1Y ∈M1 · eD(P̄r̆(Y )∥P0)−reg(q,r̆,Y )

]
≤ EP0

[
1Y ∈M1 ·

笖pr̆(Y )笨Y 笩

p0笨Y 笩
· e−reg(q,r̆,Y )

]
≤

EP0

[
1Y ∈M1 ·

q笨Y 笩

p0笨Y 笩
· ereg(q,r̆,Y ) · e−reg(q,r̆,Y )

]
≤ EP0

[
q笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笽 笱,

筷筨筩筣筨 筰筲筯筶筥筳 筴筨筥 笌筲筳筴 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筩筮 筴筨筥 筴筨筥筯筲筥筭笮 答筨筥 筳筥筣筯筮筤 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筩筳 筴筨筥筮
筩筭筭筥筤筩筡筴筥笮

Analyzing the CSC Result — Different Partitions {M1,r 笺 r ∈ R} 答筨筥 筮筥筸筴
筱筵筥筳筴筩筯筮 筩筳 筨筯筷 筴筯 筣筬筥筶筥筲筬筹 筰筡筲筴筩筴筩筯筮 筡筮筹 筧筩筶筥筮 筮筯筮筣筯筮筶筥筸 M1 筳筯 筡筳 筴筯 筧筥筴 筡 筧筯筯筤 筢筯筵筮筤
筷筨筥筮 筡筰筰筬筹筩筮筧 答筨筥筯筲筥筭 笱笲笮 筗筥 笌筲筳筴 筮筯筴筥 筴筨筡筴第 筦筯筲 筡筮筹 筧筩筶筥筮 M1第 筴筨筥 笌筮筡筬 筢筯筵筮筤
笨笵笮笳笮笱笳笩 筤筯筥筳 筮筯筴 筷筯筲筳筥筮 筩筦 筷筥 筥筮筬筡筲筧筥 M1第 筡筳 筬筯筮筧 筡筳 D 笽 筩筮筦µ∈BD(Mc1)

D笨Pµ∥P0笩 筳筴筡筹筳
筴筨筥 筳筡筭筥笮 答筨筵筳第 筷筥 筳筴筩筬筬 筧筥筴 筴筨筥 筳筡筭筥 筢筯筵筮筤 筩筦 筷筥 筳筨筲筩筮筫 筴筨筥 筣筯筭筰筬筥筭筥筮筴 Mc1 筴筯 筴筨筥
D笭筋筌 筢筡筬筬 {µ 笺 D笨 笖Pµ∥P0笩 < D}第 筷筩筴筨筯筵筴 筭筡筫筩筮筧 筴筨筥 筢筯筵筮筤 筬筯筯筳筥筲笮 筗筥 筷筩筬筬 筴筨筥筲筥筦筯筲筥第
筦筲筯筭 筮筯筷 筯筮第 筳筩筭筰筬筹 筡筳筳筵筭筥 筴筨筡筴 筷筥 筡筲筥 筩筮 筴筨筥 筳筩筴筵筡筴筩筯筮 筩筮 筷筨筩筣筨 Mc1 筩筳 筴筨筥 D笭筋筌 筢筡筬筬笮
筗筥 筫筮筯筷 筴筨筡筴 筳筵筣筨 筡 筋筌 筢筡筬筬 筩筳 筣筯筮筶筥筸 筛笱笹筝 筼 筷筩筴筨 筳筵筣筨 筡 筣筯筮筶筥筸 Mc1 筷筥 筡筲筥 筴筨筵筳 筩筮
筴筨筥 筠筤筵筡筬 筣筡筳筥笧第 筡筳 筩筴 筷筥筲筥第 筴筯 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筣筯筮筶筥筸 M1 筷筨筩筣筨 筷筥 筤筩筳筣筵筳筳筥筤 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笵笮笲笮

答筨筥筲筥 筡筲筥 筮筯筷 筢筡筳筩筣筡筬筬筹 筴筷筯 筡筰筰筲筯筡筣筨筥筳 筴筯 筡筰筰筬筹 筴筨筥 筃筓筃 答筨筥筯筲筥筭 笱笲 筴筨筡筴 筳筵筧筧筥筳筴
筴筨筥筭筳筥筬筶筥筳笮 等筮 筴筨筥 笌筲筳筴 筡筰筰筲筯筡筣筨第 筷筥 笌筲筳筴 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筡 筬筡筲筧筥筲 M′1 笨筨筥筮筣筥 筳筭筡筬筬筥筲 M

′c
1 笩

筴筨筡筴 筣筯筮筴筡筩筮筳 M1第 筳筵筣筨 筴筨筡筴 M′1 筣筡筮 筢筥 筰筡筲筴筩筴筩筯筮筥筤 筩筮筴筯 筡 笌筮筩筴筥 筮筵筭筢筥筲 |R′| 筯筦 筣筯筮筶筥筸
筳筵筢筳筥筴筳第 {M′1,r 笺 r ∈ R}第 筡筮筤 筴筨筥筮 筷筥 筡筰筰筬筹 答筨筥筯筲筥筭 笱笲 筴筯 M′1 筡筮筤 R′笮 筗筥 筣筯筵筬筤第 筦筯筲

筥筸筡筭筰筬筥第 筴筡筫筥 M
′c
1 筢筥 筡 筣筯筮筶筥筸 筰筯筬筹筴筯筰筥 筷筩筴筨 筡 笌筮筩筴筥 筮筵筭筢筥筲 筯筦 筣筯筲筮筥筲筳第 筡筬筬 筴筯筵筣筨筩筮筧

BD笨M
′c
1 笩笮 筓筵筣筨 筡 筳筩筴筵筡筴筩筯筮 筩筳 筤筥筰筩筣筴筥筤 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笵笮笲第 筩筦 筷筥 筩筮筴筥筲筰筲筥筴 筴筨筥 筤筡筳筨筥筤 筣筵筲筶筥

筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 筯筦 筡 筋筌 筢筡筬筬 筡筮筤 筴筨筥 Mc1 笽 M \ M1 筩筮 筴筨筥 筆筩筧筵筲筥 筡筳 筴筨筥 筰筯筬筹筴筯筰筥 M
′c
1 笮 等筮

筴筨筥 筳筥筣筯筮筤 筡筰筰筲筯筡筣筨第 筷筥 筳筥筴 R 笽 BD笨Mc1笩第 筭筡筫筩筮筧 筩筴 筡 筭筡筮筩筦筯筬筤 筩筮 Rd第 筡筮筤 筳筥筴

M1,r 笺笽 {µ ∈ M1 笺 αµ 笽 r 筦筯筲 筳筯筭筥 α > 笰},

筩笮筥笮 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筰筯筩筮筴筳 筩筮 M1 筯筮 筴筨筥 筲筡筹 筳筴筡筲筴筩筮筧 筡筴 笰 筡筮筤 筧筯筩筮筧 筴筨筲筯筵筧筨 r笮 答筨筥筮 筷筥 筨筡筶筥
筦筯筲 筡筬筬 y ∈ BD笨Mc1笩 筴筨筡筴 r笨y笩 笽 y笮 筗筥 筭筡筹 筴筨筩筮筫 筯筦 筴筨筩筳 筳筥筣筯筮筤 筡筰筰筲筯筡筣筨 筡筳 筡 筬筩筭筩筴筩筮筧
筣筡筳筥 筯筦 筴筨筥 笌筲筳筴 筯筮筥第 筷筨筥筮 筷筥 筬筥筴 筴筨筥 筮筵筭筢筥筲 筯筦 筣筯筲筮筥筲筳 筯筦 筴筨筥 筰筯筬筹筴筯筰筥 筧筯 筴筯 筩筮笌筮筩筴筹笮
等筮 筴筨筥 筮筥筸筴 筳筥筣筴筩筯筮 筷筥 筳筨筯筷 筴筨筡筴第 筩筦 筷筥 筡筰筰筬筹 筴筨筥 筃筓筃 答筨筥筯筲筥筭 笱笲第 筩筮 筯筵筲 筭筡筩筮 筣筡筳筥
筯筦 筩筮筴筥筲筥筳筴第 筷筩筴筨 Y 笽 n−1

∑n
i=1Xi第 筡筮筤 Mc1 筡 筋筌 筂筡筬筬第 筴筨筥筮 筦筯筲 筬筡筲筧筥 n第 筴筨筥 筳筥筣筯筮筤第

筠筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳笧 筡筰筰筲筯筡筣筨 筡筬筷筡筹筳 筬筥筡筤筳 筴筯 筢筥筴筴筥筲 筢筯筵筮筤筳 筴筨筡筮 筴筨筥 笌筲筳筴笮
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筗筨筩筬筥 筴筨筥 筥筸筡筣筴 筳筩筺筥筳 筯筦 mmred笨H1笩 筡筮筤 mmreg笨笕r笩 筡筲筥 筨筡筲筤 筴筯 筤筥筴筥筲筭筩筮筥第 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥
筯筦 筮筩筣筥 Mc1 筡筮筤 筯筵筲 筣筥筮筴筲筡筬 筣筡筳筥 筯筦 筩筮筴筥筲筥筳筴第 筷筩筴筨 Y 笽 n−1

∑
Xi第 筷筥 筣筡筮 筵筳筥 筥筸筩筳筴筩筮筧

筲筥筳筵筬筴筳 筴筯 筯筢筴筡筩筮 筲筥筬筡筴筩筶筥筬筹 筳筨筡筲筰 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣 笨筩筮 n笩 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筩筯筮筳 筯筦 mmred笨H1笩 筡筮筤
mmreg笨笕r笩笧筳 筵筰筰筥筲 筢筯筵筮筤 mmreg笨筞r笩笮 筗筥 筮筯筷 筤筥筲筩筶筥 筴筨筥筳筥 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筩筯筮筳 筡筮筤 筳筨筯筷
筨筯筷 筴筨筥筹第 筩筮 筴筵筲筮第 筬筥筡筤 筴筯 筡筮 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筩筯筮 筴筯 GROW 筩筦 筭筯筲筥筯筶筥筲 Mc1 筩筳 筡 筋筌 筢筡筬筬第
筷筨筩筣筨 筡筳 筥筸筰筬筡筩筮筥筤 筡筢筯筶筥第 筩筳 筡筬筳筯 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筣筥筮筴筲筡筬 筩筮筴筥筲筥筳筴笮

答筨筵筳第 筷筥 筮筯筷 筡筳筳筵筭筥 筴筨筡筴 Y 笺笽 n−1
∑
Xi第 筷筩筴筨 X,X1, X2, . . . 筩笮筩笮筤笮 ∼ P ′

0第 筷筨筥筲筥

P ′
0 筩筳 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筮 X第 筩筮筤筵筣筩筮筧 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 P0 ≡ P

[Y ]
0 筦筯筲 Y 笮 筌筩筫筥 P0第 筷筥 筨筡筶筥 筴筨筡筴

P ′
0 筡筬筳筯 筧筥筮筥筲筡筴筥筳 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筮筯筷 筷筩筴筨 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 X 筡筮筤 筤筥筮筳筩筴筩筥筳

p′θ笨x笩 ∝ eθ
⊤xp′0笨x笩 笨笵笮笴笮笱笩

筥筸筴筥筮筤筥筤 筴筯 n 筯筵筴筣筯筭筥筳 筢筹 筡筳筳筵筭筩筮筧 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筣筥笮 筎筯筷 EP ′
θ
筛Y 筝 笽 n−1EP ′

θ
筛
∑n
i=1Xi筝 笽

EP ′
θ
筛X筝 筳筯 筴筨筡筴 筴筨筥 筭筡筰筰筩筮筧 µ笨θ笩 筦筲筯筭 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筴筯 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筩筳 筴筨筥 筳筡筭筥

筦筯筲 筢筯筴筨 筴筨筥 筦筡筭筩筬筹 笨笵笮笴笮笱笩 筡筮筤 筴筨筥 筯筲筩筧筩筮筡筬 筦筡筭筩筬筹 {Pθ笨Y 笩 笺 θ ∈ 笂}第 筡筮筤 筴筨筥 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤
筲筡筴筩筯 筯筦 筡筮筹 筭筥筭筢筥筲 P ′

θ 筯筦 筴筨筥 筦筡筭筩筬筹 笨笵笮笴笮笱笩 筴筯 P ′
0 筯筮 n 筯筵筴筣筯筭筥筳 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹第 筷筩筴筨

µ 笽 µ笨θ笩第
n∏
i=1

笖p′µ笨Xi笩

p′0笨Xi笩
笽
p′θ笨X

n笩

p′0笨Xn笩
笽
pθ笨Y 笩

p0笨Y 笩
笽

笖pµ笨Y 笩

p0笨Y 笩
,

筷筨筩筣筨 筩筮 筴筵筲筮 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 D笨 笖Pµ∥P0笩 笽 nD笨 笖P ′
µ∥P ′

0笩第 筷筨筥筲筥 D笨 笖P ′
µ∥P ′

0笩 筩筳 筡筮 筥筸筰筲筥筳筳筩筯筮
筴筨筡筴 筤筯筥筳 筮筯筴 筣筨筡筮筧筥 筷筩筴筨 n笮 答筨筩筳 筭筥筡筮筳 筴筨筡筴 筩筦 筷筥 筫筥筥筰 M1 筣筯筮筳筴筡筮筴第 筴筨筥 D 笽
筩筮筦µ∈M1 D笨 笖Pµ∥P0笩 筩筮 笨笵笮笳笮笱笳笩 筩筮筣筲筥筡筳筥筳 筬筩筮筥筡筲筬筹 筩筮 n笮 答筯 筡筶筯筩筤 筣筯筮筦筵筳筩筯筮 筨筥筲筥第 筩筴 筩筳
筵筳筥筦筵筬 筴筯 筭筡筫筥 筥筸筰筬筩筣筩筴 筴筨筥 筤筥筰筥筮筤筥筮筣筹 筯筦 mmreg 筡筮筤 D 筯筮 n 筩筮 答筨筥筯筲筥筭 笱笲第 筢筹
筷筲筩筴筩筮筧 筩筴 筡筳 mmregn 筡筮筤 Dn笺 筷筥 筣筡筮 筴筨筥筮 筲筥筳筴筡筴筥 筴筨筥 筢筯筵筮筤 笨笵笮笳笮笱笳笩 筩筮 筴筨筥 筴筨筥筯筲筥筭
筡筳

P0 笨Y ∈ M1笩 ≤ emmregn(r̂)−Dn 笽 emmregn(r̂)−nD1 . 笨笵笮笴笮笲笩

答筨筵筳第 筡筳 n 筩筮筣筲筥筡筳筥筳第 筩筦 筷筥 筫筥筥筰 M1 笌筸筥筤第 筴筨筥筮 筴筨筥 筱筵筡筮筴筩筴筹 Dn 筩筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤 筩筮筣筲筥筡筳筥筳
筬筩筮筥筡筲筬筹 筩筮 n笮 筏筮 筴筨筥 筯筴筨筥筲 筨筡筮筤第 筷筥 筷筩筬筬 筮筯筷 筳筨筯筷 筴筨筡筴第 筦筯筲 筳筵笎筣筩筥筮筴筬筹 筳筭筯筯筴筨
筢筯筵筮筤筡筲筩筥筳 筯筦 M1第 筷筥 筨筡筶筥 筴筨筡筴 mmregn笨筞r笩 筯筮筬筹 筩筮筣筲筥筡筳筥筳 筬筯筧筡筲筩筴筨筭筩筣筡筬筬筹 筩筮 n第 筭筡筫筩筮筧
筴筨筥 筳筴筲筥筮筧筴筨 筯筦 筢筯筵筮筤 笨笵笮笳笮笱笳笩 筳筴筩筬筬 筧筲筯筷 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬筬筹 筩筮 n笮 答筨筥 筲筥筳筵筬筴 筩筳 筡 筤筩筲筥筣筴
筣筯筲筯筬筬筡筲筹 筯筦 筡 筲筥筳筵筬筴 筢筹 筛笸笲筝笮

Theorem 13. [Corollary of Theorem 2 of [82]; see also [80]] Consider the setting
of surrounding M1 and suppose that M1 is 筮筩筣筥, as defined in the beginning of Section 5.3,
and that there exists a bijective function ϕ 笺 U → BD笨Mc1笩 so that U is a subset of Rd−1

with open interior, ϕ has at least four derivatives and these are bounded on U . Then 筞r
is well-defined and there exists C > 笰 such that for all n,

mmregn笨筞r笩 ≤ d− 笱

笲
筬筯筧 n笫 C.

筗筥 筡筬筳筯 筨筡筶筥 筡 筢筯筵筮筤 筯筮 筴筨筥 筭筩筮筩筭筡筸 筲筥筧筲筥筴 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 H1 筣筯筮筴筡筩筮筳 EBD
1 第
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筴筨筥 筳筵筢筳筥筴 筯筦 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 E 筲筥筳筴筲筩筣筴筥筤 筴筯 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 BD笨Mc1笩笺

Theorem 14. [Corollary of Theorem 1 of [23]] Consider the setting and conditions
of the previous theorem. Let EBD

1 笺笽 { 笖Pµ 笺 µ ∈ BD笨Mc1笩 ∩ M}. Then there exists C ′ < 笰
such that for all n,

mmredn笨EBD
1 笩 笽 筩筮筦

q
筳筵筰

µ∈BD(Mc1)

D笨 笖Pµ∥Q笩 ≥ d− 笱

笲
筬筯筧 n笫 C ′.

答筯 筳筥筥 筨筯筷 筴筨筩筳 筲筥筳筵筬筴 筦筯筬筬筯筷筳 筦筲筯筭 筃筬筡筲筫筥 筡筮筤 筂筡筲筲筯筮笧筳第 筮筯筴筥 筴筨筡筴 筦筯筲 筴筨筩筳 筷筥
筮筥筥筤 筴筯 筶筥筲筩筦筹 筴筨筥 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筃筯筮筤筩筴筩筯筮筳 笱筻笳 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笲 筯筦 筴筨筥筩筲 筰筡筰筥筲笮 筴筨筥
筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 筯筦 筮筩筣筥筮筥筳筳 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 BD笨Mc1笩 筩筳 筣筯筮筴筡筩筮筥筤 筩筮 筡 筣筯筭筰筡筣筴 筳筵筢筳筥筴
M′ 筯筦 筴筨筥 筩筮筴筥筲筩筯筲 筯筦 M笮 答筨筥筮 筡筬筳筯 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筮筡筴筵筲筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳
筡筲筥 筣筯筮筴筡筩筮筥筤 筩筮 筡 筣筯筭筰筡筣筴 筳筵筢筳筥筴 笂′ 筯筦 筴筨筥 筩筮筴筥筲筩筯筲 筯筦 笂笮 筃筯筮筤筩筴筩筯筮
笱 筯筦 筴筨筥筩筲 筰筡筰筥筲 筩筳 筩筭筭筥筤筩筡筴筥筬筹 筶筥筲筩笌筥筤 筦筯筲 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳 筩筮 筴筨筥 筮筡筴筵筲筡筬
筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 笂笮 筓筩筮筣筥 筴筨筥 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 θ 笺 M → 笂 筡筮筤 ϕ 笺 U → M 筡筮筤 筴筨筥筩筲
笌筲筳筴 筡筮筤 筳筥筣筯筮筤 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥筳 筡筲筥 筴筨筥筭筳筥筬筶筥筳 筢筯筵筮筤筥筤 筯筮 U 筡筮筤 M′第 筃筯筮筤筩筴筩筯筮
笱 筯筦 筴筨筥筩筲 筰筡筰筥筲 筩筳 筶筥筲筩笌筥筤 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥 筲筥筬筥筶筡筮筴 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮
笖Pϕ(u) 筡筳 筷筥筬筬笮 筍筯筲筥筯筶筥筲第 筦筯筲 筡筬筬 k ∈ N第 筡筬筬 筰筡筲筴筩筡筬 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥筳 筯筦 筦筯筲筭

∂k/笨∂uj1 . . . ∂ujk笩
∫

笖pϕ(u)笨y笩dρ笨y笩第 筷筩筴筨 j1, . . . , jk ∈ {笱, . . . , d− 笱}第 筣筡筮 筢筥
筣筡筬筣筵筬筡筴筥筤 筢筹 筥筸筣筨筡筮筧筩筮筧 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筩筯筮 筡筮筤 筩筮筴筥筧筲筡筴筩筯筮 笨筴筨筩筳 筦筯筬筬筯筷筳 筦筲筯筭
筛笱笹第 答筨筥筯筲筥筭 笲笮笲筝笮 筓筩筮筣筥 筷筥 筡筬筲筥筡筤筹 筥筳筴筡筢筬筩筳筨筥筤 筛笲笳筝笧筳 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 笱第 筴筨筩筳
筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥筩筲 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 笲 筡筬筳筯 筨筯筬筤筳第 筡筳 筴筨筥筹 筥筸筰筬筡筩筮 筵筮筤筥筲筮筥筡筴筨 筴筨筥筩筲
筃筯筮筤筩筴筩筯筮 笲笮 答筨筥筩筲 筃筯筮筤筩筴筩筯筮 笳 筩筳 筩筭筭筥筤筩筡筴筥笮

筎筯筷第 筦筯筲 筡筮筹 H1 筴筨筡筴 筣筯筮筴筡筩筮筳 EBD
1 第 答筨筥筯筲筥筭 笱笴 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴

mmredn笨H1笩 ≥ mmredn笨EBD
1 笩 ≥ d− 笱

笲
筬筯筧 n笫 C ′, 笨笵笮笴笮笳笩

筡筮筤 筩筴 筩筳 筡筬筳筯 筩筭筭筥筤筩筡筴筥第 筢筹 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筯筦 筞r第 筴筨筡筴

mmregn笨筞r笩 ≥ mmredn笨H1笩. 笨笵笮笴笮笴笩

答筯筧筥筴筨筥筲 筷筩筴筨 笨笵笮笴笮笳笩 筡筮筤 笨笵笮笴笮笴笩第 答筨筥筯筲筥筭 笱笳 筡筢筯筶筥 筮筯筷 筧筩筶筥筳 筴筨筡筴第 筵筮筤筥筲 筴筨筥
筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 筯筦 筢筯筴筨 筴筨筥筯筲筥筭筳第

mmredn笨H1笩 笽 mmregn笨筞r笩 笫O笨笱笩 笽
d− 笱

笲
筬筯筧 n笫O笨笱笩. 笨笵笮笴笮笵笩

How to Partition M1, Continued 筗筥 筮筯筷 筲筥筳筴筲筩筣筴 筴筯 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 Mc1 筩筳 筡 D1笭筋筌
筢筡筬筬笮 筁筴 筴筨筥 筥筮筤 筯筦 筰筲筥筶筩筯筵筳 筳筥筣筴筩筯筮 筷筥 筥筸筰筬筡筩筮筥筤 筷筨筹 筴筨筩筳 筩筳 筴筨筥 筭筡筪筯筲 筣筡筳筥 筯筦 筩筮筴筥筲筥筳筴笮
筁筳 筡筢筯筶筥第 筷筥 筷筡筮筴 筴筯 筫筥筥筰 Mc1 笌筸筥筤 筡筳 n 筩筮筣筲筥筡筳筥筳第 筩笮筥笮 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳 筴筨筡筴
筳筴筡筹筳 筩筮 M1 筤筯筥筳 筮筯筴 筣筨筡筮筧筥 筷筩筴筨 n笮 答筨筩筳 筭筥筡筮筳 筴筨筡筴第 筷筨筥筮 筶筩筥筷筥筤 筡筳 筡 筋筌 筢筡筬筬 筯筦
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筯筮 X第 筴筨筥 筲筡筤筩筵筳 筯筦 筴筨筥 筢筡筬筬 筲筥筭筡筩筮筳 筣筯筮筳筴筡筮筴 筷筩筴筨 n第 筢筵筴 筷筨筥筮 筶筩筥筷筥筤 筡筳
筡 筋筌 筢筡筬筬 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筯筮 Y 第 筴筨筥 筲筡筤筩筵筳 筯筦 筴筨筥 筢筡筬筬 筤筯筥筳 筮筥筥筤 筴筯 筳筣筡筬筥 筬筩筮筥筡筲筬筹 筷筩筴筨

笱笵笳



5.4. Asymptotic expression of growth rate and regret

n第 筩笮筥笮 筷筥 筳筥筴笺

Mc1 笽 {µ 笺 D笨 笖P ′
µ∥P ′

0笩 < D1} 笽 {µ 笺 D笨 笖Pµ∥P0笩 < nD1}. 笨笵笮笴笮笶笩

筗筥 筮筯筷 筲筥筴筵筲筮 筴筯 筴筨筥 筴筷筯 筡筰筰筲筯筡筣筨筥筳 筴筯 筡筰筰筬筹筩筮筧 筴筨筥 筃筓筃 答筨筥筯筲筥筭 笱笲 筷筨筩筣筨 筷筥
筤筩筳筣筵筳筳筥筤 筡筴 筴筨筥 筥筮筤 筯筦 筴筨筥 筰筲筥筶筩筯筵筳 筳筥筣筴筩筯筮笺 筯筮筥 筢筡筳筥筤 筯筮 筡 笌筮筩筴筥 R 筤筥笌筮筩筮筧 筡 筰筯筬筹筴筯筰筥第
筯筮筥 筢筡筳筥筤 筯筮 筡 筠筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳笧 R 笽 BD笨Mc1笩笮 等筴 筴筵筲筮筳 筯筵筴 筴筨筡筴 筩筦 M1 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筡
筋筌 筢筡筬筬 笨笵笮笴笮笶笩第 筴筨筥筮第 筦筯筲 筬筡筲筧筥 n第 筩筴 筩筳 筡筬筷筡筹筳 筢筥筴筴筥筲 筴筯 筴筡筫筥 筴筨筥 筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳 R 筡筰筰筲筯筡筣筨笮
答筯 筳筥筥 筴筨筩筳第 筳筵筰筰筯筳筥 筴筨筡筴第 筩筮 筴筨筥 筰筯筬筹筴筯筰筥 筡筰筰筲筯筡筣筨第 筷筥 筴筡筫筥 筡 筰筯筬筹筴筯筰筥 M

′c
1 筷筩筴筨 k

筣筯筲筮筥筲筳 笨筥笮筧笮第 k 笽 笵 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笵笮笲笩笻 筬筥筴 笕rk 筢筥 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筥筳筴筩筭筡筴筯筲 筡筮筤 筞rk 筢筥
筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筍筌筅 筩筮 R 筡筮筤 D′

1,k < D1 笨筆筩筧筵筲筥 笵笮笲笩 筩筮筤筩筣筡筴筥筳 筷筨筹 筴筨筥 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹
筨筯筬筤筳笩 筢筥 筴筨筥 筭筩筮筩筭筵筭 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筷筥 筴筨筥筮 筯筢筴筡筩筮 筩筮 笨笵笮笳笮笱笳笩 筷筨筥筮 筲筥筰筬筡筣筩筮筧 Mc1
筢筹 M

′c
1 第 筡筰筰筬筩筥筤 筦筯筲 n 笽 笱笻 筳筩筭筩筬筡筲筬筹 筷筥 筬筥筴 笕r∞ 筢筥 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筥筳筴筩筭筡筴筯筲 筦筯筲 筴筨筥

筳筥筣筯筮筤第 筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳 筡筰筰筲筯筡筣筨 筡筮筤 筞r∞ 筢筥 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筍筌筅 筩筮 R 笽 BD笨Mc1笩 筡筮筤
D′

1,∞ 笽 D1 筢筥 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筭筩筮筩筭筵筭 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筡筰筰筥筡筲筩筮筧 筩筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤笮
答筨筥筮 筴筨筥 筲筩筧筨筴筭筯筳筴 筢筯筵筮筤筳 筩筮 笨笵笮笳笮笱笳笩 筷筩筬筬第 筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹第 筬筯筯筫 筬筩筫筥

emmregn(r̆k)−nD
′
1,k ≤ emmregn(r̂k)−nD

′
1,k 筶筳笮 emmregn(r̆∞)−nD1 ≤ emmregn(r̂∞)−nD1 .

筓筩筮筣筥 mmregn笨笕rk笩 筩筳 筡筬筷筡筹筳 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥第 筮筯 筭筡筴筴筥筲 筴筨筥 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筯筦 笕r 筡筮筤 筴筨筥 筶筡筬筵筥
筯筦 k 筡筮筤 n第 筷筨筥筲筥筡筳 mmregn笨筞r∞笩 筩筳 筬筯筧筡筲筩筴筨筭筩筣第 筡筮筤 D′

1,k < D1 筦筯筲 筡筬筬 笌筮筩筴筥 k第 筴筨筥
筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳 筡筰筰筲筯筡筣筨 筢筡筳筥筤 筯筮 k 笽 ∞ 筰筲筯筶筩筤筥筳 筢筯筵筮筤筳 筴筨筡筴 筡筲筥 筥筶筥筮筴筵筡筬筬筹 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬筬筹
筢筥筴筴筥筲 筩筮 n 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯 筴筨筥 筢筯筵筮筤 筢筡筳筥筤 筯筮 筡筮筹 笌筮筩筴筥 k笮

An Asymptotic GROW Result 等筮 筴筨筥 筋筌 筢筡筬筬 筳筥筴筴筩筮筧第 筷筥 筣筡筮 筡筬筳筯 筳筡筹 筳筯筭筥筴筨筩筮筧
筡筢筯筵筴 筴筨筥 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣 筳筩筺筥 筯筦 筴筨筥 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥 筯筰筴筩筭筡筬 筧筲筯筷筴筨 筲筡筴筥笺

Proposition 15. In the KL ball setting above, let H1 be any set of distributions that
contains EBD

1 and with means contained in M1, i.e. {EP 筛Y 筝 笺 P ∈ H1} ⊂ M1. Then the
growth rate GROWn at sample size n is given by

GROWn 笽 nD − d− 笱

笲
筬筯筧 n笫O笨笱笩.

Proof. 筗筥 筨筡筶筥第 筷筩筴筨 筴筨筥 筳筵筰筲筥筭筵筭 筢筥筩筮筧 筴筡筫筥筮 筯筶筥筲 筡筬筬 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筩筥筳 q 筦筯筲 Y 第

筳筵筰
q

筩筮筦
P∈H1

EP
[
筬筯筧

q笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
≤ 筳筵筰

q
筩筮筦

µ∈BD(Mc1)
EP̄µ

[
筬筯筧

q笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笽

筳筵筰
q

筩筮筦
µ∈BD(Mc1)

(
EP̄µ

[
筬筯筧

q笨Y 笩

p0笨Y 笩
− 筬筯筧

笖pµ笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笫 EP̄µ

[
筬筯筧

笖pµ笨Y 笩

p0笨Y 笩

] )
笽

筳筵筰
q

筩筮筦
µ∈BD(Mc1)

EP̄µ

[
筬筯筧

q笨Y 笩

p0笨Y 笩
− 筬筯筧

笖pµ笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笫 nD1 笽 −d− 笱

笲
筬筯筧 n笫O笨笱笩 笫 nD1.

筷筨筥筲筥 筴筨筥 筬筡筳筴 筥筱筵筡筴筩筯筮 筦筯筬筬筯筷筳 筦筲筯筭 笨笵笮笴笮笵笩笮 筏筮 筴筨筥 筯筴筨筥筲 筨筡筮筤第 筷筩筴筨 qshtarkov,r̂ 筤筥笌筮筥筤

笱笵笴



Chapter 5. Growth-Optimal E-Variables and an extension to the
multivariate Csiszár-Sanov-Chernoff Theorem

筡筳 筩筮 笨笵笮笳笮笱笰笩第 筷筥 筡筬筳筯 筨筡筶筥笺

筳筵筰
q

筩筮筦
P∈H1

EP
[
筬筯筧

q笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
≥

筩筮筦
P∈H1

EP
[
筬筯筧

qshtarkov,r̂笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笽 筩筮筦
µ∈M1

筩筮筦
P∈H1:EP [Y ]=µ

EP
[
筬筯筧

笖pr̂(Y )笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
−mmregn笨筞r笩 ≥

筩筮筦
µ∈M1

筩筮筦
P∈H1:EP [Y ]=µ

EP
[
筬筯筧

笖pµ笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
−mmregn笨筞r笩

∗
笽

筩筮筦
µ∈M1

EP̄µ

[
筬筯筧

笖pµ笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
−mmregn笨筞r笩 笽 筩筮筦

µ∈M1
D笨 笖Pµ∥P0笩 −mmregn笨筞r笩 笽

nD1 −
d− 笱

笲
筬筯筧 n笫O笨笱笩,

筷筨筥筲筥 笨∗笩 筦筯筬筬筯筷筳 筢筹 筲筥筷筲筩筴筩筮筧 筴筨筥 筱筵筡筮筴筩筴筹 筩筮筳筩筤筥 筴筨筥 筬筯筧筡筲筩筴筨筭 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥
筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筡筮筤 筥筶筡筬筵筡筴筩筮筧 筴筨筥 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮笮 筃筯筭筢筩筮筩筮筧 筴筨筥 筴筷筯
筤筩筳筰筬筡筹筳 筡筢筯筶筥第 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筦筯筬筬筯筷筳笮

5.5 Proof of Lemma 9 and further discussion of
Theorem 11

答筯 筰筲筯筶筥 筌筥筭筭筡 笹第 筷筥 笌筲筳筴 筰筲筯筶筩筤筥 筳筯筭筥 筢筡筣筫筧筲筯筵筮筤 筯筮 variation diminishing
transformations 筛笲笰筝笮

Definition 8. 筌筥筴 X 笽 {x1, . . . , xn} 筢筥 筡 笌筮筩筴筥 筳筵筢筳筥筴 筯筦 R 筷筩筴筨 x1 < x2 < . . . < xn
筡筮筤 筬筥筴 g 笺 X → R 筢筥 筡 筦筵筮筣筴筩筯筮第 筳筯 筴筨筡筴 笨g笨x1笩, . . . , g笨xn笩笩 ∈ Rn笮 筗筥 筬筥筴 S−笨g笩 筤筥筮筯筴筥
筴筨筥 筮筵筭筢筥筲 筯筦 筳筩筧筮 筣筨筡筮筧筥筳 筯筦 筳筥筱筵筥筮筣筥 g笨x1笩, . . . , g笨xn笩 筷筨筥筲筥 筷筥 筩筧筮筯筲筥 筺筥筲筯筳笻 筩筦 g 筩筳
筩筤筥筮筴筩筣筡筬筬筹 笰 筴筨筥筮 筷筥 筳筥筴 S−笨g笩 筴筯 笰笮

Example 13. 等筦 g′笨x1, x2, x3笩 笽 笨−笱, 笰, 笱笩第 g′′笨x1, x2, x3笩 笽 笨−笲, 笱, 笴笩 筡筮筤 g′′′笨x1, x2, x4笩 笽
笨−笲, 笰, 笰, 笳笩第 筴筨筥筮 S−笨g′笩 笽 S−笨g′′笩 笽 S−笨g′′′笩 笽 笱笮

Definition 9. 筎筯筷 筣筯筮筳筩筤筥筲 筡筲筢筩筴筲筡筲筹 X ⊂ R 筡筮筤 筬筥筴 g 笺 X → R笮 筆筯筲 笌筮筩筴筥 V ⊂ X 第 筳筡筹
V 笽 {x1, . . . , xn} 筷筩筴筨 x1 < . . . < xn第 筷筥 筬筥筴 gV 笽 {g笨x1笩, . . . , g笨xn笩}笮 筗筥 筬筥筴 S−笨g笩
筢筥 筴筨筥 筳筵筰筲筥筭筵筭 筯筦 S−笨gV笩 筯筶筥筲 筡筬筬 笌筮筩筴筥 筳筵筢筳筥筴筳 V 筯筦 X 笮

等筮筴筵筩筴筩筶筥筬筹第 S−笨g笩 筩筳 筴筨筥 筮筵筭筢筥筲 筯筦 筴筩筭筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筦筵筮筣筴筩筯筮 g笨x笩 筣筨筡筮筧筥筳 筳筩筧筮 筡筳
x ∈ X ⊂ R 筩筮筣筲筥筡筳筥筳笮

Lemma 10. [20, Example 3.1, Proposition 3.1] Let P0 and Y be as above
(5.1.14), where Y 笽 Y1 is 1-dimensional, so Y ⊆ R, and consider the 1-dimensional
exponential family generated by P0 as in (5.1.14). In the terminology of [20], this
family is 筓策筒n笨R,笂笩 and hence 筓策筒n笨Y,笂笩 for all n. Rather than giving the precise
definition of SVR (‘strict variation reducing’), we just state the implication of this
fact that we need: for any function g 笺 Y → R with

∫
|g|dρ > 笰 and γ 笺 笂 → R with

γ笨θ笩 笺笽
∫
pθ笨y笩g笨y笩ρ笨dy笩, we have: S−笨γ笩 ≤ S−笨g笩.

笱笵笵



5.5. Proof of Lemma 9 and further discussion of Theorem 11

等筮 筷筯筲筤筳第 筦筯筲 筡筮筹 筦筵筮筣筴筩筯筮 g 筡筳 筡筢筯筶筥第 筴筨筥 筮筵筭筢筥筲 筯筦 筳筩筧筮 筣筨筡筮筧筥筳 筯筦 EPθ 筛g笨Y 笩筝 筡筳
筷筥 筶筡筲筹 θ 筩筳 筢筯筵筮筤筥筤 筢筹 筴筨筥 筮筵筭筢筥筲 筯筦 筳筩筧筮 筣筨筡筮筧筥筳 筯筦 g 筩筴筳筥筬筦 筯筮 y ∈ Y ⊂ R笮 筓筩筮筣筥第
筩筮 筯筮筥笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筦筵筬筬 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳第 µ笨θ笩 筩筳 筡 筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳第 筳筴筲筩筣筴筬筹 筩筮筣筲筥筡筳筩筮筧
筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 θ第 筴筨筩筳 筡筬筳筯 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴第 筦筯筲 筡筮筹 筦筵筮筣筴筩筯筮 g第 筴筨筥 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 γ笨µ笩 笺笽
EP̄µ 筛g笨Y 笩筝 筡筬筳筯 筳筡筴筩筳笌筥筳 S−笨γ笩 ≤ S−笨g笩笮

筎筯筷 筦筯筲 筡筮筹 筣筯筮筳筴筡筮筴 c ∈ R第 筡筮筹 w◦ ∈ 筛笰, 笱筝第 筷筥 筳筥筴 gc笨y笩 笽 c笫筬筯筧
(1−w◦)p̄

µ
−
1
(y)+w◦p̄

µ
+
1
(y)

p0(y)
笮

筁 筬筩筴筴筬筥 筣筡筬筣筵筬筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥筳 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 gc笨y笩 筩筳 筳筴筲筩筣筴筬筹 筣筯筮筶筥筸 筯筮 conv笨Y笩
筡筮筤 筮筯筴 筭筯筮筯筴筯筮筩筣笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 gc笨y笩 筨筡筳 筥筸筡筣筴筬筹 筯筮筥 筭筩筮筩筭筵筭 筰筯筩筮筴 y 筡筮筤 筩筳 筳筴筲筩筣筴筬筹
筭筯筮筯筴筯筮筩筣 筯筮 筢筯筴筨 筳筩筤筥筳 筯筦 y笮 答筨筵筳第 gc笨y笩 筡筳 筡 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 y ∈ conv笨Y笩 筣筨筡筮筧筥筳 筳筩筧筮
筴筷筩筣筥笻 gc笨y笩笧筳 筤筯筭筡筩筮 筢筥筩筮筧 筲筥筳筴筲筩筣筴筥筤 筴筯 Y 笨筷筨筩筣筨 筩筳 筮筯筴 筴筨筥 筳筡筭筥 筡筳 conv笨Y笩 筩筮 筴筨筥
筤筩筳筣筲筥筴筥 筣筡筳筥笩第 筩筴 筣筨筡筮筧筥筳 筳筩筧筮 筡筴 筭筯筳筴 筴筷筩筣筥笮 答筨筵筳第 筦筯筲 筡筬筬 c ∈ R第 筷筥 筨筡筶筥 S−笨gc笩 ≤ 笲笮
筌筥筭筭筡 笱笰 筴筨筵筳 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 S−笨γc笨µ笩笩 ≤ 笲 筷筩筴筨 γc笨µ笩 笺笽 f笨µ,w◦笩 笫 c 筷筨筥筲筥 f笨µ,w笩 筩筳
筤筥笌筮筥筤 筡筳 筩筮 笨笵笮笳笮笳笩笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筷筥 筫筮筯筷 筴筨筡筴 g0笨µ笩 笽 f笨µ,w◦笩 筡筳 筡 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 µ 筣筡筮
筡筴 筭筯筳筴 筨筡筶筥 筯筮筥 筭筩筮筩筭筵筭 筰筯筩筮筴 筡筣筨筩筥筶筥筤 筡筴 筳筯筭筥 µ∗ 筡筮筤 筩筦 筩筴 筨筡筳 筳筵筣筨 筡 筭筩筮筩筭筵筭
筰筯筩筮筴第 筩筴 筭筵筳筴 筢筥 筳筴筲筩筣筴筬筹 筭筯筮筯筴筯筮筩筣 筯筮 筢筯筴筨 筳筩筤筥筳 筯筦 µ∗笮

筎筯筷 f笨笰, w◦笩 笽 EP0 筛g0笨Y 笩筝 笽 −D笨 笖P0∥PW◦
1

笩 < 笰笻 筢筵筴 筢筹 笨笵笮笳笮笱笩第 筷筨筩筣筨 筷筥 筡筬筲筥筡筤筹

筳筨筯筷筥筤第 f笨µ+
1 , w

◦笩 笽 f笨µ−
0 , w

◦笩 > 笰笮 等筴 筦筯筬筬筯筷筳 筴筨筡筴 筡 µ∗ 筡筳 筭筥筮筴筩筯筮筥筤 筡筢筯筶筥 筭筵筳筴
筥筸筩筳筴第 筡筮筤 筴筨筡筴 筩筴 筬筩筥筳 筩筮 筢筥筴筷筥筥筮 µ−

0 筡筮筤 µ+
0 笻 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筦筯筬筬筯筷筳笮

Why the case d > 笱 is complicated 筗筥 筯筮筬筹 筭筡筮筡筧筥筤 筴筯 筰筲筯筶筥 筡 筧筥筮筥筲筡筬 筇筒筏筗
筲筥筳筵筬筴 筦筯筲 筳筵筲筲筯筵筮筤筩筮筧 H1 筦筯筲 d 笽 笱笮 答筯 筧筩筶筥 筴筨筥 筲筥筡筤筥筲 筡筮 筩筤筥筡 筷筨筥筲筥 筴筨筥 筤筩笎筣筵筬筴筩筥筳
筬筩筥第 筷筥 笌筲筳筴 筤筩筳筣筵筳筳 筴筨筥 筣筡筳筥 d 笽 笱 筡 筬筩筴筴筬筥 筭筯筲筥笮 筏筮筥 筭筡筹 筷筯筮筤筥筲 筷筨筹 筥筶筥筮 筴筨筥筲筥第 筷筥
筨筡筤 筴筯 筲筥筳筯筲筴第 筶筩筡 筌筥筭筭筡 笹第 筴筯 筴筨筥 筰筲筥筴筴筹 筳筯筰筨筩筳筴筩筣筡筴筥筤 筴筨筥筯筲筹 筯筦 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筤筩筭筩筮筩筳筨筩筮筧
筴筲筡筮筳筦筯筲筭筡筴筩筯筮筳笮 等筴 筷筯筵筬筤 筳筥筥筭 筭筵筣筨 筳筩筭筰筬筥筲 筴筯 筤筩筲筥筣筴筬筹 筣筡筬筣筵筬筡筴筥 筴筨筥 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥
笨d/dµ笩f笨µ,w◦笩 筡筮筤 筳筨筯筷 筴筨筡筴第 筦筯筲 筡筰筰筲筯筰筲筩筡筴筥 筣筨筯筩筣筥 筯筦 w◦第 筴筨筥 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥 筩筳 笰 筡筴 筳筯筭筥
µ∗ 筷筩筴筨筩筮 筴筨筥 筩筮筴筥筲筶筡筬 笨µ−

1 , µ
+
1 笩第 筡筮筤 筮筥筧筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥 筬筥筦筴 筡筮筤 筰筯筳筩筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥 筲筩筧筨筴 筯筦 µ∗笻

筴筨筩筳 筷筯筵筬筤 筬筥筡筤 筴筯 筴筨筥 筳筡筭筥 筣筯筮筣筬筵筳筩筯筮 筡筳 筪筵筳筴 筳筴筡筴筥筤笮 筙筥筴 筴筨筥 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹

d

dµ
f笨µ,w◦笩 笽 σ2

µ ·
(
EP̄µ 筛Y · g0笨Y 笩筝 −EP̄µ 筛Y 筝 ·EP̄µ 筛g0笨Y 笩筝

)
, 笨笵笮笵笮笱笩

筷筨筥筲筥 σ2
µ 笽 EP̄µ 筛Y 2筝 − 笨EP̄µ 筛Y 筝笩2 筩筳 筴筨筥 筶筡筲筩筡筮筣筥 筯筦 笖Pµ笮 筗筨筩筬筥 笨笵笮笵笮笱笩 筬筯筯筫筳 筠筣筬筥筡筮笧第 筩筴

筩筳 筮筯筴 筥筡筳筹 筴筯 筡筮筡筬筹筺筥 筼 筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筩筴 筩筳 筮筯筴 筡 筰筲筩筯筲筩 筣筬筥筡筲 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筥 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥 筣筡筮
筢筥 笰 筩筮 筯筮筬筹 筯筮筥 筰筯筩筮筴笮 答筡筫筩筮筧 筦筵筲筴筨筥筲 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥筳 筤筯筥筳 筮筯筴 筨筥筬筰 筥筩筴筨筥筲 筩筮 筴筨筩筳 筲筥筳筰筥筣筴笻
筦筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筴筨筥 筳筥筣筯筮筤 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥 筩筳 筮筯筴 筮筥筣筥筳筳筡筲筩筬筹 筡筬筷筡筹筳笭筰筯筳筩筴筩筶筥笮

筁筮筯筴筨筥筲 筠筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤笧 筲筯筵筴筥 筴筯 筳筨筯筷 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筶筩筡 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筩筯筮 筭筩筧筨筴 筢筥 筴筨筥
筦筯筬筬筯筷筩筮筧笮 筗筥 笌筸 筡筮筹 筰筲筩筯筲 筷筩筴筨 笌筮筩筴筥 筳筵筰筰筯筲筴第 筷筩筴筨 筰筯筳筩筴筩筶筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 笨笱−α笩w笨µ+

1 笩 >
笰 筯筮 {µ+

1 } 筡筮筤 笨笱 − α笩w笨µ−
1 笩 > 笰 筯筮 {µ−

1 } 筡筮筤第 筦筯筲 j 笽 笱, . . . , k第 筰筲筩筯筲 αwj 筯筮 µ′
j ∈

M1\BD笨Mc1笩第 筩笮筥笮 µ′
j 筩筳 筮筯筴 筯筮 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 筯筦 M1第 筳筯 筴筨筡筴

∑k
j=1 wj 笽 w笨µ+

1 笩笫w笨µ−
1 笩 笽 笱第

笰 ≤ α ≤ 笱笮 筗筥 筬筥筴

qα笨Y 笩 笺笽

k∑
j=1

wj 笖pµj 笨Y 笩 笫 w笨µ+
1 笩笖pµ+

1
笨Y 笩 笫 w笨µ−

1 笩笖pµ−
1

笨Y 笩.

笱笵笶



Chapter 5. Growth-Optimal E-Variables and an extension to the
multivariate Csiszár-Sanov-Chernoff Theorem

答筨筥筮第 筩筦 筷筥 筣筯筵筬筤 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筴筨筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥

EQα

[
筬筯筧

qα笨Y 笩

p0笨Y 笩

]
笨笵笮笵笮笲笩

筷筥筲筥 筭筩筮筩筭筩筺筥筤 筢筹 筳筥筴筴筩筮筧 α 笽 笰第 筩筴 筷筯筵筬筤 筦筯筬筬筯筷第 筢筹 筡筰筰筬筹筩筮筧 答筨筥筯筲筥筭 笹第 筴筨筡筴 SGROW

筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 p∗笨Y 笩/p0笨Y 笩 筷筨筥筲筥 p∗笨Y 笩 筭筵筳筴 筢筥 筯筦 筴筨筥 筦筯筲筭 w笨µ−
1 笩笖pµ−

1
笫 w笨µ+

1 笩笖pµ+
1

笮

筙筥筴第 筩筦 筷筥 筴筲筹 筴筯 筳筨筯筷 筴筨筩筳 筢筹 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筩筮筧 笨笵笮笵笮笲笩 筷筩筴筨 筲筥筳筰筥筣筴 筴筯 α第 筷筥 筥筮筤 筵筰
筷筩筴筨 筡 筳筩筭筩筬筡筲筬筹 筨筡筲筤笭筴筯笭筡筮筡筬筹筺筥 筥筸筰筲筥筳筳筩筯筮 筡筳 笨笵笮笵笮笱笩第 筡筮筤 筩筴 筩筳 筡筧筡筩筮 筮筯筴 筣筬筥筡筲 筨筯筷 筴筯
筰筲筯筣筥筥筤笮

答筨筥筳筥 筤筩笎筣筵筬筴筩筥筳 筷筩筴筨 筳筨筯筷筩筮筧 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筩筮 筡 筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤 筷筡筹第 筢筹 筤筩笋筥筲筥筮筴筩筡筴筩筯筮第
筯筮筬筹 筧筥筴 筥筸筡筣筥筲筢筡筴筥筤 筩筦 d > 笱笮 筓筯第 筩筮筳筴筥筡筤第 筷筥 筭筩筧筨筴 筴筲筹 筴筯 筥筸筴筥筮筤 筴筨筥 筡筢筯筶筥 筬筥筭筭筡
筢筡筳筥筤 筯筮 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筤筩筭筩筮筩筳筨筩筮筧 筴筲筡筮筳筦筯筲筭筡筴筩筯筮筳 筴筯 筴筨筥 筣筡筳筥 d > 笱笮 筂筵筴第 筬筩筴筥筲筡筬筬筹 筱筵筯筴筩筮筧
筛笱笹第 筃筨筡筰筴筥筲 笲筝第 筠筲筥筳筵筬筴筳 筣筯筮筣筥筲筮筩筮筧 筳筩筧筮 筣筨筡筮筧筥筳 筦筯筲 筭筵筬筴筩筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳 筡筰筰筥筡筲
筶筥筲筹 筷筥筡筫 筢筹 筣筯筭筰筡筲筩筳筯筮 筴筯 筴筨筥筩筲 筵筮筩筶筡筲筩筡筴筥 筣筯筵筳筩筮筳笧第 筡筮筤 筩筮筤筥筥筤 筷筥 筨筡筶筥 筮筯筴 筦筯筵筮筤
筡筮筹 筥筸筩筳筴筩筮筧 筲筥筳筵筬筴 筩筮 筴筨筥 筬筩筴筥筲筡筴筵筲筥 筴筨筡筴 筡筬筬筯筷筳 筵筳 筴筯 筥筸筴筥筮筤 筴筨筥 筡筢筯筶筥 筬筥筭筭筡 筴筯 d > 笱笮

5.6 Discussion, Conclusion, Future Work

筗筥 筨筡筶筥 筳筨筯筷筮 筨筯筷 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 H1 筤筥笌筮筥筤 筩筮 筴筥筲筭筳
筯筦 筡 筳筥筴 筯筦 筭筥筡筮筳 M1 筲筥筬筡筴筥 筴筯 筡 筃筓筃 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筢筯筵筮筤 筯筮 筡筮 筥筶筥筮筴 筤筥笌筮筥筤 筢筹 筴筨筥
筳筡筭筥 M1笮 筗筥 笌筲筳筴 筣筯筮筳筩筤筥筲筥筤 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筣筯筮筶筥筸 M1笻 筨筥筲筥 筯筵筲 筷筯筲筫 筣筯筮筳筩筳筴筥筤 筭筯筳筴筬筹
筯筦 筲筥筦筯筲筭筵筬筡筴筩筮筧 筡筮筤 筲筥笭筩筮筴筥筲筰筲筥筴筩筮筧 筥筸筩筳筴筩筮筧 筲筥筳筵筬筴筳笮 筗筥 筴筨筥筮 筣筯筮筳筩筤筥筲筥筤 筮筯筮筣筯筮筶筥筸第
筳筵筲筲筯筵筮筤筩筮筧 M1笮 筗筥 筳筨筯筷筥筤 筨筯筷 筇筒筏筗 筡筮筤 筴筨筥 筩筮筤筩筶筩筤筵筡筬笭筳筥筱筵筥筮筣筥笭筲筥筧筲筥筴 筴筹筰筥 筯筦
relative 筇筒筏筗 筡筧筡筩筮 筲筥筬筡筴筥 筴筯 筡 筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筃筓筃 筴筨筥筯筲筥筭第 筡筮筤 筷筥 筥筳筴筡筢筬筩筳筨筥筤
筳筯筭筥 筡筤筤筩筴筩筯筮筡筬 筲筥筳筵筬筴筳 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 Mc1 筩筳 筡 笌筸筥筤笭筲筡筤筩筵筳 筋筌 筢筡筬筬 筦筯筲 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 笱第
筷筨筥筲筥筡筳 筷筥 筬筥筴 筴筨筥 筡筣筴筵筡筬 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 n 筧筲筯筷笮 筁筳 筦筡筲 筡筳 筷筥 筡筲筥 筡筷筡筲筥第 筯筵筲 筃筓筃 筢筯筵筮筤筳
筦筯筲 筳筵筲筲筯筵筮筤筩筮筧 M1 筴筨筡筴 筡筲筥 筋筌 筢筡筬筬筳 筡筲筥 筯筰筴筩筭筡筬 筦筯筲 筴筨筩筳 筳筥筴筴筩筮筧笮 等筴 筩筳 筯筦 筳筯筭筥 筩筮筴筥筲筥筳筴
筴筨筯筵筧筨 筴筯 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筳筥筴筴筩筮筧 筩筮 筷筨筩筣筨第 筡筴 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 n第 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筡 筋筌
筢筡筬筬 筴筨筡筴 筨筡筳 筡 笌筸筥筤第 筯筲 筶筥筲筹 筳筬筯筷筬筹 筧筲筯筷筩筮筧第 筲筡筤筩筵筳 筷筨筥筮 筣筯筮筳筩筤筥筲筩筮筧 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筯筮
Y 笽 n−1

∑n
i=1Xi 筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 筯筮 X笮 答筨筵筳第 筩筮筳筴筥筡筤 筯筦 笨笵笮笴笮笶笩 筷筥 筮筯筷 筳筥筴第 筡筴 筳筡筭筰筬筥

筳筩筺筥 n第
Mc1 笽 {µ 笺 D笨 笖Pµ∥P0笩 < Dn} 笽 {µ 笺 D笨 笖P ′

µ∥P ′
0笩 < Dn/n}, 笨笵笮笶笮笱笩

筷筨筥筲筥 筥筩筴筨筥筲 Dn 笽 D 筩筳 筣筯筮筳筴筡筮筴第 筯筲 筶筥筲筹 筳筬筯筷筬筹 筧筲筯筷筩筮筧 筩筮 n笮 筆筩筲筳筴 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥
筣筡筳筥 筴筨筡筴 筩筴 筩筳 筣筯筮筳筴筡筮筴笮 答筨筥筮第 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筡 筳筩筮筧筬筥 筯筵筴筣筯筭筥第 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筢筡筬筬
筩筮 筅筵筣筬筩筤筥筡筮 笨筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥笩 筳筨筲筩筮筫筳 筡筴 筲筡筴筥 笱/

√
n第 筴筨筥 筦筡筭筩筬筩筡筲 筳筣筡筬筩筮筧 筷筨筥筮 筷筥

筣筯筮筳筩筤筥筲 筣筬筡筳筳筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筲筩筣 筴筥筳筴筩筮筧笮 筓筩筮筣筥 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 BD笨Mc1笩 筮筯筷 筣筨筡筮筧筥筳 筷筩筴筨 n第
筴筨筥 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣筳 笨笵笮笴笮笵笩 筷筥 筥筳筴筡筢筬筩筳筨筥筤 筡筢筯筶筥 筡筲筥 筮筯筴 筶筡筬筩筤 筡筮筹筭筯筲筥笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筷筨筩筬筥
筴筨筥 筃筓筃 答筨筥筯筲筥筭 笱笲 筩筳 筳筴筩筬筬 筶筡筬筩筤第 筩筴 筭筡筹 筢筥 筨筡筲筤 筴筯 筥筶筡筬筵筡筴筥 筴筨筥 筢筯筵筮筤 笨笵笮笳笮笱笳笩 筴筨筡筴
筩筴 筰筲筯筶筩筤筥筳笮

筎筯筷第 筦筯筲 筴筨筥 筳筥筴筴筩筮筧 笨笵笮笶笮笱笩第 筷筥 筭筡筹 筡筬筳筯 筨筥筵筲筩筳筴筩筣筡筬筬筹 筡筰筰筬筹 筴筨筥 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥
筃筥筮筴筲筡筬 筌筩筭筩筴 答筨筥筯筲筥筭 笨筃筌答笩笺 筡 筳筥筣筯筮筤 筯筲筤筥筲 答筡筹筬筯筲 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筩筯筮 筯筦 D笨 笖Pµ∥P0笩 筩筮
筡 筮筥筩筧筨筢筯筲筨筯筯筤 筯筦 µ 笽 笰 筧筩筶筥筳 筴筨筡筴第 筵筰 筴筯 筬筥筡筤筩筮筧 筯筲筤筥筲第 D笨 笖Pµ∥P0笩 笽 µ⊤J笨笰笩µ第 筷筩筴筨
J笨µ笩 筴筨筥 筆筩筳筨筥筲 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筭筡筴筲筩筸 筯筦 E 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥 筭筥筡筮笭筶筡筬筵筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮第
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5.6. Discussion, Conclusion, Future Work

筷筨筩筣筨 筩筳 筥筱筵筡筬 筴筯 筴筨筥 筩筮筶筥筲筳筥 筯筦 筴筨筥 筣筯筶筡筲筩筡筮筣筥 筭筡筴筲筩筸笮 答筨筥 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筃筌答 筴筨筥筮
筩筭筭筥筤筩筡筴筥筬筹 筧筩筶筥筳 筴筨筡筴第 筡筳 n → ∞第 筷筥 筨筡筶筥 筴筨筡筴 P0笨Y ∈ Mc1笩 → A第 筷筨筥筲筥 A 筩筳 筴筨筥
筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筴筨筡筴 筡 筮筯筲筭筡筬筬筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筥筤 筲筡筮筤筯筭 筶筥筣筴筯筲 V 第 筩笮筥笮 V ∼ N笨笰, I笩第 筷筩筴筨 I 筴筨筥
笨d− 笱笩 × 笨d− 笱笩 筩筤筥筮筴筩筴筹 筭筡筴筲筩筸第 筦筡筬筬筳 筩筮 筡 筅筵筣筬筩筤筥筡筮 筢筡筬筬 筯筦 筲筡筤筩筵筳

√
D笮 答筨筩筳 筩筭筰筬筩筥筳

筴筨筡筴 筴筨筥 筢筯筵筮筤 笨笵笮笳笮笱笳笩 筷筯筵筬筤 筯筮筬筹 筲筥筭筡筩筮 筲筥筬筥筶筡筮筴 筩筦 筦筯筲 筡筬筬 筬筡筲筧筥 n第 筩筴筳 筲筩筧筨筴笭筨筡筮筤
筳筩筤筥 筥筶筡筬筵筡筴筥筳 筴筯 筡 筣筯筮筳筴筡筮筴 筳筭筡筬筬筥筲 筴筨筡筮 笱笮 筗筥 筣筵筲筲筥筮筴筬筹 筤筯 筮筯筴 筫筮筯筷 筩筦 筴筨筩筳 筩筳 筴筨筥
筣筡筳筥笻 筩筴 筩筳 筡筮 筩筮筴筥筲筥筳筴筩筮筧 筱筵筥筳筴筩筯筮 筦筯筲 筦筵筴筵筲筥 筷筯筲筫笮

筎筯筷 筬筥筴 筵筳 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筳筣筡筬筩筮筧 笨笵笮笶笮笱笩 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 Dn 筩筳 筧筲筯筷筩筮筧 筡筴 筴筨筥 筶筥筲筹
筳筬筯筷 筲筡筴筥 a笨筬筯筧笨b 笫 c 筬筯筧 n笩 筦筯筲 筳筵筩筴筡筢筬筥 a, b 筡筮筤 c笮 筛笵笱筝 筧筩筶筥 筡筮 anytime-valid bound
筦筯筲 筴筨筩筳 筣筡筳筥第 筩筮 筷筨筩筣筨 筴筨筥 筲筩筧筨筴笭筨筡筮筤 筳筩筤筥 筩筳 筡筬筳筯 筡 筮筯筮筴筲筩筶筩筡筬 筣筯筮筳筴筡筮筴 笨筩笮筥笮 < 笱笩第
筦筯筲 筡筬筬 筬筡筲筧筥 筥筮筯筵筧筨 n笮 筁筧筡筩筮第 筷筥 筤筯 筮筯筴 筫筮筯筷 筩筦 筷筥 筣筡筮 筲筥筰筬筩筣筡筴筥 筳筵筣筨 筢筯筵筮筤筳 筷筩筴筨
筯筵筲 筡筮筡筬筹筳筥筳 筼 筩筴 筩筳 筬筥筦筴 筦筯筲 筦筵筴筵筲筥 筷筯筲筫 筴筯 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筴筨筩筳第 筡筮筤 筴筯 筦筵筲筴筨筥筲 筡筮筡筬筹筺筥
筴筨筥 筲筥筬筡筴筩筯筮 筢筥筴筷筥筥筮 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筢筯筵筮筤筳 筡筮筤 筴筨筥 筢筯筵筮筤筳 筷筥 筤筥筲筩筶筥筤 筨筥筲筥第 筷筨筩筣筨
筡筲筥 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筥笭筶筡筬筵筥筳 筡筮筤 筨筥筮筣筥 筩筮筤筩筲筥筣筴筬筹 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤筩筴筹第 筢筵筴 筡筲筥 筮筯筴
筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筴筨筥筭筳筥筬筶筥筳笮
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Chapter 6

Discussion

等筮 筴筨筩筳 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮第 筷筥 筰筲筥筳筥筮筴筥筤 筳筥筶筥筲筡筬 筫筥筹 筭筡筴筨筥筭筡筴筩筣筡筬 筲筥筳筵筬筴筳 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筥笭筶筡筬筵筥筳
筡筮筤 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳 筷筩筴筨筩筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笮 筓筰筥筣筩笌筣筡筬筬筹第 筷筥 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥筤 筴筨筥 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬
筦筯筵筮筤筡筴筩筯筮筳 筦筯筲 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筴筥筳筴筩筮筧 筷筩筴筨 筷筥筬筬笭筳筰筥筣筩笌筥筤 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筭筯筤筥筬筳
筡筮筤 筤筥筶筥筬筯筰筥筤 筦筯筵筲 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳第 筣筯筭筰筡筲筩筮筧 筴筨筥筩筲 筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥
筥笭筰筯筷筥筲筳笮 筗筥 筡筬筳筯 筡筮筡筬筹筺筥筤 筴筨筥 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筵筮筤筥筲 筡 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 H1 筡筮筤 筡 筳筩筭筰筬筥
H0第 筩筮筴筲筯筤筵筣筩筮筧 筡 筮筯筶筥筬 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筯筮 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹笮 等筮 筴筨筩筳 筤筩筳筣筵筳筳筩筯筮第 筷筥
筳筵筭筭筡筲筩筺筥 筴筨筥 筭筡筩筮 筣筯筮筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筯筦 筴筨筥 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮 筡筮筤 筨筩筧筨筬筩筧筨筴 筰筯筴筥筮筴筩筡筬 筤筩筲筥筣筴筩筯筮筳
筦筯筲 筦筵筴筵筲筥 筲筥筳筥筡筲筣筨笮

6.1 Well-specified model tests

筗筥 筣筡筮 筩筮筴筥筲筰筲筥筴 筃筨筡筰筴筥筲筳 笲 筡筮筤 笳第 筡筳 筰筲筯筶筩筤筩筮筧 筡 筣筯筭筰筲筥筨筥筮筳筩筶筥 筥筸筡筭筩筮筡筴筩筯筮 筯筦
筴筥筳筴筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筭筯筤筥筬 筩筳 筷筥筬筬笭筳筰筥筣筩笌筥筤笮 答筨筩筳 筩筮筶筯筬筶筥筳 筤筥筴筥筲筭筩筮筩筮筧
筩筦 筴筨筥 筤筡筴筡 笌筴 筴筨筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筺筥筤 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筵筮筤筥筲 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筮筵筬筬
筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H0笮

筇筲筿筵筮筷筡筬筤 筥筴 筡筬笮 筛笴笲筝 筳筨筯筷筥筤 筴筨筡筴 筴筨筥 筧筲筯筷筴筨笭筲筡筴筥笭筯筰筴筩筭筡筬 笨筇筒筏笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筣筡筮 筢筥
筯筢筴筡筩筮筥筤 筶筩筡 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筂筡筹筥筳 筦筡筣筴筯筲 筢筥筴筷筥筥筮 H1 筡筮筤 H0笮 筗筨筥筮 筢筯筴筨 H0 筡筮筤 H1 筡筲筥
筳筩筭筰筬筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳第 筴筨筥 筂筡筹筥筳 筦筡筣筴筯筲 筲筥筤筵筣筥筳 筴筯 筡 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯第 筯筦筴筥筮 筲筥筦筥筲筲筥筤 筴筯 筡筳
筡 筜筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮笢 筈筯筷筥筶筥筲第 筷筨筥筮 H0 筩筳 筣筯筭筰筯筳筩筴筥第 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筤筯筥筳 筮筯筴
筡筬筷筡筹筳 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤 筴筯 筡 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筴筨筯筵筧筨 筩筴 筤筯筥筳 筩筮 筳筯筭筥 筣筡筳筥筳笮

等筮 筃筨筡筰筴筥筲 笲第 筷筥 筰筲筥筳筥筮筴筥筤 筡 筴筨筥筯筲筥筭第 筵筮筤筥筲 筣筥筲筴筡筩筮 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳第 筰筲筯筶筩筤筩筮筧
筡 筧筥筮筥筲筡筬 筳筵笎筣筩筥筮筴 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筦筯筲 筴筨筥 筥筸筩筳筴筥筮筣筥 筯筦 筡 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筨筥筮 筴筥筳筴筩筮筧 筡 筳筩筭筰筬筥
筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筡筧筡筩筮筳筴 筡 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筲筥筧筵筬筡筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬笮 答筨筩筳 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筣筡筮 筢筥
筥筸筰筲筥筳筳筥筤 筡筳 筜笆p笨µ笩 − 笆q笨µ笩 筩筳 筰筯筳筩筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ Mq笮笢 筗筥 筡筬筳筯 筥筸筰筬筯筲筥筤
筴筨筥 筰筯筳筳筩筢筩筬筩筴筹 筯筦 筣筯筮筳筴筲筵筣筴筩筮筧 筇筒筏 筯筲 筣筬筯筳筥笭筴筯笭筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筷筨筥筮 筴筨筩筳 筣筯筮筤筩筴筩筯筮
筤筯筥筳 筮筯筴 筨筯筬筤笮 筗筥 筦筯筵筮筤 筴筨筡筴 筦筯筲 筳筯筭筥 µ 筷筩筴筨筩筮 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筲筡筮筧筥第 qµ/pµ
筳筴筩筬筬 筰筲筯筶筩筤筥筳 筡 筧筬筯筢筡筬 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笻 筦筯筲 筯筴筨筥筲筳第 筩筴 筰筲筯筶筩筤筥筳 筡 筬筯筣筡筬 筢筵筴 筮筯筴 筧筬筯筢筡筬
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筡筮筤 筦筯筲 筳筯筭筥第 筩筴 筤筯筥筳 筮筯筴 筰筲筯筶筩筤筥 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筡筴 筡筬筬笮 筁筮 筩筮筴筥筲筥筳筴筩筮筧 筤筩筲筥筣筴筩筯筮
筦筯筲 筦筵筴筵筲筥 筷筯筲筫 筩筮筶筯筬筶筥筳 筥筸筴筥筮筤筩筮筧 筴筨筥筳筥 筲筥筳筵筬筴筳 筴筯 curved exponential families 筛笳笳筝笮
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6.2. k-sample tests

筗筨筩筬筥 筷筥 筨筡筶筥 筮筯 筧筥筮筥筲筡筬 筲筥筳筵筬筴筳 筩筮 筴筨筩筳 筡筲筥筡 筹筥筴第 筴筨筥 筷筯筲筫 筯筦 筌筩筡筮筧 筛笶笲筝 筳筵筧筧筥筳筴筳 筴筨筡筴
筴筨筩筳 筭筡筹 筢筥 筦筥筡筳筩筢筬筥笮 筌筩筡筮筧笧筳 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筃筯筣筨筲筡筮笭筍筡筮筴筥筬笭筈筡筥筮筳筺筥筬 筴筥筳筴 筩筮筶筯筬筶筥筳 筡
筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筨筡筴 筣筡筮 筢筥 筲筥筦筲筡筭筥筤 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筡 筣筵筲筶筥筤 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筷筨筥筲筥 筡
筬筯筣筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筥筸筩筳筴筳 筢筹 筣筯筮筳筩筤筥筲筩筮筧 筴筨筥 筳筥筣筯筮筤 筤筥筲筩筶筡筴筩筶筥 筯筦 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筦筵筮筣筴筩筯筮笮 答筨筩筳
筬筯筣筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筳 筳筨筯筷筮 筴筯 筢筥 筧筬筯筢筡筬 筢筹 筡 筤筩笋筥筲筥筮筴 筭筥筴筨筯筤 筴筨筡筮 筷筨筡筴 筷筥 筵筳筥筤 筩筮 筯筵筲
筣筯筮筳筴筲筵筣筴筩筯筮第 筳筵筧筧筥筳筴筩筮筧 筴筨筥 筰筯筴筥筮筴筩筡筬 筦筯筲 筵筮筩筦筹筩筮筧 筴筨筥筳筥 筡筰筰筲筯筡筣筨筥筳笮

等筮 筃筨筡筰筴筥筲 笳第 筷筥 筩筮筶筥筳筴筩筧筡筴筥筤 筴筨筥 筠筯筰筰筯筳筩筴筥笧 筳筣筥筮筡筲筩筯第 筷筨筥筲筥 筜笆p笨µ笩 − 笆q笨µ笩 筩筳
筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筥筭筩筤筥笌筮筩筴筥 筦筯筲 筡筬筬 µ ∈ Mq笢笮 等筮 筡筤筤筩筴筩筯筮第 筷筥 筭筡筩筮筬筹 筳筴筵筤筩筥筤 筶筡筲筩筯筵筳 筴筹筰筥筳
筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筮筤 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳 笨Srip, Sui, Scond, Sseq-rip笩 筦筯筲 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳 筡筮筤 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筨筥筩筲 筥笭筰筯筷筥筲 筦筯筲 筩笮筩笮筤笮 筤筡筴筡笮 等筮 筴筨筩筳 筣筯筮筴筥筸筴第
筷筥 筯筢筳筥筲筶筥筤 筴筨筡筴 筩筮 筣筥筲筴筡筩筮 筳筣筥筮筡筲筩筯筳第 筴筨筥 筥笭筰筯筷筥筲 筯筦 筴筨筥 筜筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬笢 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥
Scond 筩筳 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣筡筬筬筹 筥筱筵筡筬 筴筯 筴筨筥 筥笭筰筯筷筥筲 筯筦 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筮 筴筨筥 筜筯筰筰筯筳筩筴筥笢
筳筣筥筮筡筲筩筯笮 筁筤筤筩筴筩筯筮筡筬筬筹第 筷筥 筤筩筳筣筯筶筥筲筥筤 筡筮 筩筮筴筥筲筥筳筴筩筮筧 筰筨筥筮筯筭筥筮筯筮 筷筨筥筮 筣筯筮筳筩筤筥筲筩筮筧
筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳第 筢筯筴筨 筩筮 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筡筮筤 筧筥筮筥筲筡筬 筣筡筳筥第 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲筬筹
筲筥筧筡筲筤筩筮筧 筴筨筥 筲筥筬筡筴筩筯筮筳筨筩筰 筢筥筴筷筥筥筮 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筡筮筤 筒等筐筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筳筵筧筧筥筳筴筩筮筧 筡 筮筥筡筲
筜筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥 筯筰筴筩筯筮筡筬 筳筴筯筰筰筩筮筧笢 筲筥筳筵筬筴笮

Future work 筗筥 筡筬筳筯 筨筩筧筨筬筩筧筨筴筥筤 筴筷筯 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筴筨筡筴 筨筡筶筥 筮筯筴 筢筥筥筮 筥筸筴筥筮筳筩筶筥筬筹
筡筮筡筬筹筺筥筤笺 筴筨筥 sequential conditional e-variable 筡筮筤 筡 筣筥筲筴筡筩筮 weighted average of
e-variables笮 答筨筥 筦筯筲筭筥筲 筩筳 筡 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筩筺筥筤 筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筵筳筥筤 筩筮
筣筬筡筳筳筩筣筡筬 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筴筥筳筴筩筮筧 筡筮筤 筡筰筰筬筩筣筡筢筬筥 筴筯 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳 筷筩筴筨 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳
筛笴笴筝第 筷筨筩筣筨 筷筥 筳筴筵筤筹 筩筮 筴筨筥 筮筥筸筴 筣筨筡筰筴筥筲笮 答筨筥 筬筡筴筴筥筲 筩筳 筡 筷筥筩筧筨筴筥筤 筡筶筥筲筡筧筥 筯筦 筒等筐筲
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筣筲筯筳筳 筤筩笋筥筲筥筮筴 筰筲筩筯筲筳 筯筮 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥第 筷筨筩筣筨第 筴筨筯筵筧筨 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第
筢筥筨筡筶筥筳 筤筩笋筥筲筥筮筴筬筹 筦筲筯筭 筴筨筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筷筥 筦筯筣筵筳筥筤 筯筮 筩筮 筴筨筩筳 筴筨筥筳筩筳笮

筆筩筮筡筬筬筹第 筦筵筴筵筲筥 筲筥筳筥筡筲筣筨 筣筯筵筬筤 筦筯筣筵筳 筯筮 筲筥筬筡筸筩筮筧 筴筨筥 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 筴筨筡筴 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮
筯筦 筴筨筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筳 X 筭筵筳筴 筨筡筶筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬筬筹 筳筭筡筬筬 筴筡筩筬筳 筵筮筤筥筲 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥
筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳笮 答筨筩筳 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筵筮筤筥筲筰筩筮筳 筭筯筳筴 筯筦 筯筵筲 筲筥筳筵筬筴筳第 筢筵筴 筩筴筳 筲筥筬筡筸筡筴筩筯筮
筣筯筵筬筤 筢筲筯筡筤筥筮 筴筨筥 筡筰筰筬筩筣筡筢筩筬筩筴筹 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筳筥筴筴筩筮筧筳笮

6.2 k-sample tests

等筮 筃筨筡筰筴筥筲 笴第 筷筥 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筤 筡筮筤 筡筮筡筬筹筺筥筤 筦筯筵筲 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筴筥筳筴筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲
k 筧筲筯筵筰筳 筯筦 筤筡筴筡 筡筲筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筥筤 筡筣筣筯筲筤筩筮筧 筴筯 筴筨筥 筳筡筭筥 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹笮
答筨筥筳筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筮筣筬筵筤筥 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 笨Srip笩第 筡 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 笨Scond笩第 筡
筭筩筸筴筵筲筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 笨Smix笩第 筡筮筤 筡 筰筳筥筵筤筯笭筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 笨Spseudo笩笮

筏筵筲 筡筮筡筬筹筳筩筳 筦筯筣筵筳筥筤 筯筮 筣筯筭筰筡筲筩筮筧 筴筨筥 筧筲筯筷筴筨 筲筡筴筥筳 筯筦 筴筨筥筳筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筵筮筤筥筲 筡
筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筷筨筥筲筥 筥筡筣筨 筯筦 筴筨筥 k 筧筲筯筵筰筳 筨筡筳 筡 筤筩筳筴筩筮筣筴第 筢筵筴 笌筸筥筤第 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮
筷筩筴筨筩筮 筴筨筥 筳筡筭筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹笮 筗筥 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥筤 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筮筹 筰筡筩筲 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳
S, S′ ∈ {Srip, Scond, Smix, Spseudo}第 筴筨筥 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筩筮 筴筨筥筩筲 筥筸筰筥筣筴筥筤 筬筯筧笭筧筲筯筷筴筨 筲筡筴筥筳
筩筳 O笨δ4笩第 筷筨筥筲筥 δ 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 筴筨筥 ℓ2 筤筩筳筴筡筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笧筳
筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳 筡筮筤 筴筨筥 筮筵筬筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥笮 答筨筩筳 筲筥筳筵筬筴 筩筮筤筩筣筡筴筥筳 筴筨筡筴 筷筨筥筮 筴筨筥 筥笋筥筣筴
筳筩筺筥 筩筳 筳筭筡筬筬第 筴筨筥 筰筥筲筦筯筲筭筡筮筣筥 筯筦 筡筬筬 筦筯筵筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筳 筲筥筭筡筲筫筡筢筬筹 筳筩筭筩筬筡筲笮 筆筯筲 筭筯筲筥
筳筵筢筳筴筡筮筴筩筡筬 筥笋筥筣筴 筳筩筺筥筳第 Srip 筨筡筳 筴筨筥 筨筩筧筨筥筳筴 筧筲筯筷筴筨 筲筡筴筥 筢筹 筤筥笌筮筩筴筩筯筮第 筭筡筫筩筮筧 筩筴
筴筨筥 筭筯筳筴 筰筯筷筥筲筦筵筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筣筡筬筣筵筬筡筴筩筮筧 Srip 筲筥筱筵筩筲筥筳 筤筥筴筥筲筭筩筮筩筮筧 筴筨筥
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Chapter 6. Discussion

筲筥筶筥筲筳筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筮筴筯 筴筨筥 筮筵筬筬第 筷筨筩筣筨 筩筳
筣筯筭筰筵筴筡筴筩筯筮筡筬筬筹 筣筨筡筬筬筥筮筧筩筮筧笮 筗筥 筰筲筯筶筩筤筥筤 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筲筥筳筵筬筴筳 筳筨筯筷筩筮筧 筴筨筡筴 筦筯筲 筣筥筲筴筡筩筮
筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筯筮筥 筯筦 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筥筱筵筡筬筩筴筩筥筳 筨筯筬筤筳笺 Spseudo 笽 Srip第 Scond 笽 Srip第
筯筲 Smix 笽 Srip笮 答筨筥筳筥 筣筡筳筥筳 筳筩筧筮筩笌筣筡筮筴筬筹 筲筥筤筵筣筥 筴筨筥 筣筯筭筰筵筴筡筴筩筯筮筡筬 筣筯筭筰筬筥筸筩筴筹 筯筦
筩筤筥筮筴筩筦筹筩筮筧 筴筨筥 筭筯筳筴 筥笋筥筣筴筩筶筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 等筮 筩筮筳筴筡筮筣筥筳 筷筨筥筲筥 筳筵筣筨 筥筱筵筡筬筩筴筩筥筳 筤筯 筮筯筴
筨筯筬筤第 筡筬筧筯筲筩筴筨筭筳 筣筡筮 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥 筴筨筥 筲筥筶筥筲筳筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮 筰筲筯筪筥筣筴筩筯筮第 筡筮筤 筷筥 筶筥筲筩笌筥筤
筮筵筭筥筲筩筣筡筬筬筹 筴筨筡筴 筴筨筥筳筥 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筩筯筮筳 筬筥筡筤 筴筯 筮筥筡筲笭筯筰筴筩筭筡筬 筶筡筬筵筥筳 筦筯筲 Srip笮 筄筥筳筰筩筴筥 筴筨筩筳第
筴筨筥 筣筨筯筩筣筥 筯筦 筵筳筩筮筧 Scond 筯筲 Smix 筭筩筧筨筴 筳筴筩筬筬 筢筥 筰筲筥筦筥筲筡筢筬筥 筤筵筥 筴筯 筴筨筥筩筲 筣筯筭筰筵筴筡筴筩筯筮筡筬
筥笎筣筩筥筮筣筹笮 筏筵筲 筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮筳 筲筥筶筥筡筬筥筤 筴筨筡筴 筴筨筥 筯筰筴筩筭筡筬 筣筨筯筩筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 Scond 筡筮筤 Smix

筤筥筰筥筮筤筳 筯筮 筴筨筥 筳筰筥筣筩笌筣 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筵筮筤筥筲 筣筯筮筳筩筤筥筲筡筴筩筯筮第 筡筮筤 筩筮 筳筯筭筥 筣筡筳筥筳第 筮筯
筣筬筥筡筲 筯筲筤筥筲筩筮筧 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥筭 筥筭筥筲筧筥筳笮

答筨筥筳筥 筲筥筳筵筬筴筳 筰筲筯筶筩筤筥 筰筲筡筣筴筩筣筡筬 筩筮筳筩筧筨筴筳 筩筮筴筯 筴筨筥 筴筲筡筤筥笭筯笋筳 筢筥筴筷筥筥筮 筤筩笋筥筲筥筮筴 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳
筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥筩筲 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筰筲筯筰筥筲筴筩筥筳 筡筮筤 筣筯筭筰筵筴筡筴筩筯筮筡筬 筤筥筭筡筮筤筳第 筧筵筩筤筩筮筧 筴筨筥 筳筥筬筥筣筴筩筯筮
筯筦 筡筰筰筲筯筰筲筩筡筴筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筮 筲筥筡筬笭筷筯筲筬筤 筡筰筰筬筩筣筡筴筩筯筮筳笮
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筃筨筡筰筴筥筲 笵 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥筤 筨筯筷 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筡筮 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳
H1 筤筥笌筮筥筤 筢筹 筡 筳筥筴 筯筦 筭筥筡筮筳 M1第 筣筯筮筮筥筣筴 筴筯 筡 Csiszár-Sanov-Chernoff 笨筃筓筃笩 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹
筢筯筵筮筤 筯筮 筥筶筥筮筴筳 筤筥筴筥筲筭筩筮筥筤 筢筹 筴筨筥 筳筡筭筥 筳筥筴 M1笮 等筮筩筴筩筡筬筬筹第 筷筥 筦筯筣筵筳筥筤 筯筮 筣筡筳筥筳 筷筨筥筲筥
M1 筩筳 筣筯筮筶筥筸第 筬筡筲筧筥筬筹 筩筮筶筯筬筶筩筮筧 筲筥筦筯筲筭筵筬筡筴筩筯筮筳 筡筮筤 筲筥筩筮筴筥筲筰筲筥筴筡筴筩筯筮筳 筯筦 筫筮筯筷筮 筲筥筳筵筬筴筳笮
筓筵筢筳筥筱筵筥筮筴筬筹第 筷筥 筤筥筶筥筬筯筰筥筤 筲筥筳筵筬筴筳 筦筯筲 筮筯筮筣筯筮筶筥筸第 筳筵筲筲筯筵筮筤筩筮筧 M1第 筳筨筯筷筩筮筧 筴筨筡筴 筢筯筴筨
筇筒筏筗 筡筮筤 筡 筦筯筲筭 筯筦 relative 筇筒筏筗第 筢筡筳筥筤 筯筮 筩筮筤筩筶筩筤筵筡筬笭筳筥筱筵筥筮筣筥 筲筥筧筲筥筴第 筲筥筬筡筴筥 筴筯
筡 筭筯筤筩笌筥筤 筃筓筃 筴筨筥筯筲筥筭笮 筆筯筲 筣筡筳筥筳 筷筨筥筲筥 Mc1 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳 筡 笌筸筥筤笭筲筡筤筩筵筳 筋筌 筢筡筬筬 筦筯筲
筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 笱第 筷筥 筡筬筳筯 筤筥筲筩筶筥筤 筲筥筳筵筬筴筳 筴筨筡筴 筨筯筬筤 筡筳 筴筨筥 筡筣筴筵筡筬 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 n 筩筮筣筲筥筡筳筥筳笮

答筯 筯筵筲 筫筮筯筷筬筥筤筧筥第 筴筨筥 筃筓筃 筢筯筵筮筤筳 筷筥 筤筥筲筩筶筥筤 筦筯筲 筳筵筲筲筯筵筮筤筩筮筧 M1 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筥筤 筢筹
筋筌 筢筡筬筬筳 筡筲筥 筴筨筥 筢筥筳筴 筡筶筡筩筬筡筢筬筥 筦筯筲 筴筨筩筳 筣筯筮筴筥筸筴笮 等筴 筩筳第 筨筯筷筥筶筥筲第 筩筮筴筥筲筥筳筴筩筮筧 筴筯 筣筯筮筳筩筤筥筲 筡
筤筩笋筥筲筥筮筴 筡筰筰筲筯筡筣筨笺 筦筯筲 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 n第 筵筳筩筮筧 筡 筋筌 筢筡筬筬 筷筩筴筨 筡 筲筡筤筩筵筳第 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥

筅筵筣筬筩筤筥筡筮 筤筩筳筴筡筮筣筥 筩筮 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥第 筴筨筡筴 筩筳 筤筥筣筲筥筡筳筩筮筧 筡筳 O笨 1
n 笩 筯筲 O笨 f(n)n 笩 筷筩筴筨

f笨n笩 筷筩筴筨 筶筥筲筹 筳筬筯筷筬筹 筩筮筣筲筥筡筳筩筮筧笮 筆筩筲筳筴筬筹第 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筋筌 筢筡筬筬 筩筳
筤筥筣筲筥筡筳筩筮筧 筡筳 O笨 1

n 笩笮 筓筩筮筣筥 筴筨筥 筢筯筵筮筤筡筲筹 BD笨Mc1笩 筮筯筷 筶筡筲筩筥筳 筷筩筴筨 n第 筯筵筲 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣
筲筥筳筵筬筴筳 筦筯筲 筴筨筥 筃筓筃 筢筯筵筮筤 筤筥筲筩筶筥筤 筥筡筲筬筩筥筲 筩筮 筃筨筡筰筴筥筲 笵 筮筯 筬筯筮筧筥筲 筡筰筰筬筹 筩筮 筴筨筥 筳筡筭筥
筦筯筲筭笮 筗筨筩筬筥 筴筨筥 筃筓筃 筴筨筥筯筲筥筭 筩筴筳筥筬筦 筲筥筭筡筩筮筳 筶筡筬筩筤第 筥筶筡筬筵筡筴筩筮筧 筴筨筥 筢筯筵筮筤 筭筡筹 筰筲筥筳筥筮筴
筡筤筤筩筴筩筯筮筡筬 筣筨筡筬筬筥筮筧筥筳笮

Future work 筎筯筷第 筬筥筴 筵筳 筥筸筰筬筯筲筥 筴筨筥 筣筡筳筥 筴筨筡筴 f笨n笩 笽 a 筬筯筧笨b 笫 c 筬筯筧 n笩 筦筯筲 筳筯筭筥
筳筵筩筴筡筢筬筥 筣筯筮筳筴筡筮筴筳 a第 b第 筡筮筤 c笮 筋筡筵筦筭筡筮筮 筡筮筤 筋筯筯筬筥筮 筛笵笱筝 筰筲筯筶筩筤筥 筡筮 anytime-valid
bound 筦筯筲 筴筨筩筳 筳筥筴筴筩筮筧第 筷筨筥筲筥 筴筨筥 筢筯筵筮筤笧筳 筲筩筧筨筴笭筨筡筮筤 筳筩筤筥 筡筬筳筯 筳筴筡筢筩筬筩筺筥筳 筴筯 筡 筮筯筮筴筲筩筶筩筡筬
筣筯筮筳筴筡筮筴 笨筩笮筥笮第 筬筥筳筳 筴筨筡筮 笱笩 筦筯筲 筡筬筬 筳筵笎筣筩筥筮筴筬筹 筬筡筲筧筥 n笮

等筴 筲筥筭筡筩筮筳 筡筮 筯筰筥筮 筱筵筥筳筴筩筯筮 筷筨筥筴筨筥筲 筯筵筲 筡筰筰筲筯筡筣筨 筣筯筵筬筤 筹筩筥筬筤 筳筩筭筩筬筡筲 筢筯筵筮筤筳笻
筡筤筤筲筥筳筳筩筮筧 筴筨筩筳 筩筳 筬筥筦筴 筡筳 筡 筰筯筴筥筮筴筩筡筬 筤筩筲筥筣筴筩筯筮 筦筯筲 筦筵筴筵筲筥 筷筯筲筫笮 筁筤筤筩筴筩筯筮筡筬筬筹第 筦筵筲筴筨筥筲
筡筮筡筬筹筳筩筳 筩筳 筮筥筥筤筥筤 筴筯 筵筮筤筥筲筳筴筡筮筤 筴筨筥 筲筥筬筡筴筩筯筮筳筨筩筰 筢筥筴筷筥筥筮 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筢筯筵筮筤筳 筡筮筤
筴筨筯筳筥 筤筥筲筩筶筥筤 筨筥筲筥笮 筁筬筴筨筯筵筧筨 筯筵筲 筢筯筵筮筤筳 筡筲筥 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筥笭筶筡筬筵筥筳 筡筮筤 筴筨筵筳 筩筮筤筩筲筥筣筴筬筹
筣筯筮筮筥筣筴筥筤 筴筯 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤筩筴筹第 筴筨筥筹 筡筲筥 筮筯筴 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筴筨筥筭筳筥筬筶筥筳笮
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筶筥筲筬筡筧筩筮筧 筯筰 筴筯筥筶筡筬 筢筥筲筵筳筴笮 筁筬筳 筤筥 筴筯筥筴筳 筡筡筮筧筥筥筦筴 筤筡筴 筤筥 筢筥筶筩筮筤筩筮筧 筳筴筡筴筩筳筴筩筳筣筨

筳筩筧筮筩笌筣筡筮筴 筩筳第 筤筡筮 筣筯筮筣筬筵筤筥筲筥筮 筤筥 筯筮筤筥筲筺筯筥筫筥筲筳 筤筡筴 筨筥筴 筭筥筤筩筣筩筪筮 筥笋筥筣筴筩筥筦 筩筳笮 筚筯筮筤筥筲

筨筹筰筯筴筨筥筳筥筴筯筥筴筳筩筮筧 筺筯筵筤筥筮 筺筥 筮筩筥筴 筩筮 筳筴筡筡筴 筺筩筪筮 筯筭 筲筩筧筯筵筲筥筵筳 筴筥 筢筥筯筯筲筤筥筬筥筮 筯筦 筨筥筴

筭筥筤筩筣筩筪筮 筥筣筨筴 筷筥筲筫筴 筯筦 筤筡筴 筤筥 筷筡筡筲筮筥筭筩筮筧筥筮 筳筬筥筣筨筴筳 筨筥筴 筧筥筶筯筬筧 筺筩筪筮 筶筡筮 筷筩筬筬筥筫筥筵筲筩筧筥

筶筡筲筩筡筴筩筥筳笮 筄筯筯筲 筥筥筮 筫筡筤筥筲 筴筥 筢筩筥筤筥筮 筯筭 筦筯筵筴筥筮 笨筺筯筡筬筳 筦筯筵筴笭筰筯筳筩筴筩筥筶筥 筲筥筳筵筬筴筡筴筥筮笩 筴筥

筢筥筨筥筥筲筳筥筮第 筺筯筲筧筴 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筴筯筥筴筳筩筮筧 筥筲筶筯筯筲 筤筡筴 筤筥 筭筥筥筳筴筥 筭筥筤筩筣筩筪筮筥筮 筤筩筥 筧筯筥筤筧筥筫筥筵筲筤

筷筯筲筤筥筮 筯筯筫 筤筡筡筤筷筥筲筫筥筬筩筪筫 筥笋筥筣筴筩筥筦 筺筩筪筮第 筷筡筴 筣筲筵筣筩筡筡筬 筩筳 筶筯筯筲 筤筥 筶筯筬筫筳筧筥筺筯筮筤筨筥筩筤 筥筮 筤筥

筶筯筯筲筵筩筴筧筡筮筧 筶筡筮 筤筥 筭筥筤筩筳筣筨筥 筷筥筴筥筮筳筣筨筡筰笮

筄筥 筭筥筥筳筴筥 筫筬筡筳筳筩筥筫筥 筭筥筴筨筯筤筥筮 筶筯筯筲 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筴筯筥筴筳筩筮筧 筶筥筲筥筩筳筥筮 筥筣筨筴筥筲 筤筡筴

筯筮筤筥筲筺筯筥筫筥筲筳 筻 筶筯筯筲筤筡筴 筤筥 筴筯筥筴筳 筷筯筲筤筴 筵筩筴筧筥筶筯筥筲筤 筻 筥筥筮 笨筶筡筳筴筥笩 筳筴筥筥筫筰筲筯筥筦筧筲筯筯筴筴筥

筢筥筰筡筬筥筮笮 筎筡筤筡筴 筤筥 筳筴筥筥筫筰筲筯筥筦 筶筡筮 筤筥 筶筯筯筲筡筦 筶筡筳筴筧筥筳筴筥筬筤筥 筧筲筯筯筴筴筥 筩筳 筶筥筲筺筡筭筥筬筤第 筷筯筲筤筴

筤筥 筴筯筥筴筳 筵筩筴筧筥筶筯筥筲筤 筥筮 筷筯筲筤筥筮 筣筯筮筣筬筵筳筩筥筳 筧筥筴筲筯筫筫筥筮 筯筶筥筲 筨筥筴 筡筬 筤筡筮 筮筩筥筴 筶筥筲筷筥筲筰筥筮 筶筡筮

筤筥 筮筵筬筨筹筰筯筴筨筥筳筥笮

筄筥筺筥 筶筡筳筴筥 筳筴筥筥筫筰筲筯筥筦筧筲筯筯筴筴筥筢筥筮筡筤筥筲筩筮筧 筫筥筮筴 筶筥筲筳筣筨筩筬筬筥筮筤筥 筢筥筰筥筲筫筩筮筧筥筮笺

笱笮 Vastgestelde steekproefgrootte笺 筏筮筤筥筲筺筯筥筫筥筲筳 筭筯筥筴筥筮 筶筡筮 筴筥筶筯筲筥筮 筢筥筳筬筩筳筳筥筮

笱笷笳



Samenvatting

筨筯筥筶筥筥筬 筧筥筧筥筶筥筮筳筰筵筮筴筥筮 筺筥 筶筥筲筺筡筭筥筬筥筮第 筷筡筴 筫筡筮 筬筥筩筤筥筮 筴筯筴 筳筴筵筤筩筥筳 筷筡筡筲筢筩筪 筨筥筴

筯筮筤筥筲筳筣筨筥筩筤筥筮筤 筶筥筲筭筯筧筥筮 筶筡筮 筤筥 筴筯筥筴筳 筯筦 筴筥 筬筡筡筧第 筯筦 筴筥 筨筯筯筧 筩筳笮

笲笮 Geen tussentijdse analyse笺 等筮 筫筬筡筳筳筩筥筫筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筴筯筥筴筳筩筮筧 筭筯筧筥筮 筯筮筤筥筲筺筯筥筫筥筲筳

筤筯筯筲筧筡筡筮筳 筮筩筥筴 筮筡筡筲 筤筥 筧筥筧筥筶筥筮筳 筫筩筪筫筥筮 筴筥筲筷筩筪筬 筤筥筺筥 筢筩筮筮筥筮筫筯筭筥筮 笨筯筭 筢筥筶筯筯筲筯筯筲筤筥筥筬筤筥

筢筥筳筬筩筳筳筩筮筧筥筮 筴筥 筶筯筯筲筫筯筭筥筮笩 筥筮 筭筯筥筴筥筮 筺筩筪 筷筡筣筨筴筥筮 筴筯筴 筤筥 筶筯筬筬筥筤筩筧筥 筳筴筥筥筫筰筲筯筥筦 筢筥筳筣筨筩筫筢筡筡筲

筩筳笮

笳笮 Inflexibiliteit笺 筁筬筳 筯筮筶筥筲筷筡筣筨筴筥 筲筥筳筵筬筴筡筴筥筮 筯筰筴筲筥筤筥筮 筯筦 筡筬筳 筤筥 筳筴筥筥筫筰筲筯筥筦筧筲筯筯筴筴筥

筮筡 筧筥筧筥筶筥筮筳筶筥筲筺筡筭筥筬筩筮筧 筯筮筶筯筬筤筯筥筮筤筥 筢筬筩筪筫筴 筴筥 筺筩筪筮第 筫筵筮筮筥筮 筯筮筤筥筲筺筯筥筫筥筲筳 筤筥

筳筴筥筥筫筰筲筯筥筦筧筲筯筯筴筴筥 筮筩筥筴 筥筥筮筶筯筵筤筩筧 筡筡筮筰筡筳筳筥筮 筺筯筮筤筥筲 筨筥筴 筲筩筳筩筣筯 筴筥 筬筯筰筥筮 筤筥 筫筡筮筳 筯筰

筥筥筮 筦筯筵筴笭筰筯筳筩筴筩筥筦 筲筥筳筵筬筴筡筡筴 筳筵筢筳筴筡筮筴筩筥筥筬 筴筥 筶筥筲筧筲筯筴筥筮笮

筏筮筤筡筮筫筳 筤筥筺筥 筢筥筰筥筲筫筩筮筧筥筮 筶筯筲筭筴 筤筥 筶筡筳筴筥 筳筴筥筥筫筰筲筯筥筦筧筲筯筯筴筴筥笭筢筥筮筡筤筥筲筩筮筧 筡筬 筶筥筬筥

筤筥筣筥筮筮筩筡 筤筥 筢筡筳筩筳 筶筡筮 筳筴筡筴筩筳筴筩筳筣筨筥 筴筯筥筴筳筩筮筧第 筥筮 筷筯筲筤筴 筤筥筺筥 筮筯筧 筳筴筥筥筤筳 筺筥筥筲 筢筲筥筥筤 筴筯筥筧筥筰筡筳筴笮

筍筯筤筥筲筮筥 筭筥筴筨筯筤筥筮第 筺筯筡筬筳 筺筯筧筥筮筯筥筭筤筥 筡筬筴筩筪筤笭筶筡筬筩筤筥 筴筯筥筴筳筥筮 笨筢筩筪筶筯筯筲筢筥筥筬筤 筯筰 筢筡筳筩筳 筶筡筮

筥笭筷筡筡筲筤筥筮 筥筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筮笩第 筢筩筥筤筥筮 筥筣筨筴筥筲 筭筥筥筲 笍筥筸筩筢筩筬筩筴筥筩筴笮 筚筥 筳筴筥筬筬筥筮 筯筮筤筥筲筺筯筥筫筥筲筳 筩筮

筳筴筡筡筴 筯筭 筨筥筴 筢筥筷筩筪筳第 筧筥筫筷筡筮筴筩笌筣筥筥筲筤 筩筮 筴筥筲筭筥筮 筶筡筮 筤筥 筥笭筷筡筡筲筤筥第 筣筯筮筴筩筮筵 筴筥 筥筶筡筬筵筥筲筥筮

筴筥筲筷筩筪筬 筧筥筧筥筶筥筮筳 筷筯筲筤筥筮 筶筥筲筺筡筭筥筬筤第 筺筯筮筤筥筲 筥筥筮 筳筴筥筥筫筰筲筯筥筦筧筲筯筯筴筴筥 筶筯筯筲筡筦 筴筥 筳筰筥筣筩笌筣筥筲筥筮笮

策筯筯筲 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筮 筨筯筥筶筥筮 筺筥筬筦筳 筤筥 筲筥筧筥筬筳 筶筯筯筲 筨筥筴 筳筴筯筰筰筥筮 筶筡筮 筨筥筴 筥筸筰筥筲筩筭筥筮筴 筮筩筥筴 筶筯筯筲筡筦

筴筥 筷筯筲筤筥筮 筢筥筰筡筡筬筤笮

筄筩筴 筰筲筯筥筦筳筣筨筲筩筦筴 筲筩筣筨筴 筺筩筣筨 筶筯筯筲筮筡筭筥筬筩筪筫 筯筰 筥笭筷筡筡筲筤筥筮 筥筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筮 筩筮 筤筥 筣筯筮筴筥筸筴

筶筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筿筥筬筥 筦筡筭筩筬筩筥筳笮

筈筯筯筦筤筳筴筵筫 笲 筢筥筨筡筮筤筥筬筴 筨筥筴 筰筲筯筢筬筥筥筭 筶筡筮 筨筥筴 筢筥筰筡筬筥筮 筯筦 筥筥筮 筳筴筥筥筫筰筲筯筥筦 筶筥筲筤筥筥筬筤

筩筳 筶筯筬筧筥筮筳 筥筥筮 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筥 筶筡筮 筥筥筮 筳筰筥筣筩笌筥筫 筭筯筤筥筬 筢筩筮筮筥筮 筤筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筿筥筬筥 筦筡筭筩筬筩筥第 筩筮

筷筥筺筥筮 筨筥筴 筴筯筥筴筳筥筮 筯筦 筥筥筮 筭筯筤筥筬 筣筯筲筲筥筣筴 筩筳 筧筥筳筰筥筣筩笌筣筥筥筲筤笮 筗筥 筷筩筬筬筥筮 筢筩筪筶筯筯筲筢筥筥筬筤

筢筥筯筯筲筤筥筬筥筮 筯筦 筥筥筮 筳筴筥筥筫筰筲筯筥筦 筥筥筮 筇筡筵筳筳筩筳筣筨筥 筶筥筲筤筥筬筩筮筧 筶筯筬筧筴笮 等筮 筤筩筴 筧筥筶筡筬 筯筭筶筡筴

筤筥 筮筵筬筨筹筰筯筴筨筥筳筥 筤筥 筶筯筬筬筥筤筩筧筥 筳筥筴 筇筡筵筳筳筩筳筣筨筥 筶筥筲筤筥筬筩筮筧筥筮第 筷筡筡筲筤筯筯筲 筤筥 筮筵筬筨筹筰筯筴筨筥筳筥

筣筯筭筰筯筳筩筥筴 筩筳笮 筈筥筴 筤筯筥筬 筩筳 筤筥 筮筵筬筨筹筰筯筴筨筥筳筥 筴筥 筶筥筲筷筥筲筰筥筮 筡筬筳 筥筲 筯筶筥筲筴筵筩筧筥筮筤 筢筥筷筩筪筳 筩筳

筤筡筴 筤筥 筳筴筥筥筫筰筲筯筥筦 筮筩筥筴 筶筥筲筤筥筥筬筤 筩筳 筶筯筬筧筥筮筳 筥筥筮 筇筡筵筳筳筩筳筣筨筥 筶筥筲筤筥筬筩筮筧笮 筗筥 筲筩筣筨筴筥筮 筯筮筳

筯筰 筤筥 筇筒筏 笨筇筲筯筷筴筨笭筒筡筴筥 筏筰筴筩筭筡筬笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥第 筤筩筥 筤筯筯筲筧筡筡筮筳 筯筶筥筲筥筥筮筫筯筭筴 筭筥筴 筥筥筮

筳筰筥筣筩笌筥筫筥 筂筡筹筥筳笭筦筡筣筴筯筲 筥筮 筨筥筴 筨筯筯筧筳筴 筯筮筤筥筲筳筣筨筥筩筤筥筮筤筥 筥笭筶筥筲筭筯筧筥筮 筨筥筥筦筴 笨筤笮筷笮筺笮 筨筥筴

筶筥筲筭筯筧筥筮 筯筭 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筥筶筥筮 筴筥 筤筥筴筥筣筴筥筲筥筮笩笮 筈筥筴 筶筩筮筤筥筮 筶筡筮 筤筥 筡 筰筲筩筯筲筩 筶筥筲筤筥筬筩筮筧筥筮 筶筯筯筲

筤筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥 筫筡筮 筥筣筨筴筥筲 筣筯筭筰筵筴筡筴筩筯筮筥筥筬 筩筮筴筥筮筳筩筥筦 筺筩筪筮笮 筄筩筴 筨筯筯筦筤筳筴筵筫 筴筯筯筮筴 筡筡筮

筤筡筴 筩筮 筢筥筰筡筡筬筤筥 筳筩筴筵筡筴筩筥筳第 筤筥 筺筯筧筥筮筯筥筭筤筥 筜筥筥筮筶筯筵筤筩筧筥 筧筥筶筡筬筬筥筮笢第 筤筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥

筶筥筲筥筥筮筶筯筵筤筩筧筴 筴筯筴 筥筥筮 筡筡筮筮筥筭筥筬筩筪筫筨筥筩筤筳筶筥筲筨筯筵筤筩筮筧 筥筮 筢筩筥筤筴 筶筥筲筳筣筨筩筬筬筥筮筤筥 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴筥

筶筯筯筲筷筡筡筲筤筥筮 筷筡筡筲筯筮筤筥筲 筥筥筮 筤筥筲筧筥筬筩筪筫筥 筡筡筮筮筥筭筥筬筩筪筫筨筥筩筤筳筶筥筲筨筯筵筤筩筮筧 筢筥筳筴筡筡筴 筶筯筯筲

筥筸筰筯筮筥筮筴筩筿筥筬筥 筦筡筭筩筬筩筥笭筮筵筬筨筹筰筯筴筨筥筳筥筮笮 等筮 筤筩筴 筨筯筯筦筤筳筴筵筫 筷筯筲筤筥筮 筯筯筫 笨筇筒筏笩 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筮

筡筦筧筥筬筥筩筤 筷筥筬筫筥 筧筥筢筲筵筩筫筴 筫筵筮筮筥筮 筷筯筲筤筥筮 筯筭 筥筥筮 筡筬筴筩筪筤 筶筡筬筩筤筥 筴筯筥筴筳 筴筥 筣筯筮筳筴筲筵筥筲筥筮笮

笱笷笴



Samenvatting

筈筯筯筦筤筳筴筵筫 笳 筢筲筥筩筤筴 筨筥筴 筷筥筲筫 筶筡筮 筈筯筯筦筤筳筴筵筫 笲 筵筩筴 筤筯筯筲 筭筥筥筲 筡筬筧筥筭筥筮筥

筴筨筥筯筲筥筴筩筳筣筨筥 筲筥筳筵筬筴筡筴筥筮 筴筥 筢筩筥筤筥筮 筶筯筯筲 筶筥筲筳筣筨筩筬筬筥筮筤筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥筮 筩筮 筨筥筴 筫筡筤筥筲 筶筡筮

筭筯筤筥筬筳筰筥筣筩笌筣筡筴筩筥筴筯筥筴筳筥筮第 筺筯筷筥筬 筶筯筯筲 筥筥筮筶筯筵筤筩筧筥 筡筬筳 筣筯筭筰筯筳筩筥筴筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筮笮 筈筥筴 筴筯筯筮筴

筡筡筮 筤筡筴 筩筮 筨筥筴 筜筡筮筴筩笭筥筥筮筶筯筵筤筩筧筥 筧筥筶筡筬笢 笨筨筥筴 筴筥筧筥筮筯筶筥筲筧筥筳筴筥筬筤筥 筶筡筮 筨筥筴 筥筥筮筶筯筵筤筩筧筥

筧筥筶筡筬笩第 筤筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筥筬筥 筥笭筷筡筡筲筤筥 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筳筣筨 筨筥筴 筨筯筯筧筳筴 筯筮筤筥筲筳筣筨筥筩筤筥筮筤筥 筥笭筶筥筲筭筯筧筥筮

筢筥筲筥筩筫筴笮 筄筩筴 筩筳 筢筩筪筺筯筮筤筥筲 筷筡筡筲筤筥筶筯筬 筯筭筤筡筴 筤筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥 筭筯筥筩筬筩筪筫 筴筥 筢筥筲筥筫筥筮筥筮 筩筳

筩筮 筤筥筲筧筥筬筩筪筫筥 筧筥筶筡筬筬筥筮第 筴筥筲筷筩筪筬 筤筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筥筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥 筣筯筭筰筵筴筡筴筩筯筮筥筥筬 筷筥筲筫筢筡筡筲 筩筳笮

筄筡筡筲筮筡筡筳筴 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筥筲筴 筥筮 筶筥筲筧筥筬筩筪筫筴 筤筩筴 筨筯筯筦筤筳筴筵筫 筶筥筲筳筣筨筩筬筬筥筮筤筥 筳筯筯筲筴筥筮 筥笭筷筡筡筲筤筥筮第

筷筡筡筲筯筮筤筥筲 筤筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥第 筤筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筥筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥第 筤筥 筕等 笨筕筮筩筶筥筲筳筡筬

等筮筦筥筲筥筮筣筥笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥 筥筮 筳筥筱筵筥筮筴筩筿筥筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥筮第 筭筥筴 筥筥筮 筵筩筴筧筥筢筲筥筩筤筥 筡筮筡筬筹筳筥 筶筡筮 筨筵筮

筯筮筤筥筲筳筣筨筥筩筤筥筮筤筥 筥笭筶筥筲筭筯筧筥筮笮 筓筯筭筭筩筧筥 筶筡筮 筤筥筺筥 筥笭筷筡筡筲筤筥筮 筶筯筲筭筥筮 筤筥 筢筡筳筩筳 筶筡筮 筥筥筮

筥笭筰筲筯筣筥筳第 筤筡筴 筤筡筮 筷筥筥筲 筬筥筩筤筴 筴筯筴 筥筥筮 筡筬筴筩筪筤 筶筡筬筩筤筥 筴筯筥筴筳笮

筈筯筯筦筤筳筴筵筫 笴 筲筩筣筨筴 筺筩筣筨 筯筰 筨筥筴 筣筯筮筳筴筲筵筥筲筥筮 筶筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥筮 筤筩筥 筧筥筢筲筵筩筫筴 筫筵筮筮筥筮

筷筯筲筤筥筮 筯筭 筴筥 筴筯筥筴筳筥筮 筯筦 筫 筳筴筥筥筫筰筲筯筥筶筥筮 筡筬筬筥筮 筨筥筴筺筥筬筦筤筥 筶筥筲筤筥筥筬筤 筺筩筪筮 筶筯筬筧筥筮筳 筥筥筮 筶筥筲筤筥筬筩筮筧

筶筡筮 筤筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筿筥筬筥 筦筡筭筩筬筩筥笮 筂筩筪筶筯筯筲筢筥筥筬筤第 筩筮 筨筥筴 筧筥筶筡筬 筶筡筮 筴筷筥筥笭筳筴筥筥筫筰筲筯筥筶筥筮筴筯筥筴筳

笨k 笽 笲笩 筫筵筮筮筥筮 筤筥筺筥 筭筥筴筨筯筤筥筮 筷筯筲筤筥筮 筴筯筥筧筥筰筡筳筴 筯筭 筴筥 筢筥筯筯筲筤筥筬筥筮 筯筦 筥筥筮 筮筩筥筵筷筥

筭筥筤筩筳筣筨筥 筢筥筨筡筮筤筥筬筩筮筧 筥笋筥筣筴筩筥筦 筩筳 筶筯筯筲 筥筥筮 筢筥筰筡筡筬筤筥 筺筩筥筫筴筥 筤筯筯筲 筤筥 筵筩筴筫筯筭筳筴筥筮 筴筵筳筳筥筮 筤筥

筢筥筨筡筮筤筥筬筩筮筧筳笭 筥筮 筣筯筮筴筲筯筬筥筧筲筯筥筰 筴筥 筶筥筲筧筥筬筩筪筫筥筮笮 筗筥 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筲筥筮 筶筩筥筲 筳筯筯筲筴筥筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥筮

筶筯筯筲 筤筥 k笭筳筴筥筥筫筰筲筯筥筶筥筮筴筯筥筴筳笺 筤筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥第 筥筥筮 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筥筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥第 筥筥筮

筧筥筷筯筧筥筮 筭筩筤筤筥筬筩筮筧 筶筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥筮 筥筮 筥筥筮 筰筳筥筵筤筯笭筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥笮 筄筥筺筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥筮

筷筯筲筤筥筮 筶筥筲筧筥筬筥筫筥筮 筯筰 筢筡筳筩筳 筶筡筮 筨筵筮 筧筲筯筥筩筳筮筥筬筨筥筤筥筮 筯筮筤筥筲 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筥筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筮第

筷筡筡筲筢筩筪 筥筬筫筥 筧筲筯筥筰 筥筥筮 筡筮筤筥筲筥第 筭筡筡筲 筶筡筳筴筥第 筶筥筲筤筥筬筩筮筧 筨筥筥筦筴 筵筩筴 筤筥筺筥筬筦筤筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筿筥筬筥

筦筡筭筩筬筩筥笮 筈筥筴 筰筲筯筥筦筳筣筨筲筩筦筴 筢筩筥筤筴 筴筨筥筯筲筥筴筩筳筣筨筥 筲筥筳筵筬筴筡筴筥筮 筤筩筥 筡筡筮筴筯筮筥筮 筤筡筴 筢筩筪 筫筬筥筩筮筥

筥笋筥筣筴筧筲筯筯筴筴筥筳 筤筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥筮 筶筥筲筧筥筬筩筪筫筢筡筡筲 筧筥筤筲筡筧 筶筥筲筴筯筮筥筮笮 筏筯筫 筷筯筲筤筥筮 筧筥筶筡筬筬筥筮

筧筥筿笐筤筥筮筴筩笌筣筥筥筲筤 筷筡筡筲筩筮 筥筥筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥 筶筥筲筥筥筮筶筯筵筤筩筧筴 筴筯筴 筤筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥第 筷筡筴 筤筥

筣筯筭筰筵筴筡筴筩筯筮筥筬筥 筣筯筭筰筬筥筸筩筴筥筩筴 筶筥筲筭筩筮筤筥筲筴笮 等筮 筣筯筭筰筬筥筸筥筲筥 筳筩筴筵筡筴筩筥筳 筷筯筲筤筥筮 筡筬筧筯筲筩筴筭筥筮

筶筯筯筲筧筥筳筴筥筬筤 筯筭 筤筥 筺筯筧筥筮筯筥筭筤筥 筯筭筧筥筫筥筥筲筤筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筥筰筲筯筪筥筣筴筩筥 筴筥 筢筥筮筡筤筥筲筥筮笮

筈筯筯筦筤筳筴筵筫 笵 筲筩筣筨筴 筺筩筣筨 筯筰 growth-rate optimal in the worst-case 笨筇筒筏筗笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥筮笮

筗筥 筡筮筡筬筹筳筥筲筥筮 筤筥 筴筯筥筰筡筳筳筩筮筧 筶筡筮 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥筮 筢筩筮筮筥筮 筥筥筮 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筴筯筥筴筳筩筮筧筳筫筡筤筥筲

筶筯筯筲 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筶筥筲筤筥筬筩筮筧筥筮笮 等筮 筤筩筴 筫筡筤筥筲 筨筥筥筦筴 筤筥 筮筵筬筨筹筰筯筴筨筥筳筥筶筥筲筤筥筬筩筮筧 P0 筥筥筮

筶筥筲筷筡筣筨筴筩筮筧 筶筡筮 筮筵筬第 筥筮 筷筯筲筤筥筮 筶筥筲筳筣筨筩筬筬筥筮筤筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筥筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筮 H1 筧筥筤筥笌筮筩筥筥筲筤

筤筯筯筲 筭筩筤筤筥筬 筶筡筮 筶筥筲筳筣筨筩筬筬筥筮筤筥 筧筥筢筩筥筤筥筮 筶筯筯筲 筤筥 筶筥筲筷筡筣筨筴筩筮筧笮

筗筥 筬筡筴筥筮 筺筩筥筮 筤筡筴 筤筥 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥 筶筥筲筢筯筮筤筥筮 筩筳 筭筥筴 筥筥筮 筮筩筥筵筷筥

筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筥筯筮筧筥筬筩筪筫筨筥筩筤 筤筩筥 筷筥 筤筥 Csiszár-Sanov-Chernoff 笨筃筓筃笩 筯筮筧筥筬筩筪筫筨筥筩筤 筮筯筥筭筥筮笮

筄筥筺筥 筃筓筃笭筯筮筧筥筬筩筪筫筨筥筩筤 筢筲筥筩筤筴 筥筥筲筤筥筲 筷筥筲筫 筵筩筴 筮筡筡筲 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筧筥筶筡筬筬筥筮 筭筥筴 筥筥筮

筣筯筮筶筥筸筥 筯筦 筢筥筧筲筥筮筳筤筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筥筶筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筲筥筧筩筯 筲筯筮筤 笰笮 筅筥筮 筤筥筲筧筥筬筩筪筫筥 筯筮筧筥筬筩筪筫筨筥筩筤 筩筳

笱笷笵



Samenvatting

筷筡筡筲筳筣筨筩筪筮筬筩筪筫 筷筡筡筲筤筥筶筯筬 筩筮 筰筲筡筫筴筩筳筣筨筥 筴筯筥筰筡筳筳筩筮筧筥筮第 筺筯筡筬筳 online 笨筳筥筱筵筥筮筴筩筥筥筬笩 筬筥筲筥筮 筥筮

筶筯筯筲筡筬 筯筰 筨筥筴 筧筥筢筩筥筤 筶筡筮 bandit笭筡筬筧筯筲筩筴筭筥筮笮

筓筡筭筥筮筶筡筴筴筥筮筤笺 筤筩筴 筰筲筯筥筦筳筣筨筲筩筦筴 筢筲筥筩筤筴 筤筥 筴筨筥筯筲筩筥 筶筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥筮 筢筩筮筮筥筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筿筥筬筥

筦筡筭筩筬筩筥筳 筵筩筴 筤筯筯筲 筶筥筲筳筣筨筩筬筬筥筮筤筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筥筬筥筮 筴筥 筣筯筮筳筴筲筵筥筲筥筮 筥筮 筴筥 筡筮筡筬筹筳筥筲筥筮第 筥筮 筢筩筥筤筴

筰筲筡筫筴筩筳筣筨筥 筩筮筺筩筣筨筴筥筮 筶筯筯筲 筳筩筴筵筡筴筩筥筳 筷筡筡筲筩筮 筴筲筡筤筩筴筩筯筮筥筬筥 p笭筷筡筡筲筤筥笭筧筥筢筡筳筥筥筲筤筥 筴筯筥筴筳筩筮筧

筴筥筫筯筲筴筳筣筨筩筥筴笮

笱笷笶



Summary

答筨筩筳 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮 筰筲筩筭筡筲筩筬筹 筦筯筣筵筳筥筳 筯筮 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筡筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧第 筡 筣筲筩筴筩筣筡筬 筡筲筥筡 筯筦

筳筴筵筤筹 筷筩筴筨 筷筩筤筥筳筰筲筥筡筤 筩筭筰筯筲筴筡筮筣筥 筡筣筲筯筳筳 筶筡筲筩筯筵筳 筡筣筡筤筥筭筩筣 筤筩筳筣筩筰筬筩筮筥筳 筡筮筤 筩筮筤筵筳筴筲筩筥筳笮

筁筮 筥筸筡筭筰筬筥 筴筨筡筴 筨筩筧筨筬筩筧筨筴筳 筴筨筥 筩筭筰筯筲筴筡筮筣筥 筯筦 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筣筯筭筥筳 筦筲筯筭 筴筨筥 笌筥筬筤 筯筦

筭筥筤筩筣筩筮筥第 筳筰筥筣筩笌筣筡筬筬筹 筩筮 筤筲筵筧 筤筥筶筥筬筯筰筭筥筮筴笮 筓筵筰筰筯筳筥 筲筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筡筲筥 筴筥筳筴筩筮筧 筡 筮筥筷 筤筲筵筧

筤筥筳筩筧筮筥筤 筴筯 筬筯筷筥筲 筢筬筯筯筤 筰筲筥筳筳筵筲筥笮 答筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筭筩筧筨筴 筳筴筡筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筮筥筷 筤筲筵筧

筨筡筳 筮筯 筥笋筥筣筴 筯筮 筢筬筯筯筤 筰筲筥筳筳筵筲筥第 筷筨筩筬筥 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筳筵筧筧筥筳筴筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筤筲筵筧

筤筯筥筳 筲筥筤筵筣筥 筢筬筯筯筤 筰筲筥筳筳筵筲筥笮 答筨筥 筲筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筣筯筮筤筵筣筴 筡 筣筬筩筮筩筣筡筬 筴筲筩筡筬第 筧筩筶筩筮筧 筯筮筥 筧筲筯筵筰

筴筨筥 筮筥筷 筤筲筵筧 筡筮筤 筡筮筯筴筨筥筲 筧筲筯筵筰 筡 筰筬筡筣筥筢筯笮 筁筦筴筥筲 筣筯筬筬筥筣筴筩筮筧 筴筨筥 筤筡筴筡第 筴筨筥 筭筥筴筨筯筤 筯筦

statistical hypothesis testing 筡筬筬筯筷筳 筴筨筥筭 筴筯 筡筮筡筬筹筺筥 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筥 筯筢筳筥筲筶筥筤 筲筥筤筵筣筴筩筯筮

筩筮 筢筬筯筯筤 筰筲筥筳筳筵筲筥 筩筳 筳筩筧筮筩笌筣筡筮筴 筯筲 筣筯筵筬筤 筨筡筶筥 筯筣筣筵筲筲筥筤 筢筹 筣筨筡筮筣筥笮 等筦 筴筨筥 筴筥筳筴 筰筲筯筶筩筤筥筳

筳筴筲筯筮筧 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳第 筴筨筥 筲筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筣筡筮 筣筯筮笌筤筥筮筴筬筹 筣筯筮筣筬筵筤筥

筴筨筡筴 筴筨筥 筤筲筵筧 筩筳 筥笋筥筣筴筩筶筥笮 筗筩筴筨筯筵筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筡筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧第 筴筨筥筹 筣筡筮筮筯筴 筲筩筧筯筲筯筵筳筬筹

筡筳筳筥筳筳 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筥 筤筲筵筧 筴筲筵筬筹 筷筯筲筫筳 筯筲 筩筦 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 筡筲筥 筪筵筳筴 筲筡筮筤筯筭 筶筡筲筩筡筴筩筯筮筳笮 筂筹

筰筲筯筶筩筤筩筮筧 筡 筦筲筡筭筥筷筯筲筫 筴筯 筣筯筮筴筲筯筬 筦筯筲 筥筲筲筯筲筳 笨筬筩筫筥 筦筡筬筳筥 筰筯筳筩筴筩筶筥筳笩第 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧

筥筮筳筵筲筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筤筲筵筧 筩筳 筯筮筬筹 筡筰筰筲筯筶筥筤 筩筦 筴筨筥筲筥 筩筳 筳筴筲筯筮筧 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筡筬 筥筶筩筤筥筮筣筥 筯筦 筩筴筳

筥笎筣筡筣筹第 筷筨筩筣筨 筩筳 筣筲筩筴筩筣筡筬 筦筯筲 筰筵筢筬筩筣 筳筡筦筥筴筹 筡筮筤 筴筨筥 筡筤筶筡筮筣筥筭筥筮筴 筯筦 筭筥筤筩筣筡筬 筳筣筩筥筮筣筥笮

筈筯筷筥筶筥筲第 筭筯筳筴 筣筬筡筳筳筩筣筡筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筭筥筴筨筯筤筳 筲筥筱筵筩筲筥 筲筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筴筯 筣筯筬筬筥筣筴

筡 笌筸筥筤 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 筩筮 筡筤筶筡筮筣筥 筢筥筦筯筲筥 筣筯筮筤筵筣筴筩筮筧 筴筨筥 筴筥筳筴笮 筏筮筣筥 筴筨筥 筤筡筴筡 筦筲筯筭 筴筨筥

筰筲筥筤筥筴筥筲筭筩筮筥筤 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 筩筳 筣筯筬筬筥筣筴筥筤第 筴筨筥 筴筥筳筴 筩筳 筰筥筲筦筯筲筭筥筤第 筡筮筤 筣筯筮筣筬筵筳筩筯筮筳 筡筲筥 筤筲筡筷筮

筡筢筯筵筴 筷筨筥筴筨筥筲 筴筯 筲筥筪筥筣筴 筯筲 筦筡筩筬 筴筯 筲筥筪筥筣筴 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳笮

答筨筥 笌筸筥筤笭筳筡筭筰筬筥 筡筰筰筲筯筡筣筨 筨筡筳 筳筥筶筥筲筡筬 筬筩筭筩筴筡筴筩筯筮筳笺

笱笮 Pre-determined sample size笺 筒筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筭筵筳筴 筤筥筣筩筤筥 筩筮 筡筤筶筡筮筣筥 筨筯筷 筭筡筮筹

筤筡筴筡 筰筯筩筮筴筳 筴筯 筣筯筬筬筥筣筴第 筷筨筩筣筨 筭筡筹 筬筥筡筤 筴筯 筵筮筤筥筲筰筯筷筥筲筥筤 筯筲 筯筶筥筲筰筯筷筥筲筥筤 筳筴筵筤筩筥筳 筩筦 筴筨筥

筣筨筯筳筥筮 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 筩筳 筮筯筴 筯筰筴筩筭筡筬笮

笲笮 No intermediate analysis笺 等筮 筣筬筡筳筳筩筣筡筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧第 筲筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筡筲筥

筵筳筵筡筬筬筹 筮筯筴 筡筬筬筯筷筥筤 筴筯 筬筯筯筫 筡筴 筴筨筥 筤筡筴筡 筡筳 筩筴 筣筯筭筥筳 筩筮 笨筴筯 筰筲筥筶筥筮筴 筢筩筡筳筥筤 筤筥筣筩筳筩筯筮筳笩 筡筮筤

笱笷笷



Summary

筭筵筳筴 筷筡筩筴 筵筮筴筩筬 筴筨筥 筦筵筬筬 筤筡筴筡筳筥筴 筩筳 筡筶筡筩筬筡筢筬筥笮

笳笮 Inflexibility笺 等筦 筵筮筥筸筰筥筣筴筥筤 筲筥筳筵筬筴筳 筯筣筣筵筲 筯筲 筩筦 筴筨筥 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥 筴筵筲筮筳 筯筵筴 筴筯

筢筥 筩筮筡筤筥筱筵筡筴筥 筡筦筴筥筲 筤筡筴筡 筣筯筬筬筥筣筴筩筯筮第 筲筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筣筡筮筮筯筴 筥筡筳筩筬筹 筡筤筪筵筳筴 筴筨筥 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥

筷筩筴筨筯筵筴 筲筩筳筫筩筮筧 筩筮笍筡筴筩筮筧 筴筨筥 答筹筰筥 等 筥筲筲筯筲 笨筦筡筬筳筥 筰筯筳筩筴筩筶筥 筲筡筴筥笩笮

筄筥筳筰筩筴筥 筴筨筥筳筥 筬筩筭筩筴筡筴筩筯筮筳第 筴筨筥 笌筸筥筤笭筳筡筭筰筬筥 筡筰筰筲筯筡筣筨 筨筡筳 筢筥筥筮 筴筨筥 筦筯筵筮筤筡筴筩筯筮 筯筦

筳筴筡筴筩筳筴筩筣筡筬 筴筥筳筴筩筮筧 筦筯筲 筭筡筮筹 筤筥筣筡筤筥筳 筡筮筤 筲筥筭筡筩筮筳 筷筩筤筥筬筹 筵筳筥筤笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筮筥筷筥筲 筭筥筴筨筯筤筳第

筳筵筣筨 筡筳 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筴筥筳筴筳 笨筥笮筧笮第 筥笭筶筡筬筵筥笭 筡筮筤 筥笭筰筲筯筣筥筳筳笭筢筡筳筥筤 筭筥筴筨筯筤筳笩第 筯笋筥筲 筭筯筲筥

笍筥筸筩筢筩筬筩筴筹第 筡筬筬筯筷筩筮筧 筲筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筴筯 筥筶筡筬筵筡筴筥 筴筨筥 筥筶筩筤筥筮筣筥 筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳筬筹 筡筳 筤筡筴筡 筩筳 筣筯筬筬筥筣筴筥筤第

筷筩筴筨筯筵筴 筮筥筥筤筩筮筧 筡 筰筲筥笭筳筰筥筣筩笌筥筤 筳筡筭筰筬筥 筳筩筺筥笮 筗筩筴筨 筥笭筶筡筬筵筥筳第 筯筮筥 筤筯筥筳 筮筯筴 筥筶筥筮 筮筥筥筤 筴筯

筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筴筨筥 筲筵筬筥筳 筦筯筲 筳筴筯筰筰筩筮筧 筴筨筥 筥筸筰筥筲筩筭筥筮筴 筢筥筦筯筲筥 筩筴 筳筴筡筲筴筳笮

答筨筩筳 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮 筰筲筩筭筡筲筩筬筹 筥筸筰筬筯筲筥筳 筥笭筶筡筬筵筥筳 筡筮筤 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳 筷筩筴筨筩筮 筴筨筥 筣筯筮筴筥筸筴 筯筦

筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笮

筃筨筡筰筴筥筲 笲 筡筤筤筲筥筳筳筥筳 筴筨筥 筰筲筯筢筬筥筭 筯筦 筤筥筴筥筲筭筩筮筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲 筡 筳筡筭筰筬筥 筣筯筮筦筯筲筭筳 筴筯 筡

筳筰筥筣筩笌筣 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筭筯筤筥筬第 筥筳筳筥筮筴筩筡筬筬筹 筴筥筳筴筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲 筡 筭筯筤筥筬 筩筳 筷筥筬筬笭筳筰筥筣筩笌筥筤笮

筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筷筥 筭筡筹 筷筡筮筴 筴筯 筡筳筳筥筳筳 筷筨筥筴筨筥筲 筡 筳筡筭筰筬筥 筦筯筬筬筯筷筳 筡 筇筡筵筳筳筩筡筮 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笮

等筮 筴筨筩筳 筣筡筳筥第 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筩筮筣筬筵筤筥筳 筴筨筥 筥筮筴筩筲筥 筳筥筴 筯筦 筇筡筵筳筳筩筡筮 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳第 筭筡筫筩筮筧

筩筴 筣筯筭筰筯筳筩筴筥笮 答筨筥 筯筢筪筥筣筴筩筶筥 筩筳 筴筯 筲筥筪筥筣筴 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筩筦 筴筨筥 筳筡筭筰筬筥 筤筥筶筩筡筴筥筳 筦筲筯筭

筡 筇筡筵筳筳筩筡筮 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笮 筁 筫筥筹 筦筯筣筵筳 筩筳 筯筮 筴筨筥 筇筒筏 笨筇筲筯筷筴筨笭筒筡筴筥 筏筰筴筩筭筡筬笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第

筷筨筩筣筨 筴筹筰筩筣筡筬筬筹 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筳 筴筯 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筂筡筹筥筳 筦筡筣筴筯筲 筡筮筤 筨筡筳 筴筨筥 筨筩筧筨筥筳筴 筥笭筰筯筷筥筲 笨筩笮筥笮第

筴筨筥 筡筢筩筬筩筴筹 筴筯 筤筥筴筥筣筴 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳笩 筡筭筯筮筧 筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笮 筈筯筷筥筶筥筲第 笌筮筤筩筮筧 筴筨筥 筰筲筩筯筲

筦筯筲 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筣筡筮 筢筥 筣筯筭筰筵筴筡筴筩筯筮筡筬筬筹 筥筸筰筥筮筳筩筶筥笮 答筨筩筳 筣筨筡筰筴筥筲 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥筳

筴筨筡筴 筩筮 筣筥筲筴筡筩筮 筳筣筥筮筡筲筩筯筳第 筴筥筲筭筥筤 筜筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥筳第笢 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筳筩筭筰筬筩笌筥筳 筴筯 筡

筳筩筭筰筬筥笭筶筳笮笭筳筩筭筰筬筥 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯第 筡筮筤 筩筴 筰筲筯筶筩筤筥筳 筳筥筶筥筲筡筬 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筵筮筤筥筲

筷筨筩筣筨 筳筵筣筨 筡 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 筥筸筩筳筴筳 筦筯筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳笮

筃筨筡筰筴筥筲 笳 筥筸筴筥筮筤筳 筴筨筥 筷筯筲筫 筯筦 筃筨筡筰筴筥筲 笲 筢筹 筯笋筥筲筩筮筧 筭筯筲筥 筧筥筮筥筲筡筬 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筲筥筳筵筬筴筳

筦筯筲 筳筥筶筥筲筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筮 筴筨筥 筣筯筮筴筥筸筴 筯筦 筴筥筳筴筩筮筧 筭筯筤筥筬 筳筰筥筣筩笌筣筡筴筩筯筮第 筣筯筶筥筲筩筮筧 筢筯筴筨 筳筩筭筰筬筥

筡筮筤 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳笮 等筴 筩筳 筳筨筯筷筮 筴筨筡筴 筩筮 筴筨筥 筜筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥笢 笨筴筨筥 筯筰筰筯筳筩筴筥 筯筦

筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥笩第 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筥笭筶筡筬筵筥 筡筣筨筩筥筶筥筳 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣筡筬筬筹 筨筩筧筨筥筳筴 筥笭筰筯筷筥筲笮 答筨筩筳

筩筳 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲筬筹 筶筡筬筵筡筢筬筥 筢筥筣筡筵筳筥第 筷筨筩筬筥 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筳 筨筡筲筤 筴筯 筣筯筭筰筵筴筥 筩筮 筳筵筣筨

筣筡筳筥筳第 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筳 筣筯筭筰筵筴筡筴筩筯筮筡筬筬筹 筭筯筲筥 筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤笮 筁筤筤筩筴筩筯筮筡筬筬筹第

筴筨筩筳 筣筨筡筰筴筥筲 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筳 筡筮筤 筣筯筭筰筡筲筥筳 筶筡筲筩筯筵筳 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筬筵筥筳第 筩筮筣筬筵筤筩筮筧 筴筨筥 筇筒筏

筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筴筨筥 筕等 笨筕筮筩筶筥筲筳筡筬 等筮筦筥筲筥筮筣筥笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筡筮筤

筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筷筩筴筨 筡 筤筥筴筡筩筬筥筤 筡筮筡筬筹筳筩筳 筯筦 筴筨筥筩筲 筥笭筰筯筷筥筲笮 筓筯筭筥 筯筦 筴筨筥筳筥 筥笭筶筡筬筵筥筳

筡筬筳筯 筬筥筡筤 筴筯 筴筨筥 筤筥筶筥筬筯筰筭筥筮筴 筯筦 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筴筥筳筴筳第 筫筮筯筷筮 筡筳 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳笮

筃筨筡筰筴筥筲 笴 筦筯筣筵筳筥筳 筯筮 筤筥筶筥筬筯筰筩筮筧 筭筥筴筨筯筤筳 筦筯筲 筴筥筳筴筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲 k 筧筲筯筵筰筳 筯筦 筳筡筭筰筬筥筳

筡筲筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筥筤 筡筣筣筯筲筤筩筮筧 筴筯 筴筨筥 筳筡筭筥 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筵筳筩筮筧 筥笭筶筡筬筵筥筳笮

笱笷笸



Summary

筆筯筲 筩筮筳筴筡筮筣筥第 筩筮 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筴筷筯笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳 笨k 笽 笲笩第 筴筨筥筳筥 筭筥筴筨筯筤筳 筣筡筮 筢筥 筡筰筰筬筩筥筤

筴筯 筡筳筳筥筳筳 筷筨筥筴筨筥筲 筡 筮筥筷 筭筥筤筩筣筡筬 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 筩筳 筥笋筥筣筴筩筶筥 筦筯筲 筡 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筤筩筳筥筡筳筥 筢筹

筣筯筭筰筡筲筩筮筧 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筦 筯筵筴筣筯筭筥筳 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 筡筮筤 筣筯筮筴筲筯筬 筧筲筯筵筰筳笮

筗筥 筩筮筴筲筯筤筵筣筥 筦筯筵筲 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筴筨筥 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴笺 筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筡

筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筡 筭筩筸筴筵筲筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筡筮筤 筡 筰筳筥筵筤筯笭筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 答筨筥筳筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳

筡筲筥 筣筯筭筰筡筲筥筤 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筴筨筥筩筲 筧筲筯筷筴筨 筲筡筴筥筳 筵筮筤筥筲 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳第 筷筨筥筲筥 筥筡筣筨

筧筲筯筵筰 筨筡筳 筡 筤筩笋筥筲筥筮筴第 筢筵筴 笌筸筥筤第 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筦筲筯筭 筴筨筥 筳筡筭筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹笮 答筨筥

筰筡筰筥筲 筰筲筯筶筩筤筥筳 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筲筥筳筵筬筴筳 筳筨筯筷筩筮筧 筴筨筡筴第 筵筮筤筥筲 筳筭筡筬筬 筥笋筥筣筴 筳筩筺筥筳第 筴筨筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳

筢筥筨筡筶筥 筳筩筭筩筬筡筲筬筹笮 等筴 筡筬筳筯 筩筤筥筮筴筩笌筥筳 筣筡筳筥筳 筷筨筥筲筥 筯筮筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筳筩筭筰筬筩笌筥筳 筴筯 筴筨筥 筇筒筏
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总总总 结结结

本论文主要研究统计假设检验，这是一个在多个学术领域和行业中具有广泛重要

性的关键研究领域。一个能够突出假设检验重要性的例子来自医学领域，特别是在药

物开发中。假设研究人员正在测试一种新型降血压药物。我们设定原假设是这种新药

对血压没有影响，而备择假设则表明这种药物确实能降低血压。

为验证上述假设，研究人员进行了一项临床试验，其中一组人服用新药，另一组

人服用安慰剂。数据收集完成后，假设检验方法可以帮助研究人员分析观察到的血压

降低是否具有统计显著性，或者是否纯属偶然。如果检验结果提供了拒绝原假设的强

有力证据，研究人员就可以有信心地得出结论：该药物是有效的。假设检验通过提供

一个控制错误（例如假阳性）的方法框架，确保只有存在强有力统计证据表明药物有

效的情况下才会批准该药物，这对于公共安全和医学科学的发展至关重要。

然而，大多数经典的假设检验方法通常要求研究人员在检验前预先确定一个固定

的样本量。一旦收集了预先确定样本量的数据，就会执行检验，并得出是否拒绝原假

设的结论。

固定样本量的方法存在以下几个限制：

笱笮 预预预先先先确确确定定定样样样本本本量量量：研究人员必须提前决定收集多少数据点，如果所选样本量不

够理想，可能会导致研究的统计功效不足或过高。

笲笮 无无无法法法进进进行行行中中中间间间分分分析析析：在经典的假设检验中，研究人员通常不被允许在数据收集

中途查看数据（以避免决策偏差），必须等到整个数据集可用后才能进行分析。

笳笮 缺缺缺乏乏乏灵灵灵活活活性性性：如果出现意外结果，或者数据收集后样本量被证明不足，研究人

员无法轻松调整样本量，否则可能增加一类错误（假阳性率）的风险。

尽管存在这些限制，固定样本量的方法仍然是统计检验的基础，已被广泛应用

了数十年。然而，更新的方法（如序贯分析和任意时间有效检验，例如筥笭筶筡筬筵筥 方法

和筥笭筰筲筯筣筥筳筳）提供了更大的灵活性，使研究人员能够在数据收集中连续评估证据，而

无需预先指定样本量。筥笭筶筡筬筵筥 甚至不需要在实验开始前确定停止检验的规则。
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Summary

本论文主要探讨了在指数族分布下的筥笭筶筡筬筵筥 和筥笭筰筲筯筣筥筳筳 方法。

第 笲章研究如何判断一个样本是否符合特定的指数族模型，本质上是检验模型是

否被正确地指定。例如，我们可能希望评估一个样本是否符合高斯分布。在这种情

况下，原假设包括所有高斯分布的集合，使其成为复合假设。目标是当样本偏离高

斯分布时拒绝原假设。本章的重点是筇筒筏（增长率最优）筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥，其通常对应于

特定的贝叶斯因子，并具有最高的筥笭筰筯筷筥筲（即当备择假设为真时选择备择假设的能

力）。然而，找到筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥的先验分布可能在计算上非常耗费资源。本章展示

了在某些情况下（被称为筜简单情况笢），筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥简化为似然比，并提供了多

种等价条件，用以描述在指数族原假设下，何时这种似然比存在。本章还创造了一

种筥笭筰筲筯筣筥筳筳 方法，证明了筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥是一种任意有效的检验方法。

第 笳章在第 笲章的基础上进一步扩展，为多个筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 在模型正确性检验中的

应用提供了更一般的理论结果，涵盖了简单和复合假设。本章表明，在筜非简单情

况笢（简单情况的对立情况）中，条件筥笭筶筡筬筵筥 可以实现渐近意义上的最高筥笭筰筯筷筥筲。

这一点尤为重要，因为在这些情况下，虽然筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 难以计算，但是条

件筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 在计算上非常简便。此外，本章介绍并比较了多种类型的筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳，包

括筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥、条件筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥、筕等（一致推断）筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥和序贯筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥，并对

其筥笭筰筯筷筥筲 进行了详细分析，并且给出渐近表达式。我们还证明了其中一些筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳

是任意有效检验方法，即筥笭筰筲筯筣筥筳筳。

第 笴章聚焦于多组样本检验，使用筥笭筶筡筬筵筥方法检验k 组样本是否按照指数族中的

相同元素分布。例如，在两样本检验笨k 笽 笲笩 时，运用筥笭筶筡筬筵筥方法比较治疗组和对

照组的结果分布，从而来评估一种新的医疗治疗对某种疾病是否有效。本章提出

了四种k 样本检验的筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳：筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥、条件筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥、混合筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥和

伪筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥。在每组样本服从相同指数族中的不同但固定的分布时，我们对这

些筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳的筥笭筰筯筷筥筲进行了比较。本章提供的理论结果表明，在不同的分布之间的

差异较小时，这些筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳表现类似。同时，在某些特定分布下，某种筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥等

价为筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥，从而降低计算复杂性。在更复杂的情况下，我们提供了一种算

法用来估计筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥。

第 笵章重点研究了最差情况下增长率最优（筇筒筏筗）筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥。我们分析了筇筒筏筗

筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥在多元分布假设检验框架中的应用。在此框架中，原假设分布P0 的均值为

零，而各种备择假设H1 则由不同的均值集合定义。值得注意的是，我们发现筇筒筏筗

筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥与一种新的集中不等式相关联，我们将其称为Csiszár-Sanov-Chernoff (CSC)

不等式。该筃筓筃 不等式将先前的研究扩展到处理多元情况，并支持围绕笰 的凸或有界

的备择参数区域。这种不等式在实际应用中可能具有重要价值，例如在线学习领域，

尤其是筂筡筮筤筩筴 算法。

总结：本论文通过创立和分析多种筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳扩展了指数族中的筥笭筶筡筬筵筥和筥笭筰筲筯筣筥筳筳理

论，并为传统p值检验可能失效的情境提供了可行的新一套方法论。
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