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Ozetce —Bu bildiride, bir imgenin seyrek orneklenmis pik-
sellerinden gericatimi problemi, yonlii toplam degisinti (YTD)
diizenlilestiricisi altinda ele almmistir. Onerilen formiilasyonda,
hizlandirilmis bir gradyan izdiisiirme algoritmasindan da fay-
dalanilarak, ileri-geri ayirma yontemi kullamlmistir. Son olarak,
icerisinde baskin bir yon oldugu bilinen imgelerde, YTD esash
modelin toplam degisintiye (TD) oranla dogrulugu daha yiiksek
sonuclar iirettigi, bu iki model karsilastirllarak gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler—imge gericatma, yénlii toplam degisinti,
disbiikey eniyileme, yakinsal ayirma yontemleri.

Abstract—This paper considers reconstruction of missing pix-
els and formulates the problem under directional total variation
(DTV) regularization. In order to devise an algorithm, forward-
backward splitting method is used as a convex optimization tool,
in conjunction with a fast projected gradient-based algorithm.
The results are compared with the results of TV-based setting,
and the utility of using DTV is shown in terms of accuracy, when
an image with a dominant direction is the case.

Keywords—image reconstruction, directional total variation,
convex optimization, proximal splitting methods.

I. GIRIS

Imge isleme alanindaki; giiriiltiisiizlestirme (denoising),
netlestirme (deblurring), tomografik gericatma, i¢ boyama (in-
painting) gibi bircok tersine (inverse) problem, varyasyonel
modeller ile tammlanir ve bazi varsayimlar altinda ¢oziiliir.
Rudin, Osher ve Fatemi tarafindan [2]’de Onerilmis olan
ROF modeli bunlarin en bilinenlerindendir. Toplam degisin-
tinin (TD), imge isleme problemlerinde kullanilmak iizere,
parcabasi-sabitligi (piecewise-constancy) dayatirken ayritlari
koruyabilen bir diizenlilestirici olarak ileri siiriilmesi ilk
defa bu modelle olmugtur. Daha sonra Chambolle, [3]’de,
TD ol¢iitintii imge giiriiltiisiizlestirme problemi icin kullan-
mig ve buradaki enkiigiiltme problemine, ikincil formiilasyon
(dual formulation) {izerinden ¢6ziim getiren bir ydntem
onermigtir. Makalede Chambolle, problemin aslinda dogrusal
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olmayan bir gradyan izdiigiirme (gradient projection) problemi
oldugunu gostermistir. Sonrasinda, Beck ve Teboulle’un [6]’da
giiriiltiistizlestirme ve netlestirme problemleri igin Onerdikleri,
daha hizli yakinsayabilen algoritmada da oldugu gibi, gradyan
izdiigtirme yontemi siklikla kullanilmgtir. [6]’daki hizli yakin-
sama, yine Beck ve Teboulle’un tersine problemleri ¢ozmek
icin hizlandirilmis bir yontem onerdikleri [5]°deki yaklasimlari
ile saglanmustir.

Diger taraftan literatiirdeki, TD ol¢iitiine alternatif olarak
onerilmig Olciitlerden bahsedebiliriz. Bayram ve Kamasak
tarafindan [1]’de Onerilen yonlii toplam degisinti (YTD) bun-
lardan biridir. YTD’nin, icerisinde baskin bir yon bulunan
imgeler soz konusu ise, giiriiltiisiizlestirme problemi icin
TD’den daha iyi sonuclar iirettigi ayn1 makalede gosterilmistir.
Bu bildiride ise YTD’yi, bir imgenin seyrek orneklenmig
piksellerinden gericatimu icin kullanacagiz.

Bildirinin akigt su sekildedir: Bolim II'de, ele aldigimiz
problemi tamitip, YTD olgiitii ve ileri-geri ayirma yonteminden
siras1 ile bahsedecegiz. Bolim III'te YTD esash imge ge-
ricatimini formiile edip, ileri-geri ayirma yontemini kullanan
ve literatiirdeki gradyan temelli algoritmalardan faydalanan bir
algoritma Onerecegiz. Bolim IV’te ise, elde ettigimiz deney
sonuclarini, YTD ile TD o6l¢iitlerini kargilagtirarak sunacagiz.

II. PROBLEM FORMULASYONU

Seyrek orneklenmis gozleme y € R™*", orijinal imgeye
xr € R™™ ve bu iki imgeyi iligkilendirecek seyreklestirici
operatdre de A : R™*" — R™*" diyelim. Giiriiltilyti belirten
7’y1 da dahil ederek asagidaki gibi bir modelden s6z edebiliriz:

y=Ax+n (1

Burada, A’nin bir birim operatorii olmast durumunda (A4 =
I), problem bir giiriiltiisiizlestirme problemine indirgenmekte.
Denklem (1)’de verilen model iizerinden z’in Kestirimi, im-
genin gradyan doniisiim uzayinda seyrek oldugu varsayimina
dayanan toplam degisinti (TD) diizenlilestirmesi kullanilarak:

1
zt = argmin{§\|AJj —yl3 + /\TD(JJ)} )

seklinde gerceklestirilebilir. Buradaki teriminin

izotropik tanimi soyle ifade edilir:

TD(x)
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TD(x) = Az =) \/(All‘z‘,j)Q + (Agzij)? (3)
,J ,J

Tanimdaki A : R™*#" — R™*™ x R™*™ yatay A; ve dikey Ao

iki bileseni olan ve bu bilesenleri agsagidaki gibi tanimlanan,

bir fark operatoriidiir:

Azij =iy —Tim1j, Doy = —Tij—1 (4
Denklem (2)’deki amag fonksiyonunun ilk terimi ise, gézlem-
lenen veriye uygunlugu olcer.

A. Yonlii Toplam Degisinti

Yonlu toplam degisinti (YTD) [1], Bayram ve Kamagak
tarafindan, dondiirmeye duyarli (rotation sensitive) bir Olciit
olarak oOnerilmis ve yine [1]’de, YTD’nin, baskin bir yon
barindiran imgeleri giiriiltiisiizlestirmede TD’den daha iyi
calistig1 gosterilmistir.

Izotropik TD, Az; ;’lerin ¢ normlarinin toplami oldugun-
dan ve f5 normu, B ile gosterilen birim topunun (unit ball)
destek fonksiyonu olarak ifade edilebildiginden, TD su sekilde
tanimlanabilir:

TD(x) = Z sup (Axz; j,t) 5)
i teE B>

Bu noktada YTD, B, kiimsesini; kiiciik ve biiyiik eksen uzun-
luklar: sirast ile 1 ve oo > 1 olan ve 6 acisiyla dondiiriilmiis bir
elipse karsilik diisen E,, o kiimesi ile degistirir. Bu iki kiime

cos  —sinf a 0 o

Ry = sinf  cosd [ 0 1 ] oldugu yerde,
Eu9 = RoAo B seklinde iligkilidir. Oyleyse, YTD olgiitiinii
asagidaki sekilde yeniden tanimlayabiliriz:

YTD(z) = Zteﬁip . (A, j,t) )
1,9 a2

ve A, =

Bir kiime iizerinde uygulanan operatér, genelligi kaybetmeden,

o kiimenin elemanlarina da uygulanabilecegi i¢in YT'D(z) =

> i Sup (Az; j, RoAat) yazabiliriz ve son olarak z;,;’yi yal-
" teB ’

niz birakacak sekilde su sekilde tanimlayabiliriz:

YTD(z) = Z tseué) (zi5, AT RgA,t) %

.3

Ileriki boliimlerde YTD olciitii icin bu ifadeyi kullanacagiz.

B. Ileri-Geri Ayirma Algoritmasi

Yakinsal ayirma (proximal splitting) yontemleri, birkag
digbiikey fonksiyonun toplami olarak yazilabilen amag
fonksiyonlarini, tiirevlenebilir veya tiirevlenemez  alt
fonksiyonlara ayirarak eniyilemeye calisir. Bu yontemler,
tirevlenebilir olmayan alt fonksiyonlar i¢in yakinlk
(proximity) operatorlerini kullanirlar. Bu bolimde [4]ten
faydalanilmistir ve okuyucu detayli bilgi i¢in ayni makaleye
bagvurabilir.

Tleri-geri ayirma, en kolay yakinsal ayirma yontemlerinden
biridir. Bir tiirevlenebilir f; ve bir tiirevlenemez fo ol-
mak iizere iki digbiikey fonksiyonun toplamini enkiigiiltmeyi
amaglar:

minf1(z) + f2(z) ®

Eniyilik ol¢iitii, 0 € 9f1(x) + df2(x), iizerinden tiiretilir ve
nihayetinde soyle bir formiilasyon elde edilir:

z= (I +70f2) " (z —70fi(2)) ®)

Burada, v € (0,00) sabit bir katsayidir. f; tiirevlenebilir
oldugundan, alt diferansiyelinin, tek eleman f;’in gradyam
olan bir kiime oldugunu, df; = {V f1}, biliyoruz (V fi, bir
7-Lipschitz siirekli gradyam' olsun.) (I +~0f2)~! ise fo’nin,
asafida prox, . ile simgeleyecegimiz, yakinlik operatdriine
karsilik diisiiyor:

x = prox, s, (r — YV fi(z)) (10)

O halde 2’e, 2, = xr —7%V f1(2x) oldugu durumda, agagidaki
sekilde bir dizi iterasyon ile yakinsanabilir:

Tyl = proxwh(zk) an

Burada, z;’y1 hesaplama kismi algoritmanin "ileri", z; nok-
tasinda f>’ye yakinlik operatoriinii uygulama kismi ise "geri"
adimlarma kargilik diisiiyor. Goriildiigi iizere, ileri-geri ayirma
algoritmasinin her bir iterasyonu, birbirini takip eden gradyan
izdiisiirme (gradient projection) ve yakinsal enkii¢iiltme yon-
temlerinden oluguyor. Yakinlik operatoriinii acarak:

. 1
Bprt = argmm{ﬂﬂx — a2+ fg(m)} (12)

enkiiciiltme problemini elde ediyoruz.

III. YTD ILE SEYREK IMGE GERICATIMI

Bu boliimde, Bolim 2-B’de anlattigimiz ileri-geri ayirma
yontemini kullanarak, Bolim 2-A’da bahsettigimiz YTD
diizenlilestirmesi altinda, seyrek Ornekleminden imgeyi
yeniden olusturabilecek bir algoritma tiiretecegiz. S6z konusu
problem iki digbiikey fonksiyonun toplami seklinde yazilabilir:

1
x* = argmin §||Ax —y|2+\YTD(x) (13)
x %/_/
() f2(@)

Algoritmanin "ileri" adimini gergeklemek igin, V fi (x)’e ihtiy-
acimiz var:

Vfi(z) = AT(Az — y) (14)

Yine zj, = x, —yA”T (Axy,—y) olsun. Oyleyse, "geri" adiminda
asagidaki sekilde bir enkiiciiltme problemini ele aliyor ola-
cagiz.

min{||x — 215 + 2)\72 sup (%, ATRgAat>} (15)
z i.j teE By

Buradaki 2)\y katsayisi, Denklem (12)’deki amag¢ fonksi-
yonunun, sonucu etkilemeden denklemi sadelestirecegi igin,
2v ile carpimindan geliyor. Denklem (15)’i bir eyer noktasi
(saddle point) problemi seklinde yazabilir ve ardindan, amag
fonksiyonu x’e gore digbiikey, t’ye gore ise igbiikey oldugu
icin, min ve max operatorlerinin yerlerini degistirerek asagi-

NV fi(e) = VA < 7lle —yll
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daki problemi elde edebiliriz:

1 _ 2 P T -
?61%); mxln{ |l — zkll5 + 2)\,YZ<$1’J7A RgAot; ;) } (16)
i

L(z,t)

Amag fonksiyonu, iki bilesenli v; ; = [vlm,vgi,j]T € B,
vektorlerinin olusturdugu bir v vektor alani kullanarak, su
sekilde yeniden formiile edilebilir:

L(z,v) = [l& = 2|3 + 2Xv{z, div(RoAqv))  (17)

Burada AT = div(-) operatorii, fark operatorii A’min Her-
mitian transpoz olarak da bilinen eklenigidir (adjoint) ve
i1=1,2,....m, j =1,2,...,n i¢in soyle tanimlanir:

d’l;’l)(’l))i’j = UL:,_;‘ —+ UQ«;,J‘ — Uli—l,j — 1)27/1_]_1 (18)

Buradan itibaren, daha rahat anlasilabilirlik i¢in, II = A, R_¢
(ve I = RyA,,) kullanacagiz. L(x,v)’yi acarak:

L(z,v) = ||z — z&||3 + 2M\y(z, div(TTT v))
= ll2l3 — 2z, z&) + ll2ll3 + 2My (2, div(IT7v))
= |l]l3 — 2(z, (2 — Mydiv(TTv))) + |23

= |l — (zx — Mdiv(TlTw)) |5 - C
(19)

elde ediyoruz. Oyleyse, Denklem (16)’daki enkiiciiltme prob-
lemini enkiiciiltecek argiiman, L(z,v)’den C' = |z —
Mydiv(TTT)||3 — ||z1|3 ile gosterdigimiz sabitleri gikararak,
su sekilde bulunabilir:

= argmin{ llx — (zx — )\fydiv(HTv))Hg} (20)

Bu ifade aslinda, z; — Mydiv(IT7v) nin R™*" kiimesi izerine
izdiigiimiine esittir, bu durumda 7 igin & = 2 — Aydiv(I17v)
esitligi gecerlidir. 2’y1 Denklem (17)’de ve Denklem (17)’i
de Denklem (16)’de yerine koyarak (ve sabitleri yok ederek)
elde edecegimiz enbiiyilitme problemini, agagidaki enkiigiiltme
problemine cevirebiliriz:

. _ P JRNID
v(grjl)lng{sz Aydiv(IT v)||2} 21

g(v)

Denklem (21) ikincil (dual) problemimiz oluyor. Buradaki
ikincil fonksiyon g(v) siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon ve
gradyan1 su sekilde hesaplanabilir:

Vg(v) = —20MITA (21, — Mydiv(TT v)) (22)

Denklem (21)’de tanimlanan ikincil problemi Denklem (22)’de
verilen gradyani kullanarak c¢ozmek icin, Chambolle’iin
gradyan izdiisiirme yaklagimini [3] kullanabiliriz. Burada her
bir iterasyon, gradyan inig (gradient descent) ve Bs kiimesine
gradyan izdiisiirme gerceklestirir. Gradyan inis basamagindaki
adim boyuna karsilik gelen Ay, gradyanin 7-Lipschitz olma
ozelliginden faydalanilarak hesaplanir. Burada 7 igin ist siniri,
[3]’de bulunmus olan 162~ ifadesi olarak kabul ediyoruz ve
okuyucuyu detaylar icin [3] ve [6]’e yonlendiriyoruz. Denklem
(22)’de katsayilar1 yerine koyarak elde ettigimiz ifade ile
birlikte, algoritmanin sézde kodu Sekil 1’deki gibidir.

Sekil 1’de sundugumuz algoritmada, Pg2(v), By kiimesine
izdiigim operatoriinii simgelemekte ve sonucta elde edilen

Algoritma: YTD ile Seyrek Imge Gericatim

e € (0,min{1,1/7}),

Ty =y, t;:=1

while (Denklem (13) icin € yakinsama saglanana kadar) do
2 < a2 — YAT (Azy, — y)

vEle,2/T—¢€], X€E]e]]

vo = [\, 0] := [0,0]
pr =[P, p8"] = [0,0]
=1

while (Denklem (15) icin € yak. saglanana kadar) do
— L (A2 — Mdin(TTTp,)))
vs < Pp,(vs)
Ds+1 & FISTA (Cs»vsvvsfl)
end
x4 2z — Mydiv(IT vy)
(tht1, Tpq1) < FISTA (ty, xp, p—1)
end

Vs < Ds

fonksiyon: x,.,; = FISTA (f, Zcur, Tprev)
bt EEVIEE

t—1
Tnext — Teur + (E)(xcur - mprev)
end
Sekil 1. Onerilen algoritmanin sézde kodu

vektor, burada v diyelim, yine ¢ = 1,....m ve j = 1,...
icin, v; ; = m seklinde hesaplanabilmektedir.

,n

Algoritmada, [6]’de Onerilmis olan hizlandirilmis gradyan
izdiistirme (FGP) yontemini kullaniyoruz. FGP algoritmasinin
"hizli" olmasi, [5]’de Nesterov’un yontemi [8] {izerinden
onerilmig, hizli yinelemeli daralma esikleme algoritmasi
(FISTA) adimlar1 ile saglaniyor. FISTA adimlar1 temelde,
bir Onceki iterasyon yerine, Onceki iki iterasyonun kesti-
rimlerinin dogrusal kombinasyonlari iizerinden yakinlik oper-
atoriinii uyguluyor. Ilgili adimlar, sézde kod icerisinde FISTA
fonksiyonunu ¢agirdigimiz noktalarda kullanilmigtir. Detaylar
icin [5] ve [6] makaleleri incelenebilir.

IV. BASARIM

Bu bolimde TD ve YTD diizenlilestirme Olciitlerinin
basarimlarimi, Sekil 2(a), 3(a) ve 4(a)’da verilen, sirasiyla
"yapay sedef"”, "ahsap"” ve "kumas" diye anacagimiz imgeler
tizerinde, Sekil 1°deki algoritmay1 kullanarak karsilagtiracagiz.
Bu iki yontemin basarimlarini, kok ortalama kare hatasi
(RMSE) ve yapisal benzerlik indisi (SSIM) [9] metriklerini
kullanarak degerlendirecegiz.

Deneylerde, YTD igin gereken 6 parametresini
[-7/2,7/2] arahfinda, en diigiik YTD normunu iireten
ac1 olarak sectik. Bu deger, yapay sedef imgesi igin 0.027,
ahsap imgesi i¢in ise —1.477, kumas imgesi i¢in ise —1.287
olarak bulundu. Yine YTD’de kullanilacak olan o parametresi
icin ise, (1,10] araliginda en diisik RMSE’yi iireten deger
secildi. Deneylerin tamamini, giiriiltiiniin olmadig1 varsayimi
ile gerceklestirdik.
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Sekil 2. (a) Elektron mikroskobu ile alinmis yapay sedef materyali
(nacre-mimetic) imgesi, (b) %65 kayipl imge (c) TD ile gericatilmig
imgeden bir detay (RMSE=0.14), (d) YTD(a = 9) ile geri¢atilmis
imgeden bir detay (RMSE=0.07)

HM‘ ‘lef "HI\‘ j'

(a)

Sekil 3. (a) Ahsap imgesi ve %50 kayipli imge iizerinden (b) TD
ile gerigatilmig imgeden bir detay (RMSE=0.07), (¢c) YTD(a = 7) ile
gericatilmis imgeden bir detay (RMSE=0.03)

(b)

Sekil 4. (a) Elektron mikroskobu ile alinmig dokuma kumag imgesi
ve %35 kayipli imge iizerinden (b) TD ile gericatilmig imgeden bir
detay (RMSE=0.073), (c¢) YTD(a = 7) ile gericatilmis imgeden bir
detay (RMSE=0.077)

Sekil 2(b)’de, yapay sedef materyali imgesinin %35°1 rast-
gele orneklenmig piksellerini goriiyoruz. Ayni seklin (c) ve
(d)’sinde ise, bu gozlemden sirastyla TD ve YTD kullanilarak
gericatilmig imgeler sunulmakta. Benzer sekilde, Sekil 3(b) ve
(c)’de ahsap imgesi, Sekil 4(b) ve (c)’de ise kumag imgesi
icin gericatim sonuclari verilmis durumda. Goériildiigii tizere,
tek bir baskin yonen olusan ilk iki imgede YTD, TD’den
daha iyi ¢alisirken; li¢iincii imgenin baskin yoniine aykiri kalan
kisimlarinda hatali sonuglar iiretiyor. Son olarak, Sekil 5’te ise,
bu ii¢c imgenin TD ve YTD esash gericatimlarinin, 6rneklenen
piksel yiizdesine gére RMSE ve SSIM skorlarmin degisimi
sunulmustur.

V. SONUC
Bu bildiride seyrek orneklenmis piksellerden
imge gericatimi problemini, [1]’de Onerilmis ve imge

——TV - y. sedef
2 DTV (a=9) - y. sedef 0.9

—O—TV - ahsap . .
O DTV (a=7) - ahsap 08Y ©

—0—TV - kumas g
O DTV (a=7) - kumas so7

RMSE

——TV -y. sedef

@ DTV (a=9) - y. sedef
—O—TV - ahsap

0 DTV (a=7) - ahsap
—O0—TV - kumas

O DTV (a=7) - kumas

02 03 04 05 06 07 08 09 02 03 04 05 06 07 08 09
omeklenen pikseller (%) omeklenen pikseller (%)

(@ (b)

Sekil 5. Yapay sedef, ahsap ve kumas imgeleri i¢in, TD ve YTD
oOlciitlerini kullanarak elde edilen (a) kok ortalama kare hatasinin
(RMSE) ve (b) yapisal benzerlik indisinin (SSIM), orneklenen pik-
sellerin yiizdesine gore degisimi.

giiriiltiistizlestirme amactyla kullanilmis olan YTD olgiitii ile
diizenlilestiren bir algoritma onerdik. Yaptigimiz deneyler ile,
icerisinde baskin bir yon barindiran imgeler ele alindiginda,
YTD’nin TD’den daha iyi sonuclar iirettigini gostermis olduk.

Burada ele aldigimiz problem, tanimindaki lineer doniigiim
operatoriinden dolay1r imge giiriiltiisiizlestirme probleminden
farklilasirken; imge netlestirme ve tomografik gerigatma
gibi diger lineer tersine problemler ile olduk¢a benzerdir.
Dolayisiyla bu bildiride 6nerdigimiz algoritmanin, bu tip prob-
lemlerin ¢oziimiinde de kullanilabilecegini, ve var olan yon-
temlerden daha tatmin edici sonuclar iiretebilecegini diisiin-
mekteyiz. Ayrica, Sekil 4’teki gibi bir imgeyi, farkli baskin
yonlerden olugan alt imgelerin bir derlemi gibi yorumlayarak,
algoritmanin bu alt imgeler iizerinde calisacak sekilde adap-
tif hale getirilebilecegini ve dolayisiyla tek bir baskin yon
onkosulunun esnetilebilecegini ummaktayiz. Gelecek calis-
malarimizda bu iki konu iizerinde durmay1 planliyoruz.
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