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Dames en Heren leden van de Universiteitsraad 
en van het College van Bestuur, 
Mijne Heren curatoren en bestuursleden van de 
Stichting voor Hoger Onderwijs in de Toegepaste 
Wiskunde, 
Dames en Heren [eden van de Wetenschappelijke 
Staf, 
Dames en Heren leden van de Technische en Ad-
min:istratieve Staf, 
Dames en Heren studenten, 
En voorts Gij allen die door Uw aanwezigheid 
blijk geeft van Uw belangstelling, 

Zeer geachte toehoorders, 

U zult zich allen uit Uw schooltijd nog wel de for-
mule herinneren waarmee de wortels van een vier-
kantsvergelijking berekend kunnen warden. Be-
halve de vier rekenkundige operaties optellen, af-
trekken, vermenigvuldigen en delen, treffen we in 
deze formule de operatie worteltrekken aan en ve-
len van U zullen zich ook nog wel de rekenkunst-
jes herinneren om de wortel uit een getal te trek-
ken, waarmee de operatie worteltrekken terugge-
bracht wordt tot een reeks van de zojuist genoem-
de rekenkundige operaties. Het aldus verkregen 
rekenschema, uitsluitend bestaande uit optellin-
gen, aftrekkingen, vermenigvuldigingen en delin-
gen, is een voorbeeld van een numerieke algo-
ritme. 
In de numerieke wiskunde houdt men zich bezig 
met het ontwerpen en analyseren van numerieke 
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algoritmen voor de oplossing van technisch-we-
tenschappelijke problemen. Heeft men voor het 
gegeven probleem een algoritme opgesteld, dan 
hoeven we niet meer na te denken en kunnen we 
de oploss<ing van het probleem vinden door een-
voudig de reeks opemties uit te voeren waarmee 
de algoritme gedefinieerd is. Dit is een zo automa-
tisch proces dat we de uitvoering hiervan kunnen 
uitbesteden aan een rekenautomaat. Ik denk hier-
bij niet aan de zakrekenmachientjes die de laatste 
jaren in opmars zijn, maar aan de programmeer-
bare rekenmachines die lange reeksen operaties 
zonder tussenkomst van de mens kunnen uitvoe-
ren. Uiteraard moet de rekenmachine wel ,, ver-
teld" warden wat van hem verwacht wordt; daar-
toe vertaalt men de algoritme in een voor de 
rekenmachine begrijpelijke taal. Numerieke algo-
ritmen geschreven in een vorm welke direct door 
een rekenmachine verwerkt kan warden, noemt 
men numerieke programmatuur. 
Deze rede is gewijd aan de ontwikkeling van nu-
merieke ,programmatuur en haar p1aats in de nu-
merieke wiskunde. Na een kort overzicht van fei-
ten die significant zijn geweest voor haar ontstaan, 
zal ik een aantal aspecten van de vervaardiging 
van programmatuur bespreken. Dit zal ons vanzelf 
leiden tot de vraag hoe ver men gevorderd is met 
- wat men zou kunnen noemen - de programme-
ring van de numerieke wiskunde. In het bijzonder 
zal ik op deze vraag ingaan waar het programma-
tuur voor differentiaalvergelijkingen betreft, deels 
omdat dit gebied van de numerieke wiskunde mijn 
speciale interesse heeft, maar vooral ook omdat 
hier juist de laatste jaren een onstuimige ontwik-
keling plaatsvindt. 
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1. Het ontstaan van numerieke programmatuur 

De eerste publicaties in het in 1943 opgerichte 
tijdschrift Mathematical Tables and other Aids to 
Computation, welke gewijd waren aan tabellen 
voor speciale functies uit de mathematische fysica, 
noemt Rice1 de numerieke programmatuur van 
voor het computertijdperk. Hij merkt er echter di-
rect bij op drat er wein1g gemeenschappeiijke ele-
menten zijn met wat men nu numerieke program-
matuur noemt. De enige overeenkomst is, dat men 
niet zelf de reeks bewerkingen behoeft uit te voe-
ren waarmee de algoritmen voor de berekening 
van deze speciale functies zijn gedefinieerd. Een 
van de eerste numerieke algoritmen die op een re-
kenmachine uitgevoerd kon worden, werd in 1946 
door Alt2 gepu:bliceerd. Deze algoritme betrof de 
vermenigvu1diging van matrices. Op een IBM-ma-
chine kon hiermee de vermenigvuldiging van twee 
matrices van de orde 9 - dit betekent ongeveer 
1400 optellingen en vermenigvuldigingen - in 9 
minuten uitgevoerd worden. 
In de hierop volgende tien jaren werden steeds 
meer algodtmen geprogrammeerd. Omdat de pro-
grammering in machinecode plaatsvond, dus ma-
chine-afhankelijk was, moesten deze algoritmen 
echter voor elke nieuwe rekenmach!ine die op de 
markt kwam, opnieuw geimplementeerd worden. 
Mede doordat juist in deze periode de rekenma-
chine een stormachige ontwikkeling doormaakte, 
bleef de verzameling van geprogrammeerde algo-
ritmen, tegenwoordig prog.rammatheek genoemd, 
bescheiden van omvang. 
Een mijlpaal in de ontwikkeling van grotere pro-
grammatheken is de introductie van gestandaar-
diseerde algoritmische programmeertalen geweest. 
Dit zijn machine-onafhankelijke talen waarin al-
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goritmen zich in zeer leesbare vorm laten formule-
ren. Een eerste sta:p in de richting van deze hogere 
programmeertalen werd in 1957 gedaan met het 
invoeren van de eerste versie van de taal FOR-
TRAN. Een jaar later werd de taal IAL, een af-
korting van International Algorithmic Language, 
gedefinieerd, waamit het latere ALGOL 603 ont-
staan is. Hierna zijn vele andere hogere program-
meertalen ontworpen. Voor de numerieke wiskun-
de zijn naast FORTRAN en ALGOL nog van be-
lang de talen PASCAL4, SIMULA5 en AL-
GOL686. 
Eigenlijk is pas na de introductie van machine-on-
afhankelijke programmeertalen de numerieke pro-
grammatuur een belangrijke tak in de numerieke 
wiskunde geworden. Zo is er sinds 1960 aan de 
Communications of the Association for Compu-
ting Machinery een aparte bijlage7 toegevoegd 
voor de publicatie van in ALGOL, en sinds 1967 
ook van in FORTRAN, geschreven algoritmen. 
Het aantal gepubliceerde algoritmen is onlangs de 
500 gepasseerd. Deze omvangrijke verzameling 
van losse stukken programmatuur vormt echter 
niet bepaald een programmatheek die men de ge-
brniker zou willen aanbieden. De eerste serieuze 
paging om te komen tot een samenhangende pro-
gramma:theek van numerieke algoritmen dateert 
uit 1960 toen het juist verschenen tijdschrift Nu-
merische Mathematik, het Handbook for Automa-
tic Computation aankondigde. Dit Handbook be-
oogde te komen tot een verzameling geteste algo-
ritmen voor wiskundige berekeningen geschreven 
in een algemene programmeertaal. Dat drie van de 
zes redacteuren van het Handbook-project me-
deauteur zijn van het officiele ALGOL 60 rap-
port, zal er niet vreemd aan zijn dat gekozen is 
voor ALGOL 60 als programmeertaal. Het eerste 
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deel van het Handbook is gewijd aan de definitie 
en implementatie van ALGOL 60; het tweede 
deel, dat in 19718 vers.cheen, bevat procedures op 
het gebied van de lineaire algebra. Het feit dat een 
tiental jaren verstreken zijn, voordat dit vrij be-
perkte procedurepakket gepubliceerd kon war-
den, is een aanwijzing dat de ontwikkeling van 
programmatheken tot de grotere projecten gere-
kend dient te warden; men meet dergelijke projec-
ten in vele manjaren9• 

De ontwikkeling van numerieke programmatuur 
als zelfstandige tak van wetenschap krijgt steeds 
meer erkenning. In 1974 richtte de International 
Federation for Information Processing de Work-
ing Group 2.5 on Numerical Software op met het 
doel de kwaliteit van numerieke ber,ekeningen te 
verbeteren, door de ontwikkeling en beschikbaar-
stelling van hoog gekwalificeerde numerieke pro-
grammatheken te bevorderen. Deze groep telt le-
den uit de omgeving van belangrijke rekencentra 
uit de gehele wereld. Met de oprichting van deze 
werkgroep is een begin gemaakt met een internati-
onale samenwerking op het gebied van de nume-
rieke programmatuur. 

2. De ontwikkeling van numerieke programma-
theken 

Na deze historische schets wil ik nader ingaan op 
de ontwikkeling van een numerieke programma-
theek. Ben programmatheek client een "verleng-
stuk" te zijn van de programmeertaal waarin zij 
geschreven is, een soort van gereedschapskist 
waarmee wiskundige problemen opgelost kunnen 
warden. De stukken gereedschap warden procedu-
res of routines genoemd. Uiteraard zal een pro-
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grammatheek niet voor elk willekeurig probleem 
een aparte procedure kunnen bevatten, maar veel-
eer bestaan uit een verzameling procedures waar-
mee een reeks van probleemklassen opgelost 
kunnen warden. 
Zoals al opgemerkt is, moet men de ontwikkeling 
van een goed voorziene programmatheek tot de 
grotere projecten rekenen. In zo'n project kan 
men een aantal fasen onderscheiden: 

le De selectie van numerieke berekeningsme-
thoden 
2e De formulering van de berekeningsmethode 
als een algoritme en de programmering in een pro-
grammeertaal 
3e De documentatie van de procedures 

De aspecten selectie en programmering wil ik wat 
nader toelichten. 

Bij de selectie van een numerieke berekeningsme-
thode heeft men in eerste instantie te maken met 
stabiliteit, betrouwbaarheid en efficientie. Stabili-
teit is hier in de eerste plaats genoemd, omdat de 
methode voor een rekenmachine met eindige pre-
cisie geimplementeerd dient te warden en er dus 
tegen bestand moet zijn dat rekenkundige opera-
ties niet exact uitgevoerd warden. Het is daarom 
een eerste vereiste dat de gekozen methode zo sta-
b:iel is, dat ze min of meer ongevoelig is voor dit 
soort verstoringen. Met het tweede criterium, be-
trouwbaarheid, wordt bedoeld dat de methode 
voldoet aan de opgegeven specificaties. Ben illus-
tratie hiervan vormt de in veel methoden voorko-
mende tolerantiefunctie waarmee de nauwkeurig-
heid van het afgeleverde resultaat gestuurd kan 
warden. De specificatie kan bijvoorbeeld luiden: 



"hoe kleiner de waarde van de tolerantie deste 
nauwkeuriger het resultaat". Bij een betrouwbare 
methode zal de oplossing inderdaad nauwkeuriger 
worden voor afnemende waarden van de toleran-
tie. Het derde criterium, de efficientie van een nu-
merieke oplossingsmethode, hangt nauw samen 
met de nauwkeurigheid die men wenst. Ik bedoel 
hiermee niet het vanzelfsprekende feit dat een nu-
merieke methode duurder is naarmate men een 
grotere precisie eist, maar het feit dat voor hetzelf-
de probleem vaak methoden bestaan die efficient 
zijn als er een hoge nauwkeurigheid gevraagd 
wordt en nauwelijks goedkoper zijn voor lage pre-
cisies, en omgekeerd, methoden die jurist voor lage 
precisies efficient zijn, echter onaanvaardbaar veel 
rekenwerk vergen wanneer een grote nauwkeurig-
heid gevraagd wordt. In een programmatheek zal 
men behalve over efficiente methoden van hoge 
orde, ook over efficiente methoden van lage orde 
van nauwkeurigheid willen beschikken, vooral ook 
omdat in de praktijk de wiskundige formulering 
van het op te lossen probleem dikwijls gepaard 
gaat met allerlei benaderingen en vereenvoudigin-
gen, zodat in dergelijke gevallen het weinig zinvol 
is om het wiskundige model met een al te hoge 
precisie op te lossen. 
Behalve stabiliteit, betrouwbaarheid en efficientie 
spelen ook robuustheid en het geheugengebruik 
een rol bij de keuze van geschikte oplossingsme~ 
thoden. Ben methode wordt robuust genoemd, 
wanneer zij in staat is een grote klasse van proble-
men op te lossen, in tegenstelling tot de zoge-
naamde "special purpose" methoden die ontwor-
pen zijn voor een kleine, wel omschreven klasse 
van problemen. Dergelijke specifieke methoden 
zijn in het algemeen veel efficienter of vragen veel 
minder geheugengebruik dan de robuuste metho-
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den, maar hebben het nadeel, dat de gebruiker zijn 
probleem nauwkeuriger dient te specificeren. 

De tweede fase in de ontwikkeling van de pro-
grammatuur is de formulering van de berekenings-
methode in de vorm van een algoritme en de ver-
taling van de algoritme in een hogere program-
meertaal, met als eindproduct een procedure. Men 
krijgt dan te maken met de keuze van de program-
meertaal en de onderlinge samenhang van de pro-
cedures. 
Voor een numerieke programmatheek dient de 
programmeertaal voldoende uitdrukkingsvermogen 
te hebben om numerieke algoritmen te beschrijven. 
De belangrijkste talen die aan dit criterium vol-
doen, zijn FORTRAN, ALGOL 60, PASCAL, SI-
MULA en ALGOL 68. Deze talen verschillen 
echter aanzienlijk in elegantie van uitdrukkings-
wijze. Men is het er wel over eens dat ALGOL 
68 hierin duidelijk bovenaan staat; op dit mo-
ment is ALGOL 68 echter nog een taal voor 
fijnproevers en heeft nog een betrekkelijk geringe 
gebruikerskring. De talen ALGOL 60, PASCAL 
en SIMULA zijn veel minder geavanceerd, maar 
daarom makkelijker te leren en kennen dientenge-
volge grote groepen van gebruikers. Een nadeel 
van PAS CAL is wel het ontbreken van dynami-
sche array-grenzen, een ernstig gemis bij program-
mering van numerieke algoritmen. FORTRAN is 
de minst geavanceerde programmeertaal van dit 
vijftal. Van praktisch oogpunt uit gezien, is het 
echter belangrijker of er van een programmeertaal 
voor een voldoend aantal rekenmachines efficiente 
vertalers beschikbaar zijn en hierin neemt FOR-
TRAN zeer nadrukkelijk de eerste plaats in. 
Min of meer onafhankelijk van de programmeer-
taal staat de onderlinge samenhang van de proce-
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dures. Ben prncedure-bibliotheek dient niet een 
verzameling opzichzelfstaande procedures te vor'." 
men, maar een gei:ntegreerd geheel, waarin de ene 
procedure vaak verschillende andere procedures 
zal aanroepen en deze op bun beurt weer andere 
procedures, enz. Een dergelijke opzet maakt het 
mogelijk, met betrekkelijk weinig werk, zeer grate 
programmatheken aanzienlijk efficienter te maken 
voor machines waar geen efficiente vertalers van 
de gebruikte programmeertaal voor aanwezig zijn; 
men hoeft alleen de meest veelvuldig aangeroepen 
procedures uit de bibliotheek in de code van de 
machine te vertalen en maakt daarmee deze kern-
stukken even zovele malen efficienter als de ma-
chinecode efficienter is als de programmeertaal. 
Ben tweede facet betreft de uniformiteit van de 
parameterlijsten van de procedures; dit zijn lijsten, 
door de gebruiker in te vullen, om de procedure te 
kunnen besturen. Uniformiteit is in het algemeen 
moeilijk te handhaven: het aantal auteurs van een 
programmatheek is meestal groot en iedere auteur 
heeft zijn eigen opvattingen over de indeling van 
de parameterlijst. Voor de eenvoud van gebruik is 
uniformiteit echter van groat belang en het zou 
wenselijk zijn om van te voren, per gebied, een 
aantal parameters te specificeren waartoe de au-
teur zich zou moeten beperken. Deze parameters 
dienen probleemparameters te zijn en geen metho-
deparameters, dat wil zeggen bij het invullen van 
de parameterlijst moet men niet van de gebruiker 
eisen, kennis te hebben van de berekeningsmetho-
de die aan de procedure ten grondslag ligt: de ge-
bruiker specificeert uitsluitend zijn probleem. 
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3. Programmatuur voor differentiaalvergelijkin-
gen 

De ontwikkeling van numerieke programmathe-
ken is zeker niet het voornaamste arbeidsterrein in 
de numerieke wiskunde. Het belangrijkste gebied 
waarop de numericus werkzaam is, bestaat uit het 
analyseren en verbeteren van bestaande bereke-
ningsmethoden en de ontwikkeling van nieuwe 
methoden. Ik ben echter wel van mening, dat het 
uiteindelijk doel van de numericus moet zijn, di-
rect of indirect, een bijdrage te leveren tot de ont-
wikkeling van steeds meer geavanceerde en com-
plete programmatheken. Immers, alleen door mid-
del van hoog gekwalificeerde programmatuur, 
kunnen de in de numerieke wiskunde behaalde re-
sultaten toegankelijk gemaakt worden voor een 
breed publiek. Numerieke programmatheken zou-
den eigenlijk een afspiegeling, een soort moment-
opname moeten zijn van de bij de numerici aan-
wezige kennis en de nieuwe ontwikkelingen op de 
voet dienen te volgen. Zover zijn we nog lang niet, 
maar de achterstand wordt snel kleiner. Ik wil U 
een schets geven van de stand van zaken voor een 
van de belangrijkste deelgebieden in de numerieke 
wiskunde: de numerieke integratie van differenti-
aalvergelijkingen. Wanneer men de tijdschriften 
op het gebied van de numerieke wiskunde door-
bladert, vindt men in elke aflevering wel een of 
meer artikelen waarin een nieuwe of verbeterde 
methode voor de een of andere klasse van diffe-
rentiaalvergelijkingen wordt voorgesteld. Onge-
veer de helft van alle publicaties in deze tijdschrif-
ten hebben de numerieke analyse van differenti-
aalvergelijkingen tot onderwerp. Dit gebied is nog 
volop in beweging en de resultaten die geboekt 
zijn, hebben in het algemeen nog lang niet de per-
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fectie die men in andere deelgebieden van de nu-
meJ.:ieke wiskunde, bijvoorbeeld in de numerieke 
lineaire algebra, bereikt heeft. 
Bij differentiaalvergelijkingen maakt men onder-
scheid tussen randwaardeproblemen en begin-
waardeproblemen. Randwaardeproblemen be-
schrijven veelal evenwichtsproblemen uit de fysi-
ca, bijvoorbeeld de evenwichtstoestand van een 
rondom ingeklemd vlies waarop een niet van de 
tijd afhangende druk wordt uitgeoefend. Tijdsaf-
hankelijke problemen daarentegen, worden vaak 
door beginwaardeproblemen beschreven; de be-
weging die een ingeklemd vlies uitvoert om van 
een gegeven begintoestand in de uiteindelijke 
evenwichtstoestand te komen, wordt door een be-
ginwaardeprobleem beschreven. 

3 .1 Randwaardeproblemen 

In de studie van randwaardeproblemen heeft men 
de meeste vorderingen gemaakt met betrekking tot 
tweepuntsrandwaardeproblemen. Een tweepunts-
randwaardeprobleem is de meest eenvoudige vorm 
van een randwaardeprobleem. Hierbij moet men 
niet aan een rondom ingeklemd vlies denken, 
maar aan een snaar die aan begin- en eindpunt in-
geklemd is. De probleemstelling is dan de vorm 
van de snaar te vinden bij een gegeven belasting. 
Een reeds lange 1:ijd bekende oplossingsmethode 
voor dit soort problemen, is de zogenaamde 
schietmethode, waarbij de randvoorwaarde in het 
eindpunt vervangen wordt door een additionele 
voorwaarde in het beginpunt. Het probleem is 
hiermee omgezet in een beginwaarde probleem. 
Men lost vervolgens dit beginwaardeprobleem op 
en controleert of aan de oorspronkelijke rand-
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voorwaarde in het eindpunt voldaan is. De mate 
waarin hieraan niet voldaan is, geeft een aanwij-
zing hoe de additionele beginvoorwaarde aange-
past moet worden. Op deze wijze tracht men itera-
tief de gezochte oplossing te vinden. Hoofdpro-
bleem bij deze benaderingswijze is, dat het begin-
waardeprobleem meestal instabiel is en derhalve 
niet nauwkeurig opgelost kan worden. Ben meer-
belovende techniek is de door Keller10 en Os-
borne11 beschreven meervoudige schietmethode, 
waarbij het integratieinterval in meerdere deelin-
tervallen wordt verdeeld en op ieder deelinterval 
een beginwaardeprobleem wordt opgelost. De be-
nodigde additionele beginvoorwaarden worden 
zodanig aangepast, dat uiteindelijk een min of 
meer continue oplossing ontstaat die aan de rand-
voorwaarde in het eindpunt voldoet. Ben imple-
mentatie van dergelijke technieken is nog niet be-
schikbaar, maar het is bekend dat een programma 
van Bulirsch en Stoer in een vergevorderd stadium 
van ontwikkeling is. 
V oor randwaardeproblemen in meer dimensies is 
de schretmethode minder succesvol gebleken en 
lijkt geen serieuze gegadigde te zijn voor opname 
in een programmatheek. 
Naast de schietmethode en haar varianten, zijn 
oplossingsmethoden, gebaseerd op de discretise-
ring van de differentiaalvergelijking, belangrijk. 
Met behulp van de een of andere discretiserings-
techniek wordt het randwaardeprobleem geredu-
ceerd tot een stelsel, in het algemeen niet-lineaire, 
vergelijkingen, welke men bijvoorbeeld met een 
Newton-methode tracht op te lossen. De efficien-
tie van deze aanpak is gekoppeld aan de efficientie 
waarmee grote stelsels lineaire vergelijkingen met 
zogenaamde ijle coefficientenmatrices opgelost 
kunnen worden. Het vinden van oplossingstech-
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nieken voor dergelijke ijle stelsels die gebruik ma-
ken van het ijlheidspatroon van de coefficienten-
matrices, is een van de belangrijkste gebieden van 
onderzoek in de numerieke algebra. 
Laten we aannemen dat het door discretisering 
verkregen discrete probleem met hulpmiddelen uit 
de numerieke algebra op te lossen is en ons nu 
richten op de verschillende manieren waarop een 
differentiaalvergelijking gediscretiseerd kan wor-
den. De nog steeds meest gebruikte methode is ge-
baseerd op eindige differenties; het principe is 
eenvoudig: vervang het definitiegebied van de dif-
ferentiaalvergelijking door een eindi,g aantal roos-
terpunten en benader alle differentiaties met op 
deze roosterpunten gedefinieerde differentiequo-
tienten. Ook de uitvoering van deze wijze van dis-
cretiseren is eenvoudig zolang de roosterpunten 
maar op een voldoend regelmatig rooster liggen, 
bijvoorbeeld een rooster waarvan de mazen allen 
gelijk zijn. In veel problemen zal echter de oplos-
sing in het ene gebied veel sterker varieren dan in 
het andere gebied, zodat men in gebieden van 
sterke variatie meer roosterpunten nodig heeft om 
de oplossing goed te kunnen representeren, dan in 
gebieden van geringe variatie. Een voorbee1d van 
zo'n meerschalig probleem vormt de klasse van 
singulier gestoorde tweepuntsrandwaardeproble-
men welke veelvuldig optreden in de stromingsleer 
wanneer de stroming zogenaamde grenslagen ver-
toont, gebiedjes waar de snelheid zeer snel van 
grootte verandert. Voor dit type randwaardepro-
blemen is discretisering door middel van eindige 
differenties een verre van eenvoudig proces. Een 
tweede nadeel van de eindige differentiemethode 
is de in het algemeen minder grote nauwkeurig-
heid van het gediscritiseerde model in de omge-
ving van de randen, omdat de benadering van de 
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differentiaalquotienten in de randvoorwaarden 
veelal asymmetrische differentiequotienten impli-
ceert. 
Ben discretiseringsmethode waarin niet-uniforme 
mazen en randvoorwaarden minder problemen 
opleveren, biedt de eindige elementenmethode. 
Deze wijze van discretiseren is een voor de com-
puter geschikt gemaakte versie van de in de toege-
paste wiskunde al lange tijd bekende en gebruikte 
Rayleigh-Ritz-Galerkintechniek. In de Rayleigh-
Ritz-Galerkinmethode wordt niet in de eerste 
plaats het definitiegebied gediscretiseerd zoals bij 
de eindige differentiemethode, maar de oplossing 
zelf wordt gediscretiseerd, namelijk door deze te 
vervangen door een lineaire combinatie van basis-
functies. Ben goed gekozen stelsel basisfuncties le-
vert in het algemeen ,een nauwkeurige benadering 
voor de oplossing. 
De eindige elementenmethode ontstond toen de 
computer zijn intrede deed. Wil men de Rayleigh-
Ritz-Galerkinmethode implementeren, dan wordt 
men geconfronteerd met het feit dat het rekenen 
met basisfuncties alleen efficient verloopt wanneer 
deze functies uiterst eenvoudig zijn. In de eindige 
elementenmethode wordt dit gerealiseerd door het 
definitiegebied van de ,differentiaalvergelijking in 
een eindig aantal elementen - dit kunnen in prin-
cipe willekeurige figuren zijn - te verdelen en op 
elk element een basisfunctie te definieren die iden-
tiek nu is op alle andere elementen. Meestal kiest 
men polynomen omdat hiermee het eenvoudigst 
gerekend kan worden, maar ook rationale functies 
komen in aanmerking. Vermeldenswaard is verder 
dat een recent onderzoek van Hemker12 uitgewe-
zen heeft, dat het voor singulier gestomde twee-
puntsrandwaardeproblemen voordelig is exponen-
tiele basisfuncties te kiezen. 
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De eindige elementenmethode heeft bewezen een 
zeer nauwkeurige en flexibele discretiseringsme-
thode te zijn, die de eindige differentiatiemethode 
langzaunerhand van de eerste plaats lijkt te ver-
dringen. 
De verdienste de eindige elementenmethode gein-
troduceerd te hebben komt de nmnerici niet toe. 
Ze is voornamelijk door ingenieurs in het leven 
geroepen om de zeer gecompliceerde problemen in 
de elasticiteitsleer en mechanica te k:unnen formu-
leren en oplossen. Aanvankelijk werd de eindige 
elementenmethode ook niet herkend als een vorm 
van de Rayleigh-Ritz-Galerkintechniek. De onder-
verdeling in elementen, meestal driehoeken of 
rechthoeken, en de stelsels vergelijkingen voor de 
onbekenden werden op basis van fysische overwe-
gingen opgesteld. Pas toen deze onbekenden gei-
dentificeerd werden met de gewichten van de ba-
sis£uncties in de Rayleigh-Ritz-Galerkinbenade-
ring, werd de eindige elementenmethode erkend 
als een respectabele wiskundige oplossings-tech-
niek. 

Na deze uitwijding over discretiseringsmethoden, 
terug naar de programmatuur voor randwaarde-
problemen. Reeds geruime tijd wordt door Kel-
ler13 en door Pereyra14 en zijn medewerkers ge-
werkt aan algemeen toepasbare programmatuur 
voor tweepuntsrandwaardeprob1emen, waarbij een 
directe discretisering van de differentiaalvergelij-
ksing als uitgangspunt gekozen is. V oor uniforme 
roosters is inmiddels een program.ma van Lentini 
en Pereyra15 gepubliceerd. Een voor niet-unifor-
me roosters aangepaste versie van dit programma 
is nog in ,een experimenteel stadium, maar op aan-
vraag bij Pereyra te verkrijgen. 
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Voor meerdimensionale randwaardeproblemen is, 
afgezien van enkele op specifieke deelldassen van 
vergelijkingen gerichte procedures, geen program-
matuur beschikbaar, hetgeen zich laat verklaren 
door het feit dat de automatisering van het discre-
tisatieproces en de oplossing van het resulterende 
lineaire algebraprobleem aanzienlijk moeilijker 
zijn dan in het een-dimensionale geval. 

3.2 Beginwaardeproblemen 

Het tweede onderwerp van onderzoek op het ter-
rein van de numerieke integratie van differentiaal-
vergelijkingen wordt gevormd door de beginwaar-
deproblemen. Ook hier weer de indeling in gewo-
ne en partiele differentiaalvergelijkingen. De nu-
merieke analyse voor gewone differentiaalvergelij-
kingen is wezenlijk eenvoudiger, en de theorie is 
dan ook veel verder gevorde~d, dan die voor par-
tiele differentiaalvergelijkingen. De afgelopen 
twintig jaar heeft een ware zondvloed van publica-
ties te zien gegeven. Dat deze ontwikkeling toch 
op een redelijk geordende wijze heeft plaatsgevon-
den, is vooral te danken aan het theoretische werk 
van Dahlquist16 uit 1956 en '59. Deze publicaties 
van Dahlquist waren echter niet eenvoudig te le-
zen en het is een van de grote verdiensten van 
Henrici17 geweest om in zijn boeken van 1962 en 
1963 het werk van Dahlquist toegankelijk gemaakt 
te hebben voor een grotere kring van numerici. 
Deze gezaghebbende en invloedrijke boeken gaven 
een kader aan voor de toekomstige ontwikkeling 
in deze tak van de numerieke wiskunde, en luid-
den een periode van intensief onderzoek in. De 
laatste jaren zijn een relatief groot aantal nieuwe 
boeken verschenen, waarvan enkele de plaats van 
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de referentiewerken van Henrici hebben ingeno-
men. De belangrijksten zijn het boek van Stetter1s 
met een functionaalanalytische benadering van de 
problematiek, het boek van Lambert19, minder 
streng dan dat van Stetter maar dan ook veel 
makkelijker te lezen, en tenslotte een volledig op 
de praktijk gericht boek van Lapidus en Seinfeld20 

waarin vrijwel alle op het moment van verschijnen 
bekende algoritmen bijeen zijn gebracht. 
Beziet men de researchartikelen van de laatste ja-
ren dan valt op dat voor de zogenaamde niet-stijve 
differentiaalvergelijkingen nauwelijks meer nieuwe 
methoden voorgesteld worden. Het accent komt 
langzamerhand te liggen op een steeds dieper 
gaande analyse van bestaande methoden. Voor 
stijve differentiaalvergelijkingen worden daarente-
gen doorlopend nieuwe integratietechnieken voor-
gesteld. Alvorens in te gaan op de integratie van 
stijve en niet-stijve vergelijkingen, een korte ka-
rakterisering van wat een stijve differentiaalverge-
lijking eigenlijk is. De meest kenmerkende eigen-
schap van dit type vergelijkingen is dat de oplos-
sing bestaat uit zowel langzaam als snel varierende 
componenten waarvan de snel varierende compo-
nenten echter in absolute grootte klein zijn verge-
leken bij de langzaam varierende componenten. 
De grafiek van de oplossing laat in het algemeen 
een lijn zien die aanvankelijk zeer stijl verioopt 
maar snel overgaat in een langzaam varierende 
kromme. Waar langzaam en snel verlopende pro-
cessen simultaan optreden, zal de wiskundige be-
schrijving veelal leiden tot een stijve differentiaal-
vergelijking. 
Alhoewel stijve differentiaalvergelijkingen veelvul-
dig voorkomen, werden ze pas in 1952 door Cur-
tiss en Hirschfelder21 onderkend als een aparte 
klasse, waarvoor een bijzonder soort integratie-
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techniek vereist ,is. Tot dan toe, en overigens oak 
nag lange tijd daarna, werden vrijwel uitsluitend 
de standaard Runge-Kuttamethode en de lineaire 
meerstapsmethoden van het Adams-type gebruikt, 
methoden die al omstreeks de eeuwwisseling be-
kend waren. Curtiss en Hirschfelder ontdekten dat 
lineaire meerstapsmethoden die geen voorgaande 
rechterlidevaluaties gebruiken, oak wel terug-
waartse differentiatieformules genoemd, in staat 
zijn de stijve componenten in de oplossing van een 
stijve differentiaalvergelijking onder de duim te 
houden, waar Runge-Kutta- en Adams-methoden 
volledig falen. 
Het belang van dit werk is de numerici echter lan-
ge tijd ontgaan. In zijn standaardwerk van 1962 
merkt Henrici17 over de Curtiss-Hirschfelderfor-
mules nag op dat deze, om redenen van sta-
biliteit, slechts van praktische waarde zijn wan-
neer de orde van nauwkeurigheid niet hoger 
dan 6 gekozen wordt, maar dat deze formules 
dan altijd nog minder nauwkeurig zijn dan de 
corresponderende Adams-Moultonformules. Pas 
in 1967 voert Gear22 ze weer ten tonele door 
een uitvoerige analyse van de stabiliteitseigen-
schappen te geven, waaruit bleek dat de eerste 
tot en met de vijfde orde formules precies het 
stabiliteitsgedrag vertonen dat vereist is voor 
de integratie van stijve differentiaalvergelijkin-
gen. Het artikel van Gear was tevens het be-
gin van een stroom van publicaties op het gebied 
van stijve differentiaalvergelijkingen. Geen van de 
talloze voorgestelde integratietechnieken lijken het 
echter tot dusver in algemene toepasbaarheid en 
doeltreffendheid op te kunnen nemen tegen de te-
rugwaartse differentiatieformules van Curtiss en 
Hirschfelder. Het door Gear23 opgestelde algorit-
me voor deze formules, geschreven in de Nord-
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sieck-representatie, waardoor vaneren van inte-
gratiestap en orde van nauwkeurigheid efficient 
verloopt, maakt tegenwoordig deel uit van elke 
modeme programmatheek. Hiernaast treft men 
een aantal "special purpose" procedures aan die 
voordelig kunnen zijn voor specifieke problemen, 
maar verder geringe zelfstandige betekenis heb-
ben. Mogelijk kunnen deze procedures wel van 
belang zijn als componenten in poly-algoritmen. 
Voor niet-stijve beginvoorwaardeproblemen zijn 
een betrekkelijk groot aantal robuuste en betrouw-
bare programmatuurpakketten beschikbaar. Uit 
een omvangrijk vergelijkend onderzoek van 
Hull24 en zijn medewerkers Enright, Fellen en 
Sedgwick, is gebleken dat programmatuur geba-
seerd op hogere orde Runge-Kuttamethoden, ex-
trapolatiemethoden en de Adamsformules, de bes-
te resultaten oplevert. De Runge-Kuttamehoden 
en de extrapolatiemethoden, welke in wezen Run-
ge-Kuttamethoden met varierende orde van nauw-
keurigheid zijn, komen het beste tot hun recht in 
problemen waar de evaluatie van de rechterlid-
functie weinig rekenwerk vergt, terwijl de Adams-
formules vomdelig zijn wanneer een hoge nauw-
keurigheid gewenst is en de reohterlidfunctie duur 
is. Van dit drietal zijn efficiente implementaties, 
zowel in FORTRAN als in ALGOL 60, be-
schikbaar. 

3.3 Het Noordzeeprobleem 

Het laatste gedeelte van mijn betoog wil ik wijden 
aan het beginwaardeprobleem voor partiele diffe-
rentiaah,ergelijkingen. De problematiek is hier 
aanzienlijk moeilijker. Weliswaar zijn er nllllllerie-
ke technieken ontwikke1d voor beperkte, welom-
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schreven probleemklassen, toch zal men tevergeefs 
in de huidige programmatheken zoeken naar pro-
cedures om probfomen uit deze klassen te kunnen 
oplossen. Een van de redenen is dat de parameter-
lijst van zo'n procedure noodzakelijkerwijs vrij in-
gewikkeld is, omdat de probleemstelling zoveel 
gecompliceerder is dan bij gewone differentiaal-
vergelijkingen. Men tracht dit wel te ondervangen 
door een op de probleemklasse gerichte taal te 
ontwerpen waannee de procedure als het ware 
toegesproken kan worden, maar dit soort pro-
grammatuur is nog in een experimenteel stadium 
en niet beschikbaar in de algemene numerieke 
programmatheken. In de praktijk treft men dan 
ook veel programma's aan die voor precies een 
concreet probleem geschreven zijn. Wanneer het 
probleem van voldoende importantie is, kan het 
overigens heel zinvol zijn zo'n adhoc programma 
als procedure in de programmatheek op te nemen. 
De parameter lijsten van deze procedures kunnen 
eenvoudig gehouden worden omdat veel van de 
probleemstelling in de procedure zelf onderge-
bracht kan worden. Een voorbeeld van een ty-
pisch adhoc, maar niet onbelangrijk probleem, is 
het Noordzeeprobleem. Hierin wordt gevraagd 
naar de waterbeweging en waterstanden tengevol-
ge van de krachten die zon, maan en wind op het 
wateroppervlak uitoefenen. De wiskundige be-
schrijving van het Noordzeeprobleem, of wat alge-
mener de wiskundige beschrijv:ing van ondiep-wa-
ter-prob1emen, 1eidt tot een begin-randwaardepro-
bleem voor een drietal gekoppelde partiele diffe-
rentiaalvergelijkingen. Dat het voorspellen van 
waterstanden van uitzonderlijk belang is, blijkt 
wel uit zijn lange geschiedenis waarvan ik U een 
kort overzicht wil geven. Bijna tweeduizend jaar 
geleden spraken naturalisten als Strabo en Pliny al 

24 



het vermoeden uit dat er een v:erband moest be-
staan tussen de hemellichamen en de beweging 
van de zee. Kepler realiseerde zich dat de aantrek-
kingskracht van zon en maan een rol speelde, 
maar Newton was de eerste, in 1687, die de her-
komst van de getijden vanuit wiskundig oogpunt 
ter discussie stelde. Zich de aarde geheel overdekt 
denkende met water, toonde hij aan dat vooral ten 
gevolge van de aantrekkingskracht van de maan, 
het wateroppervlak een spheroi:de gaat vormen. 
De hoofdas van deze sphero"ide zou gericht zijn 
naar de maan en daarmee verklaarde Newton het 
tweedagelijks optreden van eb en vloed. Ook het 
verschijnsel van springtij maakte hij duidelijk aan 
de hand van dit model. De beschouwingen van 
Newton waren echter kwalitatief en ongeschikt 
voor praktische toepassing. In 1738 schreef de 
Franse Academie van Wetenschappen een wed-
strijd uit voor de beste getijden-theorie. Een van 
de prijswinnaars was Bernoulli. Hij breidde de 
theorie van Newton verder uit, maar evenals New-
ton bracht hij de traagheidskrachten, en daarmee 
de beweging van de waterdeeltjes, niet in reke-
ning. Laplace trachtte het werk van Newton en 
Bernoul1i in dit opzicht te verbeteren. Deel IV van 
zijn werk La Mecanique Celeste, omstreeks 1800 
gepubliceerd, is gewijd aan zowel een theoretische 
als praktische studie van de oscillaties van de zee. 
Zijn theorie resulteerde in algemene principes 
voor de samenhang tussen periodieke krachten en 
de daaruit voortvloeiende waterbeweging. Deze 
prinoipes vormen de basis van de zogenaamde 
harmonische methode welke door Thomson, beter 
bekend als Lord Kelvin, omstreeks 1868 ontwik-
keld werd en later door Darwin en anderen, begin 
deze eeuw, verder uitgebreid werd. Met behulp 
van deze methode kan het verloop van het getij 
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langs de kusten, uit gemeten waarden van de har-
monsiche constanten, bij benadering berekend 
wor:den. Midden op zee is deze methode echter 
minder goed bruikbaar omdat de harmonische 
constanten, wegens het ontbreken van voldoende 
observatiepunten, daar niet bekend zijn. Om toch 
uitspraken te kunnen doen over de waterstanden 
in de gehele zee, dient men de partiele differenti-
aalvergelijkingen die de waterbeweging beschrij-
ven, op te lossen. De belangrijkste bijdragen aan 
analytische oplossingsmethoden zijn geleverd door 
Poincare, Taylor en Proudman, maar vooral ook, 
in het kader van het Deltaproject, door Van Dant-
zig en Lauwerier25. Met analytische oplossings-
methoden kan enerzijds fundamenteel inzicht in 
het karakter van de getijden-beweging verkregen 
worden, anderzijds echter blijven de uitspraken 
kwalitatief, omdat nogal drastische vereenvoudi-
gingen in het wiskundig model aangebracht moe-
ten worden. Zo worden in vrijwel alle analytische 
onderzoekingen de kusten met rechte lijnen bena-
derd, het bodemprofiel in het algemeen constant 
verondersteld en worden niet-lineaire termen in 
het model verwaarloosd. In het geval van kustwa-
teren en ondiepe zeeen, waartoe men de Noordzee 
moet rekenen, is dit "rechttrekken" van kusten en 
bodemprofielen een te radicale vereenvoudiging. 
Introduceert men echter realistische kustbegren-
zingen en bodemprofielen, dan laten analytische 
oplossingsmethoden ons in de steek en is men op 
numerieke methoden aangewezen. Ben van de eer-
ste numerieke onderzoekingen van de partiele dif-
ferentiaalvergelijkingen die de Noordzee beschrij-
ven, dateert van 1956 en werd verricht door Han-
sen26. Na hem hebben Fischer27 in 1959, Leen-
dertse28 in 1967 en Sielecki29 in 1968 meer of 
minder belangrijke varianten van de methode van 

26 



Hansen voorgesteld. Ook op het Mathematisch 
Centrum is in die tijd veel onderzoek verricht met 
name op het gebied van de stabiliteitsanalyse van 
de diverse Noordzee-schema's. 
De laatste jaren is er een hernieuwde belangstel-
ling in programmatuur voor de oplossing van on-
diep-waterproblemen. Twee van de belangrijkste 
aanleidingen hiertoe zijn de olieboringen op de 
Noordzee en de nogal hachelijke situatie waarin 
Venetie verkeert. In beide gevallen wil men kun-
nen beschikken over progralllllla's waarin de lig-
ging van de kusten en oceaanbegrenzingen min of 
meer vrij gekozen kunnen worden en waarin de 
niet-lineaire convectieve traagheidstermen en een 
niet-lineaire bodemwrijvingsterm zijn opgenomen. 
De eerste programma's waarin dit verwezenlijkt 
werd, zijn de FORTRAN-programma's van Leen-
dertse28 uit 1967 en van Heaps30 uit 1969. Het 
programma van Leendertse is gebaseerd op een 
impliciet schema en laat onbeperkte grote integra-
tiestappen toe zonder gevaar voor instabiel ge-
drag; dat van Heaps is gebaseerd op het oorspron-
kelijke Hansen-schema, is expliciet en alleen sta-
biel voor betrekkelijk kleine integratiestappen. 
Anderzijds is het Hansen-schema aanzienlijk min-
der bewerkelijk per integratiestap dan dat van 
Leendertse. De vraag welke van de twee program-
ma's het meest efficiente is kan dus niet zonder 
meer beantwoord worden. Naar aanleiding hier-
van is onlangs in samenwerking met studenten van 
de Universiteit van Amsterdam een onderzoek 
aangevangen, waarin een gestabiliseerd Hansen-
schema en een minder bewerkelijke versie van het 
Leendertse-schema met elkaar vergeleken worden. 
In het hier geschetste geval van het Noordzeepro-
bleem is de rechtvaardiging voor de ontwikkeling 
van specifieke programmatuur evident, maar er 
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zijn ook problemen waarvoor de ontwikkelde pro-
grammatuur zeer beperkte toepassing zal vinden, 
zodat het onverantwoord lijkt daar al te veel man-
krncht voor in te zetten. Is men wel bereid genoe-
gen te nemen met langere rekentijden, dan kan in 
veel gevallen de zogerraamde semidiscretisatie me-
thode uitkomst bieden. In deze methode wordt het 
beginwaardeprobleem voor een partiele differenti-
aalvergelijking door middel van discretisering van 
de plaatsvaniabelen getransformeerd tot een begin-
waardeprobleem voor een stelsel gewone differen-
tiaalvergelijkingen. Voor de discretisering komen 
dezelfde technieken in aanmerking die men bij 
discretisering van r.andwaardeproblemen gebruikt, 
namelijk de eindige differentie- en de eindige ele-
mentenmethode. Beiden leiden tot beginwaarde-
problemen voor zeer grote stelsels differentiaal-
vergelijkingen waarin honderden, soms duizenden 
vergelijkingen optreden. Deze grote stelsels verei-
sen een geheugenzuinige en zeer stabiele integra-
tiemethode, twee eisen die gemakkelijk met elkaar 
in conflict kunnen komen. Zo zullen de impliciete 
Curtiss-Hirschfelderformules in het algemeen wel 
het gewenste stabiele gedrag bezitten, maar voor 
problemen in meerdere plaatsvar.iabelen onaan-
vaardbaar veeI geheugenplaatsen vergen. In derge-
lijke gevallen kunnen expliciete Runge-Kutta for-
mules, waarin stabiliserende termen opgenomen 
zijn, een alternatief bieden. Het aantal benodigde 
geheugenplaatsen voor deze formules vadeert van 
drie tot zesmaal het aantal te integreren differenti-
aalvergelijkingen. In de praktijk zal dit aantal ge-
heugenplaatsen zelden tot problemen leiden bij 
verwerking op een rekenmachine. 
Samenvattend mag men stellen dat zeer veel be-
ginwaardeproblemen voor partiele differentiaal-
vergelijkingen bevredigend opgelost kunnen wor-
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den via semidiscretisatie en met gebruikmaking 
van programmatuur voor gewone differentiaalver-
gelijkingen. 

Waarde Toehoorders, 

In deze rede heb ik getracht de verschillende as-
pecten van de vervaardiging van een numerieke 
programmatheek te schetsen. Vaak wordt deze 
laatste fase in de ontwikkeling van bruikbare nu-
merieke wiskunde als een minder aantrekkelijke, 
enigszins commercieel getinte bezigheid voorge-
steld. Inderdaad, het onderhoud en beheer van 
een programmatheek, het uitgeven van manuals, 
de administratie van de abonnees, dit alles heeft 
weinig meer met ,onderzoek te maken. Op de tota-
le inspanning, nodig om tot het eindproduct te ko-
men en dit in stand te houden, maken deze meer 
bedrijfsmatige werkzaamheden ,echter maar een 
gering gedeelte uit. Hoe dit verder ook zij, zonder 
de bouw van programmatheken zouden de vele in-
vesteringen die men in het numerieke wiskunde-
onderzoek gedaan heeft, slechts ten goede komen 
aan de betrekkelijke kleine kring van numerici. 

Mijne Heren leden van het curatorium en van het 
bestuur van de Stichting voor Hoger Onderwijs in 
de Toegepaste Wiskunde, 

Voor het vertrouwen dat U in mij gesteld hebt 
door mij te benoemen voor deze bijzondere leer-
stoel ben ik U zeer erkentelijk. De openlijke aan-
vaarding van mijn ambt moge tevens uitdrukking 
geven aan mijn voomemen de mij verstrekte op-
dracht, Iuidende: "Numerieke wiskunde en infor-
matica", naar beste vermogen te vervullen. 
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Geacht bestuur van deze Universiteit, 

Voor de medewerking die U gegeven hebt bij mijn 
benoeming betuig ik U hier, bij de aanvaarding 
van mijn ambt, gaarne mijn dank. 

Dames en Heren hoogleraren, lectoren en lede[l 
van de Wetenschappelijke Sta/, 

In de afgelopen jaren heeft mijn werk mij reeds 
met velen Uwer in contact geibracht. Het is mijn 
verlangen dat de mij verleende opdracht, die een 
nieuwe dimensie aan het door mij beoefende vak 
geeft, diit contact zal intensiveren. 

Hooggeleerde Lauwerier, 

U hebt als eerste aan een Nederlandse Universiteit 
de Toegepaste Wiskunde een eigen plaats gegeven. 
Toen in 1963 aan onze Universiteit het doctoraal-
examen met hoofdrichting Toegepaste Wiskunde 
ingesteld werd, was dit voor mij reden om de na-
tuurkunde vaarwel te zeggen en U als mijn mentor 
te kiezen. Ik beschouw het als een grate eer een 
van Uw eerste leerlingen geweest te zijn en bij U 
te hebben mogen promoveren. Onze samenwer-
king in het onderwijs, waarvan onze laatste caput-
colleges met het gemeenschappelijke thema W a-
t er, Wind en Wiskunde, een voorbeeld is, stel ik 
ten zeerste op prijs. 

Hooggeleerde van Wijngaarden, 

Gaarne maak ik hier van de gelegenheid gebruik 
U dank te zeggen voor het vertrouwen dat U in 
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mij gesteld heeft, toen U de leiding van de afde-
1ing Numerieke Wiskunde van het Mathematisch 
Centrum, aan mij toevertrouwde. 

Hooggeachte Dekker, 

Uw hartelijke ontvangst in de Vakgroep Informa-
tica en Numerieke Wiskunde en de bijzonder pret-
tige samenwerking die tussen ons bestaat in de di-
verse commissies waar wij, tengevolge van ons 
beider zwak voor de numerieke programmatuur, 
zitting in hebben, waardeer ik zeer. 

Mijne Heren leden van het curatorium van het 
Mathematisch Centrum, 

Voor Uw toestemming een onderwijstaak aan de 
universiteit te aanvaarden naast mijn werk op het 
Mathematisch Centrum, ben ik U zeer erkentelijk. 

Waarde collega's van de Afdeling Numerieke Wis-
kunde van het Mathematisch Centrum, 

Onze afdeling bestaat nu bijna vier jaar. In die 
vier jaar zijn de interesses van de meesten van ons 
geleidelijk aan komen te liggen op het gebied van 
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