









































































































































































































































Samenvatting

Het vakgebied van algoritmische randomness komt voort uit de vraag hoe we
op een formele wijze random (toevallige, willekeurige) objecten kunnen herkennen,
waarbij we ons voor het gemak beperken tot (oneindige) reeksen van nullen en enen.
Intuitief zien we dat een regelmatige binaire reeks als 0101010101010101... zeker niet
toevallig is, in tegenstelling tot een reeks als 101101011101010111... die we bijvoor-
beeld ontwikkelen door een munt op te gooien. De eerste heeft een voorspelbaar
verloop, bezit duidelijke patronen en is eenvoudig te beschrijven, eigenschappen
die de tweede allemaal mist. Maar het definiéren van “toevallig” als het ontbreken
van elk patroon voert onvermijdelijk tot een tegenspraak; sterker, we kunnen ons
afvragen of het vangen van het fenomeen toeval of willekeur in een exacte definitie
niet op zich al contradictoir is.

Een oplossing wordt gevonden in de discipline van de berekenbaarheidstheo-
rie (of recursietheorie), welke gericht was op het formaliseren van de notie van
algoritme, van wat iiberhaupt berekenbaar is. Als we de Church-Turing These
accepteren, die beweert dat alles wat intuitief berekenbaar is gegeven wordt door
de vermogens van geidealiseerde computers die we Turing-machines noemen, dan
hebben we een exacte karakterisering van berekenbaarheid of effectiviteit. Dit geeft
ons een praktische grens aan de soort patronen die we puur toeval willen kunnen
ontzeggen: een toevallig object is dan, grofweg, een object waarbij we niet in staat
zijn op effectieve wijze patronen te herkennen. Verschillende formaliseringen die op
dit idee voortborduren hanteren bijvoorbeeld effectieve testen op patronen, effec-
tieve comprimeertechnieken, en effectieve gokstrategién om vast te stellen dat een
object structuur heeft en dus niet toevallig is.

In deze scriptie geven we eerst een beknopt overzicht van de belangrijkste con-
cepten, intuities en resultaten van het vakgebied. We beschouwen in enig detail de
twee belangrijkste formaliseringen voor deze scriptie, Martin-L6f’s testconcept en
Kolmogorov-complexiteit, en zien dat deze dezelfde klasse van toevallige reeksen
bepalen. Vervolgens besteden we aandacht aan reduceerbaarheden die resulteren in
niveaus of graden van toeval. Concreet kunnen we met de C- en K-, en de LK- en
LR-reduceerbaarheden oneindige reeksen (ook te interpreteren als verzamelingen)
vergelijken aan de hand van respectievelijk hun comprimeerbaarheid (hun mate van
toeval) en hun kracht als orakel om patronen in andere verzamelingen te vinden (hun
kracht om te “derandomiseren”). Deze reduceerbaarheden geven ook aanleiding tot
laagste graden of noties van trivialiteit; en deze kenschetsen de verzamelingen die
de meest triviale initiéle-segmentcomplexiteit hebben en dus volstrekt niet toeval-
lig zijn (de K -triviale verzamelingen), en de verzamelingen die waardeloos zijn als
orakel in het vinden van regelmatigheden (laag voor K).
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Vervolgens presenteren we origineel onderzoek binnen twee specifieke onderwer-
pen in algoritmische randomness. Beide hebben te maken met reeksen met initiéle
segmenten van erg lage complexiteit — dus reeksen die ver van toevallig zijn.

Ten eerste voeren we een techniek in de klassieke Turing-graden van bereken-
baarheid over naar onze gradenstructuren van toeval. Dit is de constructie gegeven
door de Splitsstelling van Sacks, die een gegeven berekenbaar opsombare (b.o.)
maar onberekenbare verzameling splitst in twee b.o. onberekenbare verzamelingen
die van een strikt lagere Turing-graad zijn en ook elkaar niet kunnen berekenen.
Ondanks het feit dat b.o. verzamelingen ver van toevallig zijn, kunnen we met
licht aangepaste constructies b.o. verzamelingen die niet van de laagst mogelijke
toevalsgraad zijn splitsen in b.o. verzamelingen van strikt lagere maar nog steeds
niet volstrekt triviale toevalsgraden (die bovendien onvergelijkbaar zijn). Dit geldt
zowel voor de LR- als de C- en K-gradenstructuren. Deze resultaten bevestigen
de neerwaartse dichtheid van deze b.o. gradenstructuren (tussen elke b.o. graad en
de laagste graad zit strikt een derde b.o. graad), en leiden tot de vraag naar de
algemene en opwaartse dichtheid van deze b.o. gradenstructuren, waar we kort bij
stil staan.

Maar het hoofdonderwerp van de scriptie is een open probleem van Downey,
Miller en Yu. Voor elke constante zijn er maar een zeer beperkt aantal verzamelin-
gen K-triviaal via deze specifieke constante, en zij vroegen naar de aritmetische
complexiteit van de functie die voor elke gegeven constante het precieze aantal zulke
verzamelingen retourneert. Een geschikte manier om de K-triviale verzamelingen
via constante b te representeren is als de oneindige paden van een bepaalde binaire
boom, die we de K-trivialiteitsboom via b zullen noemen. Dan geeft de functie in
kwestie voor invoer b dus het aantal paden van de K-trivialiteitsboom via b.

Als een eerste aanzet tot de oplossing van ons probleem, bestuderen we voor
algemene klassen van bomen met maar eindig veel paden de complexiteit van het
berekenen van het exacte aantal paden. De conclusie van dit onderzoek is dat voor
een familie van zulke bomen van zekere Turing-graad, een orakel dat in de tweede
sprong van deze graad ligt krachtig genoeg is om ons in staat te stellen van elke
boom in de familie het aantal paden uit te rekenen. In het bijzonder geldt dat we
het aantal paden van een boom die laag, is al kunnen bepalen met behulp van de
tweede sprong .

Tegelijkertijd zoeken we naar manieren om de complexiteit van families van
bomen te verlagen zonder aan de paden van de bomen te komen. Hierbij komen we
uiteindelijk tot het resultaat dat we onze familie van K-trivialiteitsbomen kunnen
reduceren naar een berekenbaar opsombare familie van bomen met dezelfde paden,
bomen die bovendien zelf K-triviaal zijn. Een relevante eigenschap van K-triviale
verzamelingen is hier dat deze laags zijn, en dat de bijbehorende indices uniform
berekenbaar zijn met orakel (). Nu volgt met de uitkomst hierboven dat we onze
functie dus kunnen berekenen middels (), waarmee we de aritmetische complexiteit
op AY bepaald hebben. Dit beantwoordt de open vraag. Tot slot komen we via een
vergelijkbare strategie tot een antwoord op de analoge vraag voor de functie die het
exacte aantal verzamelingen berekent die laag voor K via een gegeven constante
zijn.
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