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Hoofdstuk TII

Discrete en gemengde lineaire programmering.

We spreken van een discreet L.P.=-probleem (Engels: all integer problem)

wanneer al de variabelen van het L.P.-probleem alléén gehele waarden
mogen aannemen. Als in het L.P.-probleem slechts sommige variabelen be=~
perkt zijn tot gehele getallen en de overige elke waarde sannemen mo=-

gen dan spreken we van sen gemengd L.P.-probleem (mixed integer=cons

tinuous problem). Het discrete L.P.-probleem is dus een speciaal geval
van een gemengd L.P.=probleem. Het meest algemeen gemengde L.P.=probleem

is te schrijven als:

e
max z = CX

e

+ -5
onder Ax = b, x 2 0 (3:1.1)

xj geheel voor j € Jys

Als J, leeg is dan is (3.1.7) een L.P.-probleem, bevat J £ alle j dan is

(3:1:1) een discreet L.P.-probleem. 1
Een groot aantal problemen uit de praktijk i1s te formuleren als een ge=
mengd L.P.-probleem. Men heeft voor deze problemen oplossingstechnie-
ken gevonden waarvan aangetoond is dat ze in een eindig santal stappen
naar een optimale oplossing leiden. Doch voor een probleem van realis-
tische omvang zijn deze technieken gebrekkig, het aantal stappen om een
optimale oplossing te bereiken is in vele gevallen zo groot dat het
zelfs m.b.v. een computer ondoenlijk is het probleem op te lossen. De
verwachting bestaat echter dat binnen enkele jaren een oplossingstech=
niek gevonden wordt die sneller tot een oplossing leidt.

Men kan natuurlijk (3.1.7) als een L.P.-probleem oplossen door de voor-
waarde dat sommige xj geheel moeten zijn buiten beschouwing te laten

en dan in de eindoplossing de gevonden waarden van de betreffende x.

af te ronden tot het dichtstbijzijnde gehele getal dat san Ax = b vgl-
doet. Dit wordt ook vask gedasn in de praktijk doch dit leidt alleen

tot de juiste oplossing wanneer de variabelen voldoend grote waarden
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aannemen zodat afronding geen invloed heeft. Maar in vele gemengde
L.P.-problemen zijn de discrete variabelen (det zijn de variabelen die
gehele waarden asnnemen mosten) kleine getallen, vask 0 of 1.

We zullen nu een aantal beslissingsproblemen beschouwen die allen als
een gemengd L.P.=probleem te formuleren zijn.

In ons eerste probleem beschouwen we een produktieproces waarin men oOp

n manieren een produkt meken kan. De hoeveelheid volgens de jde metho-
o b

de bedraagt x.. De variabelen xj noeten voldoen aan Ax = b, vanwege de

beschikbare grondstoffen, de aanwezige capaciteiten enz.
-+ +
Verder geldt uiteraard x 2 O.

De kosten bedragen z = g Eﬁﬂﬁ. +c.x.) (3,1.2)
2 S5 e
) i1 als x. >0
waarbij §, = J (3.1.3)
0 als xj =0

De vorm van de kostenfunctie is een gevolg van het feit dat men vaste
kosten Aj heeft als men een deel van het produkt volgens methode j
maakt, ongeacht de hoeveelheid. Door de gedaante van de kostenfunctie
is dit geen L.P.=probleem maar we zullen het probleem in de vorm van
een gemengd L.P.=probleem brengen.

Het is reelistisch om aan te nemen dat er voor elke xj een bovengrens
dj bestaat. We nemen dus aan dat er constanten dj bastaan zedat

xj =z d'js alle J. Om er voor te zorgen dat in het te formuleren gemeng-
de L:P.=probleem 63 alleen de waarde O of ! aanneemt voeren we de bij=

voorwaarden in:

02 6j E 15 Gj geheel ' £ j < n.

Maar Gj moet de waarde O of 1 sannemen in overeenstemming met (3.1.3).

Daartoe voeren we de bijvoorwaarden in:

x, £4,6, of x,-=4.6, <0 1

i . 1.4
=533 37 %% =1 (3.1.4)

[

Ons probleem is nu gelijkwaardig met het gemengde L.P.~probleem:



onder Ax = b, x 2 0 (3.1.5)

026, 21, Sj geheel (j = 1,..., n}

Merk op dat er 2n bijvoorwaarden bijgekomen zijn.
Men ziet eenvoudig in dat de problemen gelijkwaardig zijn. Immers uit
(3.1.4) volgt dat x, = 0 als Gj = 0. Als 65 = 1 dan geldt x, < 6, of te

: J
wel xj is aan geen beperking onderheving {ﬁj is een natuurlijke boven=

grens).

We moeten aantonen dat Gj = 1 als X > 0. Dit volgt direct uit (3.1.4),
Verder moet gelden ﬁj =0 als xs = 0. Hoewel dit niet uit (3.1.4) volgt,
ziet men direct in dat een optimale oplossing niet tegelijk geldt Gj = 0
en x. = 0. Als xj = 0 is de waarde van de kostenfunctie minimaal als

tevens Gj = 0.

Dikwi)ls ontmoet meun beslissingsproblemen die zeer veel lijken op L.P.-
problemen maar het niet zijn omdat de beslisser een keuze most maken
tussen twee of meer voorwaarden.

Stel dat men een veevoeder wil maken waarin al of niet cocoskoeken ver=
werkt zijn: Wanneer men besluit cocoskoeken in het veevoeder te doen
dan moet men minimaal b kg cocoskoeken in het veevoeder verwerken. Dus

er geldt, als x, het aantal kg cocoskoeken in het veevoeder is:

Het alternatief dat de grootste winst of lasgste kosten garandeert kiest
men.

Men kan natuurlijk het bewuste L.P.-probleem tweemaal oplossen en wel
eenmaal met x, =0 als bijvoorwaarﬁe en eenmaal met X, & b als bijvoor=
waarde en uit de twee verkregen optimale cplossingen de gunstigste kie-

zen. Wanneer men echter k alternatieven uit n aslternatieven kiezen moet
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geeft de bovenstaande procedure bijzonder veel rekenwerk. Dit soort pro-
blemen kunnen we echter vaak tot een gemengd L.P.-probleem herleiden.
3
Beschouw een L.P.~probleem waar de oplossing x moet voldoen aen &én van
-+ 3
de twee bijvoorwaarden ;ux = bu S 0 of ;vx = bv < O,maar niet aan beide
behoeft te voldoen. We willen de bijvoorwaarde kiezen die de gunstigste
oplossing oplevert. We zullen aannemen dat er twee getallen L en L be-
paald kunnen worden zodat voor elke toegelaten x geldt: )
> <
ax = bu < Lu
(3c1.4)
-+
¢vx - b L.
h'2
In praktijkproblemen is hier bijna altijd aan voldaan. Laat de varia-
bele § alleen de waarde O of 1 kunnen aannemen. De bijvoorwaarden
-+ -+
:ux - bu <0 of ;vx = bv < 0 kunnen nu vervangen worden door:

ax»bugﬁLu,mwaH = 8L, 03651, 6 geheel.

Als 8§ = 0 dan is de bijvoorwaarde a’z - b_ £ 0 vervuld en geldt er
hetgeen betekent dat ;v; - bv 2 0 niet vervuld behoeft

:"va;ng
te zijn. Als 6 = 1 is het omgekeerde waar. Dus in plaats van twee L.P.=-
problemen op te lossen kan men volstaan met het oplossen van &én ge-
mengd i P.=probleem.

We kunnen dit generaliseren. Stel dat er q bijvoorwaarden a x = b L 04
(i = 15000a); zijn en dat het vereist is dat er minstens k van deze

bijvoorwaarden vervuld moeten zijn, waarbij elk k-tal toegelaten is.
]

ki{g = k)!

ge oplossing eruit kiezen, maar we kunnen ons ook beperken tot het Op=

We kunnen (g) = L.P.~problemen oplossen en de meest gunsti-
lossen van &én gemengd L.P.-probleem.

We stellen wederom dat bij elke i een bovengrens L bepaald kan worden
voor alx - b - We voeren q discrete variabelen 6 1n, die alleen de
waarde O of 1 aannemen kunnen. De voorwearde dat mlnstens k van de bij=

voorwaarden a x = b < 0 gelden moeten kan vervangen worden door:



i+ .
alx - b, 3 $.L {d = 1,0005 q)

% 6_u = q = k (3:?:6}
i=t *

0&51;1, 61 geheel (i"-:'!.;:::_.) Q)

We stellen a = k omdat k van de Gi nul moeten zijn en dan zijn

i oy ‘e
(o)
#

i=1

y il & 1
minstens k van de ongelijkheden a x = bi 2 0 wvervald.

Voorbeeld: max z = C,.X, * ¢ X,
onder
X, + %, S %, 22, % 20 (3.1.7)
of
X, v Xy S b, x, 22, X, & 0. (3.1.8)

Het niet-convexe gebied van toegelaten oplossingen is X, + Xy 2 L,

x, 220f x, 22 x 2 0. Dit gebied is de vereniging van twee convexe
verzamelingen.
*2
X v X, = n
2
P
2 x

Om de kriteriumfunctie over het niet=convexe gebied te maximaliseren
kan men twee L.P.-préblemen oplossen. De eerste maximaliseert z onder
(3:1:7), de tweede maximaliseert Z onder (3.1.8). Een optimele oplos-
sing van 2 over het niet-convexe gebied wordt nu gegeven door de oplos=

sing die de grootste waarde van Z oplevert.
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Men kan ook het volgende gemengde L.P.-probleem oplossen:

Dat (3.1.9) deze vorm moet hebben is eenvoudig in te zien. x
X5 2 2 zijn te schrijven als 2 = x
volgt direct dat 2 zowel een bovengrens voor 2 - x

max Z = Xy + cax2
onder

2 -x, 3 26

2 -x, 52(1-9)
Xi9%y 2 0

0248 <1, ¢ geheel.

i

S 0 resp: 2 = x

1

2

(3.1.9)

1;29
X 0. Daar X10%p 2
als 2 = x, is.

We zullen nu een voorbeeld geven waar temminste k van g ongelijkheden

vervul

De ong

x, +
1 X

d moeten zijn.

elijkheden zijn:

2 ih; x2 3:295; X.‘

<
=

= X

13 x, 2 23 x,

Ly &, 0

(3.1.10)

Er moet altijd gelden X, *tx, S L, x 2 0 en verder moeten er minstens

twee van de overige ongelijkheden uit (3.1.70) gelijktijdig vervuild

zijn.

Dit geeft sesnleiding tot het volgende niet-convexe gebied waarover we

de kriteriumfunctie maximsliseren.

4
3|-
AN\ /
2t /
b
0 1 2 3 N

0
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Ve kunnen dit probleem formuleren als een gemengd L.P.=probleem.

)3 Xy = 15 2 - X5 X, - x, 21Jn de bovengrenzen resp. 2,5;

3, 2, 4, zoals men eenvoudig nagaat. De optimale oplossing voor ons

Voor 2.5 ~ x

probleem is nu een optimale oplossing van:

max 7z = c,x, + caxz

onder

o i -
et komt ook wel eens voor dat de beslissingsvektor x voldoen mcet aan

tenminste &én van de volgende "blokken™ ongelijkheden:

-
i

S > \
Axgb,  (u=1t,.,r) (31,11

. = 3 : . . £ 2 .
Hier is dus Au een matrix en x moet dus liggen in tenminste 8én van de
-

convexe verzamelingen Auﬁ =z bu fu=1,.,.,r) Om nu de kriterium-
functie te optimaliseren onder de voorwaarde dat ; tevens moet liggen
in minstens €&n van de convexe verzamelingen (3.7.1%) kan men telkens
de kriteriumfunctie optimaliseren onder de bijvoorwaarden die steeds
moeten gelden aangevuld met eén van de voorwaarden uit (3.7 .71} Kiest
men dan van de verkregen oplossingen de meest gunstige dan heeft men
een optimale oplossing voor het gegeven probleem. In plaats van deze
werkwijze te volgen kan men zich beperken tot het oplossen van één ge-

mengd L.P. -probleem.
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Daartoe nemen we aan dat er twee eindige vektoren ;1, ;2 zijn zodat voor
elke x die in de gebieden van (3.1.11) ligt, geldt: 31 s x < 329

+ s ®
Verder nemen we aan dat er vektoren Lu aan te geven zijn zodat voor elke
>

-+ > >
x met a, £ X 3 8, geldt

x-b <1 (u=1 )
Aux -b 2L, U= 1000y Tlo

Als dit het geval is kunnen we het volgende gemengde L.P.-probleem formu-

leren:

> > >
Aux = bu < (1 - Gu)Lu b= 1 ey T (3.1.12)
¢
L 6u=1
u=1
0<6 51, 6 geheel (u= 15000y 1)

> >
waarbij Dx = d een stelsel bijvoorwaarden is dat altijd vervuld moet zijn.
Een optimale oplossing van (3.1.12) is een optimale oplossing voor het

gegeven probleem.

Voorbheeld: max z = ch1 + c2x2
onder
X, * X, 8 L, X, * X, 22, x, 20, %x,20
of
x, + %, 2 2, X, S T4 X, 2 0, X5 2 0
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Om dit probleem als gemengd L.P.-probleem te formuleren merken we op dat

er geldt:
_).
a, = (0,00 £x (b4 =3
1 - - 2
x, +x,-4<0 x, =120
- -+ > 1 e > > > (2
A1x - b1 < O A2x - b2 2 0:1
-X, - < + -
X, X, + 20 | X, X5 20
" > > > o > -
verder 1s h 2 x 20 L > x 2 0.
We kunnen dus b.v. stellen:
> =
Ly = (4,2) L, = (3,6)
Hel gemengde L.P.~probleem luidt nu:
X 7z ¥ C.X, + CX,
cnder
v o+ w b )
X, * %, b2 451
-X, - 2
%, Xy * 25 61
x, = 1535,
x, -t - 2 < 08
p FEy =205 68y
2
/ 6, = 1
1=1
0 < Gi <15 6, geheel (i =1, 2)

5L
v
o
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In de praktijk komt het vaak voor dat een projekt uitgevoerd moet worden
waarvoor een groot aantal karweien nodig ziJn, die op hun beurt verschil-
lende soorten arbeid,; materimal e.d. vereisen. Men denke b.v. aan het
bouwen van een kantoor of een schip.

Dit soort projekten heeft de eigenschap dat er een zekere volgorde is
waarin de verschillende karweien moeten worden uitgevoerd. Dit laatste
maakt het vaak onmogelijk om . het . probleem als een L.P.=probleem te
formuleren. Meestal kunnen dit soort problemen wel als een gemengd L.P.=
probleem worden geformuleerd.

We zullen een mathematisch model proberen op te zetten dat vertelt hoe we
het projekt uitvoeren moeten zodat de totale kosten geminimaliseerd wor-
den. M:b.v. het model zullen we bepalen hoe lang het projekt duurt, hoe-
veel van elk soort arbeid, materiaal e.d. iedere dag nodig is:

We zullen het probleem deterministisch behandelen. Een dag zal de klein-
ste tijdsperiode zijn die we beschouwen en op basis hiervan zullen we ons
schema opstellen. De verschillende soorten arbeid, materiaal e.d. geven
we kortweg aan met produktiefactoren, waarvan we aannemen dat er in to-
taal K zijn. We nemen aan dat hetgeen elke dag van deze factoren beschik-
baar is beperkt is. Verder nemen we aan dat het werk van elke dag of tij-
dens de normale werktijden of tijdens overwerk gedaan kan worden. Het

kan immers b.v. in verband met het zo snel mogelijk opleveren van het
projekt voordelen<bieden om overwerk te verrichten. Het behoeft geen be-
toog dat in het algemeen voor overwerk andere normen zullen gelden dan

- voor werk op de normale werktijd. We nemen aan dat gespecificieerd is
hoeveel van elke produktiefactor voor beide werktijdcategoriedn beschik-

baar is. Laat a ; en b . de hoeveelheid van factor k beschikbaar op de

kj kg
jde dag voor de normale werktijd resp. overwerktijd.
Stel dat men bepaald heeft dat het projekt maximaal N dagen en minimaal
n dagen‘duurt, hoe men het projekt ook uitvoert. Laat het projekt bestaan
uit I verschillende karweien. We veronderstellen dat de volgorde waarin
de karweien uitgevoerd'moeten worden bekend is. Voor ﬁen met karwei i
kan beginnen zal een zekere deelverzameling I{i) van karweien voltooid
moeten zijn. In het algemeen zal een aantal karweien gelijktijdig uitge~

voerd kunnen worden. Laat uik en Bik de hoeveelheden van factor k zijn
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om karweli 1 tijdens de normale werkti]d resp. overwerktijd uit te voeren.

De belangrijkste variabelen die in ons nog te formuleren gemengd L.P.-pro-

s . o .d
beem optreden zijn x:j en yijﬂ de fractie van karwel 1 gedaan op de J ¢
4

dag tijdens de normale werktijd en de overwerktijd, respectievelijk.
We zullen aannemen dat de hoeveelheid van factor k gebruikt voor het ide
karwel op de jde dag tijdens de normale werktijd aikxij is, de hoeveelheid

tijdens overwerktijd gebruikt is o. Het feit dat we van elke produk-

ikVij
tiefactor niet meer kunnen gebruiken dan beschikbaar is geeft aanleiding

tot de volgende ongelijkheden:

i %i < B 55 (% Tgoues Ky § & Tyenoad) . $3:1:.43)
i=1
L Bikyij;bkjﬂ (k = 1gceay K§j=19°°°aN)° (3“13“")

1=1
Verder moeten alle karweien volbracht worden, dit geeft

¥

Lo(xe. +y.) =1 (i=1,.c0y I) (3:1415)

j=1
We kunnen niet met karwel 1 op de jde dag beginnen tenzij alle karweien
uit I{i) op de voorgaande dagen uitgevoerd zijn. Dit geeft voor xij #0

de volgende ncodzakelljke vocorwaarden:

i

7 (xsu + ysu) =1, s € I(i) (3.1.16)

[
I e~-1f

u

en voor yij # 0 de noodzakelijke voorwaarden:

| J
e su
u=i u

1

ysu=‘!sse1(i); (3.1.17)

I t~1f

1

(3:1.16) en (3.1.17) geven aanleiding tot een situatie van het type als
op blz. 159 beschreven.

Voer de discrete variabelen st in, die alléén de waarden O of 1 aannemen
kunnen.

De noodzakelijke voorwaarden (3.1.16) voor X s # 0 vervangen we door:
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Xio S dsj, s € I(i) , alle i,j- (3.1+18)
e
) (x, +7,) 2 85» alle s, (3.1.19)
=1
6sj >0, st geheel , alle s,j. (3:1.20)

We hoeven in (3.1.20) niet te eisen 533 2 1, dear dit een direct gevolg

is van (3.1.15) en (3.1.19). We zullen nu laten zien dat uit (3.1.18) t/m
(3.1.20) volgt dat X s all&én dan positief kan zijn als (3.1.16) geldt

voor elke s € I(1i).

Als een st = 1 dan volgt uit (3:1.19) dat (3.1.16) geldt. Verder zegt de

bij st behorende ongelijkheid uit (3.1.18) dat x5 <-1, hetgeen ons niets

over xijdzegt (xij S 1 geldt altijd daar xij de fractie is van karwei i

op de j dag gedaan).

Als echter een 6sj = 0 dan volgt uit (3.1.18) dat X5 & 0, dus Xg5 = 0

daar altijad xij 2 0. We kunnen nu concluderen dat xij alléén dan positief

kan zijn als (3.1.16) geldt voor elke s € I(i). Immers stel X; 5 >0 en

I5! _
i (x__ +y_) <1 voor een zekere s dan volgt uit (3.1.19) dat 6§ . = 0,

ucy  su su sj

waarna (3.1.18) ons zegt X5 = 0, in tegenspraak met X; 5 > 0.

Evenzo kunnen we de discrete variabelen wsj invoeren en de voor Vi #0

noodzakelijke voorwaarden (3.1.17) vervangen door:

< o ' ° 3 s 3 ?
yij ws,j’ s € I(i) s alle i,j. (3.1.21)
Y jFi j (3:1.22)
+ V... 2 . 1.
21 X i1 P wSSJQ alle s,j 3
wsgj 2 0, ws,j geheel s alle s,J. {(3.1.25)

We moeten nu alleen nog de structuur van de kostenfunctie nagaan. Laten
¢, ; en dke de kosten voorstellen van een eenheid van factor k gebruikt op
de j°° dag gedurende de normale werktijd en overwerktijd, respektievelijk-
We veronderstellen dat de kosten voortvloeiend uit het gebruik van een

factor op een gegeven dag evenredig is met de hoeveelheid die van de fac-
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tor gebruikt is.

De kosten van factor k op de jde dag bedragen dus:

Cc (3(1‘2“)

TR

i
v
i T %L P

1=l

kJ 5
Soms komt het voor dat men in de kostenfunctie de kosten in rekening wenst
te brengen die het gevolg zijn van een verandering van de gebruikte hoe=-
veelheid van een factor op een dag vergeleken met de vorige dag.

We stellen dat, wanneer men op de jde dag een eénheid meer van factor k
gebruikt dan op de j = e dag, de kosten ekj en gkj Dedragen voor de nor=
male werktijd resp. de overwerktijd. Gebruikt men een éenheid van factor k
minder dan zijn de kosten fkj en hkj° s
We merken eerst op dat de verandering in de hoeveelheid gebruikt op de j

dag vergeleken met de j = 1€ dag bedraagt, wat de normale werktijd betreft:

o o |

tkj e iii aik(xij - xi§j=i) {8.1:25)

Een zelfde uitdrukking is voor de overwerktijd van kracht .
We voeren nu de variabelen Vﬁj en v;j ing, met

q o " = =
ki T k3 T kg

en (3:1:26)
vﬂjgvﬂj 20y (B=T,00s B § = Buosm, Nl
Verder voeren we wﬂj en wﬂj in.
b3 = Vg T ig] Bi( Y55 = V5 509
en (31:27)

wlfc.jiw;j 20 (k= Toeosg K3 J = 25c04 N)

Wanneer de hoeveelheid van factor k gebruikt op de jde dag verschillend
is van de op de J ~ 1© dag gebruikte hoeveelheid den kunnen we de hier-

uit voortvlioeiende kosten weergeven door:
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(3.1.28)

+ £ v, RTA R
kaka + ngWkJ + kkgwkg

[
ekjvkj
We zullen deze uitdrukking toelichten.
We beschouwen daartoe eerst de normale werktijd. We zullen nu laten zien
dat uit (3.7.28) volgt dat voor de normale werktijd de veranderingskosten

&, © ° o o
ekjtkj of =fkjtkj bedragen al naar gelang tkj positief of negatief 1is.

Omdat we (3.7.28) minimaliseren zal (3.1.28) minimaal zijn voor vﬁj = tkj’
L a8 ¥ = "= . . < 1S,

vkj 0 of vkj 0, vkj tkjs al naar gelang tkj > 0 resp- th 0 1is

; o = 1=t "=
(Stel tkj > 0, er geldt Vit = Vg tkjg laat nu Ve th + a Yies o,

@ 2 0 zijn, dan is (3.1.28) minimsal als o = 0). Dus uit (3.1.28) volgt
dat de veranderingskosten &f ekjtkj of “fkjtkj bedragen. Analoog beschouwt
men de overwerktijd.
We zullen tenslotte nog een bepaald soort kosten beschouwen, die zich
vaak voordoen. Men kan zich indenken dat b.v. bij het bouwen van een schip
de opdrachtgever: het schip het liefst zo snel mogelijk afgeleverd ziet.
Elke dag dat het schip eerder klaar is betekent exploitatiewinst voor hem.
We zullen voor elke dag dat het projekt nog in uitvoering is een vast be-
drag D aan kosten in rekening brengen. We hebben aangenomen dat het pro=
Jekt minimaal n dagen en maximaal N dagen vergt. De kosten nD kunnen dus
niet vermeden worden en deze zullen we niet in onze kostenfunctie vermel-
den. Voor elke dag J > n waarop het projekt nog niet klaar is moeten we
de kosten D rekenen:
Het projekt is op de jde dag nog niet klaar als

{

Lw 3
u=j i

(xiu + yiu) > 0 (3:1.29)

Il e~

1

Als dus voor J > n (3.1.29) van toepassing is brengen we dus de vaste kos-
ten D in rekening. We zullen dit nu in onze formulering.van het gemengde
L:P.=probleem inpassen. Daartoe voeren we de discrete variabelen pj in

die alléén de waarden 0 of | aannemen kunnen. We stellen

(%: + ¥

s * Fay) 2 In, (3 =n+ 1,000, N)  (3.1.30)

0<p: 21, ¥ geheel (j=n+ 1,..., N) (3:1:.31)
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De vaste kosten gemaakt op dag j geven we weer door:

Dey (J=n+1,..., N) (3.1.38)

We zullen nu laten zien dat uit (3.7.30) t/m (3.1.32) volgt dat de vaste
kosten D allé&én dan in rekening gebracht worden als (3.1.29) geldt.

Als (3:.1.29) geldt, dan volgt uit (3.1.30) en (3.1.31) dat ps = 1 (merk
op I is een natuurlijke bovengrens (3.1.29)), dus de kosten D worden be-
rekend. ;

Als (3:1.29) niet geldt, d.w.z. L L (xiu + yiu) = 0 of te wel het pro-
u=j i=1

jekt is klaar op de jde dag, dan volgt weliswaar niet uit (3.1.30) en
(3:1.31) dat ps = 0, maar By = 0 volgt uit het feit dat de waarde van dede
kostenfunctie verminderd wordt als pj = 0. Dus de vaste kosten voor de j
dag worden dus correct weergegeven m.b.v. (3.1.30) t/m (3.1.32).

Wanneer we nu (3.1.24), (3.1.28) en (3.1.32) combineren dan zien we dat

de kostenfunctie gegeven wordt door:

% N I
Y v
z= 4 L 4 (C e X q F .B. y.u)'l'
k=1 5=1 i=1 kg 1k'ij ko 1kV1]
£ :
+ L 4 (e . vio+f v, +g wi.+h w".) +D Y op.s
k=1 j=o2 KO KI - TkKIkj O Ckik)  Tki'kj Segui 9

We minimaliseren z onder (3.1.13) t/m (3.1,15), (3.1.18) t/m (3.1.23),
(3;1:26)§ (3.7.27), (3.1.30) en (3.1.31), waarbi} netuurlijk X;50¥3s 2 0
We hebben dus een gemengd L.P.-probleem. Het is duidelijk uit het voor-
gaande voor een probleem van enige omvang; het aantal bijvoorwaarden enorm
groot zal zijn, en een oplossing kan men op dit moment nog niet bepalen.
Niettemin is het interessant om te laten zien hoe men het gegeven pro-
bleem kan formuleren als een gemengd L.P.-probleem.
Het aantal bijvoorwaarden, zoals 43 01.16,17) . kan vaak aanzienlijk gere-
duceerd worden: Als karwei i" gedaan moet worden voor karwei i’ en dit
karwei moet karwei i voorgaan dan kan men de bijvoorwaarde weglaten die
eist dat i" voor i uitgevoerd moet worden.
Maar ook deze vereenvoudiging maakt een praktijkprobleem nog niet hanteer=-

baar voor berekeningen.
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Het volgende probleem dat we beschouwen is een beleggingsprobleem.

Men kan sommige eenvoudige problemen die verband houden met de wijze
waarop een firma een zeker kapitaal in verschillende projekten steken
kan, formuleren als gemengde L.P.-problemen. '

We zullen eerst'hetleenvoudigste geval beschouwen. Laat een firma een
bedrag D als investeringskapitaal ter beschikking staan.

Er zijn n verschillende projékten waarin geld gestoken kan worden. Stel
dat projekt jJ een investering van dj gulden eistrén'dat Pj Qe huidige
waarde aangeeft van de toekomstige winst afkomstig van projekt Je Wan-
neer men met een projékt begint dan moet men het afméken. Als men pro-
Jekt ] onderneemt dan is men verplicht dj gulden te investeren. Verder
geldt dat men 1in elk projekt slechts éénmaal geld kan steken, het is dus
niet toegestaan twee of méer-keer een zelfde projekt te ondernemen.

Nu wil men bepalen welke'projekten men ondernemen moet opdat de winst
maximaal is, waarbij men niet meer dan kapitaal D kan investeren. Om
het probleem als een gemengd L.P.-probleem te formuleren voeren we de
diécreﬁe 0 = 1 variabelen Gj ih;

Beschouw nu het gemengde L.P.=probleem

n .
L 4.8, 5D (3.1.33)

ERNES geheel (j =1,..., n)

Een optimale oplossing van dit probleem geeft aan welke projekten onder-
nomen moeten worden opdat de huidige waarde van de toekomstige winsten
maximaal is-

Daar de getallen dj en D geheel zijn zal de verschilvariabele toegevoegd

n
aan E djéj < D ook geheel zijn en we hebben dan met een discreet L.P.-
j=1 .

probleem te maken. We merken op dat probleem (3.1.33) opgelost kan worden

m.b.v. dynamische programmering.
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We zullen nu enkele eenvoudige generalisaties van (3.1.33) beschouwen. Het
kan b:v. voorkomen dat voor een zekere groep J van projekten slechts &én
projekt uit deze groep gekozen mag worden. Dit leidt tot de bijvoorwaarde:

Y os,

1s (3.1.34)
jeq Y

-
Men kan nu voor j € J de bijvoorwaarden 6j 2 1 weglaten daar deze direct
uit (3.1.34) volgen.

Een andere mogelijkheid is dat men projekt i moet ondernemen wanneer men
besluit projekt j te ondernemen, maar projekt i mag zonder projekt j on-

dernomen worden. Deze situatie wordt uitgedrukt door:

§; ~ 8, = 0 (3:1.35)
1 J

{3.1.33) is een bijzonder eenvoudig mathematisch model voor een beleggings-
probleem. Men kan zich indenken dat voor elk projekt geldt dat er geld
geinvesteerd moet worden gedurende een aantal perioden. Stel dat er een

beperkt investeringskapitaal D, is voor elk van de K perioden en laat

k

dkj het geld zijn nodig voor projekt j gedurende periode k. We willen nu

de projekten kiezen waarvoor de toekomstige winsten maximaal zijn en waar-

bij voor elke periode k de investering niet het bedrag D, mag overschrij-

k

den-
Het gemengde L.P.-probleem wordt nu:

max z = § p.S

j=1 Jd Jd
E de:6. £D. (k=1,..., K) (3:1.36)
j=1 J J
0 < éj <1, dj geheel (j = 1,:.., n)

Van dit scort problemen bestaan er veel algemenere gevallen.
Het laatste probleem dat we zullen behandelen staat bekend onder de naam

handelsreizigersprobleem.

Stel dat een vertegenwoordiger een rayon bezit bestaande uit n plaatsen.
Hij vertrekt uit zijn woonplaats, plaats 1, om de andere n - 1 plaatsen

te bezoeken en keert daarna weer naar huis terug. Nu wil de handelsreizi-
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ger een routeschema ontwerpen, dat hem zegt in welke volgorde hij de di-
verse plaatsen bezoeken moet; zodat de totaal afgelegde afstand minimaal
is. De afstanden tussen elk tweetal plaatsen wordt bekend verondersteld,
we geven de afstand van plaats 1 tot plaats j aan met dij: Er hoeft niet
noodzakelijk te gelden dij = dji:
We kunnen de door de handelsreiziger gevolgde route opvatten als een rij
van n etappes,; waarbij de handelsreiziger in de kde etappe van plaats 1
naar plaats J gaat.

Om nu het probleem te formuleren voeren we de variabelen Gijk in:

1 als de reiziger van plaats i naar plaats j gaat op de kde etappe
van de reis.
Ym =
0 anders

Bij elke etappe k behoort slechts &&n tweetal plaatsen, dit geeft de

voorwaarden:
5 — -
-‘L; ‘Sijk—1 lk—29033,n" 1
1;d
L 8ys9 =1 (3:1.37)
dJ
v _
L GlTn =1
1

Voor elke plaats i is er slechts éen etappe van de route aan te geven die
in i begint en in een andere plaats eindigt. Bij het formuleren van de
bijvoorwaarden moeten we de gevallen i = 13 1 = n apart beschouwen.

Het bovenstaande geeft aanleiding tot de volgende voorwaarden:

} 8. =1 (i=2,..., n) (3.1.38)

waarbij in de sommatie gelden moet dat k = n als J = 1 en omgekeerd.

Voor 1 = ' wordt de bijvoorwaarde:

6.., = 1, en deze voorwaarde is al be=

vat in (3.1.37).
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Verder geldt er voor elke plaats j dat er slechts &én etappe van de route
in J eindigt.
Dit geeft de voorwaarden:

E 550 = 1 j = 290009 n (301039)

In de sommatie geldt dat k = 1 als 1 = 1, en omgekeerd.

Voor j = 1 wordt de voorwaarde: E 6i1n = 1 en deze voorwaarde staat reeds
§ |

in (3.1.37)
Als etappe k van de route in plaats j eindigt dan moet etappe k + 1 be=

ginnen in plaats J, dit geeft:

v : -
E Go = L 6jjogk+1 J = 290009 n; k == 295009 n = 1
1

8 =3 &..
131 g jite (3.1.%0)

Bos i ™ S5in

Hepa

We hebben nu alle voorwaarden geformuleerd. We hoeven niet de voorwaarden
aijk < 1 toe te voegen; daar deze direct uit (3.1.37) t/m (3.1.39) volgen.
We willen nu de niet-negatieve gehele Gijk bepalen die voldoen aan
(3.1.37) t/m (3:.1.40), zodat

(3.1.41)

geminimaliseerd wordt.

We zullen nu een variant van het handelsreizigersprobleem behandelen. Laat
een n-tal plaatsen en hun onderlinge afstanden gegeven zijn. Stel dat men
wil bepalen in welke plaats men beginnen moet om de andere plaatsen te
bezoeken en de volgorde waarin dit laatste gebeuren moet, z8 dat de to-
taal afgelegde afstand minimeal is, waarbij men niet in de laatste etap-
pe naar de uitgangsplaats terugkeert. (we vinden dus een niet-gesloten
route).

De oplossing van dit probleem is eenvoudig. Men voert een denkbeeldige
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plaats in die gelijke afstand bezit tot elk der n plaatsen. Deze denkbeel~
dige plaats stellen we als woonplaats van de handelsreiziger. We kunnen
het probleem nu opvatten als een handelsreizigersprobleem, waarinin + 1
plaatsen optreden. We lossen dit probleem op en als we van de oplossing

de eerste en laatste etappe weglaten dan hebben we een optimale oplossing
voor ons probleem gevonden, die ons zegt, in welke plaats we beginnen en
in welke volgorde we dan van de ene naar de andere plaats reizen.

Ga zelf na dat de zo verkregen oplossing inderdaad een optimale oplossing

iSo

We zullen nu een oplossingstechniek gaan afleiden voor het gemengde L.P.-
probleem,

Het gemengde L.P.=probleem luidt:

>
max z = cx

onder
X =5 (3.1.42)
x>0

xj geheel; j € J.

Laten we de voorwaarde weg dat sommige xj gehele waarden aannemen moeten,

dan geeft dit het L.P.=probleem

2>
max z = CcX

onder Ax = b, x > 0 (3s143)

We zullen voor het gemak het gemengde L.P.=probleem in het vervolg aan=-
geven door (3.1.42) en het L.P.-probleem door L.P.(3,1.43). Het grond-
idee om (3.1.42) op te lossen is afkomstig van Dantzig, hij stelde voor
om i.p.v. (3:1.42) L.P.(3.1.43) op te lossen. Wanneer voor de verkregen
optimale oplossing van L.P.(3.1.43) geldt dat X geheel is, j € J, dan
1s de optimale oplossing een optimale oplossing voor (3.1.L42). Als de
optimale oplossing niet een toegelaten oplossing is voor (3.1.42) dan
stelde Dantzig voor om aan L.P.(3.1.L43) een extra voorwaarde toe te voe-

gen en wel zodanig dat de verzameling van toegelaten oplossingen van het
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verkregen nieuwe L.P.-probleem de toegelaten oplossingen van (3.1.L42) be-
vat, maar niet de gevonden optimale oplossing van L.P.(3:.1.43), Het L.P.-
probleem met de toegevoegde bijvoorwaarde wordt nu opgelost., Als de op=
timale oplossing van dit laatste probleem een toegelaten oplossing is

van (3.1.42) dan is het een optimale oplossing van (3.1.42). Is het geen
toegelaten oplossing van (3.7.42) dan voegt men opnieuw een bijvoorwaar-
de toe met de eigenschap dat de verzameling van toegelaten oplossingen
van het nieuwe L.P.-probleem elke toegelaten oplossing van (3.1.42) be-
vat, maar niet de optimale oplossing van het vorige L.P.=probleem.

De toegevoegde bijvoorwaarden noemen we gneden. Geometrisch bezien snijdt
elk van de sneden een deel van de verzameling van toegelaten oplossingen
van L.P-(3.1.43) af. Het is mogelijk de sneden zo te kiezen dat we in

een eindig aantal stappen een optimale oplossing van (3.1.42) bereiken.

Gomory's algorithme voor discrete L.P.-problemen

We beschouwen eerst het discrete L.P.-probleem, dus in (3.1.42) bevat J
alle 5.

Laat voor Ax = b gelden dat r(A) = r(Ab) =m, m < n.

Stel dat het L.P.(3:1.43) opgelost is en dat we gevonden hebben dat B de
basismatrix is behorende bij de optimale basisoplossing. Als x. de basis=

B
variabelen behorende bij B bevat, ;Y de overige variabelen en C bestaat

uit de kolomvektoren van A die niet in B zitten dan is elke oplossing

-3 et _—
van Ax = b te schrijven als:

Bz + C§ = ﬁ
B Y
=1 il
of ;B =33 - B 1c§Y (3.1.4%)

=1+ +> 5 ¥ =1+
Stellen we B b = Yoo herinneren we ons dat yj =B aj en geven we de

verzameling van de indices J behorende bij de niet-basisvariabelen aan

met R, dan kunnen we (3.1.44) ook schrijven als:

> + <> '
Xp = Fpn = ) ViXs (3.1.45)
B 0 jer 9 Y

Er is slechts &én oplossing van (3.1.45) met X, = 0, j€ R en dat is de
-

’ : y . =1 . g . ..
optimale basisoplossing ;B =B b = ;09 Xp = 33 Hieruit volgt onmiddellijk
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dat wanneer van de gevonden optimale ;b van L:.P.(3.1.43) niet alle compo-
nenten gehele waarden aannemen, dat dan elke toegelaten oplossing van
(3-1.42) tenminste &én X5 > 0, J € R heeft. Daar alle X geheel moeten
zijn is het dus noodzakelijk voor iedere toegelaten oplossing van (3.1.42)
dat tenminste &én % 2 1, J € R. Beschouw nu de bijvoorwaarde:

Lox. 21 (3.1.46)

5er 9 .

Iedere toegelaten oplossing van (3.1.42) moet aan (3.1.46) voldoen, als
van ;0 niet alle compinentip geheel zijn.
Het is duidelijk dat Xp =0 niet aan (3.1.46) voldoet. Dus wanneer we
een nieuw L.P.-probleem vormen door aan L.P.(3,1.43) de voorwaarde
(3.1.46) toe te voegen, dan krijgen we een nieuw L:P34§robleem, waarvan
de verzameling van toegelaten oplossingen elke toegelaten oplossing van
(3.1.42) bevat, maar niet de optimale basisoplossing ;B = ;b, ;ﬁ = 0 van
L.P.(3:1.43).
Als van de optimale basisoplossing van het nieuwe L.P.-probleem alle com-
ponenten geheelwaardig zijn, dan is de oplossing een optimale oplossing
voor (3.1.42). _ | .
Als niet alle componenten geheel zijn, dan voegen we opnieuw een bijvoor-
waarde van de vorm (3.1.46) toe en herhalen het procédé. Dantzig stelde
bovenstaande procedure, gebaseerd op het invoeren van sneden van de vorm
(3:1.46), het eerst voor. Op enkele problemen is deze procedure toege-
past en heeft men in een eindig aantal stappen een optimale oplossing
verkregen, maar men heeft aangetoond dat er gevallen mogelijk zijn waar-
bij men niet de optimale oplossing bereikt.
Doch het is Gomory gelukt een procedure te ontwikkelen waarvan aangetoond
kan worden dat deze in een eindig aantal stappen naar een optimale oplos=
sing leidt.
Voor een probleem van enige omvang is het aantal stappen zo groot dat
het rekentechnisch in de meeste gevallen nog onmogelijk is om een oplos=
sing te bepalen:
We zullen nu Gomory's algorithme afleiden-
Stel dat het L.P.(3.1.43) opgelost is en dat de opt;male ba51sop10551ng

_;,
Yo =B b gevonden is, Als alle componenten van yo geheel zijn dan is yo
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optimaal voor (3.1.42). Veronderstel echter dat niet alle componenten van
&
Y, geheel zijn, laat b.v. Y50 niet geheel zijn. We hebben reeds in het

voorgaande laten zien dat elke toegelaten oplossing X van (3.1.42) voldoet

aan:
e -+
Xg = ¥ = E ¥ X (3.1.47)
JER Jd

-3
waarbij Xg bestaat uit de basisvariabelen behorende bij B, en R de indices-
verzameling is van de niet-basisvariabelen. Beschouw de ude vergelijking
van (3.1.47)

Ko =S F. . = E ¥ X, (3.1.48)
Bu u0 jeR uj’j
We voeren de gehele getallen 6uj in, waarbi] Suj het grootste gehele getal
is kleiner dan of gelijk aan yuj“ J €R.enj=0.

Vervolgens stellen we:

.,=6c e ] "- = o le
qu uj * fuJ’ J€ Ry Y40 Guo * qu (3.1.49)

Uit de definitie van Guj volgt dat 0 % fuj <1, J € R en verder is
0 < qu < 1, omdat yuo,nlet geheel 1is.
Substitueer (3.1.49) in (3.1.L8):

=6 - § 6 .x.+f -

jer Wi u0 5€R fujxj (3:1:50)

-+
Voor iedere toegelaten oplossing x van (3.1.42) is

Xep =8 = ; 8 .x. (3.1.51)
Bu u0 jer W

een geheel getal.

Nu volgt direct uit (3:1.50) en (3.1.51) dat voor iedere toegelaten oplos-

sing X van (3:.1.42)

£o.w § P o (3.1.52)
u0 i R uj J
geheel is.
Er geldt E fu“xu 20, en 0 < qu < 1, dit impliceert dat (3.1.52) een
JeR

niet=positief geheel getal is.
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=
We zien dus dat elke toegelaten oplossing x van (3.1.42) voldoen moet aan:

: ,
£ .o } £ .%.40 (3.1:53)
u0 j€R uj g

of Vo(-f )x. < -f (3:1.54)

56R uj’ g = "ul

=1 > <+

b, xp = 0 van L.P.(3.1.43)
voldoet niet asn (3.1.54), omdat X, = O, j€Renf >0,

-+
De gevonden optimale basisoplossing By 2 B

Dus als we (3.1.54) toevoegen aan de bijvoorwaarden van L.P.(3.1.43) dan
krijgen we een nieuw L.P.-probleem, waarvan de verzameling van toegelaten
oplossingen elke toegelaten oplossing van (3.1.42) bevat, maar niet de
gevonden optimale basisoplossing van L.P.(3.1.L43).

Gomory stelde nu voor om de snede (3.1.54) aan L.P.(3.1.43) toe te voe-
gen en het nieuwe L9P=*probleém'op te.lossen.

In hoofdstuk 2, §5, blz. 151, hebben we laten zien hoe men eenvoudig een
L.P.-probleem, waaraasn een extra voorwaarde toegevoegd wordt, oplossen
kan als het probleem zondef de exfra voorwaarde opgelost is.

De verschilvariabele toeéevoegd aan (3:1.5L) is Sys waarbij het aanhangsel 1
aangeeft dat s, de verschilvariabelelis, die bij de eerste snede behoort.

Na toevoegen van s, wordt (3.1.5L)

1
: ) _ , ;
jéR (mfuj)xj JC PR SN ) .(3:1;55)‘
We hebben reeds aangetoond dat (3.1.52) geheel is voor iedere toegelaten
o + a
oplossing x van (331nh2)9 dus s, 1s geheel voor elke toegelaten oplossing
van (3.1.42).

M:b.v. (3.1.55) ziet men eenvoudig in dat een basismatrix voor het nieuwe

L.P.=probleem is:

B, = (3.1.56)

met dan ' B. = (3:.1.57)

En een basisoplossing voor het nieuwe L.P.-probleem wordt gegeven door:
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-1 > .
B, [by=f 0] = g1 ] (3.1.58)

Deze basisoplossing 1s niet toegelaten, daar "qu < 0
De vektor die de c-waarden bevat van de basisvariabelen behorende bij B1
is (cBQO)g De vektoren yj van het nieuwe L.P.-probleem geven we aan met

yj(’ en er geldt:

(1) _

=17 _ 1 B » :
LI [yj, fuéL j € R. (3.1.59)

Met behulp van de definitie van zj ziet men direct dat de getallen
zj - cj voor het nieuwste L.P.=probleem hetzelfde zijn als de getallen

zj - cj die behoren bij de gevonden optimale basisoplossing Yan L.P.(3:.1.43),
waarbl]j men bedenke dat voor de basisvariabelen behorende bij B, geldt

dat zj - cj =0 '

We kunnen nu concluderen dat we voor het nieuwe L.P.=probleem een basis-
oplossing bezitten met alle zj - cj 2 0. Men kan nu het duale simplex algo-
rithme toepassen om een optimale basisoplossing voor het nieuwe L.P.-pro=-
bleem te bepalen. M.b.v. (3.1.55), (3.1.58) en (3.1.59) kunnen we direct

de begintabel voor het nieuwe L.P.-probleem opschrijven.

Aan: de tabel die bij de gevonden optimale oplossing van L.P.(3.1.43) be-
hoort, voegen we nog een rij en een kolom toe. In het hokje van de nieuwe
rij, dat staat onder de kolom met hoofd X, (de kolom waarin ;O vermeld is)
schrijven we ”qu’ in de hokjes staande onder de j € R-kolommen schrijven
we »fuj= De getallen fuj‘ .0 zijn gedefinieerd volgens (3.1.49). In de
nieuwe kolcm; die bij s, behoort, schrijven we nullen behalve in het hok-
Je dat tot de nieuwe rij behoort.

Tenslotte worden van de nieuwe rij de nog niet ingevulde hokjes gevuld met
nullen. Als de tabel ingevuld is, passen we vervolgens het duale simplex
algorithme toe. Vask zijn slechts een betrekkelijk klein santal stappen
nodig (soms slechts &n) om de nieuwe optimale oplossing te bepalen.

Als de optimale oplossing van het nieuwe L.P.-probleem niet-toegelaten is

voor (3.1.42), dan herhalen we de gehele procedure door een nieuwe snede

aan te brengen.
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Dit wordt voortgezet tot een toegelaten, en dus dan een optimele op-
lossing van (3.1.42) verkregen is.

We hebben nog geen regel gegeven die ons zest welke vergeliiking van
(3.1.47) de snede bepaalt, wanneer meer dan 4én component van ;O niet
geheel is. Comory heeft een methode voor de keuze van de snedes aange=
geven, waardoor men er zeker van is dat de optimale oplossing van
(3.1:42) in een eindig aantal stappen bereikt wordt. Deze methode is
in de praktiik moeilijk hanteerbaar, en rast men dan ook in de prake-
tijk een meer eenvoudige regel toe.

Intuitief is het duidelijk dat we de snede willen kiezen, die zoveel
als mogelijk is van de verzameling van toegelaten orlossinzen van het
vorige L.P,=-probleem (dus met weglating van de voorwaarde xi geheell)

afsnijdt. Ruwweg geformuleerd wensen we de doorsnee van het vlak

X -f x, =« f met de x.,-as, j € R zo pgroot als mogelijk is. Dit
seR ujj u0 ] f
komt hierop neer dat we de u kiezen waarvoor de quotifnten ?EQ Zo groot

mogelijk zijn, 4

Het komt echter vaak voor, dat voor elke u met Yo niet geheel, sommi=
ge quotiénten groot zijn terwiijl andere klein zijn. Bij de regel, in
de praktijk toegepast kiest men eenvoudig de vergelijking van (3.1.47)

waarvoor qu het grootst is,

Men kan natuurlijk ook andere regels bedenken. Men zou tegeliik voor
elke niet=gehele Y,0 €en snede kunnen aanbrengen, dus aan het vorige
L.P.-probleem worden dan meerdere bijvoorwasarden toegevoegd. Het is ook
nu eenvoudig voor het verkregen nieuwe L:P;=probleem een basisovlossing
aan te geven met alle z, - Cﬁ 2 0, en men kan dan de duale simplex
methode toepassen, Het is ni;t tekend of deze laatste benaderingswij-
ze enig voordeel biedt. De procedure, waar we bij elke stap een snede
aenbrengen is een iteratieproces waarbij we eerst L.P.(3.1.43) oplos=
sen. We noemen dit nrobleen PO. Ale de van dit probleem verkregen ope-
lossing toegelaten is voor (3.1.h2), dan is het een optimale oplossing
voor (3.1.42). Is de oplossing niet toerelaten voor (3,1,42) dar be-
palen we een snede (3.1,54) en verkrijisen dan een nieuw L.P.=probleem P1
dat een voorwaarde meer bezit dan PD en waarin de verschilvariabele s

1

optreedt. M.b,v., de dusale simplex methode lossen we P1 or. Als de ro=-
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vonden optimale basisoplossing van P1 een toegelaten oplossing is voor
(3.1.42) dan is de oplossing tevens optimaal voor (3,1.42), wanneer
echter de oplossing niet toegelaten is voor (3.1.42) dan brengen we op=-
nieuw een snede aan, hetgeen een nieuw L. P.-probleem P2 oplevert. Als
men zo verder gaat is men geneigd aan te nemen dat probleem P steeds
meer bijvoorwasarden zal bezitten, naarmate v groter is, We zullen echter
laten zien dat Pv nooit meer dan n+1 bijvoorwaarden behoeft te bezitten,
ongeacht hoe groot v is.

Stel dat ;V-T de gevonden optimale basisoplossing van P n is, waarbij
Bv-1 de blgbehorende optimale basis is.,

Als in xv 1 de verschilvariabele 5y als basisvariabele optreedt dan la-

ten we uit probleem P _q de bij Sy behorende biivoorwaarde (= snede)
weg. Als we dit doen voor elke verschilvariabele die in x 1 8ls basis=
variabele optreedt dan verkrijgen we een L, P,=probleem P 1 In de bij
_>

X, behorende eindtabel van P 1 schrappen we voor elke als basisva=-
riabele optredende verschllvarlabele Sy de kolom S, en de rij behorende
bij de in de B-kolom vermelde S0 Wanneer we dit doen, dan houden we

een gereduceerde tabel over. We zullen aantonen dat deze gereduceerde

- - & - *
tabel de eindtabel is van een optimale basisoplossing van Pv 1
Bewijs: Na herschikken van de bijvoorwaarden is Pv-1 te schrijven als:

-
max z = ¢x
onder

-+ ->
AX =b, x 20

(en de snedes) (3.1.60)
- (), (8 _p (%)
(t) uJ J u0
JeR
S(t):o (t _= 1’030, k)
waarbij de verschilvariabelen s(h), s(h+1),.=., s(k) als basisvariabe-

. > > >
len in x . = (x,s) optreden.

We geven (3.1,60), d.w.z. probleem P,_q1» kortweg aan met



>
max z = c¢x
onder
+ > ->
D[x,s] = d
> > ->
X485 20
met ; = (5(1),nna. S(k))u
Uit de definitie van Pv 1 volgt, dat
>
max z = ex
onder
> +> > -
Ax = b, x 20
2 - fuj(t)x. + s
jeR(t)
s(t) 20 (t =

(3:1.62) geven we kortweg weer door:

-
cX

max z

onder

D [X,8

> =
X485

2

(1)

>
met s =

(s

Men ziet eenvoudig in dat de bij ;v 1 behorende optimale basis Bv

van probleem Pv ] de volgende vorm bezit:

B

Bv-1

G

* ; o,
Merk op dat [B O] een deelmatrix van D 1is.

= IB*

Mu geldt B .| = |B*7 - oc
u ge gl = - 0G

probleem P
Vo

gecoy S

. Daar B

(3.1.61)

*
1 luidt:

(3.1.62)

14000y h = 1)

(3.1.63)

(h-T))

1

0

(3.1,64)

J

*)

een basis is voor P
V=1 v=1

% . ¥ .
geldt IBv 1I # 0. Dus |B | # 0, waaruit volgt dat B een basis voor

probleem Pv-1

) B*

is. (zie blz, 41, laatste regels)

(3.1.65)
(zie blz. 33)

en D hebben hetzelfde aantal rijen,
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De gevonden optimale basisoplossing van P » is ;v-1°
Splits nu d als
d=(a,3" (3.1.66)
wp D (1) (h=1)
waarbij d = (b1,..., by =g aeees =T )3
S (h) (k)
d (-f 0 gso8 g "'fuo )n —1
B*1 ol |3 B 4
. > -1+
Nu is x = B d = = (3.9.67)
V=1 V1 o] IV >3 *'1-;*
=GB J|ld d =GB d

>* -> ¥
De bij B behorende basisoplossing xB* van L.P.-probleem Pv ; wordt

gegeven door:
-1

EB* =B a4 (3.1.68)

Uit (3.1.67) volgt direct dat ;B* in de xo-kolom van de gereduceerde
tabel staat. Door de kolomvektoren d van D analoog als d in {3.1.66)
te splitsen gaat men direct na dat de bij B behorende y * s B*-13.*
in de overige kolommen van de gereduceerde tabel pegeven worden. Ult
dit laatste en het feit dat de c~waarden van verschilvariabelen gelijk
nul is volgt dat de getallen z, - (- ZB*; S cﬁ) behorende bij ;B*
gegeven worden door de getallen ZJ - CJ in de gereduceerde iabel. Deze
getallen z] - ci 0, alle j, dus xB* is optimaal voor P 10 We heb=-
ben hiermee aangetoond dat de gereduceerde tabel de elndtabel is van
een optimale oplossing Van*Pv_1*° Daar in L;P.(3.1n§3) slechts n varia-
belen x'j optreden kan Pv-1 hoogstens n bijvoorwaarden bezitten, Immers

k.
stel Pv bezit meer dan n bijvoorwaarden, dan geeft dit tegensprask

-1
> s
met het feit dat de basisoplossing XB* van Pv ; geen variabelen S be-
* - 2
vat. Om probleem Pv te verkrijgen voegen we =zen PV 1 een snede van de

vorm (3.1.54) toe, waarne we P, m.b.V. het duale simplex algorithme

oplossen. We zien dus dat Pv nooit meer dan n+1 bijvoorwaarden behoeft

te bezitten.,

Opmerking. Bij het oplossen van de problemen Pv kan het voorkomen dat

meerdere malen dezelfde basis optreedt,
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o ; %) - 5.
Findige oplossingsmethode., Voor de fijinproevers geven we een bewijse—

schets., We zullen laten zien dat men door het oplossen van een eindig
asantal problemen P  de optimale oplossing van (3.1.42) vinden kan. Daar-
toe moet men op een speciale wijze de snedes van de vorm (3.1,54) aan-
brengen.

We zullen aannemen dat de cj in (3.1.42) geheel zijn. Dit is geen be=-
perking, daar men hier altijd voor zorgen kan door de eenheden waarin

de ¢, gemeten worden geschikt te kiezen. Voor elke toegelaten oplos-
singL; van (3.1.42) is z dus geheel. Verder veronderstellen we dat z
begrensd is, hetgeen voor elk realistisech probleem vervuld is.

Laat ;0 =% = ;B .
ziin., We hebben reeds aangetoond dat elke toegelaten oplossing x van

de gevonden optimale basisoplossing van L.P.(3.1.43)

(3.1.42) te schrijven is als:

X, =y. - v.x. (3.1.69)

1

waar ;5 =B gi’ R de indices j bevat behorende bij de variabelen X

L8

. . . . . -+ ; v :
die niet als basisvariabelen in Yo optreden en xB de basisvariabelen

van ;0 bevat.

D kr.t . fu t. - - - - > % <> > _
e lteriumriunctlie z = Cx = chB cRxR =
> L, >
=c (Y - .X.) + E c.X., =
B0 - g "I sep I

> >
=cy, = ) (z.=c¢c)x
B 0 J'eR J [ [
Stel nu o.y. = =
el mu Cpyy = Yoo 25 = ©5 = Ygse
Dus z =y E L I (3.1.70)
Triviaal is de gelijkheid
-+ > >
xp = 0= ] (-e.)x, (3.1.71)
ser 90

*)

zie Hadley, Nonlineair and dynamic programming, blz. 276 e.v,
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Voeg (3.1.69) t/m (3.1.71) samen tot:

2= z Y0i%;

X = 2 ¥.x (3.1.72)
> -+ ->

Xp = 0 = i (-ej)xj

5€R

We geven de volgende definities:

- - +
Een vektor x heet lexicografisch positief, notatie x >'8, als de eerste

o ->
ongelijk aan nul zijnde component positief is, Wij schrijven: x > ;
als x =y > 0. In (3.1.72) stellen we:

> > > > > .
EVOO'YO'O ’ Pj = [yo."l’yj‘_ej]' J € R, (3°1'73)

Wi - - :
We nemen asan dat het vergelijkingenstelsel xB = Yo = 2 yixi zodanig
VjER ' *

+ 3 -
te rangschikken is dat elke ;_.] > 0, i € R. Als dit niet het geval is
¢ -+ >
dan kunnen we er altijd voor zorgen dat pj >0, 3 € R, door aan te ne~
men dat de convexe verzameling van toegelaten oplossingen van
P.(3.1.43) begrensd is. We voegen de overbodige, schijnbijvoorwaarde
Z X. + X =M (BITITh)
jeR J mhl
toe, waarbij M geheel is en zo groot gekozen dat elke toegelaten op=
lossing van (3.1.42) aan (3.1,7h) voldoet met X 41 > O+ Dus X ,q 28l
dus in elke basisoplossing voorkomen. We nemen E steeds als eerste

basisvariabele, en schrijven de vergelijking Xy = M - E x. direct
jer

onder de z-vergelijking in (3.1.72).

Als we (3,1.7L) toevoegen is de tweede component van elke ;. gelijk

aan 1, zodat ;j > 6, j € R, daar voor de optimale L.P.-oploising

ij = Zj = cj 2 0, alle j. We hebben gezien dat we een snede aanbrengen
als de gevonden optimale basisoplossing Yy niet toegelaten is voor
(3.1.42), Bij het aanbrengen van de snedes zullen we iets anders te
werk gaan dan op blz., 180,

Als Y00 niet geheel is, dan gebruiken we de vergelijking van z uit
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(2.1.72) om een snede san te brengen. Als we een snede aanbrengen, dsn
schrijven we deze hijvocrwaarde steeds onder (3.1.72), We kiezen dus
op de volgende wijze de sredes: we onderzoeken de vergeliikingen uit
(3.1,72) volrens de volrorde waarin ze feceven wordan én bapalen de
snede m.h.v. de vergeliiking die behcort bij de eerste yiO’

i=20, 1,.4v., m, die niet geheel is, We zien dus dat zolang Yoo niet
geheel geworden is, we m.Db.v., de z-vergeliiking de snede bepalen.

Stel dat ;n een niet toerelaten oplossing is van (3.1.k2), M.b.v. de
regeven keﬁzeregel voor de snedes bhepalen we een snede, hetgeen een
lossen we op m.b.v. het duale simplex

nieuv L.P.=probleem P  geeft, P

1 1
eleorithme, Bij dit algorithme heraler we verst de vektor die de basis

raak

uitgaat, Als e T Vo de meest nepatieve basisvarishele ig, dsn

de bij Xpr behorende basisvektor de basis uit. Om de vektor te bepalen
die de basis inkomt zullen we volgens een bepaalde wijze te werk gaan.

Ve berekenen eerst (het tweede kriterium van het duale simnlex glpo-

rithme):

:‘,"01‘ :\"O. 2, = C,
— mﬂx:—.&l (: max —-L——-LL), :vv‘. < i, (3.].75)
Yy ieR Vr; i Trs &

Als k uniek is, dan komt kolomvektor k de basis in. Als k niet uniek
is dan beschouwen we de indices j waarvoor het maximum in (3.,1.75) aan-

genomen wordt en voor deze indices J bepalen we:

:\"—1.; .
e (3.1.76)
Nrj

Als de index waarvoor dit maximum bereikt wordt uniek is, dan gaat de

bij de index behorende kolom de basis in, Is de index niet uniek, dan
Moo

henalen we ~id voor die J wasrvoor het maximum in (3.1,76) aanzenomen

« I.,:;
wordt. Als we zo tewerk gaan, dan wordt tenslctte &&nduidiz de kolom

bepaald, welke de bhasis inraat. Immers stel dat het laatste niet het
geval is dan zou een vektor Bj een scalair veslvoud van een andere veke
tor §i ziin en uit (3.1.73) volgt dat dit onmogelijk is. (door het op-
treden van de + 34).

>

De bovenstaande procedures houdt in dat we de vektor Dy met Yoy % 0 be-
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palen zodat
fs ;,r_n)pj = (;i-l:);k > 8, voor j € R nmet yrj <0
of 7 -Ei3 >3

j € Rmet y_ . <0, (3.1.752)
J

-
Ook voor de p?, J € R met yrj 2 0 geldt:

3]

3 >

>
pk>.0n

e
I
-y

H

rk

.).
Dit is een gevolg van het feit dat p > 0 Daar de eerste niet nul
zijnde component van Db positief is en voor y . komt (immers y i 0},

geldt dat voor de j &€ R met W 2 0 de eerste niet nul zijnde, dus po-

5 = “rj > d
sitleve, component van p. = e p, voor de r € component valt (x)

S 'k
Er geldt dus:
> yri -+ >, .
pj ‘V pk>—0’ JERS dJ #k (3.1:76&.)
Yrk

Bij de iteraties van de duale simplex methode worden na elke stap de

>
getallen v en de vektor Yo getransformeerd volgens de for-

00* Yoi* V3
> >
mules op blz. 91 gegeven° Ve zullen deze grootheden, dus Py en D, bij

elke stap van het oplossingsprocé&dé van de L.P.-problemen beqchouwen.
-

Yanneer x als basisvariabele door x vervangen wordt gaan DO' D.

»nﬁ > 9 k
over in Py Py
M.b.v. def1n1tze van p en de tr&nsformatieformu¢eo or blz. 91 ziet
»* Yr
men dat n? s o &Ry 3§ # k; gelijk is aan p - Dy s behalve voor de
g Yt
de
a5) component.
h's
d N 1|
De r°¢ component van p. is =i,
J Yrk
Yo
Wanneer men (3,1.76), (x) en === > 0 als A 0 combineert dan ziet
rk '

men in dat
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> % . :
D Py woor j € Ry 3 F &, (3 uTT)

Leaat Br de index s voorstellen dan vervangt s in R de index k en de

3 . + * -
bijbehorende 1 wordt gegeven door:

1

— "

V. i ¢ r, -1 voor i = r. (3.1,78)
Yk 2 Trk

Daar §k lexicografisch positief is, is de eerste niet nul zijnde come=

ponent positief en dit geldt ook voor (3.?.781 omdat yrk+<*0 ez dus

niet de eerste niet nul zijnde component*yan Dy is. Dus P ¥ 0 voor

alle j in de nieuwe indicesverzameling R verkregen uit R door } = k

te vervangen door de j die met Br correspondeert.

Verder geldt:

> % - xBr -> i xBr -
n =Py - P e .
0 0 yrk k yrk r
xBr >
Nu is ;?"> 0 en de eerste positieve component van pk valt voor Vg
rk
> -
dus B, ;0 o ¥ Ok {31 T2)

Na elke stap in de duale simplex methode neemt 50 lexicografisch af.

Dit geldt voor elke stap, dus ook wanneer we+overgaan van probleem Pv-1

op Pv' Immers de componenten van de laatste Py uit Pv—1 zijn de eerste
-

n+1 componenten van P, wasrmee we in Pv starten. Doordat bij elke stap

geldt ;O*>~ EO kan cycling niet optreden wanneer we de L.P.-problemen

oplossen.

Zodra er sneden aan (3.1.72) toegevoegd worden (deze worden aan de on-

derkant toegevoegd) zal het aantal componenten van ;i toenemen, Vanneer

een verschilvarisbele als basisvariabele wordt dan laten we snede he-

horende bij de verschilvariabele weg. Als we dit doen dan blijven alle

;j be 3, J € R. Het bewiis geven we niet,

Als tijdens het oplossen van Pv de situatie zich voordcet dat alle

yrj 2 0, dan weten we dat het duale prcbleem een onbegrensde oplessing

bezit en het oorspronkeliike probleem geen oplossing (blz, 147), In dit

geval bestaat er geen toegelaten oplossing voor (3.1.42),
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Ontmoeten we nimmer het geval yrj 2 0, elle j € R dan zullen we na een
eindig aantal stappen een optimale oplossing voor (3.1.,42) bereiken.

Door het voortdurend toepassen van de duale simplex methode op de pro-
blemen P krijgen we een rij vektoren ;0, geef de rij aan door {Eo(t)}u
Hierbij neemt t met &&n toe bij elke uitgevoerde stap van de duale

simplex methode. We hebben reeds aangetoond, (3.1.79), dat 56(t) > ;b(t+1)
is. We zullen bewijzen dat de rij ; (t) eindig is. Stel dat de rij

;O(t) niet eindig is. Daar ;O(t) i po(t+1) geldt yoo(t) 2 yoo(t+1). Ve
hebben verondersteld dat z van onder begrensd is. Dus de rij getallen
yoo(t) vormt een monotoon niei stijgende rij die van onder :egrensd is.
Dus de rij bezit een limiet z , zodat elke e-omgeving van z alle getal=-
len yoo(t) bevat, op een eindig santal na. Verder is z < yoo(t), alle t.
Laat 600 00 = yoo(t), alle t. Ve
tonen nu aan dat er een to bestasat zodat yOO(t) = 600 voor t 2 to.

het grootste gehele getal zijn zodat §

Uit de definitie van §_ . volgt dat na een zeker t, er geldt

00

yoo(t) = 85 * foo(t), 0 foo(t) < 1. Stel dat dit geldt wanneer we

probleem Pv oplossen. Nadat Pv opgelost is, hebben we

(6] = 8y * £ypltt )y Foultt) £ figlt) (3.1,80)

00 00 0

Y00

Als foo(t') # 0, dan, in overeenstemming met de keuzeregel voor de sne-
des, benalen we de snede m,b.v. de z-verpeliiking. De snede heeft de

vorm:

L - ] - \

jeR(t")

Deze snede wordt dus ingevoerd om FV+1 te vormen uit Dv'

De enige negatieve variabele in de begintabel wvan Pv+1 is S

de eerste stap van de duale simplex-methode toerepast op Pv+1 wordt

« Dus in

5 niet=basisvariabele en vervangen door Xy e yoo(t'+1) wordt gegeven

v+1
door (zie 2.3.LT):

foolt")
Yoolt'+1) = ¥golt') - 7 1o Yox(t!) (3.1.82)

Uit het tweede kriterium van de duale simplex methode ((3.1.75), (3.1,76))

-f 1 5 , 1y 3 -c ; —_
volgt ‘Ok(t ) < 0, dus fOK( ) >0 ka(t ) is een z, - ¢, en deze ge
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tallen zijn in de duale simplex methode altijd > O. Dus y0k(t’) > 0,
Er geldt y

J =
Yo't ) Sox
. ] i} ' >
kleiner dan yOk(t )« Daar fOk(t ) >0 en yOk(t ) 2 0 geldt dus

! f i 3 -y
(t') + fOk(t ), 50k(t ) is grootste’ gehele getal

(t') > 0, (Als y. (t") = 0 dan is ook f__(t') = 0, tegenspraak.)
Yok Ok Ok

Daar yOk(t') > 0 volgt uit de definitie van &_ (t') dat GOk(t') F* By

0x
Hetgeen impliceert: yOk(t') > fok(t').

Uit (3.1.82) volgt dan:

yoo(t'+1)

A

Yoolt') = flt') = 840 (3.1.83)

Altijd geldt §__ < yoo(t), alle t,

Dus yoo(t) = 622 voor t E t1+1,

De eerste component van po(t) is dus vast en geheel voor t 2 t'+1, De
kriteriumfunctie is dan geheelwaardig geworden en heeft zijn maximum-
waarde bereikt. Bij elke volgende stap blijft deze waarde van z onge=-
wijzigd. Wanneer bij een volgende stap X, basisvariabele wordt dan
wordt X positief (geldt altijd bij duale simplex methode,

X, * = ;fi > 0, omdat Xpn <0, Yot
anders zou z veranderen. Stel nu dat de basisvarisbele in de eerste

< 0) dan moet dus gelden yos(t) =0,

vergelijking na de z-vergelijking niet geheel is, als z de waarde 600

bereikt. Als we nu overgaan van probleem Pv near P dan bepalen we

m.b.v. deze vergelijking de snede en wel net zolan§+;otdat de basis=
variabele geheel geworden is.

Als nu x_basisvariabele wordt dan geldt y S(t) # 0, en daar yos(t) =0
en 55 > 0 geldt dus y1s(3) > 0, Verder is po(t) > 50(t+1). Na t'+1 is
de eerste component van po(t) steeds 600, dus de tweede component van
Eo(t) vormt een monotoon niet stijgende rij die begrensd van onder is,
Analoog toont men nu aan dat de tweede component van ;O(t) geheel wordt
na een eindig aantal stappen. Zo voortgaand toont men aan dat elke com=-
ponent van Eo(t) in een eindig aantal stappen geheel wordt. De vektoren
;i(t) hebben slechts een eindig aantal componenten. Dus na een eindig
aantal stappen verkrijgen we een optimale oplossing voor (3,1.L42) of we
vinden dat er geen toegelaten oplossing voor (3.1.42) bestaat,

De voorgaande procedure om een optimale oplossing in een eindig aantal

stappen te verkrijgen is in de praktijk moeilijk hanteerbasar. Voor prak-
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tische doeleinden past men dan ook de procedure toe beschreven op

blz. 182, Ook deze lastste procedure stelt ons in het algemeen niet in
staat om een probleem van realistische omvang in een redelijk snelle
tijd op te lossen, Er ziin problemen van de vorm (3.1,42) aangepakt,
waarvan de oplossing van L.P.(3.1.42) in 20 stappen bereikt was, maar

na 2000 starpen noz geen toegelaten ovlossing voor (3.1.42),

Algorithme voor het zemenpde L,P.-probleem

Comory's algorithme om discrete L,P,-problemen ov te lossen hebben we
gepeven. Comory heeft ook een algorithme ontwikkeld om gemengde L,P,=-
problemen op te lossen. 4 wit (3.1.42) bevat nu dus niet slle 3. Om

het pemengde L.P.-probleem op te lossen beginnen we met het onlossen

van L.P.(3,1.43), Als de gevonden ontimnle basiseonlossing ven L.P.(3.1.43)
toepelaten is voor (3,1.42) dan is de oplossing optimeal voor (3.,1.k42),
Als de oplessing niet tcegelaten is, dan brengen we een snede aan. De
snedes worden op een andere wijize bepaald dan in het discrete geval.

We zullen een aantal verschillende bijivoorwasrden afleiden, die elk

als snede kunnen worden aangebracht,

==
Laat ¥. de gevonden optimale hasisoplossing van L.P,{3.1.43) zijn. Elke

0
toegelaten oplossing van (3,1.,42) is te schrijven als:
X, =¥, = ¥ X

B 0 3€R 33

> . . -> . . .- .
xB bevat de basisvariabelen van Yo R 1s de verzameling van de indices ]
behorende bij de niet-basisvariabelen,

Stel dat Foor riet geheel is, maar geheel behoort te zijn in elke toege-

laten oplossing van {(3.1.42). Beschouw dan:

X = }" - Z y P a8 (3.1.83)
Bu ul ieR uj 3

We stellen T ™ éuO + fuo’ waarbij GuO het grootste gehele getal klei=
ner dan y .. Er geldt dus 0 < fu <1,

ul 0
Voor elke toegelaten oplossing van (3.1,42) is

fuo - jza yujxj = geheel = Xay = 6u0 (3.1.84)
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Laat R de deelverzemeling van R zijn net Fyi & 0, R de verzameling
van de indices J uit R net P 0,
‘s (".. Y v
Voor E ¥ X 2ian twee mogelijkheden: } VsXs 2 Cof | v
jer 4 jer 1 jeR

le geval: E Vus®s 2 G,

Voor elke toegelaten oplossing van (3.1,42) is E EATE qu geheel,
jer W -

verder 0 < f _ < 1, dus
ul

L yyX; =68+ f (3.1.85)

jer " w0

met § = 0 of 1, of 2,44,

Daar & > O volgt uit (3.1.85)

Nu is 2 Y X E ¥ K F E ¥ Kien
jer wdd jeR, Uity o oseg TwWd

Uit de definitie van R volgt i Fys¥s & 0, dus voor elke toegelaten
jer %

oplossing van (3.1.42) geldt:

. 3 f [ ] L]
?23 YusX; 2 fo (3.1.86)
=R,

2e geval: E vy .x, <0
jeR W J

Uit (3.1.8L4) volgt dan:

E v .x,.=f =8
jeR uj g u0

met & = 1, of 2’ of 3,-1-

Hetgeen impliceert dat voor elke toegelaten oplossing van (3.1.42)

geldt:

A
]
—_

.E Pyt ¥ 429 Yui™; Tho
(3 + o X -
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en, daar E yujxj 20,
JER+
z Y. .X. _<_ f - 1 (3.1.87)
jeR uj J uo
qu
Vermenigvuldig (3.1.87) met het negatieve getal = T en bedenk voor
uo
] i < - v = = |e
J € R_1s yuj 0, dus qu Iqu
Dit geeft: Y - E - |y | 2t (3.1.88)
JER_ uo 3

Combineer (3.1.86) en (3,1.88), dan geldt zowel voor geval 1 als geval 2,

dat elke toegelaten oplossing van (3.1.42) voldoen moet aan:

f

u0
Y oy .x. o+ ) ly .lx. > ¢ (3.1.89)
jer, 7 jeR 1=Tp "W 37w

immers de termen uit het linkerlid van (3.1.89) zijn beiden niet-nega=-

tief, en minstens é&n van beiden is groter dan of gelijk aan f w0

_1+ >

De gevonden optimale basisoplossing van L.P.(3.1.43) ;b =B b, x, =

voldoet niet aan (3.,1.89), daar f.0 > 0

Men kan (3.1.89) dus als snede gebruiken,

Bij de afleiding van deze snede hebben we alleen gebruikt dat Xg, ge-

heel moet zijn. Wanneer meer xj, J € R geheel moeten zijn dan kunnen

we een andere snede bepalen, die mogelijk "beter" is, Beschouw de
sjeRnJ.Voor j € RN J stellen we y =68 ,+f ., 6ui is het groot-

uj uj

ste gehele getal kleiner dan of gelijk aan ¥y » Er geldt dan 0 < T i < 1,

Laat R de verzameling van de indices j uit R zijn die niet tot Rn J

behoren,

Nu is Lo E Ve = - E d Xy = ) L %= E Y. X
jerR W J fuo i€Rad M Y9 3eRag W I 5ggT WY

5 du4X* is peheel voor elke toegelaten oplossing van (3.1,42), en nu

volgf uit (3.1.84) dat voor elke toegelaten oplossing van (3.1,42):

fuO . E u'xj - jzR* yujxj = geheel, (3.1.90)

JERnJ J
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Verder is 2
J&RnJ
ijn @ . 20 v Y. <0,
z1)n met yuj 2 resp JuJ

> L it
wiX; 2 0. Laat R, enR_ de deelverzamelingen van R

Onderscheid wederom:

Geval 1: .E o
JER

2 0.

X,
uj J
Voor elke toegelaten oplossing van (3.1.L42) geldt:

v o.x. + f x. =6+ f _,

Het linkerlid is groter den of gelijk aan 0, verder 0 < T €1, dus
810y of Ty of B

Waaruit volgt E o ¥ X, ¥ z P o, 3.1

jerR, ™I jeRag W W

Ceval 2: E
jé€R

o

Nu geldt voor elke toegelaten oplossing van (3.1.42):

< 0

K.
i yUJ J

=f () f .x,+3)

X
z * qu J 1l jeRnJ

l‘jER
met 6 = 1, Of 2,0:5

Dus 2 e
JER

2

ui®; = Tuo = 1

waaruit men analoog als in vorige geval 2 afleidt:
ul0 [
Z o e — y '|x_;f
jER* 1 qu u) J u0

Zodat we kunnen concluderen dat elke toegelaten oplossing van (3.1..42)

moet voldoen aan:

£
u0
f .x. + X, + 5 . f
iegnJ wi jzR* Yus™; jZR* =T lquli = "uo
A + -

(3.1.91)

De gevonden optimale basisoplossing van L.P.(3,1.43) voldoet niet aan
(3.1.90). We zien dus dat (3.1.90) een andere snede is die we kunnen

aanbrengen,
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L
Een derde manier om een snede te verkrijgen is de volgende, Laat 5u%
het kleinste gehele getal groter dan yuj ziJn. Er peldt dan

* .. . - - -
v .=8 . -« (1 -1 ), Ve schrijven ¥.. 1n deze vorm vcor j € RN J,
“u) uJ uj u]

Analoog aan (3.1.90) leidt men af:

£+ E (1 = £ .)x, = E w V. :X. = geheel (3,1,92)
U0 seRag T seg™ W
voor elke toegelaten oplossing van (3.1.42),

Verder is = ) (1 - fu.)x. 2 0.
iERnJ J

Op dezelfde wijze waarop (3.1.91) afgeleid is, vindt men dat elke toe-
gelaten oplossing van (3,1.42) voldoen moet aan:
qu qu

x. + e |y L[z, # 2 (1-f )%, 27
jZR* Tui®; jza* LI Iqul J jegnJ U ( ui™5 2 Tuo
+ _

L}

(3.1.93)

De gevonden optimale basisoplossing van L.P.(3.1.43) voldoet niet aan
(3.1.93). We hebben hiermee een derde snede gevonden, die aangebracht
kan worden. Wanneer we de afleiding van de lasatste twee snedes en de
snedes zelf nader beschouwen, dan opent zich mogelijkheid om nog een
snede af te leiden.

Men ziet dat de snedes (3.1.91) en (3.1.93) &lléén verschillen in de

coéfficiénten van x,, € RN J, Nuis £ . < (1 = £ .) alléén
J u) 10 u)
dan als £, < 0 Als wve (3.1.91) en (3.1.93) combineren door als

T

coéfficiént van xj, J € R nJ de kleinste van de getallen f . en

uj

r

?—-H%-— (1 - fuj) te nemen, dan vinden we een nieuwe snede. De bij deze
R 110,

nieuwe snede (= geometrisch een halfruimte) behorend begrenzend hyper=
vlek snijdt meer van de x ,~assen, J € RN J, af dan de begrenzende
hypervlakken behorende bij de snedes (3.1.91) en (3.1.93). Geometrisch
ziet men dit eenvoudig in asan een voorbeeld in de EE. Laten de twee

snedes o.x, + o X

19 F 0% 2 ¢ Byx

1

N 5% b
+ 32x2 ¢ zi1]n, wearbij c, %y Oy 81, 82> 0.
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In

%4

max(éL;éL) wordt bepaald door min(Bi,di)q
|

Men toont eenvoudig san dat elke toegelaten oplossing van (3.1.42) aan
de nieuwe snede voldoet, en dat de gevonden optimale basisoplossing
van L.P.(3.1,43) niet voldoet. Men kan deze nieuwe snede namelijk af-

leiden door voor je RN J te stelleny . =6 .+ f ., alsf . < f §
u) u] uj uj] = uo

- (1<«f.) te stellenals f . > f
u] uj

L.
en yuj =46 uo*®

uj
Stel T, = {j | 5 eRnJ, fuj 2 fuo},
M, = {j | 5erRnJ, fuj > f o) m,ul,=RandJ,
Dan wordt:

*

JeR w9 jer[T J jeHE
+ z YV X.»
jER* uJ J
9%
Daar dui’ 6ui en xj voor j € R N J geheel zijn volgt m.b.v. (3.1.84)
dat voor elk; toegelaten oplossing van (3.1,42) geldt:
fo= 3 f.x.+ ¥ (11 )x, + ) « V..X. = geheel,

Door analoog te werk te gaan als bij de afleiding van de snedes (3.1.91)

en (3.1.93) vindt men de nieuwe snede:



s 90, =

> e lae
ng 4u5%5 2 Tyo (3.1.94)
i 3%
(Yu50 J € R,
f
u0 . *
1 - fuo lyujls J eR_
met d . =< . (3.1.95)
<
uj fuj, jeRNJ, fuj L
90
- . J ., >
kT - qu (1 fuJ)' JE R A fuJ qu

Het is gebruikelijk om (3.1.94) te schrijven als:

igR (=a,)x, 5 =f (3.1.96)

v

Deze laatste snede is de beste van de gegeven snedes.

Wanneer eenmaal een snede bepaald is, dan bepaalt men de oplossing van
het gemengde L.P.-probleem precies op dezelfde wijze als bij het disw
crete L.P.~probleem. We lossen steeds een nieuw L.P.-probleem op. We
merken op dat (3,1.,96) ook als snede gebruikt kan worden in het dise
crete geval.

Onder bepaalde voorwaarden kan men ook Voor het gemengde L,P,=probleem
aantonen dat de optimale oplossing in een eindig aantal stappen bereikt
wordt .

We geven tenslotte een voorbeeld.
max z = 0,25x1 + Xy
onder

O,SOx1 # %

in

s & 1,75

x, +0,30x, g 1,50 (3.1.97)

A

1

XiaXy 2 0

X, 9%, geheel,

Dit is een gemengd L.P.-probleem, daar de verschilvariabelen, die we in-
. » - + -
voeren om de bijvoorwaarden in vorm Ax = g te brengen, niet geheelwasar-

dig behoeven te zijn,



Na invoeren van de verschilvariabelen wordt het probleem:

max z = 0,25x1 + x

onder

O,SOx1 + Xy +x, = 1,75

1

x. 20
l-

- 200

x, + 0,30x2 +

(i =

X4 9%, geheel,

2

3

)

Tswws 5 )

1,50

(341 .98)

Om dit gemengde L.P.-probleem op te lossen, laten we de voorwaarde

xT,xe geheel weg en lossen eerst het verkregen L.P.,-probleem op.

Begintaebel L.P,(3.1.98), tabel 1

0,25 1 0
—
cB B Xq x1 x2 x)
0 X3 1,75 0,50 1 0
0 x, | 1,50 1 | 0,30 1
2 e ;><f 0 -0,25 | -1 0
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Optimale oplossing L.P.(3.1.98), tabel 2

0,25 | 1 0 0
e B
CB xo X,I x2 x3 xh
1 x, | 1575 | 0,50 | 1 1 0
0 x, | 0,975) 0,85 | 0 | =0,30 | 1
2 5mC >K{ 1,75 | 0,25 | 0 1 0

In de gevonden optimale basisoplossing ven L.P.(3.1.98) is X, niet ge-
heel. Dus we moeten een snede bepalen die we aan L.P.(3.1.98) toevoe-

gen, en dan het verkregen L.P.-probleem P, oplossen. We brengen een

1
snede van de vorm (3.1.96) san,
We gaan eerst na welke indices in de verschillende indexverzamelingen

bevat zijn.
J={1,2}, R = {1,3}. Waaruit Rn J = {1}, R = {3},
Nu is x,. niet geheel in de gevonden optimale basisoplossing, terwijl

2

x, geheel moet zijn. Om de snede te bepalen beschouwen we vgl.(3.1.83),

2
dit betekent in ons geval dat u = 1 en dat we de eerste rij in tabel 2
L *%

beschouwen. R+, R zijn de deelverzamelingen van R met y1j 2 0, resp.
- -

¥,.. <0, R = {3}, Uit tabel 2: y

J.J

R_= ¢, d13 =1,

Daar Yio = 1,75 geldt f10 = 0,75« 1T RNJ, nuis f

13 = 1 > 0, Hetgeen impliceert R: = {3},

i1 ™ 0,50 daar

Yi1 0,50. Omdat f11 < f10, geldt d11 = f11 = 0,50,
Ve hebben dus fi0 % 0,75, d11 = 0,50, d13 =1,
We kunnen nu de snede geven:
—0’50}{1 - x3 : -O,TS (3016998')

Na toevoegen van de verschilvariabele 8y

-0,50x, - X3 + s, = =0,75¢ (3.1.99)



We voegen (3.1.99) toe aan L.P.(3.1.98), dit geeft het L.P.=-probleem P

1
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voegen we aan tabel 2 een rij en een kolom toe,

Begintabel van P1, tabel 3
0,25 o |o |o
>
cB B X X, 5 x3 x), 5,
1 X, | 1575 0,50 1 o |o
0 x, | 0,975 | 0,85 -0,30 | 1 |0
-
0 | s | =0,75 | 0,50 UL T min(xg, ,x
Bi
2 e :><f 1,75 0,25 1 o |o
+
Eerste verbeterde oplossing van P, tabel L
0,25 o |o |o
-
cp B X X, 5 x3 x), S,
1 X, 1 0 0 0 1
0 x, | =0,30 0 2 |1 1,70 | <
0,25 | x, 1,50 1 2 g | =2
zmc >< 1,375 0 0,50 | 0 | 0,50

P, lossen we op m.b.v. de duale simplex methode. Om dit uit te voeren

<
Bi

1.

0)



- 203 -

Optimale oplossing van P1, tabel 5

0,25 | 1 |0 0 0

o

cB B xo x1 x2 x3 xh s1

1 x, | 1 0 1 |o 0 1

0 xy | 0,15 | 0 o |1 | -0,50 | -0,85

0,25| x, | 1,20 | 1 o | o 1 =0,30
z.=c. :><: 1,30 | 0 o | o 0,25 | 0,925
i3

5 geheel maar X, niet, We moe=-

ten dus opnieuw een snede aanbrengen. J = {1,2}, Nu is R = {4,5}. Index 5
£
«Dus RNJ = ¢, R = {L4,5}. Om de snede te bepalen beschou=

In de optimale basiscoplossing van P1 is x

slaat op 8,

wen we de x, -rij, u = 3.

1

Uit tabel 5: y5, = 1> 0, yy, = =0,30 < 0. Dus R: = {3}, R" = {5},

Verder zien we uit de tabel Y30 = 1,20, dus f30 = 0,20,

_ _ 0,20 _
Volgens (3.1.95): dg), = 1, d35 = 7-1:ﬁ5:§5 0,30 = 0,075,

Verder is RN J = ¢.
De nieuwe snede heeft de vorm:
-x) = 0,075s, < =0,20, (3.1.1008)

toe, dit geeft het L.P.-probleem P,.. P, los=

We voegen (3.1.100) aan P v Py

1
sen we op volgens de dusle simplex methode,
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Begintabel voor P, tabel 6
0,25 | 1 0 0 0 0
;é B X X, X, ¥ x), 8, S,
1 X, 1 0 1 0 0 i 0
0 xg | 0,15 | 0 0 1 -0,50 | -0,85 [ O
0,25 | x, 1,20 | 1 o | o 1 -0,30 | O
0 s, | =0,20 | O 0 [0 | =1 -0,075| 1 | «
Zj-cﬁ >Kf‘ 1,30 | O 0 0 0,25 0,925| 0
4
Optimale oplossing voor P2, tabel T
>
cB B X X, X, X3 | %, S, 52
1 X5 1 0 1 0 0 1 0
0 x3 10,2510 [0 |1 o |=-0,825 | -0,50
0,25 | x, | 1 1 o Jo [0 | -0,375 1
0 x, | 0,20 | O 0 0 1 0,075 w1
e, >x< 1,510 o |o |o 0,90625 | 0,25
In de gevonden optimale basisoplossing van P2 zijn X, en x, beiden ge-
heel, dus deze oplossing X, =Xy = 1, z = 1,25 is een optimale oplos-

sing voor het gemengde L.P.-probleem (3.1.97). In dit voorbeeld gaf het
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algorithme ons snel een optimale oplossing, slechts twee problemen Pv
behoefden opgelost te worden. Niettemin was de hoeveelheid rekenwerk
ongeveer vier maal de hoeveelheid nodig om L.P.(3.1.98) op te lossen.
We zullen tenslotte de snedes grafisch interpreteren. Beschouw eerst de
snede (3.1.99a)., We elimineren X3 uit deze snede m.b.,v, de eerste voor-

waarde uit (3.1.98), dit geeft

-O,SOx1 - 1,75 + O,SOx1 + X, & =0,75

of ' X, &1 (3.1,101)

De snede (3.1.99a) is dus equivalent met X, & 1. De snede (3.1.992) re=-
duceert de verzameling van toegelaten oplossingen van L,P.(3.1.98) tot

het //// gearceerde gebied,
Beschouw vervolgens de snede (3.1.100a). Uit (3.1.99) volgt

s, = =0,75 + 0,50x, - x, en m.b.v. de eerste voorwaarde uit (3.1.98)

1 3

volgt s, = 1 = x,. Uit de tweede voorwaarde van (3.1.98) volgt

X, = 1,50 = x, = 0,30x,. Dus snede (3:1.100a2) is equivalent met

1,50 + x, + 0,30::2 - 0,075 + 0,0TSxa < =0,20

1

of X

1+ 0,3T5%, £ 1,375,

Snede (3.1.100a) reduceert het //// tot het MY gearceerde gebied. De

punten waarin de optimale oplossingen van PO’ P1 en P2 sangenomen wore
den zijn sangegeven door @ . @ en @, resp.

© x,+0,375x,=1,375

X, =1
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Hoofdstuk IV. Kwadratische programmering

1. Inleiding

Een optimalisatieprobleem is een probleem waarbij men een functie van
€én of meer variabelen (of functies) maximaliseert of minimaliseert,
waarbij de variabelen (of functies) onafhankelijk zijn 3f door bijvoor-
waarden op een zekere wijze met elkaar verbonden zijn. Bepaalde optima-
lisatieproblemen kan men oplossen m.b.v. de klassieke methoden, zoals
differentiaalrekening en variatierekening. Maar er is een grote klasse
van optimalisatieproblemen die in het algemeen niet met behulp van de
klassieke methoden op te lossen zijn. Deze problemen noemt men vask
programmeringsproblemen. De eenvoudigste typen hebben we reeds ontmoet,
nl.

max z = ox

onder A; =%

Tl

xj geheel, j € J1.

Als J1 leeg is, dan spreken we van een L,P.-probleem, als J1 niet leeg

is dan hebben we met een gemengd L.P.-probleem te maken,

Het algemene programmeringsprobleem luidt als volgt:

maximaliseer (of minimaliseer)

Z=f(x1,||e, xn) (h.-"’)

onder

gi(x.l,.-., xn){; = ;}bi (i = 1’900, m)(hg1|2)
Hierbij zijn aan m en n geen eisen opgelegd.
Gewoonlijk zullen sommige of alle variabelen xj niet-negatief moeten
zijn. We kunnen aan (L4,1.2) ook nog de voorwaarden toevoegen, die in=-
houden dat sommige X; alléén bepaalde waarde aannemen mogen,

Elk programmeringsprobleem dat niet een L.P.=probleem is noemen we een

niet-lineair programmeringsprobleem,
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Niet-lineaire programmeringsproblemen zijn bijna altijd lastiger op te
lossen dan L.P.-problemen., Slechts voor een kleine klasse van niet=li-
neaire programmeringsproblemen zijn methoden ontworpen, die ons in

staat stellen een optimale oplossing te berekenen. In het hierna volgen-
de zullen we aannemen dat de optredende variabelen niet beperkt zijn

tot discrete waarden, tenzij we het anders aangeven.

De klasse van niet-lineaire programmeringsproblemen wasrin de bijvoor-
waarden lineair zijn en de objectfunctie niet=lineair is, is het meest
uitgebreid bestudeerd, Het algemene probleem uit deze klasse is te

schrijven als

max of min z = f(x1,..., xn) (hy143)
onder

n

‘Z aijxj{; = ;}bi, (i = 1,.0-, m) (ho1|h)
j=

X; 2 0 (J= Yysauy 0)

Tot nu toe heeft men alléén een oplossingsmethode gevonden voor dit
soort problemen als de objectfunctie z speciale eigenschappen bezit.

We zullen twee speciale gevallen van (3.1.3) aangeven:

1. De objectfunctie is te schrijven als een som van n functies, die

elk een functie van &én variabele zijn, d.w.z.

z = f(x1,..., xn) = 'f fi(xi) (4e1,5)
i=1
In dit geval zegt men dat de objectfunctie separabel is.
Om er voor te zorgen dat een optimale oplossing gevonden kan worden
moet men nog verdere eisen aan de functies fj(xj) orleggen., Op dit
type problemen gasn we niet nader in. Wel zullen we het volgende spe=-

ciale geval van (L4,1.3)=(4,1.,4) behandelen:

2. De objectfunctie is een som van een lineaire en een kwadrstische

vorm, d.W.z.

n n n
z = f(x1,..., xn) = ) cx.,+ ) ) a

XX, (4e1,6)
j=t 49 =1 =1

i1 g
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Een dergelijk niet-lineair programmeringsprobleem noemt men een

kwadratisch programmeringsprobleem, Opdat in dit geval een optimale op-

lossing gevonden kan worden, moeten de getallen dij aan bepaalde eisen

voldoen.

De basiside&en voor de oplossingsmethode van het kwadratische program-

meringsprobleem leren we kennen, als we de klassieke optimalisatiepro-

blemen nader beschouwen. De klassieke optimalisatieproblemen verkrijgen
we uit (4,1.1)=(k.1.2) als we onderstellen a) in de bijvoorwaarden tre-
den geen ongelijkheden op, b) de variabelen zijn niet beperkt tot niet-
negatieve of discrete waarden, ¢) m < n, d) de functies gi(x1,..., xn)

en f(x1,.¢,, xn) zijn continu en bezitten partigle afgeleiden van ten-

minste de tweede orde.

Het klassieke optimalisatieprobleem wordt dus gegeven door

max of min z = f(x1,qu., Xn)

onder (BalsT)

gi(x.l,u-, xn) . bi, (i = 1,.-., m; m < n)

In principe kan men deze problemen m.,b.v. de klassieke optimalisatie-
technieken oplossen. In het algemeen is het echter ondoenlijk om op de=-
ze manier een numerieke oplossing te bepalen.

De klassieke optimalisatiemethoden kunnen gegeneraliseerd worden voor
het geval de variabelen niet-negatief zijn en de bijvoorwaarden onge-
lijkheden kunnen zijn. De theoretische resultaten die we bij de aflei-
ding van de klassieke optimalisatiemethoden en de generalisaties hier-
van vinden, zullen ons indirect een methode geven om een optimale op=-
lossing te berekenen voor het kwadratische programmeringsprobleem, Voor
we de klassieke optimalisatiemethoden behandelen zullen we eerst enkele
definities en stellingen memoreren betreffende reéle functies van meer

variabelen.

Def, b.1.1, Leat f(x) = f(x1,..., xn) een reéle functie op een open

verzameling V in de " zijn. Onder de partiéle afgeleide naar x. in het

[

punt *C van V verstaan we (als deze bestaat)
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0 0 0 0 0 0 0
. f(x1 9900y x_j_—1 ,xu +h, xj+1 §°90 9 Xn ) -f(x.' 5000y xn )
1im h =
h=>0
£(x, + he.) = £(x,)
= lim ﬂ {h,1.8)
h+0
af(x.)
i 0 af > -
Notaties: ——g=—, (axi);o' ij(xo), Djf(xo)

Def, 4,1,2. De reéle functie f(;) heet differentieerbaar op een open
verzameling V van de En’ 1nd1en er op V n functies A, (x), J 5 Tgenwy Dy
bestaan, z6 dat voor elke X €V geldt:
> -+ I - =+
f(x +h) =f(x) + )} A.(x)n, +ol|n]) als |k| >0
j=1 r] J
Zoals bhekend gelden de volgende stellingen:

Stelling b,1.1. Als £(x) differentieerbaar op V dan is f(X) continu op
V en verder bestaan Dif(;) op V, waarbij Dif(;) = Ai(;) [F = Vpwwny Bl

(3] %

Stelling 4.1,2. Als van een functie f(;) alle partiéle afgeleiden %%—

(i = 1,000, n) bestaan en continu zijn Oop een open verzameling V van de

+
E_dan is f(x) differentieerbaar op V.

-3
Als een functie f(x) continu is op een deelverzameling van de E 0 dan
geven we dit aan door de notatie f(x) € C.
Bestaan tevens de partigle afgeleiden van f en zijn deze continu dan

. * 1
geven we dit weer door f(x) e C',

. . - . . . . > 1
Uit stelling (L4.1.2) volgt dat f(x) differentieerbsar isin xals f(x)eC .

<> 1 ;
Def. 4,1.,3, Als f(x) € C voor een zekere deelverzameling van de o dan
e
kunnen we voor elk puntx in deze deelverzameling de n-component kolomvektor

Vf definiéren door

of of
Vf = (a R 3';(';;)- (hl195)
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Vi heet de gradiént vektor van f,

-+ >
N 3 (x,) af(x,)
Onder Vf(xﬂ) verstaan we natuurlijk 3x1 s axn ¥
Flk van de partiéle afgeleiden van f naar X, (j = 1,000, n) is weer een

18
functie van n variasbelen, en van elk van deze functies kunnen we de

partiéle afgeleiden vormen als ze bestaan., Dit geeft dan de functies

o 2r, 9
ox.’
i 7%

3 f
0x.

=D, .f(x)
ax1 ax - -J- x ®

. 1
]

fe C2 als alle partiéle afgeleiden van de tweede orde continu zijn,
Voor de partié€le afgeleiden van de tweede orde geldt de volgende stel-
ling:

Stelling 4.1.3. Als f € C2 voor een zekere deelverzameling van de En,

>
dan geldt voor elk punt x van deze deelverzameling

2°r _ 2°r

9%.09x.  ox.ox.
13 1T

[3

alle 1,3,

De n2 partiéle afgeleiden van f kungen beschouwd worden als de elemen-
3°f

ox, 90X,
1 ]

ten van een n X n matrix Hf = (i ¥ Hf heet de Hessian matrix

voor f. Als f € 02 dan is Hf symmetrisch,

Kettingregel, Veronderstel dat elke variabele X, (J = 1,04s, n) in de

functie f(x) een functie van m variabelen Vi is, dus
= .
X, = ¢j(y1,.ua, ym) = ¢j(y). In dit geval heet f een samengestelde

functie, in werkelijkheid is z = f(xT,g.., xn) een functie van Yyseees Vo

Stelling h.1.4, Laat z = f(x1,.°., xn) differentieerbaar zijn op een

open verzemeling V in de E en xj = ¢j(y1,..., ym) differentieerbaar op

n
1iawsy B)s Stel (x

een open W in de E o (3 = 1

(y1s=n., Y,) € Ve
L3 + + - .
Dan is z = f[¢1(y),..., ¢n(y)] differentieerbaar op W en er geldt

so0ny xn) eV als

9%
3z _ ¢ ar %4 :
By g2y Bxg oy (5= 1yeee, m) (441.10)

‘. f .
Bij het bhepalen van g beschouwen we f als een functie van Xysenss xn.
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Reeksontwikkeling van Taylor

‘ . 1
We geven deze reeksontwikkeling voor het geval £ € C en voor het ge-
val f € 02 Vvoor een open convexe verzameling in de e (X convex, G.W.Z,

> >
€ V dan ook rx. + (1 = l)xe EX, D LA Z )

2 1
Deze stellingen zijn directe generalisaties van de stellingen voor reéle

+ o
als X)X
functies van &&n veriabele,

Stelling 4.1.5a, Als £(x) € ¢! voor een open convexe verzameling V in
>

s X5 € V een getal 6,

de En dan bestaat bij elk tweetal punten x
0 <6 <1, zodat

1

A

£(x,) = £(x,) + (x, = x.)* o vefox, + (1 - 0)x,]  (ko1411)

| Stelling 4.1.5b. Als £(x) € ¢® voor een open convexe verzameling V in

de E” dan bestaat bij elk tweetal punten ;T’;é € V een getal 6,

026 21, zodat

f(§2) = f(§1) + (% -%)' . Vf(§1) +

2 1

- %)

1 ,-> > 3 -> -+ -
& 2:(x2 -x )" Hfl:ex1 + (1 = 6)x2] . (x2 7

(he1,12)

- “ + + @ aw
In stelling (3.1.4) is Vf[ﬁx1 + (1 - 8)x2] de gradiéntvektor van f ont-
wikkeld in het punt 6x, + (1 = 6);2 en in stelling 3.1.5 is

-
1 + (1 - e)xgo

1
Hf[e§1 + (1 = B)Eé[de Hessian matrix van f in 6x

Impliciete functies

Laat AX = b een stelsel ven m lineaire vergelijkingen in n onbekenden
zijn, waarbij r(4) = r(Ab) = m. Wanneer B een niet-singuliere deel-
matrix van de rang m van A is, dan weten we dat de m variabelen, beho-
rende bij de kolomvektoren van B &&nduidig in de overige n-m variabelen
uitgedrukt kunnen worden (zie Lineaire programmering, blz. L8),

Stel nu eens dat een stelsel van m vergelijkingen (niet noodzakelijk

lineair) in n variabelen gegeven is,

gi(sz) =0 (i=1,000, m) (L,1,13)
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waarbij m < n. Nu willen we weten of het mogelijk is m variabelen te
kiezen, stel Xyseovy X zodat deze variabelen te schrijven zijn als
functies van de overige variabelen.

Dus we willen nagaan of er functies

xi=¢i(xm+1,nnv, xn), i=1,|n-,n (hu1o1h)

bestaan, z6 dat, als we aan X420t X willekeurige waarden toekennen
en de Xs (i = 1,000, m) dum.ve (4.1,14) berekenen, de gevonden
>

X = (x1,..., xm) aan (L4.1.13) voldoet. 3.

Van elk van de functies gi(;) kan men de parti&le afgeleiden szl van de

eerste orde bepalen. De zo verkregen mn partiéle afgeleiden zijh op te
og.

vatten als de elementen van een mxn matrix G = ((3;3)).

Van deze matrix G kan men (2) verschillende mxm deeimatrices vormen.
Zo'n deelmatrix heet een Jacobiasan matrix,

We zullen nu de hoofdstelling betreffende impliciete functies formule-
ren., Opdat de lezer de structuur van deze stelling eenvoudiger inziet,

geven we de stelling eerst voor functies van twee variabelen.

Stelling 4.1,6, Laat de re&le functie f(x1,x2) € C1 Voor een open ver=-

zameling V in de E,. Stel dat (a1,ag) een punt van V is, waarvoor

af(a, ,a,)
12#0.

f(aT,aE) =0 en 3x2

Dan bestaan twee positieve getallen p en o, zodat:

1. de rechthoek R: ]x1 - a1| < p, [x2 - agf < 0 in V bevat is en

%E— # 0 op R
2

2. bij elk getal X € (a1 - psa, + P) bestaat &én en slechts é&n getal

X, = ¢(x1) e (a, = 0, a, + 9) met £(x,,%,) =0

2 2
3. de in 2. bepaalde functie ¢(x1) is differentieerbaar op (a1 - 0.8, + p)

en er geldt
a¢(x,) _ [Bf /Bf‘:l
dx ox Bx2 x2=¢(x1)
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Stelling 4,1.7. Laten de m reéle functies qi(x1,..., Xys Yyssans ym) e C1

voor een open verzameling V in de I

N . WK e s .

7Ziji D(x,y) de mxk matrix met als elementen 5o en E(x,y) de mxm matrix
g, B

met als elementen 3;£.

. > = i
Zij verder (a,b) = {a1,..., 85 Dyyescs bm) een punt van V en veronder-
stel dat

> >

Fi(a,b) = () (i = 1,;-:, m)
> > ; . . el O
F(a,b) niet-singulier, d.w.z. de rang van E(a,b) is m,
Dan bestaan twee positieve getallen p en ¢ met

5 - -> > - . . .
1. het rebied G: |x - a| <p, |y = b| <0 in de E 4. 18 bevat in V en
Pl ' _ . S L. mHk
E(x,y) is niet-singulier voor elk punt (x,y) € G,
‘@ *> > > 2. s
2. bij elk punt x met |x - a[ < p bestaat 2&n en slechts &én punt

> >
v = ¢(x) met
> = > > .
!y - b' < G,gi(x,y) =0 (l = 1,-00, m)

3. de in 2 bepaalde m functies v; = ¢i(x1,..., xk) zijn differentieer-
> i g ; - .
baar op |; - a| < p, terwiil de mxk matrix der partiéle afgeleiden
gegeven wordt door:
a‘vi ] -“> >
((5)) = -[BE(x,¥)]7 p(x,¥) (4.1.15)
J

Opmerking: Na vermenigvuldiging van (L,1,15) met de matrix E(;,§) volgt:

og. m g, 39

—h e ): — e, (i—1 m: 3 =1 h 6
- - gs ey sy J T g9 08y k)(-o1-1 )

o uey 77y o,

Maxima en minima

-+ . . .
Def. 3.1.h4, Laat f(x) gedefinieerd zijn op een verzameling W in de En'
- > -
Men zegt dat f(x) voor x = a op W een sterk maximum aanneemt, als
-> . -+ -+ ->
a € W en er een omgeving U van a hestaat z4 dat voor elke x # a,

>
x € Wn U geldt:
£(x) < £(a) (ka1.17)

Geldt in (4.1.17) het < teken dan spreekt men van een zwak maximum.,




w P

.. - > >
Geldt (L.1.17), eventueel met het gelijkteken, voor elke x € W, x # a,

dan spreekt men van een absoluut maximum, anders van een locaal maximum,

Analoge definities gelden voor minimum, Maxims en minima heten tezamen

extrema.

G N -+ . . -+
Stelling U.1.8. Heeft f(x) ;ﬂf(x1,..., xn) voor een inwendig punt a van
W een extremum en bestaal (§§~)+, 123 %£n, dan is noodzakelijk

: ‘j a
of .
(§;~)+ =0 voor 1< j<n (L.1,18)
jea

Zoals uit het volgende voorbeeld blijkt is (4.1.,18) geen voldoende
> ->
voorwaarde, Laat f(x) = f(x1,x2) = XX, zijn. Stel W = E,. Voor a = (0,0)

] ] .
geldt 35;-= 35— = 0, maar (0,0) is geen extremum.
2

1
-
Uit stelling 4.1.8 volgt dus dat wanneer f(x) differentieerbaar is op

3
een verzameling W en als we weten dat f(x) een extreme waarde in een
inwendig punt van W aanneemt, dat dit punt dan een oplossing moet zijn
van het vergelijkingenstelsel

Bf(;)
9x.

J

=0 (j=1,¢00, n), anders geschreven

vf();} = 6 (14.1.19)

Verder weten we dat niet elke oplossing van (L4.1.19) een extremum is.
Men kan voldoende voorwaarden voor een extremum aangeven, we zullen dit
niet doen. In vele gevallen kan men op grond van de structuur van het
gegeven probleem eenvoudig nagaan of de gevonden oplossing van (4,1,18)
een extremum is of niet.

Om de oplossingen van (L4.1.19) te bepalen bestaan geen algemene nume-
rieke oplossingsmethoden., Een iteratieve procedure welke soms tot een
numerieke oplossing leidt is Newton's methode. Om deze methode toe te

passen veronderstellen we T € Cg. Dan geldt dat de functies 3%%&1 € C1,

>
1 £ j £ n. Stel verder dat we een schatter x, van een oplossing’van

1
EEY)
(3.1.19) kennen. Laat x een werkelijke oplossing, van (3.1.19) zijn.

; 3f 3 (% ) .
Pas nu stelling 3.1.9a) toe op S en bedenk === =0, 1 < j < n,

J d
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Men vindt dan

>
> of(x, ) - L5
3f(x ) _ . _ 1 > d > :
el 0= g 4 (x = x1)' . vax. rl6x + (1 = 6)x1], 1<jz<n

l-.‘ (-.l

¢

Beschouw nu i.p.v. dit stelsel, het volgende stelsel vergelijkingen

-+ >
Bf(x1) & & Bf(x1)
P ] s
B =g +(x-x1) .v-é-;—-,1;,]__<_n
J dJ
of (zie definitie Hessian matrix)
> > >
- LI = - o la

(x x1) Hf(xT) Vf(xT) (L,1.20)

Dit is een verzameling van n lineaire vergelijkingen in n onbekenden

X., en dit stelsel bezit een unieke oplossing als Hf(;1) niet-singulier
->

is. Als dit laatste zo is, noem dan de oplossing Xge Vervolgens gebrui-

ken we ; als schatter van ;* en herhalen het procédé. Dit geeft een

2
-
rig {xn} en soms convergeert deze rij naar een oplossing van L4,1,19,

Wanneer W open is of W = E2 en f(;) is differentieerbaar op W en het

is bekend dat f(x) extreme waarden op W aanneemt, dan weten we dat elk
punt (met I;I eindig), wearvoor £(X) op W een extremum aanneemt, vol=-
doen moet aan Vf(;) = 0.

Wanneer W niet open is, dan moet men het gedrag van £(x) op de rand-
punten van W apart onderzoeken. Het kan nu zijn dat f£(x) op W een ex-
tremum aanneemt voor een randpunt, en zo'n randpunt zal in het alge-
meen niet aan (4.1.19) voldoen, We zullen in een voorbeeld laten zien
hoe men de rand onderzoekt, Laat f(x) differentieerbaar zijn over de En'
Stel nu dat we niet het absolute meximum van f(;) over de En willen be-
palen, maar over het niet-negatieve orthant (= {(x | X > 8}). Om het
absolute maximum te bepalen gaat men als volgt te werk., Eerst bepaalt
men alle oplossingen van (4,1.19) die in het niet-negatieve orthant
liggen., Vervolgens beschouwt men de n functies fa van n-1 variabelen,

fﬁ verkregen uit £(x) door X, = 0 te stellen, ggbaal dan voor elke f:
de oplossingen van het stelsel vergelijkingen axl =0, 121<n, i £ 3.

Wanneer men deze oplossingen aanvult met X, = 0 dan vindt men punten

v

uit de En die liggen op de rand van het negatieve orthant. Beschouw
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daarna de (g) functies f.. van n-2 variabelen, £, verkregen uit f door

€

X, =X, 0= 0 te stellen. Bépaal dan de oplossingen van het stelsel

ar,, _

5;11 =0, 1 £k <n, kK # 1,3 Vult men deze oplossingen aan met X, = 0
k

en x, = 0 dan vindt men punten op de rand van het niet-negatieve orthant

van ae En. Deze procedure zet men voort. Beschouw alle functies met drie
van de variabelen nul gesteld, vier van de variabeien nul gesteld, en
tenslotte beschouwt men de waarde van £(x) in 0O, Bepaal de waarde van
f(g) in elk punt dat we volgens de beschreven procedure verkregen heb-
ben. Als we weten dat £(x) het sbsolute maximum aanneemt in een punt x
met |;| eindig, dan is het absolute maximum van £(x) de grootste van de
berekende waarden, Het hoeft geen betoog dat het in het algemeen on=
doenliik is om op deze wiize het absclute maximum van f(x) te bepalen,
vooral wanneer f(x) een functie ven veel variabelen is.

Los wvan voorgaande geven we tenslotte een stelling uit de Lineaire ale

gebra diewe bij het bewijs van een stelling uit 52 zullen gebruiken.,

- e
Stelling 4.,1.9. Zij Ax = b een stelsel Van m lineaire vergelijkingen in

n onbekenden, Neem san het stelsel is oplosbaar, d.w.z, r(A) = r(Ab),
Zij r = r(A). Zoals we weten geldt r < min (m,n). Als nu,

=b

-+ >
X."non, X

s . >
1« ¥ = n, Dan is er é&n en slechts &&n oplossing X,

2. r < n, Dan zijn er n-r lineaire onafhankelijke vektoren

.
van Ax

> L) L > > = > - n-.r
(de %, zijin onafhankeliik, dus X, # 0) met Ax. =0, 1 i <n-~r,
AL L

. - > —> .
Verder is elke oplossing x van AX = b te schrijven als
-

b d -»> -
X'—"XO"'UX + e U

. o +
1 » Waarbli x
sing van A¥

een particuliere oplose-

X
n=r n-r 0

Als b = 0 wordt de stelling:
. = > . . - -
1. r =n, dan is x = 0 de enige oplossing van Ax = 0,

.« 3 - . . +
2, r < n, Dan zijn er n-r lineaire onafhankelijke vektoren xi met

-> - i F ¥ 2 o .

Ax{ =0, 1T212<n-r, en elke oplossing van Ax = 0 is te schrijven
. 3 ->

als U x, + o,¢ + 1 % » lMen zegt ook wel de oplossingen van

i ok B = n-r '

Ax = 0 spannen een n-r-dimensionale deelruimte van de Fn oD
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§2, Multiplicatorenmethode van Lagrange

Bij het bepalen van maxima en minima van een functie f(;) van meer Vae
riabelen komt het vaak voor dat de variabelen Kyseee, X niet onaf-
hankelijk zijn, maar met elkaar verbonden ziin door de voorwsarden
gi(f) =Y., 1= 1,00., m m < n., We zullen aannemen dat f(;l < C1 en
gi(x) € C voor de E - Laat U'de verzameling van de punten x ziin die
voldoen aan gi(;) = By (1 = 1,044, m). We zullen nu noodzekelijke voor-
waarden afleiden opdat voor ; = ;O eV ae functie f(;) op'Uyeen extre=
mum bezit, We zullen eerst het eenvoudigste geval beschouwen en wel

het geval dat f£(x) een functie van twee variabelen X11%X, is die voldoen

aan de voorwaarde g(x1,x2) = b,

Stelling 4.,2,1. Laat f(x1,x2) en g(x1,x2) ec over de E,. Ziji b een

constante, Laat verderlY de verzameling van de punten (x1,x ) zijn
0
o) = be Als T(x;,%,) 0 1
3g(%,) ag(x,) ”
op U aanneemt en 5= # 0 of s # 0 dan bestaat er een getal A
1 2

zodanig dat de twee vergelijkingen

2

- 0
Waarvoor g(x1,x ) voor x. = (x sX, ) een extremum

ar(%.) se(%. ) 3r(%,.) de(x,.)
0 —)\* 2 =0 en ) -A*——O_=O (’402-1)

ax1 3x1 3x2 3x2

zijn vervuld, tezamen met de vergelijking

g(§o) = b,

-
og(x.)
Bew1ﬂs: Stel e

# 0. Er geldt g(io) = b, ofwel g(EO) -b =0,
2

Uit stelling 4.1.6 volgt dat in een e-omgeving van x. de functie

0
g(x1,x2) = b = 0 de variabele X, €énduidig bepaalt als een differentieer-
bare functie van X1aX, = ¢(X1)o Verder geldt dat voor elk punt uit de-

ze omgeving [x1,¢(x1)] € U, Elimineren we voor deze punten x, in

f(x1,x2) dan krijgen we

z = h(x,) = f[x1,¢(x1)]-

De functie h(x1) neemt in x.° een (vrij) extreem aan, Immers stel

1
=%
f(x1,x2) neemt voor x, een maximum op U aan. Dan bestaat er een s,



- 218 -

0 < 6 < & zodat voor elke x, in de S=-omgeving van x 0 geldt:

| 1
-5
h(x1) < h(xio). Analoog beschouwt men het geval dat f(x) een minimum op
> 5 4o . 0
1Y aanneemt voor Xye Dus h(x1) bezit een (vrii) extreem in X,y deWezo
dh(x10)

dx1

Daar f(x1,x

= 0, (de functie h(x1) is differentieerbaar),

2) differentieerbaar is en ook ¢(x1) kunnen we op z = h(x1)

de kettingregel toepassen (stelling L.1.4):

dh _ 3 _3f 46 _ 3 _ f %8/ x,

o - - 1
dx1 3x1 3x2 dx1 ax1 3x2 §§/332

daar uit stelling 4.1.6, 3% volgt

3g /93
a0 _ e/
dx1 - 3g73x2
an(x, )
Nu 1s ax = 0, dus

a8(xy)  9r(x,) 2a(x,)/ox,

3 b3 =
X, 3x2 Bg(xo)/3x2

0 (h,2.3)

>
" Bf(xo)/axg

Stel nu A= -——(—'77'_ (]4-.2.)%}
dg 20 9x2

-+ ->
1(X) . dm(Xy)

dus —m— . ) —m——— = (),
3x2 3X2

Vul (k.2.4) in (b4.2,3) in, dan zien we dat het noodzakelijk is dat het

-S>
punt Xy voldoet aan de vergelijkingen:

a3 >
af(xo) " 3g(x0) . -
-y - X e 0 (i=1,2) en g(xo} = b (L.,2,5)
i i
%8(x,)
Evenzo leidt men het stelsel (L,2.5) af als —EEMA—'# 0. We kunnen de

1
noodzakelijke voorwaarden (4.2,5) eenvoudig verkrijgen, Vorm de functie

F(x1,x2,k) = f(xi,x?) + A[b - g(x1,x2)] en stel de partigle afgeleiden
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van F(x A) naar de variabelen Xys %, €n A gelijk aan nul. Bij het
«“

x
1*7er
nemen van de partiéle afgeleiden behandelen we Xy X, €n A als onafhanke-

lijke variabelen, dus

oF of g p aF
= - i = N = T TR = -
Bx; Bxi A Bxi e 15 28 D) b g(x1,x2) D
(4,2.6)

De functie F(x1,x2,l) heet de Lagrange functie, A heet een Lagrange

multiplicator.

Opmerkingen. Miet elke oplossing van het stelsel (4.2.6) behoeft een
-
extremum van f(x) op Wop te leveren (zie voorbeeld 1). Wel geldt dat
=%
de verzameling S van punten x, waarvoor een getal ) bestaat zodat

-
(xl,xg,h) aan het stelsel (L4.2.6) voldoet, de punten x bevat met ten-
. ss OZ . > .
minate &&n 3%" #0 (i=1, 2) waarvoor f(x) op‘Uyeen extremum bezit.
J ’
Maar niet behoeft te gelden dat S elk punt ; bevat waarvoor f(g) op

> ->
een extremum aanneemt, Als f(x) voor X, €en extremun opT)/aanneemt en

dg(x,.)

2 >

B D = 0 (j =1, 2) dan zal in het algemeen geen getal A te vinden
-":I - = * ’ . -
zijn, 26 dat (xo,l ) aan (L4.2,6) voldoet. (zie voorbeeld 2). In prin=
cipe zou men de verzameling S kunnen beschouwen verenigd met de verza-

meling van punten x € U(U'= {x | (%) = v}) waarvoor‘%ﬁf =0, (=1, 2)s

De verzameling T van al deze punten ; bevat nu de punteﬂ X waarvoor

£(%) opljleen extremum aanneemt, Hierbi) nemen we aan dat £(x) de ex-

trema op'beereikt voor punten X met f;l eindig. Berekent men de waarde

van £(x) in elk punt X € T dan neent £(X) het absolute maximum resp.

minimum aan op U in de punten waar f(;) de grootste resp. de kleinste

waarde bezit,

We zullen later zien hoe men stelling 4.2.1 uitbreiden kan voor het gem
Bg(;n)

val ——— =0 (i =1, 2),

9x,
;

i

e -
Men kan ook voldoende voorwaarden voor een punt x

¥

” afleiden opdat f(x)

n aanneemt, We zullen dit niet doen. Vaak kan

men op prond van de aard van het gestelde nrobleem eenvoudig nagaan of

>
op U een extremum voor x

-+ -
een punt x € T al of niet een extreme waarde van f(x) op {7 geeft.

Ve geven twee voorbeelden over stelling L4,2.5,
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Voorbeeld 1, Bepaal de extreme waarden van de functie

Z = XX,
onder
2 + 2 1
x,‘ x2 °
V= {(xT,xz) | x12 - x22 - 1= 0}
’ Y-
We merken eerst op dat er geen punt (x,,x,)€ V' is met 3%“ = 2y, =0
“ 1
3
én =& = 2x_ =0,
3xP 2
We bepalen vervolgens de oplossingen van het stelsel (3.2.6)
2 2
- = - 2A =0 + - = Oy
X, 2Ax1 0, X, 2 X, 'y X, X, 1 0

Wanneer men deze vergelijkingen oplost, vindt men de oplossingen

x5 = 12, x, = Ve (x= 1)
x, = -3v/2, X, = -3v2 (A = 3)
x, = 32, x, = -3/2 (A= -})
x, = -3v2, X, = e (a2 = &3)

)

De waarde van de functie z = X%, is voor de eerste twee punten (x1,x

gelijk aan z = 2, voor de laatste twee punten is z = =3, De vraag is
LY. ?

2

nu of dit extrema van z op U zijn. Deartoe moet men weten of z op v
extrema sanneemt, Nu,dit is het geval, daar een continue functie op een
begrensde, gesloten verzameling zowel een grootste waarde als een klein-
ste waarde aanneemt, Tn dit voorbeeld is 1¥de cirkelrend van de een-
heidscirkel met de oorsprong als middelpunt, dus V'is begrensd en gew-

sloten. Dus z = x,Xx, neemt voor de eerste twee gevonden punten (x1,x2)
een (absoluut) maximum oplﬁlaan, en voor de laatste twee punten een
{absoluut) minimum,

In dit voorbeeld is elke oplossing van (3,2.6) een extremum voor f op

Ut hoewel dit in het slgemeen niet het geval is,
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Voorbeeld 2. We geven een voorbeeld van een functie f(xt,xe) die voor

se(x,)  oelx,)

- k3
x op een extremum bezit, waarbi] = = 0 en geen getal A
0 3x1 8x2
P * . 2 2
bestaat zodat (xo,l ) aan (4.2.,6) voldoet, Zij f(xT,xg) =x," + X, +x,
en laat g(x1,x2) = b voorgesteld worden door x13 - x22 =0
X 3 2
2 X, 7=%x," =0

=

2

V= {(x1,x2) | x 3. x." = 0},

1 2
i P & : 2 2
Men ziet direct in m.b.v. de figuur dat‘f(x1,x2) =x,” +x,” +x, een

absoluut minimum op 1/ aanneemt voor (0,0), Dit is het enige punt X met

_) + - * + .
|%| eindig waarvoor f(x1,x ) op VWeen extremum bezit (f(X) bereikt het

2
> -+
maximum op’vaoor punten x met |x| » =),

Het stelsel (L4,2.6) wordt:

2 = 0, 2x, -~ 2Ax, = 0, x S X & 0.

2x, + 1 = 3Ax 5 5

1 1
De enige oplossingen van deze vergelijkingen zijn

x, =1, x.= 1 (A=1)

1 2
X, = ts X, = -1 (A = 1)
3 ; 2 2
Zoals men m.b.v. de figuur ziet neemt x1 + X, + x, geen extremum aan

op tyvoor deze twee gevonden punten.

In het punt (0,0) neemt x ? . x22 + x, het minimum asn op Ul (0,0) e U

1
3z(0,0) _ 3g(0,0) _

Bx1 3x2

En we hebben gezien dat bij (0,0) geen getal X bestaat zodat (0,0,)) ge-
e 2 _ - 3 »

1 1 - 3Ax1 = 0, 2x2 - 2Ax2 =0, X, 7 =X, = 0 vol-
doet, (Vult men (0,0,)) in, dan vindt men de vergelijkingen 1 0, 0 =0,

0=20),

1

Verder is 0,

lijktijdig aan 2x
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We beschouwen vervolgens het geval dat £(x) een functie van n variabelen

: s @ >
is, waarbij de n varlabelen aan m<n voorwaarden gi(x) = bi voldoen.

. .. - - . 1
Stelling 4.2.2. Zijn f(x) en gi(x) (i =1,0ceym)E C over de En’ en
laten b1|eee, b_ constanten zijnc Hierbij is m < n.
m

¥is de verzameling van punten X Waarvoor g; (x) (1 = 14000, m)

i
Stel f(x) neemt voor x opT?’een extremum aan en stel r(G) = m in xo,
waarbij G de matrix is van de eerste partiéle afgeleiden van de functies

: i
g; near de variabelen X5y dus G = ((15?7)

A J 4 >
Dan bestaat er een vektor b (uniek bepaald) z6 dat (x.,A ) aan de vol=-

0!
gende vergelijkingen voldoet:
af(x ) m % (§
-T-_ E 1 —T-__ O'J- 1’auc'n
3 i=1
(4e2.7)
-+ .
gi(xo) = bil (l = Tg000y m)

. = - -»> - - * .. - .
Bewijs: Er geldt r(G) =m in Xye Dit 1s een essentigel gegeven. Hieruit

volgt dat minstens &én Jacobiaan van G aan te geven is, die rang m be-

zit voor het punt ;b

altijd voor te zorgen) dat de Jacobiaan

. We nemen aan (door hernummeren van de variabelen x'j

%, %,
ox, °° Ox

1 m

i 1 niet=-singulier is. (4.2.8)
‘e, g

Q2

cee >
X, 5xm X,
Terwille van de notatie stellen we (x SPPTROT xn) = W,
Er geldt g, (x ) = b, =0 (i=1,e0cym)

e
Uit stelling hu1aT volgt dat er een e-omgeving van X,

i £ m, de variabelen Xiseoes X 8énduidig be=

is waar de verge-
lijkingen g.(;) =b:y 15

palen als differentieerbare functies van x +10°000 X :

xi = ¢i(xm+1|abﬂ| Xn) (i = 1.555. m)
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Dus elk punt uit de e-omgeving van §6 is te schrijven als

- > - - -3 -
[¢1(w),.H ¢m(w), w] en verder geldt [¢1(W).e=a, ¢m(w), W]‘efv¥
. . + .
Elimineer voor elk punt uit de e~omgeving van X, de variabelen

+ 3
X peooy X in f(x), dit geeft

- -> ..
h(;) = f[¢1(w),°¢:, ¢m(w). :]. waarbij w = (xm+1'°°" xn)E

. > v i P 0 0
De functie h(w) heeft een (vrij) extreem in W (xm+1 sosey X )s dus
-
Bh(wo)
e =0 (j=m+ Tgtetg Il) (14.2-9)
9

. - . . 3 ->
daar h(xm+1,e==. xn) differentieerbaar 1s 1n de e-omgeving van LT

Pas de kettingregel (stelling 4.1.,4) toe op h(xm+1,eec’ xn):

m 3¢.
oh _ af 1 . df o
-5-;-.'— .z ax. ax‘ + ax. (J =m + 1.:00. n) (u;gbjo)
J 1=1 1 J J
3¢,
Uit stelling L.1.7 volgt dat de afgeleiden et i=1,c.:4 mbij een
J
vaste j de unieke oplossing zijn van de verzameling vergelijkingen
m dg. o g,
1 k 1 g
) : 5 - ® Tyeus, m) (4.2,11)
a . \ ® (1 jrbey &
k=1 "% axJ BXJ

Voor elke j =m + 1,:..., n geldt een vergelijking (4.,2.11). We hebben
dus ne-m verzamelingen van vergelijkingen (L4.2.11). Men kan %atuurlijk

proberen de verzamelingen van vergelijkingen (L4.2.11) voor s;i op te
J

lossen en dan in (L4.2.10) te substitueren, maar we zullen anders te
werk gaan.
Beschouw het stelsel van m lineaire vergelijkingen in m onbekenden Ai

m sg.(x.)  af(x.)
VA, e = axo (k = 14000, m) (Bdatz)

11 X k

Dit stelsel bezit een unieke oplossing f*, daar de matrix van de co&f-
fici&nten van de A; de Jacobisan (b,2,8) is, die nietwsingulier is.
(zie ook stelling 4.1.9). Vermenigvuldig vergelijking i in (4,2.11) met

hi en sommeer over i. Dit geeft voor elke j, J =m + 1,.5., n,



m m dp. 3 m Ogr .
G I 5= 0 (4.2.13)
k=1 i=1 o Ky i=1 P
Uit (4.2.9) en (4.2.10) volgt:
mo 9f(xy) 4 (w))  ar(xy)
+ =0 (j =m + 1|:ca’ n) (ha2:1h)
ox 0X . X .
k=1 k J J

Beschouw vervolgens (4.2.13) voor x = 26 en trek het van (L.2,1k4) af,

dit geeft
- .
m Bf(;-) m Bg.(; )| 8¢, (w.) ar(x.) m og (; )
0 2}\10 k0+ 0 zl 0_0
Tk . i ; ox, . 1T ex,
k=1 | %k j=1 1 O 9%, 3 g * O

(j =m + 1’:ct' n) (h:2515)

Substitueert men (L4.2.12) in (L.2.15), dan volgt

> >
af(xo) m agi(xo)
- LN =0, Gmnt ey n) (h2:16)
J 1=1 J
Combineren we (4.2.16) met (4.2.12) en de voorwaarden dan zien we dat,
wanneer voor x = ;b f(;) een extremum op |/ aanneemt en r(G) = m in §0,

-+ -
het punt X dan voldoen moet aan de volgende verzameling van m+n verge=

lijkingen:
32(x,) m 5g. ()
10" _ -
RN e IR PRILY
J 1=1 J
-3 . (hc2n17)
gi(xo) =D, (i ® 14005 M)

Verder weten we dat de getallen li‘ 151 <my voor zo'n punt ;O uniek
bepaald zijn.
De noodzakelijke voorwaarden (4.2.17) kunnen als volgt eenvoudig ver-

kregen worden. Vorm de functie

x)) (4425 18)

en stel de partiéle afgeleide van F(i,K) gelijk aan nul voor elk van

m+n variabelen xj, J = 14:2¢4 0, €n Ai, i % 10 eny s
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Bij het nemen van de parti€le afgeleiden worden al de variabelen als

onafhankelijke variabelen behandeld.

Dus
m og.
oF of . :
ok L A0 s )
3 Jj i=1 J
(k.2:.19)
) =¥ g
“3%=bi - gl(x) =0 (l 8 1'ao=~| m)
1

De functie F(;,I) heet de Lagrange functie, en de Ai heten de multipli=

catoren van Lagrange.
Zoals reeds bij stelling L.2.1 opgemerkt, behoeft niet elk punt X waar=

.. o > >
bij een vektor X bestaat, zodat (x,;A) aan het stelsel (4.2.19) voldoet,

3 W -+
een punt te zijn waarvoor f(x) op'UVeen extremum aanneemt. Verder als

-+

. + -
x. een punt is waarvoor f(x) een extremum op V¥ aanneemt en r(G) # m in

0
X . dan zal er in het algemeen geen vektor X" te vinden zijn zodat

(xO,X*) aan (L.:2,19) voldoet. We zullen stelling 4.2.2 uitbreiden voor
het geval r(G) # m, dus r(G) < m, in ;6 is en f(X) voor ;b een extre~

mum op v/aa.nne emt .

Daartoe voeren we eerst de (m + 1) X n-matrix Gf in

E3 o,
a ten
x1 an
CT & £y
;
G, = = | %8y R (4.2.20)
Vf ax" [} ax
1 n
af Sf_
x -1 x

De maximaal mogelijke rang van Gf is m+1.

Voor de uitbreiding van stelling 4.2.2 te formuleren, bewijzen we eerst

de volgende stelling.

. i > -+ 1 . n
Stelling 4.2.3. Laten f(x) en gi(x) EC (1<1i<m)over de E

bT,a,h, bm constanten. Verder m < n.

1”is de verzameling van punten X met gi(;) =b;y 13 iz m.
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> -+
Als r(Gf) =m+ 1inx € 1V dan neemt f(x) geen extremum op VW aan voor

- >
X = Xgo
Bew1ﬂsz We moeten bewijzen dat elke d-omgev1ng 8) ( 0) van £b punten

X eTﬂ'bevat, 20 dat voor sommige punten f(x x) > f(x ) = 2, en voor an~
dere punten f£(x) < zye Er geldt r(Gf) =m+ 1 in xou We kunnen dus
minstens één (m + 1) X (m + 1) deelmatrix van G, aangeven die rang mt1
heeft. Stel dat de (m + 1) % (m + 1) deelmatrix van G, bestaande uit de
eerste m+t kolommen van Gf rang mk1 bezita‘

Beschouw de m+1 functies f£(x) = z = o5 gi(;) -b, =0, 1gi<m, in

de n+1 variabelen Xopeesy X o2:

Nu zegt stelling 4.1.7 ons dat er een s-omgev1ng van (xo,zo) bestaat
waar de vergelijkingen £(X) = 2 = 0, & (%) = b, i 12 i g m, de varia-

belen Xypeeey X éénduidig bepalen als functles ven de variabelen

m+1
X ypreros X aZi

xi=¢i(xm+2’ﬂea.xngz) (i=1,ao='m+ 1)

-5

Verder geldt dat elk punt (;,z) uit de e-omgeving van (xo.zo) tot Y
behoort, waarbij Y = {(+ ) | f(;) -z =0, g 1(x) = b y 121 g mk,

Uit deze definitie van Y volgt, dat x e‘ayals (x,2) € Y

Zij Ué(xo) een willekeurige omgeving van xO in de E . We tonen nu aan
dat er een punt g eWn UG(;O) bestaat zodat f£(x) > f(;O)’

Stel Xk = Xpep dcece X T X, in 2 = 24 + h met h > 0. Hierdcor wordt
m.b.v. de functies 9, een punt (xOh,z + h) bepeald. Uit de continui-
teit van de functies ¢ volgt dat wanneer men h > 0 voldoende klein

neemt het punt (x on*%o * h) tot de e-omgeving van (x ) behoort en

0°%0
+
Xop € U (x ). We zien dus als h voldoende klein is dat dan

- -
(xOh.,zO h) € ¥, diwizs Xop € VU en f(xOh) =2, +h> 24+ Verder

x e Us (% ) Hiermee is aangetoond dat elke $=omgeving van x. een

0]
punt X bevat dat ook tot U behoort waarvoor £(X) > f(x 0)

& g O =
Door uit te gaan van x 2 = X £ ; X, s 2 zo - hmeth>0
toont men analoog aan dat elke Us(xo) van X, een punt x € yrbevat met
2(x) < £(%,)e

. . - - - -
Dit impliceert dat f(x) geen extremum op (¥ aanneemt voor % = X, als

%) X
] L | n

(G)=m+ 1in x
rf—m anCO:
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. ¥ > o 1
Stelling L.2.4. Laten f(x) en gi(x), (1 21 sm) € C over de E .
Zijn verder b .,..., b_ constanten, waarbij m < n.

-+ +> H 2
W= {x | gi(x) =b;,y 1 51 gmk

Als f(;) voor 26 een extremum op U/ aenneemt dan bestaan er getallen

Ags Mysecoy A, niet allen gelijk- aan nul, zodat (;6,3) voldoet aan het

stelsel vergelijkingen:

-
Bf(xo) m

AOTXT‘_- .g Ai-“a;’."_=o' J= 1,@5:-,11 (hc2121)

J = J

+ .
gi(xo) = bi. i = 1.&::‘ M (hc2022)

Hierbij kan men altijd stellen AG = 0 of AO = 1.

Als r(Gf) = r(G) in ;6 dan is AO = 1, Als r(Gf) > »(G) in ;6 dan is het

noodzakelijk Ay = 0 opdat er getallen A1,t5,, Am bestaan, niet allen

; -
nul, die aan (4.2.21) voldoen. Als r(G,) > r(G) in Xy zijn de A,

f
i= 1,000, mniet &énduidig bepaald. Als r(Gf) = r(G) =m in ;6 dan
zijn de Ay éénduidig bepaald, en als in ;b r(Gf) = r(G) <m dan zijn

de Ai niet &&nduidig bepaald.

Bewijs: We zullen bij het bewijs gebruik maken van enkele stellingen uit
de Lineaire algebra, nl. van hetgeen op blz. 47, U8 staat, (deel I,
Lineaire Programmering) en stelling 4.1.9,

Laat ; een punt zijn waar f(;} opl?’een extremum aanneemt. Dan weten

0

we van stelling 4.2.3 dat r(Gf) <m+ 1 in §bc

Beschouw het stelsel van n homogene lineaire vergelijkingen in m+1 on-

bekenden Ai’

35(x,) 3g, (x.,) 2 (%)
A -u-—-ug-_A __1__0“'_ - A -——E——Q—=O (J':‘! . n)
0 o9x. 1 Ax . cee m  ox. ’ BB
J J J

(b.2.23)

Uit stelling 4.1.9 volgt dat er vektoren X = (AO, Ayassas Am) #0 zijn
die voldoen aan (L4.2.23), daar r(Gf) <m+ 1,

We zullen de verschillende gevallen die optreden kunnen beschouwen.

1) r(G) =nm in X.. Kies dan een m-tal vergelijkingen van (4.2.23) waar-

0
van de coéfficiénten~-matrix een niet-singuliere mxm matrix bevat, die
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een deelmatrix van G is. Van blz. 47, 48 weten we dat elke oplossing
van dit m=tal vergelijkingen automatisch aan alle vergelijkingen van
(4.2.23) voldoet. Verder geldt dat we Ascess AL éénduidig in A, kunnen
uitdrukken. Aan AO mogen we elke waarde toekennen, behalve de waarde 0.
Immers als AO = 0 dan bezit (4.2.23) alléén de nul=-oplossing, in tegen-
spraak met het feit dat (4.2.23) niet=triviale oplossingen bezit. We
mogen zonder beperking AO = 1 stellen. De andere getallen Ai zijn dan
uniek bepaald.

2) r(Gf) =m in ;b, maar r(G) =m = 1. Kies een m=tal vergelijkingen
uit (4,2.23) zodat de matrix van de codfficiénten een niet-singuliere
m*m matrix bevat. Voor elke oplossing van dit m-tal vergelijkingen geldt
AO = 0. Immers stel AO een getal ongelijk =san nul dan zoudiF wi in de
overige A een stelsel vergelijkingen krijgen van de vorm AX = b waarbij
r(A) =m - 1, r(4b) =m = 1, hetgeen impliceert dat dit stelsel en dus

ook (L4.2:.23) onoplosbaar is, tegenspraak. Als A = 0, dan bestaan er A

(i = 1,.c., m) niet allen nul, die aan het mytag vergelijkingen en dus
ook aan (L.2.23) voldoen. Daar r(G) =m - 1 zijn de Ai (i = 1,6604 M)
niet uniek bepaald, maar de oplossingen spannen een &én-dimensionale
deelruimte van de E op (stelling 4.1.9).

3) r(c,) = r(6) = r <m in X
Kies r vergelijkingen van (L4.2.23) zodat de matrix van de co&ffici&nten
een niet-singuliere rxr matrix bevat, die een deelmatrix van G is, We
kunnen r van de variabelen A (i = 1,:c., m) éénduidig uitdrukken in

AO en m-r van de andere Ai: In dit geval kan men AO een willekeurige
waarde gevan, en men stelt AO = 1. Gegeven AO = 1, de andere Ai

(i =1,.::y m) zijn niet uniek omdat m-r van de li willekeurige waarden
gegeven mag worden.

L) r(Gf) =r <min ;O' en r(Gf) > r(G)-

Kies r vergelijkingen van (4.2.23) zodat de matrix van de codfficidnten
een niet-singuliere rxr matrix bevat. Analoog als in 2) toont men aan

dat voor elke oplossing van het r-tal vergelijkingen geldt AO = 0. Als

we A\, = 0 stellen, dan bestaan er Ay (i = 1y:.4, m), niet allen nul,

die aan (4.2.23) voldoen. De A. zijn niet uniek, maar de verzameling

van A, (i = 1,:.., m), die aan (4.2.23) voldoen, spannen een m=#+i-dimen-

sionale deelruimte van de E‘?1 op-
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+ - -
De noodzakelijke voorwaarden voor een punt X opdat f(x) voor x een ex-
tremum op'Uraanneemt, kunnen als volgt bepaald worden.

Vorm de Lagrange functie
+ > -+ n -
F(x,X) = Ae(x) + ]} A [b, = g.(x)] (ho2.24)
1=1 1= 1

en stel de partiéle afgeleiden van F naar de x'j en de Ki (i # 0) gelijk

aan nul, dit geeft

m og.
of 1 .
Yot L N =0 i ey n
g = J (4.2,25)
-+ ;
bi—gi(x)=0, l=1'c:o’ My

We merken op dat £(x) niet voor elk punt ;. waarbij een vektor T#0

bestaat, zd dat (;,f) aan (4.2.25) voldoet, een extremum op 1 aanneemt.

Wel bevat de verzameling van punten X waarvoor (4.2.25) oplosbaar is,

(waarbij & # 3) al de punten X met ];f eindig waarvoor f(x) een extre-

mum op {7 aanneemt. (of £(x) op 17 extrema aanneemt voor punten x met

[;I + @ moet men apart nagaan). Tenslotte beschouwen we nog de functie
2 2

X,” X, +x, uit voorbeeld 2. We zagen daar dat x12 + x22 *+ x, onder

X,” = X, =0 een extremum voor (0,0) aanneemt. Voor (0,0) geldt

%%— = Bx = 0. Volgens stelling L.2.3 moet er een vektor A # 0 te vin-
1 2

den zijn, op een multiplicatieve constante na bepaald en met A = 0,

0
20 dat (;,X) aan (4.2.25) voldoet. Dit is het geval. Bij X = 0 bestaat

de vektor A = (04u,0) zodat (6,3) aan (4.2,25) voldoet (ga na!), Hierbij

u # 0, willekeurig re&el.

Niet-negatieve variabelen en ongelijkheden als bijvoorwaarden

Men kan het voorgaande generaliseren voor het geval de variabelen x.
niet-negatieve waarden aannemen en/of sommige van de voorwaarden onée—
lijkheden zijn.

We beschouwen eerst het volgende probleem. Bepaal de absolute extrema

van
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7z = f(;) voor X > O

onder (k.2.26)
+ -

gi(x)zbi (1=1,cac’ m.m<n)

We nemen aan f € C1 en g, € 01, 1= 1,000y my Over de Enu Zij verder
V= (x I,gi(;) =b;, 1215 m}. We gaan volgens een aantal stappen te
werk om de absolute extrema van f£(X) voor % > 0 op 1V te bepalen.

Stap 1. Negeer de voorwaarde X 2 0. We weten dat bij elk punt % (met
x| eindig), waarvoor f(x) op 1V een extremun aanneemt, een vektor A # O
bestaat 20 dat (;.K) aan (4.2.25) voldoet. Bepaal dus alle punten x
binnen het niet-negatieve orthant waarbij een vektor X # 0 bestaat zé
dat (;,K) aan (4.2.25) voldoet en bereken de waarde van f(x) voor elk
van deze oplossingen. Vervolgens gaan we de randen van het niet=-negatie=
ve orthant onderzoeken.

Stap 2. Stel één van de variabelen X identiek gelijk aan nul, Bepaal
dan de extrema van f(x,],nn, Xs_ps 0, Xspqse00s n) onder

gi(xj.ooo. X5 1 0, Xipqreccs xn). i = 1y.00y m:. We stellen de parti&le
afgeleiden van de bij dit probleem behorend Lagrange functie nul en
bepalen dan alle oplossingen die binnen het niet-negatieve orthant van
de E _. liggen. Voor elk van de oplossingen bepalen we de waarde van
f(;), waarbij x. = 0. Daar we elk der n variabelen identiek nul kunnen
stellen, moetenawe in stap 2 dus n problemen oplossen.

Stap 3. Stel twee van de variabelen identiek nul, en los het verkregen
g) manie-
ren twee variabelen nul stellen. In stap 3 lossen we dus (g) problemen

probleem in n-2 variabelen en m voorwaarden op. We kunnen op (

op. Voor elke gevonden oplossing bepalen we de waarde van f(;)e Vervol=-
gens onderzoeken we de problemen verkregen door drie variabelen nul te
stellen, In het algemeen kunnen we niet meer dan n-m variabelen stellen
omdat anders de voorwaarden niet meer vervuld zijn. (Tevens eist de toe-
passing van stelling L.2.4 dat het aantal varisbelen groter moet zijn
dan het aantal voorwaarden waaraan de variabelen voldoen moeten). Wan-
neer n-m variabelen nul gesteld zijn, bepalen (vaak uniek) de voorwaar=
den de waarden van de overige m variabelen. Dus in de laatste stap be=-
palen we de waarde van f in de punten waarvoor n-m van de variabelen nul
zijn. De punten x 2 0 waar £(x) op V' het absolute maximum resp. absolu=-

te minimum aanneemt zijn de punten waar de waarde van f het grootst
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resp. het kleinst is. (aangenomen dat f(X) de absolute extrema oPKU/niet
asnneemt voor punten x als MEP

Wenneer niet al de variabelen niet-negatief zijn, behoeven we slechts de
randen van het niet-negatieve orthant te beschouwen, behorende bij de
niet-negatieve variabelen.

We zullen nu het geval beschouwen, waar de variabelen elke re&le waarde
mogen asnnemen, maar Waarbij sommige voorwaarden ongelijkheden zijn.
Bepaal de absolute extrema van

>
z = f(X) = f(xjgcoa| xn)

onder

1]

gi(;) = bin i Tyeseg
(b,2.27)

-+ .
gi(x) : bi. 1 u + 1.:5{, v

09
W
g
[}
(=2
=
I

v + 1.:cc. m

We maken gelijkheden van de ongelijkheden door verschilvariabelen in te

ey - > .
voeren. De ongelijkheid g.(x) < b. (g.(x) > b.) gaat over in
1 1 1 e L

i

(x) + x_; = b, (g, (%) b,) bij x_, 20 ke % di
g;lx Xz = 3 ‘8 {x) = x_. 1/» waarbij X.; 2 0 voor elke x die

voldoet aan gi(;) S b, (gi(f) 2 bi)°
Er bestaat een 1«1 afbeelding tussen de verzameling van punten die aan
de oorspronkelijke voorwaarden voldoet en de verzameling van punten met
niet-negatieve verschilvariabelen die aan het nieuwe stelsel gelijkhe=-
den voldoet.

Het oorspronkelijke probleem (4.2,27) is dus equivalent met

Bepaal de absolute extrema van

z = £(%)
onder

(x) + = b = 1 4,2.08
gi X xsi = i L= pesop U ( 2202 )

(%) =b, i=u+1
gi X ., xsi _— i 1 = u pcocy v

- .
gi(x) = bi l1=v+ 1,&3:! m
X 0 1= 1'00:' Vo

. >
s1 =
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Het probleem (4.2.27) is dus tot het type van het behandelde probleem
(4.2.26) gebracht. Om de absolute extrema vaen f te bepalen moeten we
zowel het inwendige beschouwen van het niet-negatieve orthant van de Ev,
0.

waar elke x_. > 0, als de randen waar &én of meer Xg;
Als we het geval beschouwen dat elke Xg3 > 0 is, dan is de Lagrange

functie

u
> > > +> >\
F(x,xs,k) = Aof(x) + iEj liEbi - Xy = gi(x)J +

v m
-+ >
+ i=’§+1 }\i Ebi + Xy = gi(x)l + i=‘§+1 J\i[bi - gi(x)]a

Neemt men van F de partiéle afgeleiden maar de X ; en stelt men deze

nul, dan vindt men

3;“— = - Ai =0 is= 1.::;. u
si
(k.2.30)
9
E;ET = Ai =0 1 =u-+ 1‘603. Vo
sl

In stap 2 stelt men &&n der Xgge BVe X identiek nul. Onder de nul ge-
stelde partiéle afgeleiden van de Lagrange functie van het verkregen

probleem komt nu niet de gelijkheid s :-At = 0 voor, wel de gelijk=-

dx
oF B
heden o = ¥ Ai =0y 1= 1,c00y vy 1 # t, At behoeft nu niet nul te
si

zijn: In stap 2 lost men v problemen op, voor elk probleem is precies
één der X ; % 0. Vervolgens stap 3, enz. Het bovenstaande toont het
volgende aan. Laat x een punt zijn waarvoor f(x) onder de voorwaarden
(4.2.28) een extremum asnneemt. Zijn verder xsi* de bij x behorende

waarden van de verschilvariabelen. Uit het stapsgewijze oplossingsproces

>3 ¥ 9 % .
weten we dat (x ';s ) een oplossing is van een bepaald probleem uit een

L kS e
0 ’)\1 poocy Am ) ‘-)é 6

zodanig dat (x ;A ) een oplossing is van het stelsel nul gestelde par-

zekere stap. Er bestaat verder een vektor A = (A

ti€le afgeleiden van de Lagrange functie behorende bij het betreffende

probleem uit de betreffende stap. Nu geldt: xsi* =0 of Ai* = 0, dus

k3] 30 .
Ai xsi = O' 1= 1.cao. v (h¢2031)
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QEEerkinE:
Men kan probleem (4.2.27) ook op een andere wijze onlossen. Desrioe
eerst het volgende. Laat am*!het absolute maximum (minimum) zijn van

> + .
z = f(x) onder gi(x){; = ;}bi, i= 1yc00sy me Stel dat we nog een voor-

5 3% %
= + “
waarde gm+1(x){§ iibm+1 toevoegen, en laat z_ . het absolute maxi
mum (minimum) ven f(x) onder de m+i voorwaarden zijn. Men gaat zelf
. ¥ L L] . .
direct na dat z .. Zz_ (zm < zm+?)eWe hebben gezien dat in stap 1

A; =0 (i = 14000y v), hetgeen impliceert dat in (L4.2.29) de bij A

(4. = Tgooey v) behorende termen wegvallen. Met andere woorden als de
ongelijkheden inactief zijn (d.w.z. het = teken geldt niet) in het

punt waar f(;) een optimale waarde aanneemt, dan kunnen we net zo goed
de ongelijkheden weglaten, wanneer we dit punt willen bepalen, Wanneer
we &én der x_; identiek nul stellen, betekent dit dat we &én der onge-
lijkheden als gelijkheid behandelen. Nemen we deze bovenstsande opmere
kingen in ogenschouw, dan kunnen we een andere wijze aangeven om
(4.2.27) op te lossen.

Laat in (4.2.27) de ongelijkheden weg en bepaal de absolute extrema
van f(z) onder gi(i) = b, i=v+ 1,000y me Als het gevonden punt (of
punten), waarvoor f het absolute optimum asnneemt aan de ongelijkheden
voldoet, dan hebben we een absoluut optimum voor probleem (4.2,27) ge-
vonden., Wanneer &&n of meer van de gelijkheden niet vervuld zijn, kies
dan &én van de v ongelijkheden., Behandel deze ongelijkheid als gelijk=-
heid; voeg deze aan de gelijkheden gi(;) = bi (i =v+ 1,020y m) toe en
bepaal de absolute extrema van f onder dit stelsel gelijkheden. Als het
punt, dat een absoluut extremum voor dit probleem oplevert, aasn de ove-
rige ongelijkheden voldoet, dan geeft dit punt een absoluut extremum
voor (L4.2.27). Voldoet het punt niet, dan gaan we verder tot we alle
combinaties van de gelijkheden gi(;) = b, (i =v+ 1,000, m) plus pre-
cies &&n als gelijkheid beschouwde ongelijkheid hebben geprobeerd. Als
in dit stadium de absolute extrema voor (4:2,27) niet gevonden worden,
dan moeten voor de absolute extrema minstens twee van de ongelijkheden
actief zijn (d.w.z. = teken geldt). We voegen nu aan de gelijkheden
gi(;) = bi' 1=v+ 1,e5., my twee als actief beschouwde ongelijkheden

toe, enz., tot de absolute extrema van (4.2.,27) gevonden zijn. Als de
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componenten van ;-niet-negatief moeten zijn en er zijn voorwaarden die
ongelijkheden zijn, dan kunnen we bovenstaande procedure volgen, waar=
bij we tevens bij elke stap, waar we de absolute extrema onder de ac=-
tieve voorwaarden bepalen, de randen moeten onderzoeken waar &&n of
meer x. nul zijn. Het behoeft geen betoog dat al dit voorgaande in prek=
1 jk oguitvoerbaar is, door de enorme hoeveelheid berekeningen die er-

bij te kijken komen.

Fysische interpretatie van de multiplicatoren van Lagrange

We richten onze aandacht weer op het probleem
Bepaal de absolute extrema van

e
Z @ f(x) = f(x]'ccbg xn)

(4:2,32)

onder

+ .
gi(x) = bi’ 1= Tyeney my m < n,

>3 . -
Stel dat x een punt is waar f£(x) een absoluut extremum op

- > . . >AE
7= {x | gi(x) =Db;y 1 21 <m} aanneemt, en stel r(G) =m in x .
6 £

pocey A )

Dan volgt uit stelling 4.2.4 dat een unieke vektor A = (1, A o

bepaald is zodat (;%,K”) voldoet aan (L4.2.25). In het algemee; zullen
de x. en de ki% (1 £ i £ m) afhangen van de getallen bi welke in
(4:2.32) optreden.

Veronderstel dat elke xj”ien Ai* een continu differentieerbare functie

+ - - -
van b = (b1.nt3. bm) 1s in een e-omgeving van gb:

Dan geldt:
a %
Z - ]
g s Ny (4,2,33)
i
waarbij 2" = £(x7).
.. . % >0
Bewijs: We nemen de partiéle afgeleiden van z = f(x naar de b. voor
-_—L+ ) P ) +E,. ( ) 1
punten b in de e-omgeving van boa
Uit de kettingregel volgt
»* n ax.
9z af j
== ] -—-—;-5-%- (4,2,34)
i j=1 3x. i
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>3
Er geldt gk(x ) = bk. k = 1|acc. M s
Pas nu de kettingregel toe, dit geeft

n og Bx.*
: -—3’:{— = (S
ol * gh, ik
J=1 9x. i
dJ
1 i=k
waarbij 6. =
g L4k
kol
n agk ox .
of dlk - -m;'s_r)j- = 0 l’k = 1'ceo| Mme (l}.2¢35)

j=1 9x. 1
d J

e
Vermenigvuldig (4.2.35) met Ak y sommeer over k en tel het resultaat

bij (4e.2.34) op, dan vindt men

ol m n m dg. ax.
9z Z s j of G J
= P D I -~ S Wager - T‘L (4.2.36)
T  goq k ik j=1 Lx.* k=1 © ax.| %
J J
Nu voldoet (g*,iﬁ) aan (4.2,25), dus (L4,2.36) wordt
3z »*
z —
bi_)\i (h02537)

Vaak stelt z de winst of de kosten voor, en b, het aantal fysische &én-
heden van produktiefactor i. In dit geval =zijn de fysische dimensies
van Ai* guldens per eenheid van produktiefactor i en Ai* kan opgevat
worden als de prijs of de waarde per eenheid van factor i, Ruwweg ge-
zegd, Ai* vertelt ons hoeveel de maximum winst of de minimumkosten ver-
anderen als de hoeveelheid van bron i met een eenheid toeneemt.

Stelling 4.2.6. Laat f(X) onder gi(;) =b,, 12igmm<n voor x

i 0

L]
3 - - . . _)‘ . .
een relatief maximum aannemen, waarbij r(G) = m in Xpe Zi]

m
F(x,2) = £(x) + ) A [, - gi(§)], Uit stelling 4.2.2 weten we dat er
i=1

ieke 1. = (1.°
een unlieke 0'- 1

Veronderstel dat er een S-omgeving Ua(xo) van Kb

elke X € UG(XO) een unieke x (= g(X)) bestaat z6 dat F(x,%) een (vrij)

e— Amo) is, zodat (§6,36) voldoet aan (4,2.6)

in de Em is en dat bij

relatief maximum in x bezit. Beschouw het probleem



onder
- m 3g. (x)
9f(x i ;
-1§El i i§1 Ai ﬁﬁ;;u— =0y, J = 14cc0yn (k.2,38)

Dit probleem heet de duale van het probleem
% 3 -»>
Maximaliseer z = f(x)

onder (4,2.39)

I s
gi(x) = bi. i = 1.660!' m

Beweringen:

1) In een omgeving van ;O geldt:

min F(x,X) = max £(¥) (4.2.%0)
A X
waarbij we F(z,f) voor A € Ua(xb) minimaliseren naar A onder (4.2.38)

-+ 5 .
en we f(x) maximaliseren onder (4,2.39).

2) f(;b) = min mgx F(;,K) (he2:01)
Aox

«ca F ->
waarbij A € Uﬁ(lo)o

. > >
3) In een omgeving van (xo,ko) in de E_,  geldt
> 3 > > > >
F(x,Ay) 5 Fxgshg) = F(xg01) (L.2.42)
Bewijs:
NY= (x| gi(;) =Dy 151 gml £(X) neemt voor ;0 een relatief

maximum op U/ aan, dus er bestaat een omgeving U(;O) van ;b

dat

in de E_, zo-
n

£(x) 5 £(x)) voor %eln u(xy).

Beschouw het stelsel

°0g.

3F _ _ _ af ¢ g -

'3'?:"'0_'3';-:- ; Ai-a';?.-_o J-—-‘i'“o,n (heE:h3)
J J =l J
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-+

Uit de gegevens volgt dat (4.2.43) voor elke X € US(AO) een unieke op-

. > . - 3> .. . . 45
lossing x bezit, voor welk punt F(x,)A) een (vrij) maximum bezit. Het
&

A).‘_\

> | s >
punt x 1is een functie van A, x = g(

stel F(x 1) = h(}).

Nu geldt: max F(X,%) = F(x 4% =n(}), Xe u (%) (h.2.4k)

>
X

+ + > >
Merk op dat h(AO) = F(xo,ko) = f(xo);
We zullen nu het gedrag van h(K) op Ua(i ) onderzoeken.Beschouw F(;.?)

voor vaste A€ UG(_J’:O)CMerken we op dat F(x,f), = £(x) voor ;e'lf,"dan zien we

max F(x,%) = max £(x) = £(%)) = a(X;), X e Wn u(x,) (b.2.45)

> >
x *
D%rmmcﬂ;j); max ﬂ;j)gﬁﬂm
; ;G%U(;O)
-+ > > +
h(A) > h(lo) voor A € Ué(AO)
Y

Dus h(X) bezit een relatief minimum in AOQ

. -+ + > -+ >
Uit (b4.2.4k4) volgt dat h(X) = F(x,A) wanneer x en A met elkasar verbonden
zijn door (4.2.43), welk stelsel x uniek bepaalt voor elke X & UG(KO)Q

P - . 5 ; .
We zien dus dat F(x,ﬁ) een relatief minimum in I meb.t. K bezit onder

0
de voorwaarden (L4.2,L43).
Verder geldt voor de omgeving U(;O) van ;O
min F(x,X) = mex £(x) = f(EO) = h(io) (b2.46)
> -+
A x

waarbij F geminimaliseerd en f gemaximaliseerd wordt onder (4.2.38)
resp. (4.2.39).

2) Er geldt (L.2.4b):

max F(%x,2) = h(}),

>
X
en verder min h(}) = h(io), } & U%(fo)f
>
A

; > >
Tevens is f(xo) = h(AO), dus
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f(ib) = min max F(X,%), A € Ua(ib)

> >
A %

Men zegt f(§6) is een oplossing van min-max probleem.

3) Daar bij elke A € Uﬁ(ib) een punt x bestaat zd dat F(x,%) in X een
relatief maximum met betrekking tot X heeft, geldt in een omgeving van

X. in de E
XO in e n

Omdat ;6 e UV gelat F(;O,K) = f(;o), dus F(;O,KO) = F(ﬁb,f)c Dus in een

. > >
omgeving van (xO,A

0) in de En+m geldt:

> > -+ 3 > >
F(x,AO) 2 F(xO,AG) = F(xo,l)

+ > R e
F(x,) heeft dus een zadelpunt in (xO,Ao), waarbij in dit geval sprake
is van een ontaarde vorm van een zadelpunt.

Zoals men weet luidt de definitie van een zadelpunt voor de functie F(g,f):

. > 3 . > >
Men zegt dat de functie F(x,)A) een zadelpunt in (xO,AO) heeft, als er

- - > -+ > e >
een € > 0 bestaat zd dat voor alle x, [x = xol < £ en alle A, 'A - AO] < E,

> >

F(x,hy) < F(x,,%)) < F(x,.%). (4,2.47)

Opgave. Beschouw als speciaal geval van (4.2.39) het L.P.-~probleem

>
max Z = ¢Xx

onder
-+ =

Ax = by A mxn-matrix

Toon aan dat (in overeenstemming met L:P., §5) het duale probleem gege-

ven wordt door:

Al-)t - gl

Aan het eind van deze paragraaf merken we tenslotte op dat de multipli-

catorenmethode van Lagrange ons niet in staat stelt het L.P.-probleem op
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te lossen. Stel het L.P.-probleem luidt: max (of min) z = ox onder

A = g, X 2 6 waarbij A een m*n-matrix is (m < n) met r(4A) = m. De me-
thode van Lagrange vertelt ons wel dat in het algemeen een optimale op=-
lossing alléén in een hoekpunt van de convexe verzameling van toegelaten
oplossingen aangenomen wordt, maar Lagrange's methode levert geen pro=-
cedure op om op een handige wijze, zoals de Simplexmethode doet, de
hoekpunten af te tasten. We tonen dit niet aan (zie bv. G. Hadley,

Nonlineair and Dynamic Programming, blz. 81, 82).

§3, Convexe en concave functies

. > .
Def. 4.3.1. De functie f(x) heet convex over een convexe verzameling X

in ge E als voor elk tweetal punten ;1.§é € X en voor alle A, 0 < X 51,
f[)u';’z + (1 = A);J < Af‘(;z) + (1 - A)f(ii) (4e3.1)

>

Geldt in (4.3.1) het < teken voor elk tweetal punten ;1,x2 € X, X, # X,

en voor alle Ay, O < A < 1, dan heet f(g) sterk convex.

. > .
Def. 4.3.2. De functie f(x) heet concaaf over een convexe verzameling X

in de E als voor elk tweetal punten ;1,;é € X en voor alle A, 0 < A <1

-+

£lxx, + (1 - A)§1] 2 M(x,) + (1= V1x,) (4:3:2)

Analoog als in def. 4.3.1 definieert men het begrip sterk concaaf.

Opmerkingen., Intuitief, het oppervlak z = £(X) is convex als het lijn=-
segment tussen elk tweetal punten (;1,z1), (§2,ze) op het oppervlak bo-
ven of op het oppervlak ligt. Het lijnsegment ligt onder of op het opper=-
vlak als z = £(X) concaaf is.

We definiéren convexiteit en concaviteit alléén m.b.t. convexe verzame=
lingen X in de E_ , opdat A%, + (1= A)X, € X voor 0 g A g1, als

X 0%, € X.

De convexe verzameling X, die voor ons van belang is, zal vaak de En zijn
of het niet-negatieve orthant.

- . &
Als f(x) convex op X 1s, dan 1is -f(;) concaafl op X en omgekeerd.,
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n n
-+ >
1 1 Ay == e
Def. 4.3.3. Een kwadratische vorm x'Ax 151 321 aleli heet positief

. . -> -> - - ->
definiet als x'Ax > 0 voor elke x, x # 0.

-+ > ., . . . . g -> - @ >
x'Ax heet positief semidefiniet als x'Ax 2 0 voor elke x en een x # O

> >
bestaat waarvoor x'Ax =

> >

Def. 4.3.4. Een kwadratische vorm x'Ax =

Mb
r:-/'!:!

a; x 1% heet negatlef
i=1 j=1 1
definiet als X'AX < O voor elke X # 0. Als X'AX % 0 voor elke X en een
-> -> & .
; # 5 bestaat waarvoor x'Ax = 0 dan heet de kwadratische vorm negatief

semidefiniet.

ggmerking: We mogen zonder beperking veronderstellen dat de matrix A

symmetrisch is. Als A niet symmetrisch is, definieer dan

B33 T 844
Eij+— bii = f”ﬂ-ﬁ'-l-! alle 1,j. B = ((b )) is symmetrisch en
x'Ax = x'Bxg

Stelling 4.3.1. Een positief semidefiniete kwadratische vorm is een con-

vexe functie over de En: Als de kwadratische vorm positief definiet is
dan is het zelfs een sterk convexe functie over de En:
Een negatief semidefiniete kwadratische vorm is een concave functie over

de E . Een negatief definiete vorm is sterk concaaf over de Enc

Bewijs: We bewijzen alléén de bewering dat een positief semidefiniete
kwadratische vorm convex over de En is. De overige beweringen bewijst
men analoog.

Beschouw twee wlllekeurlge punten x1,x ] E en een A, 0 < A < 1. Als

2

X, = A, + (1 - A)x
Xy = X, 1 - Xy dan

X, 'A%, = Dx, + (1 - MNx ] A D, + (1= 0% ] =

=[x+, =% A [R F AR - %)) =

2 2 1
=+' +_+i+ 2+_+' - >
X, 'Ax, + 2(x, x,) Ax, + (x2 x)' A(x2 - %)
Er geldt X' AX 2 0 voor alle 2. dus voor 0 < A < 1, AX'AX 2 A2§'A§:

Waaruit volgt:



+ -+ -> > > +
1 < i -y i - ¥ .
xy'Axy S x,"Ax, + 2K(x2 x1) Ax, + l(x2 y1) A(x2 xj)
> > > > > we > - >
0 [ = i - q
of Xy 'Ax, S x, "Ax, + J\(x2 XT) Ax, + A(x2 x1) Ax,,
o + > - > a2
of X Axy £ A%, "Ax, + (1 J\):‘:1 Ax s

s . - . P
Dus een positief semldefiniete vorm 1s convex. Bedenken we dat =x'Ax
’ . . : R - B - ; B : .
negatief semidefiniet 1is als x'Ax positief semidefiniet is, dan zien we

direct dat een negatief semidefiniete vorm concaaf over de En is.

Stelling 4.3.2. Stel dat de functies fj(;). J = 1,60y k, convex (con=

caaf) over een convexe verzameling X in de En zijn, Dan is de functie

-+ k >
f(x) = ) f.(x)
=1 J

ook convex (concaaf) over X.

Bewijs; Zelf.

o .+ .
Stelling 4.3.3. Als f(x) convex Of concaaf over een convexe verzemeling X
- - + - - + - - -
in de En is en f(x) is begrensd op X, dan is f(x) continu in elk inwen-

dig punt van X.

Bewijs: Stel f(;) convex over X: Laat ;b een inwendig punt van X zijn,
dan moeten we bewijzen dat bij elke € > 0 een 6 > 0 bestaat zd dat

e + -+ ->
|£(x + 1) = £f(x)] s ¢ als |h| < 6.

- -+ -> - i
> 0, 20 dat {x | Ix - X l A uo} c X

Laat u 0

0
Zij € > 0, willekeurig.

) > :
Kies allereerst |h| < u_ . Daar f£(x) convex is, geldt

0
- > > -
£(3) < f(x ; h) + fx ; h)
of £(x) - £(x = B) g £(x + B) - £(x) (4.3.3)
Yo
Als n = [fg%l, d.w:z. n is het grootste gehele getal kleiner dan of

L) » +
gelijk aan === , dan is n > 1 en verder x + (v + 1)E € X voor

\Y =0,5::; n= 1,
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Door herhanld toepassen van (4.3.3) leidt men af dat voor v = 0,..c, n = 1

geldt
f@—\ﬁ)-ﬂz-(v+1ﬁ)gﬂ;+ﬁ)-fﬁ)§
£(X + (v + 1R) - £(x + WB)

(b.3.4)

Tellen we de ongelijkheden (4.3.4) voor v = 0 tot en met v =n - 1 op,

dan vinden we

£(x) - £(x - nh) 2 olF 5 B -l 2 £(x + nh) - £(X)

n n
(4.3.5)

Omdat f(x) begrensd op X is, bestaat een C > 0 met |£(x)| < C, alle XeX.
Uit (4.3.5) volgt nu

l2(x + B) - £(2)] £ &8
"o 2¢C ap
Daar n g ==== en == < e gls n 2 == , geldt:
lh' n £

€U
|[£(x + B) - £(x)| < ¢ als || < 8 = min (uoq§§l)

Vervolgens bewijzen we de belangrijke stelling:

Stelling 4,3.L. Als £(x) € ¢! over het inwendige van een convexe verza-

meling X in de E en £(x) is convex over X, dan

- _ -> . > - - -
(k, = %) o v2(x,) g £(x,) - £(X,) (4.3.6)
> . . *
voor elk punt X5 € X, en elk inwendig punt X, e X.
Als f£(x) concaaf is, dan wordt (4.3.6):
- - - i -+ -+ _ ->
(x2 x1) 4 Vf(x1) 2 f(xe) f(x1) (4e3.7)

& W ->
Bewijs: We beschouwen alleen het geval f(x) convex over X, analoog be-
schouwt men het geval dat f£(X) concaaf is.

Daar f(x) convex is, geldt voor alle A, O < A < 1
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tDx, + (1 - 0% = £lx, + A, - x)] g M(x,) + (1= (X,

1
(4.3.8)

f[x, +A(X, - x.)] - £(%.) R
of i — - < f(X,) - £(F,) (4.3.9)

Uit stelling L.1.5a volgt:

> > > - ; -> + _ -+ . > .+
f[x1 * Mx, - :._:1}:1 *-flx ).+ Mx, = %} o Vf»[x1:+-ke(x2 -‘x1)].

026<1
(4.3.9) wordt dus
(x, = %)« ve[x, + A(x, = x,)] < £(x,) - £(x,)

Laat nu A + 0 gaan en bedenk dat de eerste partidle afgeleiden van f

continu zijn, dan ziet men

- -+
(x. - x

- -+
'
o DA vr(x,) 3 f(x

o) = £(x,) (4.3.10)

Opmerking. Als f een functie van &én variabele is, dan is (4.3.10) te
schrijven als

f(xg) - f(x1)

g Y iy

f'(x1) <

Intuitief, de helling van de rasklijn in X, is minder dan of pgelijk aan

de helling van de lijn door de punten [xi,f(x1)] en Exz.f(xg)]e

fx,)=f(x

z:f(x) r:c°=u—;c-:;{_ﬁ_

——"J'd_Fd—r.c=f'(x1)

1 X5 - &

®Looo

r.c. = richtingscoé&fficié&nt
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Stelling hb3c§c Als de functie f(g) convex is over het niet-negatieve
orthant van de E ; dan is de verzameling van punten

V= {x | £(x) < b, x 2 0} convex, als V niet leeg is.

Is £(x) concaaf over het niet-negatieve orthant dan is

> -+ > -+ . .
W={x| f(x) 2b, x 2 0} concaaf, als W niet leeg is.

Bewijs: We bewijzen all&én het eerste deel van de stelling.
Als V uit &én punt bestaat, dan is V per definitie convex. Last nu

> > - > = >
X,1%, € V dan moeten we bewijzen dat x, = Ax, + (1 = A)x1 € V voor alle

Ay 0 2 A 21,
i -+
Triviaal xo

> .
f(x) is convex, dus

-+ -+
2 0. Nu nog aantonen f(xo) & By

£(x,) = £, + (1 - Nx] s Af(xy) + (1 - Me(x,)

-+ >
Ergﬂﬂtfhj);b,fHE)

S b, verder 0 £ X £ 1, dus
f(ze) S Aby (1 = A)f(zj) S (1 = A)b, waaruit volgt:

£(xy) £ A+ (1= A)b = b,

Dus V is convex.
- -3 >
Merk op dat {x | f(x) = b, x >

0} in het algemeen niet convex is als
-» 3

f(x) convex is.

Daar de doorsnee van eindig veel convexe verzamelingen weer convex is,

geldt:

Stelling 4.3.6. Laat W = {x | fi(§) Shiyi= e, m; fi(§) 2 By,

. > + . o F >
1=m, + 1cccy mj X 2 O} niet leeg zijn. W is convex als fi(x),

1= 1yeccy m,, convex is over het niet-negatieve orthant van de E en
> - - - -
fi(x), 1=m, * lyscey my concaaf is over het niet-negatieve orthant

van de E .
n

Stelling 4.3.7. Laat £(X) een convexe functie over het niet-negatieve

orthant van de E zijn. Stel £(X) e C1c Laat b een constante zijn. Dan

is het raskvlak aan het (n-1)-dimensionale oppervlak f(xX) = b in een

punt ;0 2 3. dat voldoet aan f(zo) = b een draaghypervlak van de con-
-+

vexe verzameling K = {x | £(x) < b, X > 0} in o
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-+ . . > .+ +
Als f£(x) concaaf is, dan is het raakvlak aan f(x) = b in x. 2 0 met

0
f(;b) = b een draaghypervlak van de convexe verzameling

K=1{x | £(x) 2b, x 20} in Ebe

Bewijs: Zie L.P. blz. 59 voor definitie van draaghypervlak. Uit de
) -+

analytische meetkunde is bekend dat het raakvlak in X, aan het opper-
vlak f(;) = b gegeven wordt door:

¥, - =+|a >
x' o Vr(x,) X, Vf(xo) (L.3.11)
-+ > > > > .
We moeten nu aantonen dat w' . Vf(xo) 5% Vf(xo) als v een wille-
keurig punt uit K is. Dit volgt direct uit stelling L4.3.4. Neem in
+> > -+ -+ -+ > .
(4o3:6) w = X, en X, = X, en bedenk f(w) £ bs f(xo) = b, dan vindt men
> -+
(W = %,)' o VE(x,) 50
of w'ooe(x) < X' . ve(X.)
0/ =70 ° 0’°

Extrema van convexe en concave functies

De extrema van convexe en concave functies bezitten een aantal prettige
eigenschappen, die ons van pas komen in de theorie van de niet-lineaire

programmering.

Stelling 4.3.8. Laat f(;) een convexe functie over een gesloten con=-

vexe verzameling X in de En zijn.

Dan_geldt:

1) Elk relatief minimum van f(z) op X is tevens het absolute minimum
van £(x) op As

2) De verzameling van punten waar f£(x) op X het absolute minimum aan-
neemt 1s convex.

3) Als £(%) sterk convex op X is, dan is het punt waar f(X) het absolu-
te minimum op X aanneemt uniek.,

4) Als £(x) € C' voor elk punt van X, dan neemt f£(X) het absolute mini-

mum op X aan in ieder punt ;0 dat voldoet aan Vf(;) = 35

Bewids:

-+ . . 3
1) Laat f(x) een relatief minimum op X voor ;0 sannemen. Stel dat f(x)

. . & 4 > 3 e
het absolute minimum op X niet aanneemt in X. maar in x y dus

0
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> -+ o s .
£(x) < f(x,). Neem aan |x | eindig.
[Als £(x) het absolute minimum op X asnneemt in de limiet als 1X]| » =,
dan verloopt het bewijs analoog. Kiest men N voldoende groot, dan

B ot G >4, -+
bestaat er een punt x met N < |x | < « 28 dat f(x ) < f(xo)ﬂ]
We leiden nu een tegenspraak af, door aan te tonen dat elke omgeving
- >

-+ > >
van x, een punt x bevat met f(x) < f(xo)a Tegenspraak, omdat f(x) een

o2 . . Fe
relatief minimum in xo bezit. f(x) is convex, dus voor alle J,

0srg,

eDET+ (1= NE] M) + (1= NEE) (h302)

Daar £(x ) < £(x,), geldt voor alle A, 0 < A < 1,
%+ (1 = Nxp] < ar(xg) + (1 - NE(x) = £(x)  (4.3.13)

Het is voldoende aan te tonen dat elke e-omgeving van Qb, met

> > -> - -

g % % - xol een punt x bevat met f(x) < f(xo).

X < € . . i Ju-{bx A)-* .
Als 0 < e < | dan ligt x = + (1 - X, in de e-omge-

[x™ - x|

i 0

ving van x5 en uit (L.3.13) volgt
2z} < £z},

Tegensprask, waarmee aangetoond dat £(x) in ;6 het absolute minimum
op X aanneemt.

Triviaal, als het absolute minimum in precies &&n punt aangenomen
wordt. Stel dat het absolute minimum van f(;) op X in twee verschil-

- -
lende punten x1,‘x aangenomen wordt.

2
Nu neemt f(;) het absolute minimum op X aan in elk punt
Xx=2, + (1 =2)%.,0<Ac<1,
A e L .
Immers f(x) is convex en f(x1) = f(xa), dus
> > > > > -+
f(x) = f[}xe + (1 - A)x1] & Af(xg) + (1 - A)f(x1) = f(XE)

Daar £(x) niet kleiner dan f(;e) kan zijn, geldt f(x) = f(;E) = f(_£1)°
Dus de verzameling van punten waar f(X) het absolute minimum op X
aanneemt, is convex.

Gevolgen: a) Als het absolute minimum in twee verschillende punten
aangenomen wordt, dan wordt het in oneindig veel punten aangenomen.

b) Er kunnen niet twee (of meer) verschillende punten zijn waar f(x)

een sterk relatief minimum (tevens absoluut minimum) aanneemt, Immers



- 247 -

in elk punt van de verbindingslijn van de twee punten zou f(x) de-
zelfde waarde aannemen. Tegenspraak met de definitie van sterk mini-
mum.

3) f(;) sterk convex op X. Stel dat f(z) het absolute minimum op X aan-

neemt in twee verschlllende punten x1, X

x +x 2’

Beschouw x = -l——-g s
3 2
Er geldt:
> -
£(x,) < g + - = £(x,) = £(x.)
3 2 2 1 2°¢

Tegenspraako

L) f(x ) e ¢! voor elk punt van X. Laat voor xO € X gelden dat Vf(x ) = 0.
Laat X een w1llekeur1g punt van X zijn.

Stellen we in (4.3.6) x2 = x en x1 = x, dan zien we:

0 5 £(x) = £(x))

dus £(X) < f(go)a

+ - -
Waarmee aangetoond dat f(x) het absolute minimum op X aanneemt voor

- . -> >
elke x, die aan Vf(x) = 0 voldoet,
Vervolgens geven we een stelling betreffende de maxima van convexe

functies.

Stelling hc3=2e Laat X een gesloten convexe verzameling zijn, die van
onder begrensd is. Als het absolute maximum van de convexe functie (%)
op X een eindige waarde heeft, dan neemt f(g) het absolute maximum op X

aan in &&n of meer hoekpunten van X,

Bewijs: Voor definitie hoekpunt, zie definitie 2.2.23,
We tonen eerst aan dat z = £(x) constant op X is als f(x) het absolute

. : ; ; > >, ;
maximum op X aanneemt in een inwendig punt Xy van X. Daar x. inwendig

0
punt van X is, bestaat een e-omgeving van ;0 die geheel in X bevat is,

- ; . ; : ; . .
Laat X, # ; een willekeurig punt uit die €=omgeving zijn. Het punt

+O

> > . : ; . > > > >
X, = 2xo - X, ligt din ook in de e-omgeving (immers |x2 - xol = |x1 - x0|
X, + X,

-
en verder x. =

Sy
0 > . £(x) is convex op X, dus
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L fx) f(xy)
f(xo) § weaaien 4 R (b.3.14)

-> i . > - - -+
Omdat f(x) het absolute maximum in X, aenneemt, geldt f(xo) = f(xT) = f(x2)°
We zien dus dat f(x) = f(gb) voor elk punt X dat behoort tot een e-om-

eving van x., die geheel in X bevat is. Laat x een willekeurig punt
g 0°

in X zijn, dan moeten we aantonen (X ) = f(zb)o Dit is het geval als
X tot een g-omgeving van §b behoort, die geheel in X bevat is. Veron=-
derstel nu dat X niet in zo'n e-omgeving lipgt. Kies een €y > O zd dat
de Eo-omgeving van ;0 geheel in X bevat is. x ligt niet in deze €q-om-
. >3 ->
geving, dus ]x - x0| 2 €ge
2, A
%
| —
//'/’ ST ——
) ) < \ L/ o d ) A
¢ &
S B i
\ e
///////
K
| —
L. -

ks
I

.. -> >0 .
Het lijnsegment L dat Xq en x verbindt, wordt gegeven door

- > e -+
x=x 4+ AMx - x

o )y 02X 21,

0

- + - - .
De e-omgeving van xo bevat een interval van L, geef dit interval aan
met I,. Voor elk punt xe I, geldt £(x) = f(zo)o Als x ¢ I, kies dan
>
X1 € Ioo

0,950

X, = Xy + e (X - X ) (4.3.15)
X

" > . >
Beschouw vervolgens een Eo—omgev1ng van x1: Deze EO-omgev1ng van x, be-

vat het interval I, van L. Als X een willekeurig punt van I, is, den
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geldt (ga na!):

Ag
> -+ 0 50 -+
x=x1+w(x -xo),Og:\;‘! (4,3.16)
X = x|
0
Men kan (4.3.16) ook schrijven als
> . 10+ )"EO > - )
X, =x + é[x1 - s (X = X,)] (4.3.17)
x" = x|
0
A€
3, = x N - - (X - x.) behoort tot de &.-cmgeving van
Het punt Uy S X, = et X = X o] o] 0 g g
x - x|
0
+ -
Xys dus f(u ) = f(x ):

Omdat f(x ) convex over X 15, geldt f(x ) < 1r(x) + %f(§1) of f(go) < f(;),
immers f(x 1) = f(u ) = f(x )e
Waaruit volgt f(x ) = f(x ) voor elke x € ch Als X e I, dan

£(x) = f(xo)c Als X ¢ I .+ beschouw dan X, € I

2 1°
0,9¢
X, = X, + = (¥ - X)) (4.3.18)
|x = xo[

De so-omgeving van ;é bevat het interval 12 van L,
Analoog als boven toont men san f£(Xx) = f(ib), alle X ¢ I, Als x € I,

dan zijn we klaar. Als iﬂ'é I,) dan zetten we gevolgde proc&dé voort.

Na een eindig aantal stappen (bv. in te zien met de overdekkingsstelling

van Heine-Borel) vinden we een punt xn, waarbij geldt X € I « Dan is

aangetoond f£(x ) = f(x O)' dus £(X) constant op X. ~

X is van onder begrensd, dus X bezit minstens &&n hoekpunt (stelling 2.2.18).

We hebben dus bewezen dat f(X) in tenminste &&n hoekpunt het absolute

maximum op X aanneemt, voor het geval dat f(;) het absolute maximum op X

in een inwendig punt van X aanneemt.

Veronderstel nu dat f£(X) het absolute maximum op X niet in een inwendig

punt van X aanneemt, maar in een randpunt io van X. Als §0 een hoekpunt

y 4 % .

1s,; dan zijn we klaar. Als X niet een hoekpunt is, beschouw dan de door-
.+

snee van X met een draaghypervlak H in xo, De doorsnee van X met het

draaghypervlak H is een gesloten convexe verzameling T. en T_ bevat ten-

0 0
minste €én hoekpunt van X, omdat X van onder begrensd is. Merk op dat TO
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in een (n-1)-dimensionale ruimte H ligt. Beschouw T, nu als een verza-
meling in een ruimte van dimensie n-1. Als ib een inwendig punt van Ty
is met betrekking tot de (n-1)-dimensionale ruimte, dan weten we op
grond van voorgaande dat f£(X) = f(ﬁo) op Ty T, bevat tenminste é&n
hoekpunt van X, dus £(X) neemt het absolute minimum op X aan in ten-
minste &&n hoekpunt. Als ;0 een randpunt van T, is, beschouw dan T,» de
doorsnee van TO met een draaghypervlak aan TO in §O° Beschouw TT als
een verzameling in een (n-2)=~dimensionale ruimte, enz.

Tenslotte vinden we dat er een hoekpunt van X is wasr £(%) het absolute

minimum op X aanneemt.,

QEEerkingenc

1) De convexe functie f(X) kan geen sterk relatief maximum op X aanne-
men in een inwendig punt §0 van X. (volgt uit (4.3,1L4)),

2) We hebben aangetoond dat de convexe functie f(i) het absolute maxi-
mum op X aanneemt in tenminste &&n hoekpunt van X, maar het kan ge-
beuren dat er tevens hoekpunten zijn waar f(X) relatieve maxima ver-
schillend van het absolute maximum aanneemt (zie figuur hieronder).
Dit in tegenstelling tot het lineaire programmeringsprobleem, waar
elk relatief extreem het absolute extreem is van de objectfunctie.
Dit volgt uit stelling 4.3.8, 4.3.10, 1) als men bedenkt dat z = 2.3
zowel convex als concaaf is.

3) De stellingen (4.3.8) en (%.3.9) worden intuitief duidelijk als we
een plaatje van een convexe functie beschouwen. We tekenen een con-

vexe functie van één variabele.

z=f(x)

Vg

abs., max.

rel. mélg

e = = = — o —

!
I
!
I
&




Tenslotte formuleren we de stellingen L4.3.8 en 4.3.10 veor het geval

> )
dat f(x) concaaf is.

Stelling 4.3.10. Laat X een gesloten convexe verzameling in de Eﬂ zijn

en zij £(X) concaaf over X. Dan geldt:

1) Elk relatief maximm van f£(x) op X is tevens het absolute maximum
van £(x) op X.

2) De verzameling van punten waar f(g) op X het absolute maximum aan-
neemt is convex.

3) Als £(x) sterk concaaf is op X, dan is het punt waar f£(x) het abso-
lute maximum op X aanneemt uniek.

%) Als £(x) € ¢! voor eik punt van X, dan neemt £(x) het absolute maxi-
mum op X aan in elk punt ;0 dat voldoet aan Vf(x) = O.

5) Als X tevens van onder begrensd is en het absolute minimum van f(x)
op X is eindig, dan neemt f(;) het absclute minimum op X aan in ten-~

minste &&n hoekpunt van X.

.. ¥ . . e 3 P .
Bewijs: Een maximum (minimum) van f(x) is een minimum (meximum) van

-£(X). Als f(;) concaaf is, dan is -£(x) convex.,

Opmerking. De stelling is intuitief duidelijk aan een plaatje van een

convexe functie,

z=f(x)

- —— — —
U —
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54, Kuhn-Tucker theorie

-> 3 & A > 3
Als f(x) onder gi(x) =b., 1 <1 <minx een maximum aanneemt, en de

functies T en g; voldoen aan zekere voorwaarden, dan weten we uit
stelling 4.2.6.3° gat (§*; 1) een zadelpunt is van de Lagrangefunctie
F(g,i). Stel het probleem luidt: bepaal het absolute maximum van £(x)
onder gi(;) {:;? 3} bi’ 1<i<m, ; 1_3. Wanneer de functies [ en gi
aan bepaalde voorwaarden voldoen, zullen we later zien dat het probleem
dan eguivalent is met het bevalen van een zadelpunt van een Lagrange-

functie.

Noodzakelijke en voldoende voorwaarden voor een zadelpunt

We memoreren eerst de definitie van een zadelpunt, die we in §2 gegeven
> > - -
hebben. Men zegt dat een functie F(x,)), x een n-component en A een

s
m-component vektor, een zadelpunt in (xo,iro) heeft als

X)) < F(x.,A) iF(EO,X’) (Bt}

F(x
Ratgt T4 \Rgsg

= o 3 -> > .
voor alle X in een g-omgeving van x., en alle A in een e-omgeving van

- —>O—)—
Ay Als (L.Lk,1) geldt voor alle x en X dan spreekt men van een globaal
. >
zadelpunt in (xO,AO).
We zullen nu deze definitie uitbreiden voor het geval zekere componen-
> . .. . .
ten van ; en A niet-negatief moeten zijn, andere niet-positief moeten

zijn, terwijl een derde categorie elke reéle waarde aannemen mag.

senrije % = [10), 32, 300] e 1= 1), 32 30)),

+(1) > >(1) -+ +(T) + +(2) -
Veronderstel: x >0, A > 0en x < 0, A < 0 terwijl de
componenten van X(ST-en 3(3) elke reéle waarde aannemen mogen.

(1)

> =(2) >(3)
Neem aan dat x s componenten heeft, x t-s componenten en x

1) >(2)

5
n-t componenten. Neem verder aan dat A( u componenten heeft, A

(3)

v-u componenten en 3 m-v componenten.

Laat W1 de verzameling van punten x zijn zodat de commonenten van X
aan bovenstaande voorwaarden voldoen, laat W2 de verzameling van punten
T zijn zodat de componenten van i aan de bovenstaande voorwaarden

voldoen.



Laat tenslotte W de verzameling van punten (;,K) zijn met X eV, en
X .
G.W2
: > > . &
Def, L.k.1. Men zegt dat de functie F(x,X) een zadelpunt heeft in (x s
3 - f
voor (; A) € W als (x ) € VW, en er een £ > 0 bestaat z8 dat (L.L.1)
geldt wvoor alle.x QII in een e-omgeving van ;b en alle K-eaﬁg in een
g-omgeving van AO
->
Als (4.4,1) geldt voor alle x e_w?, alle & e_w2 dan spreken we van een

globaal zadelpunt.

P r il § . x g
Opmerking. In deze definitie is F(x,\) een willekeurige functie, die

dus niet een Lagrangefunctie behoeft te zijn,

Veronderstel F eEC . Als F(x A) een zadelpunt in (x ) voor

0
(x A) € W heeft, dan volgt uit de definitie van zadelpunt en stelling

4,1.8, dat (;b,l ) voldoet aan

)

B;C-—F(x . o) =0, J =t+l, vuu, n
3 xllE - ;
i F(xo,ho) =0, i=v+1, ..., m
1
daar de componenten t+1, sesy N Van ; en de componenten v+1, ..., m

van i elke reéle waarde aannemen mogen.

Als we dus F als een functie van een Xy s t+1 < k < n, beschouwen en

xj = x? s 1 F ks = Kb stellen dan heeft F in een omgeving van xg een
gedaante zoals in figuur L.1 weergegeven.

F
A

<2

w

(\-_u < 1,
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Als xg # 0, waarbij k E={1, eee, t} dan geldt:

3F (X, A )
*02%0
Bxk

= 0,

i Eil=c E 0o . -+ +>
Immers, stel in F(x,A) de variabelen x. = s #k, A= Ag»> dan

geeft dit de functie h(x ). Daar xg # 0 volgt uit de definitie van

k .
zadelpunt dat er een omgeving van xﬁ bestaat, waar h(xk) f_h(xﬁ).

Pas nu stelling 4.1.8 op de functie h(x ) toe. Dit geeft

k

0 > >
dh{xk) i aF{xO,AO) s

dxk Bxk

+
SF(XO,
aA
r

-
AO)

Evenzo geldt = 0, als Ag # 0, waarbij r e,{1, R v}.

aF(ZO,KO)

We zullen vervolgens nagaan wat van —-—sgf———-gezegd kan worden als
k

XE = 0, waarbij k e,{1, sivs ks

Neem eerst aan k e;{1, ey s}, dus x

geldt

K moet niet-negatief zijn. Dan

—— F(X ,A.) <0 (L.k4.2).

aF
9%

. > > oF ; .
> 0 1n (xO,AO). Daar 5;-cont1nu 1s, bestaat een
k k |
€y > 0 z6 dat voor alle punten (§,i) in de so—omgeving van (go,io)
oF
Bxk

Kies een g, 0 < g < €y> en beschouw in de e-omgeving punten van de vorm

Bewijs. Stel

2 0

geldt

- > ; . . —
(x0+hg 5 AO}, h > 0., Uit de stelling van Taylor voor een functie van &én

variabele volgt:

-> - -> > > ) -> -> -
F(xo+hek, AO) = F(xo,lo) + h 5;; F(x0+6hek, AO), 0 <6 <1,
Het punt (§b+9h3£, Xb) behoort tot de e-omgeving van (;O,XO), dus

5 F(x_+6he R x ) > 0, waaruit volgt
axk 0 k 0
- > 5> >

F(x +he. , 1.) > F(x ), alle h, 0 < h < e. (4.4.3).,

0 "k” 0 O’AO



a2

. - > -+ >
Dus elke e-omgeving van (XO,AO) bevat punten (X,AO) & W waarvoor
(4.4.3) geldt. Tegensprazk met het feit dat een omgeving van go
bestaat, zodat voor X & W1 en in die omgeving geldt
> > > >
F(x,lo) E_F(xo,lo). Dus (L.4.2) moet gelden.
- -
Stellen we x. = xg, j#ken A= AO in F en beschouwen we F als
functie van Xy s dan vinden we een soort curve als in figuur 4.2
weergegeven, Uit deze figuur volgt direct dat (4.4.2) geldt.
aF(xO,AO)
Op dezelfde wijze toont men aan dat ———§§f———-3_0 als x, = 0,
k

waarbij k & {s+1, $iig ‘t}.

Analoog bewijst men (aan een plaatje direct te zien), als AS =0,

- >
oF(x  ,A.)
0°"0 _
——*7;Y*—*—_i O 2 = 1y wwws U
r
3F(X_,A.)
0°"0 _
e <0, r=utl, «o., v.
r
We hebben in voorgaande aangetoond dat %g— (QO,KO) = 0 of x? =0, en
3F_ > >y _ 0 d
3;; (xo,lo) = 0 of Ai = O

- >
We kunnen nu een stelsel noodzakeliljke voorwaarden geven opdat F(X,K)

. - > > > ..
in (x?,AO) voor (x,\) &W een zadelpunt heeft, waarbij we aannemen
FeC.

. - > > 1 - >
Stelling L.k.1. Stel de functie F(x,\) € C . Als F(x,\) een zadelovunt

. - > - > = >
heeft in (xo,lo) voor (x,)\) €& W dan moet (xo,lo) voldoen aan:

n

< F(x.,%.) >0 J=stl, s.u, t (L.2.h)
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0 0 . 0
xj 20, J =1, veey 53 xj <0, J=58+t1, co.y ty == < xj < o
J=t+*l, ..o n (b.h.5)
0 3 & o .
XJ. EC_F(XO’AO) =0, J =1y eeey n (ll-.}-h6)
) > >
EXT-F(XO’AO)-i 0, i=1, «ve., u
1
d - > .
T F(xO,AO)_i By 1 = Ukl, wess V (L.h.7)
i
9 i o .
3 F(xo,ko) =0, 1=v+l, ..., m.
i
0 0 > 0
Ai >0, 1=1, «v., u; Ki <0, 1 =utl, ,i.0, Vj == < Ai < e
RS (ot 8)
0 3 > > :
A Sih-F(xO,AO) =0, L= T, sse, M (h.4.9)

. L o & -3 .
Def. 4.4.2, De gradient van F(x,\) met betrekking tot x beschouwd in

> > ]
(x.,A.) is de kolomvector

070

-

. F(x

e s e o axn

- a -+ "
V; F(x. ,A.) = ( v F(XO’A )

B A )).

0’70

- + "} - + D
Def. 4,4.3. De gradient van F(x,i) met betrekking tot A beschouwd in

(;O,X ) is de kolomvector

0
> > 9 ., > 9 ., >
VK F(xO,AO) =i { 78 F(xO,AO), — sig-F(xo,lo)}.

Uit deze definities volgt dat we (4.4.6) en (4.4.9) schrijven kunnen als

s z - i 2 %

X, V; F(xo,ho) 0, respectievelijk (L.4.10)
Fp o > > - ‘

A V> F(x,.4y) = 0. (k.kh.11)
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We zullen vervolgens een stelsel voldoende voorwaarden geven opdat
e .

F(;,K) een zadelpunt heeft voor (;,A} & W in een punt (+O,A ), dat

aan (4.h.4) t/m (4.4.9) voldoet.

Stelling 4.4.2. Laat (; X ) een punt zijn dat aan (4.L,4) t/m (L4.h.9)

voldoet. Als een e- omgev1ng van (xO,A ) bestaat 26 dat voor punten

(x A )€ W in die omgeving,

F(%,hp) < FXgsky) + (k=) V> F(xooh ),  (.ha12)

en voor punten (;O,K) & VW in die omgeving,

S i > > > > -
Te
F(xy0h) 2 F(xgsAg) + (A= A)173 Flx

0 A, (b,4,13)

0°70

- ~>- .
dan heeft F(x,A) een zadelpunt in (% Xgs AO) voor (x A) e V.

Als (4.4.12) en (4.4.13) gelden voor alle X e;w % e&VEEdan heeft

> >
F(x,A) een globaal zadelpunt in (x %) voor (x,k) e V.

0

Bewijs. Daar (xO,A ) aan (4.4.6), oftewel (4.L4.10), voldoet geldt

0
).

(E;Eo)r- v F(QO,K ) = x' vz F(%b,i

0

Ahszewvtmnisx.>O,j=1,.“,s;ﬁ <0, J=5+1, eue,y t.

- J_ -
Verder voldoet (xo,fo) asn (L.4.4), dus

(x=xg) '+ V3 F(x3,%,) = x'+ v2 F(x,X ) < o. bk k)
Als (h 4.12) geldt, dan volgt m.b.v. (4.4.1L4) dat F(x, A ) < F(x *b)

voor x eaw1 en in de e-omgeving van xo. Evenzo toont men aan
( 0 J\O) < F(;;cO %) voor A eW2 en in de e-omgeving van )\0. Dus
F(x,AO) f_F(xO,}\O) _<_F(§0,5\>) voor alle ;e W, en in een e-omgeving
- - . . >
van x, en alle A.EEWé en 1n een e-omgeving van AO.
3

Waarmee aangetoond is dat F een zadelpunt heeft in (%b,lo) voor

(¥,1) & W. Het is duidelijk dat het een globaal zadelpunt is als
(b.h.12) en (4.4.13) gelden voor alle X e;W1 en alle A eawg.
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Op het eerste gezicht doen de voorwaarden (L.4,12) en (L4.L4.13) enigszins
geforceerd aan. We zullen laten zien dat deze voorwaarden tevoorschijn

komen als F bepaalde convexe en concave kenmerken bezit.

Stelling 4.4.3. Laat (;O’X ) een punt zijn dat aan (4.4.L4) t/m
-

> > . . >
(4,h.9) voldoet. Als F(x, AO) een concave functie is van x voor x € W,

O

: § > + > 5 -
en in een e-omgeving van X. en F(XO,A) een convexe functie van XA voor

0
X &V en in een g-omgeving van Y
2
> > > >
(x.,A.) voor (x,\) & W.
0.0 g s . > .,
Het is een globaal zadelpunt als F(x,\ ) een concave functie van x is

> > 2 -> .
en F(xo,k) een convexe functie van A 1s voor alle

- > :
0 dan heeft F(x,A) een zadelpunt in

voor alle ; ew

Y eW
e,

1

Bewijs. Uit stelling L4.3.4 volgt dat (4.4.12) en (4.4.13) gelden.
Pas dan stelling 4.4.2 toe.

Stelling van Kuhn-Tucker

- - .
Beschouw het probleem max z = f(x) onder g.(x){ < =>}b., i =1, ..., m,
> > o - - 1_ - g
Er0eEjve=de | gi(x){ % =ind by 151 <mj x > 0}, Wanneer de
verzameling V aan bepaalde regelmatigheidseisen voldoet kan men noodzakelijke
voorwaarden afleiden, opdat f(;) in X een absoluut maximum op V aanneemt.
We zullen geen wiskundig strenge afleiding van de noodzakelijke voorwaarden

geven. Onze afleiding is een andere dan die gegeven door Kuhn en Tucker.

Stelling 4.4.4. Beschouw het niet-lineaire programmeringsprobleem

o
max z = f(x)
onder

=¥ .
gi(x) b, i=1, i
_> -
g.(x) >b., i =utl, veu, v (L.h.15)

- .
Eolg) =h.u & = vly sows B
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1 1 . . y
Veronderstel f& C , gie ¢c,1i=1, ..., m, over het niet-negatieve

orthant.

i . -> > . -> ”
7ij v = {x | gi(x) Sbhi, T 2isuy gi(x) 3_bi, utl < i < v
-

g.(x) = 1.,

1 1—> —_e
Stel dat f(x) het absolute maximum op V in x aanneemt. Als de verzame-

1

. - -
vl <1 <my X > }.

ling V aan bepaalde regelmatigheidseisen voldoet, dan bestaat er een

-
vektor A met

> . L ; ; *
)\i 3_0,1‘_'1, LI us liio,l‘:?'ﬂl, 00y Vs _m()\i(m’
i =v+l, 4uee, m,
z6 dat
- - n = = -
V> F(x ,A) =vf(x ) - J A, vg.(x) <0 (4.4.16)
X . Az 1 -
1=1
n m dg (2*)
AR ORI I R P W R
j=r 9 L% i=1 j
(b.bo17)
¥ > x > =
At e v FG,A) = ] oar b, e (x)] =0 (k.4.18)

m
. @ =P = _ =% -
waarbij F(x,A) = f(x) + z A BH_- gi(x)].

Verder geldt dat het punt [2*;i*j aan de noodzakelijke voorwaarden
voldoet opdat de Lagrangefunctie F(;,K) een zadelpunt heeft in
- > > >
[x »A | voor x > 0, A &WE'
Bewijs. Door invoeren van verschilvariabelen brengen we probleem (L.,L,15)
in de equivalente vorm:
max z = £(x)
onder

g (X) +x . =b.,i=1, euu, u (4.%.19)
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gi(x) ok TR bi’ § = okl seny
~ :
gi(x) =b, i=vHl, ooy m

3] 2 0.

= . S
f(x) neemt het absolute maximum op V in x aan. Het punt x bepaalt

e N - .
d.m.v. (4.4.19) X_ e We voeren de volgende 1ndicesverzamelingen 1n )

J is de deelverzameling van de indices j, J = 1, «.., n, die de indices

3 >
J bevat waarvoor x, > O.

J

. 2 . . e . *
1s de deelverzameling die de indices ] bevat waarvoor xj =0,

<

I is de deelverzameling van de indices ‘1 =1, ..., V, die de indices
i bevat waarvoor voorwaarde i uit (L4.L4.15) actief (d.w.z. = teken
geldt) in X is.

is de deelverzameling die de indices i bevat waarvoor voorwaarde i

)

inactief (d.w.z. = teken geldt niet) in x 1is.

We hebben in §2,b1z.230 gezien hoe we probleem (L4.4.19) oplossen, dus
hoe we het punt g*-bepalen waar f(;) het absolute maximum oo V aanneemt.
We vinden [;*;;:1 bij het oplossen van een bepaald probleem uit een
bepaalde: stap. Veronderstel dat r(G) = r(Gf) = m in E;*;;:I, waarbij G
ai}een kolommen bevat behorende bij vnositieve x;; x:;. Dus we kunnen

AO = 1 stellen in de Lagrangefunctie behorende bij het betreffende
probleem uit de betreffende stap. Uit stelling 4.2.4 en hetgeen we
gezegd hebben op blz., 230 t/m 232 volgt dat er m Lagrangemultiplicatoren

A:.bestaan, zd dat

e 3g. (x7)
af(x ) T e OB NE ; * .o A
ot Vel S | — R = - il
E}xj ii1 )\1 T 0y J & J 5 0, i &l (h.k.20)

We zullen nu nagaan wat van het teken van

e m dg. (x7)

af(x") I s o

oy - }‘i TR K. €J (h.4.21)
J 1=1 J

te zeggen valt.

Merk op dat onder de indicesverzamelingen lege voor kunnen komen.
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g
Om het teken van (4.4.21) te onderzoeken veranderen we x 3_6 in een

stelsel van n gelijkheden door opnieuw verschilvariabelen in te voeren.
Als we een verschilvariabele x v toevoegen dan gaat xj > 0 over in
2
X. - X . =0, J =1, eeey, n. In probleem (L4.4.,19) vervangen we
§ T T, v s J s s P 123

> 5 5
x > 0 door de n gelijkheden Xj - X = 0. We verkrijgen dan een

s,V+]
probleem met m+n gelijkheden als voorwaarden en 2n+v variabelen. De

verschilvariabelen X g0 X moeten niet-negatief zijn, maar de

e
componenten van ; mog;n ni,:lie reéle waarde aannemen. Als r(G) =
= r{Gf) = m in E?i;:I voor het oorspronkelijke systeem van m gelijk-
heden, dan is r(G) = r(Gf) = m+n in [x ’;:;;:-vl voor het systeem van
de m+n gelijkheden. Lossen we nu het probleem’met de m+n voorwaarden
en de 2n+v variabelen op zoals we probleem (4.4.19) oplosten, dan

vinden we dat er m+n Lagrangemultiplicatoren A:; i=1, vo., m+n,

bestaan, zd dat

- s, (X))
n « WX
Af(x) _ Tf A*_gj.-__A* =0 (3 =1 n)
0x. S R 9x. m+] J A
. 1=1 J
> 5 -~ * " .
Ai =0, 1€ I, Am+j =0, j&J (zie 4.2.31).

Daar A .. =0, j € J, vinden we opnieuw (4.4.20).
m+

Beschouw nu eens:

S 3g. (x7)
3f(x ) v % OBiMF * y e B

Wanneer bepaalde voorwaarden, waarop we niet nader ingaan, vervuld zijn,

dan geldt
9 »
zZ e
5—;—~ Ai s 1 =1, ev., mn, (L,L,23)

We zullen aannemen dat deze afgeleiden bestaan.
Beschouw de voorwaarden xj z-bm+j’ waarbi]j voor ons probleem (4.4.15)

bm+j = 0, Laat nu eens bm+' van nul negatief worden. De waarde van z
neemt dan toe of blijft hetzelfde. Immers vervangt men in oprobleem

A ol
(4.L.15) xj > 0 door X 2-bm+i’ waarbij bm+j < 0, dan voldoet elke x &€V

[

zeker aan de zo verkregen nieuwe voorwaarden.



262

‘3 az*- *
Bijgevolg EE——n-j_O, oftewel Am+' & By
m+j J

Uit (4.b.22) volgt dan:

> n dg. (¥
3f(x ) o OBiX -
s ) b mesmesw i, §i@ T, (h.Lh.2L)
i=1 J
Analoog bepalen we het teken van lf-(i =1, vo., m). Laten we bi’ voor

i=1, ..., u, toenemen, dan kan z alleen toenemen of hetzelfde blijven.

>
0%

* - -
Dus Ai = D >0, =1, «v., u. Laten we bi afnemen, voor 1 = utl,...,v
1 L * 2
dan kan z*-élleen toenemen of hetzelfde blijven, dus Ki = §%~ < 0,

. . *
1=utl, +s0y v. VoOr 1. = v+1, ..., m kan Ai elk teken aannefien.
Vatten we de gevonden resultaten samen dan komen we tot de noodzakelijke

voorwaarden vermeld in de stelling.

L. > n - >, . e
71J F(;,K) = £(x) + ) li[bi - gi(x)]. Als f(x) in x het absolute
i+1
maximum op V aanneemt, waarbij aan zekere voorwaarden voldaan moet zijn,

—
dan bestaat een vektor A met

* . > . 2
Ai <0, =1, cu.y 13 li >0, 1 =utl, euee, Vv; == < Ai < w,
1= ¥, ese Hs (4.h.25)
z& dat
R e e o e e -
V; F(x ,\") = vf(x") - X Ai Vgi(x ) % 0 {4.4.26)
i=1

Dit volgt uit (4.4.20) en (Lk.4.2Y4), Hierbij zijn de componenten j
. bl o . .
met j & J van V; F(x ,1 ) gelijk aan nul.

= i e P
Bedenke men xj =0 voor j & J, dan ziet men dat tevens gelden moet

e
n e m dg. (x )
X eV F(x L) = ] ox {—a%- I A, ——l=o. (L.4.27)
U 3

Verder weten we uit (4.4.20) dat 7\'; =0 voor 1 €71, Voor i &I geldt

.. &4 ® > >
per definitie gi(x ) = bi. Dus Eg ,?*1 moet tevens voldoen aan:



: m
—)*' . -, - L _ > -
X V3 Flx ,1) 121 v b - (x)] =00 (Blb.28)
. 9 ¥
Wanneer men (L4.4.25) t/m (4.4.28) gecombineerd met —— F(x ,\ ) =

A,

i

=b, - gi(;*) met (4.4.4) t/m (4.L4.9) vergelijkt dan ziet men dat
Ec*,m aan de noodzakelijke voorwaarden voldoet opdat F(; ,K) een

zadelpunt heeft in I__xH(—,m voor X > 0 en X éw2.

. - - -
Het is vri] eenvoudig om voldoende voorwaarden aan te geven opdat £(x)

. H >
een absoluut maximum in x op V aanneemt.

Stelling 4.4.5. We beschouwen het niet-lineaire programmeringdprobleem

(4.4,15). Laat fe& C] en g. & C1, 1 < i <m, over het niet-negatieve
orthant. laat x een punt van V zijn.

Als een vektor A bestaat zd dat £§*}K*1 aan (4.h.25) t/m (L.4,28)
voldoen, en als £(%) concaaf is over het niet-negatieve orthant, ter-

-

o -> n > -> . B
wijl gi(x) convex is als A. > O en gi(x) concaaf is als Ai % 0
i=1, «o., m dan neemt f(x) het absolute maximum op V in x aan.

> -
Bewijs. Bedenke men dat -h(x) concaaf is als h(x) convex is, en
omgekeerd dan ziet men direct in dat uit de gegevens van de stelling
volgt, dat

) = £(x) + Aj.: [bi - gi(;é}] (4.4.29)

Il o~

i=1

een concave functie van X is voor alle X 3_3.
5 -+
F(z*;f) is een linesive Punckie van % en 3= QU5 ponvex voor alle .
= . .
Daar Ex oA | aan (4.4.25) t/m (4.4.28) voldoet volgt uit stelling
(4.4.3) dat F(;,K) een globaal zadelpunt in EZ*,K*] heeft voor X 3_8,

Kéwg, Dus:

%) (4.%.30)

-+ > >
voor alle x > 0, A & WZ'

- ; p : ‘% :
Iaat x een willekeurig punt uit V zijn. Voor 1 = v+1, ..., m geldt

- > > -
gi(x) =D, dus Aifbi - gi(x)J = s
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Voor 1

1}
o]
o]
0]
a
ct
o
e
| v
0}
He
2
—
[}
=
>

Voor i = u+l, ..., v geldt bi i-gi(;) en A

-

i > - >3
Uit (4.2.29) volgt dat voor elke x € V geldt: f(x) < F(x,A ).

; P e rte :
Uit (4.2.28) volgt F(x ,X ) = f(x ). Uit (4.4.30) weten we

> > . . > v >
F(x,A ) < F(x ,K*). Hetgeen impliceert f(x) < f(x ) voor alle x & V.

- . . e
Dus f(x) neemt het absolute maximum op V in x aan.

Opmerking bij stelling 4.4.5

De vektor A is een optimale oplossing van het volgende lineaire

programeringsprobleem:

; z = - >
minimaliseer F(x ,\)

onder
=
m dg. (x") s
] .
Iy —— = gff) , &7 (h.2.31)
= j 5
-+*
m 9g. (x") e
i af(x ) ; -
Z Ai 3x. = ax. s JEd
1=1 J J

Ai 20y d= Ty wmey 13 Ki <0, i=utl, ..., V3 == < ki < oo

1=v+l, «eey M.

Bewijs. triviaal. In het bewijs van stelling 4.L.5 hebben we gevonden
5 e e EUVRS
dat voor alle A € W, geldt: F(x ,A") < F(x ,A).

Kuhn en Tucker gaven een andere afleiding van de noodzakelijke voor-
waarden, ze omschreven de regelmatigheidseisen waaraan V voldoen
moet d.m.v. de "constraint qualification".
Het probleem dat ze beschouwden luidt:

4 @ > i - - > -
Maximaliseer z = f(x) onder gi(x) 0 I =y swey M3 X 30

Over dit probleem bewezen Kuhn en Tucker de volgende stellingen:
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Stelling b.b.ba. Laat V= {x | & (x) >0, 1 <i <M; x > 0}. Als

Vi . . . e >
x & V een optimale oplossing 1s dan bestaat er een vektor A > 0

zé dat vervuld is aan

v FE,TT) <0 (4.14.32)
X' U F(x LX) =0 (4.4.33)
e v FLT) = 0 (b.h.3)
waarbi]j F(;,f) = £(¥) + _?1 A éi(;)s
i=

aangenomen dat de constraint gualification geldt:

Laten I en J gedefini&erd zijn als op blz. 260 . De verzameling V

; ; > ;
1s zodanig dat voor elke h, die voldoet aan:

= >, . . =
hl-W#x)iO,lehkﬁio,JéJ,

E 3 oo ol . ¥ i - -

in een eg-omgeving van x een differentiéerbare curve x = ¢(1) bestaat,
- - - . . .+ . - - .

die 1n V bevat 1s, waarbi] h de richting van de raaklijn aan de curwe

-,

X 1is.

We nemen hierbij aan dat de parameterrepresentatie van de curve zodanig

; - e >

is dat ¢(0) = x en dat T toeneemt als men van Xx langs de curve gaat.

R s . . >
De raaklijn in x aan de curve heeft de richting h, m.a.w.

E?l = uhj, J=1y eeey n, waarbij p een positief getal is.

Het bewijs van de stelling geven we niet. Zie b.v. G. Hadley, l'onlineair

and Dynamic Programming, blz. 194 e,v.

. e  a -+ p
Stelling L. k,5a, Laat x € V en stel dat een vektor A > 0 bestaat zo

dat asn (4,4,32) t/m (4.4.34) voldaan is. Als de functies f£(X) en gi(z)

continu differentiéerbaar en concaaf over het niet-negatieve orthant
.. . > y .
zijn, 1 = 1, ..., M, dan neemt f(x) het absolute maximum op V in x aan.

Bewijs. Men bewijst stelling L4.4.5a uit stelling 4.L.4ka analoog zoals

men stelling U.4.5 uit stelling L.L.L bewijst.
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. )
We merken op dat men probleem (4.4.5) in de vorm max z = #(x) onder
e . > > i ) .
gi(x) >0,1=1, .., M; x > 0 kan brengen. Schrijf daartoe

-~ = - .
= Ty wwey 05 gi(x) = gi(x) -b., i

1(}) =g;(x) -b. 20

w R _ -
gi(x) _bl gl(X) A

De vergelijking gi(x
-
(X) = bl ke gl(

~ H-
1]
Ao

bi is equivalent met éi

) = 0.

-~

en

L 2

-
B
-~ "" - - - . o -
Wanneer de voorwaarden gi(x) >0, 1 =1, saey M linealr zijn dan 1is
aan de constraint qualification voldaan.
>i . >
Laten de voorwaarden a x - bi >0,1=1, wee, Men x > 0 zijn.

>

> -l = i T 2
Er geldt Vgi(x )'= a”. Voor elke h die voldoet aan a'h > 0, i &7,
F - £ i o, .
h. > 0, J &€ J bestaat er een curve in een omgeving van x die in

> i . i < . .. s
Vv = {x | ax - bi >0, 1T <1< M;x 3_0} bevat 1s, waarbij de raaklijn
5 >
in X aan de curve richting h heeft.

Bewijs. We zullen aantonen dat de gezochte curve het lijnsegment

§'= X+ vh is, 0 < v S Vgo waarbi]j v, een nog te specificeren getal
. -»>

1s, dat door h bevaald wordt.

De rasklijn in X aan het lijnsegment valt langs het lijnsegment, dus

‘g - g fills :
we hoeven alleen nog te hewljzen dat a 'y i-bi’ 1 =1, «o., M, en

; 3_6, dan is aangetoond dat het lijnsegment in V ligt.

S . T s . i ‘
a*; = gl;*-+ vglﬁ = bi + vglﬂ 3_b; voor 1 &1, daar v > 0 en élﬁ >0 (1eT1).
Voor 1 € T geldt 2% > b.. Kiest men bij de gegeven h v voldoende

" ], 7> : -
klein dan geldt a"x + va'h z‘bi, alle 1 € 1.

- - - - -'>.
yjiO,JeJdaarh.iOvoor,J G.Jenz*;_o.
. s ; - > ;

Voor jJ & J geldt x_.j > 0., Kiest men bi)j gegeven h v voldoende klein dan

x;-!- vhy > 0, alle j € J.

[

Voor het geval het niet-lineaire vrogrammeringsvrcbleem luidt

> ?’ i ® - =4 i
max z = f(x) onder / aiixil L= ij bi’ 1 =1, vssymy x >0 z19n
.j - -] et (3 N

dus de in stelling 4.k.h gegeven voorwaarden noodzakelijk opdat f(x)
. .o -+ ..

het absolute maximum in x aanneemt op V. Is £(x) concaaf, dan zijn

de voorwaarden ook voldoende. Immers een lineaire functie is zowel

convex als concaaf.
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Speciaal geval uit de Kuhn-Tucker theorie

Uit het voorgaande volgt:

Stelling 4.4.6. Max z = £(x)

onder

)

a..Xx. <b.,1=1, .v., u
521 13 3 1

n

_Z aijxj >b., 1= Utl, eee, V (L.4.35)
J=1

n

Z Bei¥X: = Dag I =Vl eae, I
; 1373 i
J=1

-2

waarbi]j f(;) continu differentiéerbaar en concaaf over het niet-

negatieve orthant is. Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde
R ¥ ¥ x .

opdat f(x) in x & V op V een absoluut maximum aanneemt is het

i
. > .
1= utl, eeey, V; €0 —® < Ai <o, 1=v+1l, ..., m, zb dat

 a »* . ¥
bestaan van een vektor A met Ai 20,1=1, soey us A, <0,

m =,
Z A;_ai. 3_§£é§—l § 5 Ty rewuy O (4.4.36)
i=1 J j
en
n T =¥ m
Y ox. I_%(—x——) - 7 A e, ] =0 (4.%.37)
j=1 9 L% j=r *
en
R e *
ii1 Ai Eﬁ-_ ji1 aij xj] =0k (4.4.38)

Verder de Lagrangefunctie

> > > z g
F(x,\) = £(x) + Z Ai [%. - £1aij Xj] (4.4.39)



268

heeft een globaal zadelpunt in [x **I voor X > Jenie W (W2 =
verzamelingen van vektoren A waarvan de componenten 1 t/m u niet-

negatief zijn en de componenten u+1 t/m v niet-positief).

Opmerking. In de stelling is (4.4.37) equivalent met

Tooxar(x) . T s
] ox. —/——%= ] 2l b.. (k.L4.40)
. J 9x. . 1 kL
J=1 J 1=1
Tmmers: (L.4.37) is ook te schrijven als
n m n
] o Al ar) _ ¥ T e w0 (h.k.41)
j='| J 1=1 J:'] Jd J
Als voorwaarde i uit (L.bL. 35) 1nact1ef is in X dan is A = (¥,

We kunnen dus in (4.4.L41) z 855 xJ door b, vervangen zonder dat de

waarde van de uitdrukking verandert. Bijgevolg (4.4.40) geldt. Omge-

T >
keerd kunnen we (L4.4.40) bi door ) a;; X; vervangen zonder dat er
J=1

iets verandert en vinden dan weer (L4.4.37) terug.

Vervolgens leiden we m.b.v. de Kuhn-Tucker theorie enkele bekende
stellingen uit de duale lineaire programmering af.

We veronderstellen dat f(x) = o %, zo dat (4.4.35) een L.P.-probleem
wordt.

Dan worden (4.4,36) en (4.4.40) respectievelijk

m

Y A a.. > €., J =1, seey n (.4, 42)

. 1 g =

1=1

m n

Ea
P A b= ] oe.oxi (4.h.143)
i=1 j=1 9
m

Voor elke A e:w die aan Z A aij i_cj, d =1, +¢v, n voldoet, en elke

i=1
X 3_0 die aan de voorwaarden uit (L.4.35) voldoet, geldt
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i=v+l, +.., m.

>
He
Cae
ne-ag
—_—
m
He
(]
"
e
]
>
]
g
=
°

(Bedenk Ay <0, voor i = utl, ...y V).

Dus
m m n E m n
Y A.b. > v (¥ x.) = ( Z A, a..)x. > Y e. x
L - i L L . - & ® . L - -
i=1 1t Ti=r g= M4 52 q2 2N Tl d
(4L L)
Dus i.h.b.

o]
onder
m
'Z Ai aij 3_cj, =1y snms B (L.4.h5)
1=1
ll 2051 =1, aney U3 A; <0, 1 =utl, ceey vy = < ll < o,

i=v+l, vou, N

Het L.P.-probleem (4.4.45) is de duale van het L.P.-probleem verkregen
. > + > . .

uit (4.L4.35) door f(x) = c x te nemen (zie L.P., §5, stelling 2.5.8).

Verder hebben we m.b.v. de Kuhn-Tucker theorie aangetoond dat het

duale L.P.-probleem een optimale oplossing heeft, als het oorsvronke-

lijke L.P.-probleem een optimale oplossing bezit, waarbij (L.h.L43)

geldt (max z = min Z).
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Tenslotte merken we op dat de relaties (4.4.37) en (L.4.38) de stel-

lingen 2.5.10a en 2.5.10b weergeven.

Voorbeeld. We zullen grafisch een niet-lineair programmeringsprobleem
oplossen en dan m.b.v. de Kuhn-Tucker theorie laten zien dat het
grafisch bepaalde optimum inderdaad het optimum is.

Het probleem luidt:
min 2 = 10(x, = 3,5)% + 20(x, - )7

onder

X, + x <6

(b.k,k46)

o
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De optimale oplossing 1s het punt waar een ellips aan een zijde van de
convexe verzameling raakt.

Laat het optimale punt (x1,x ) zijn. Uit de figuur: xT_+ x;-= 6,

2

* * - . - . . aw
z = 10(x ; — 3 5) + 20( - h) . De r1cht1ngscoeff1C1ent van de raak-

1lijn is (xT}x ) aan de curve z = 1O(x1 - 3,5) + 20(x,. - h) moet -1

6 gelijk -1 is.

1]

zijn, daar de r.c. van x1 o x2

Dit geeft x. -k = O,S(x*-- 3,5). Lost men de twee vergelijkingen

_-x--)e-e . 1*- »*
in X, ,X, Op dan vindt men x, = 2,5, x2 =

2 1
We hebben dus grafisch een oplossing van het probleem (4.4.46) bepaald.

3,5. Waaruit volgt z*-= 15.

We zullen nu d.m.v. stelling 4.4.6 laten zien dat z inderdaad voor

e > &
x, = 2}, x_ = 33 het absolute minimum onder de gegeven voorwaarden

1 2
bereikt.
Daartoe maken we eerst van (L.h,46) een maximaliseringsprobleem.
Het probleem is hetzelfde als het probleem waar we maximaliseren
f = —1O(x1 - 3,5)2 - 20(x2 - h)z onder de in (4.4.46) gegeven voor-
waarden. De voorwaarden zijn lineair. We zullen eerst een vector
X met A:: A2 > 0 en A Ah,A <0 bepalen zd dat aan (L4.L4.36) t/m
(L.4.38) voldaan is.

(L.4,36) wordt:

> > > »* * =

A1 + A2 + 2A3 + O,SAh + AB 3_-20(::1 - 3,5) =20 (4.4.h7)
% e e e S

A1 - by # AS - Ah uo(x2 - 4) = 20.

Uit (h 4.37) volgt A = 0 als voorwaarde i uit (4.4.,L6) inactief is

in X = (22,35). hlleen de eerste voorwaarde is actief in x . Dus

A;'= AB = A:'= A;—= 0. Als Xj > 0 dan moet het gelijkheidsteken gelden
voor de j-de voorwaarde van (L.L.LT).

Zowel xT; x;'> 0. Waaruit volgt AT-= 20.

We hebben dus een punt E;*;K*] gevonden dat aan de noodzakelijke
voorwaarden uit stelling L.4.6 voldoet. Daar f = --2O(x1 - 3,5)2 -

ho{x2 - h)g concaal is (een negatief semi-definiete kwadratische vorm
is concaaf), volgt dus uit stelling 4.4.6 dat f(z) het absolute maximum

" =
in x = (2%,3%) onder de gegeven voorwaarden aanneemt.
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§5. Kwadratische programmering

Een kwadratisch programmeringsprobleem is een niet-lineair programme-
ringsprobleem, waarvan de bijvoorwaarden lineair zijn en de object-
functie de som is van een lineaire en een kwadratische vorm. We zullen
alleen maximaliseringsproblemen beschouwen, dit is geen beperking daar

het minimaliseren van f(;) op hetzelfde neerkomt als het maximaliseren

=
van -f(x).
Door eventueel verschilvariabelen in te voeren is elk kwadratisch

programmeringsprobleem te schrijven als:
- - > >
max z = ¢ x + x' D x

onder

B (4.5.1)

"t
]

LT S

>
0.

| v

We nemen aan dat er m voorwaarden en n variabelen zijn, zodat A een
mxn-matrix en D een nxn-matrix is. We mogen zonder beperking aannemen

dat D symmetrisch is, d.w.z. D = D' (zie blz. 240).

Evenals de Simplexmethode bij de lineaire programmering, tasten de
meeste tot nu toe ontwikkelde algorithmen voor de kwadratische
programmering steeds de omgeving van de vektor X af, die men in een
bepaalde stap bereikt heeft, terwijl de berekeningen gestopt worden,
wanneer blijkt dat men in deze omgeving geen betere waarden meer kan
vinden. Men vindt in principe dus hoogstens een lokaal extreem en

dan is het van belang te weten of dit nu absoluut is of niet.

Stelling 4.5.1. Als X' D x negatief definiet of negatief semidefiniet

is, dan is voor probleem (4.5.1) elk lokaal maximum tevens het abso-
; -3 > . .. . .
lute maximum. Is f' D x negatief definiet, dan is het absolute maximum

(als het bestaat) uniek.

% > : A 6 % . . > >
Bewijs. Als x' D x negatief (semi)-definiet is dan is x' D x concaaf
) . > > > - - >
(stelling 4.3.1), en dan is dus ook ¢ x + x' D X concaaf. Als x' D x

. - . . > ;
negatief definiet 1s, dan is ;' D x sterk concaaf, en men gaat direct

> > - > .
na dat dan ook ¢ x + x' D x sterk concaaf is.
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. - > > - .
Verder is {x | Ax = b, x 3_0} convex. Pas nu stelling 4.3.10 toe.

- >
Stelling 4.5.2. Als x' D x negatief definiet is en probleem (4.5.1)

bezit een toegelaten oplossing, dan is er een unieke optimale oplos-

sing, waarvoor z een eindige waarde aanneemt.

Bewijs. We moeten aantonen dat de waarde van z niet naar « gaat als

-
]§| + =, Beschouw een punt x op de hyperbol met straal o en de oor-

[

- -
sprong als middelpunt. Dan geldt ; or, waarbiy ; een punt oo de
5 . > - 2 -+ - - "
eenheidshyperbol is. Verder x' D x cr'Dr. Laat r' D r het maximum

- - -F—'»L' _>. - - -
op de eenheidshyperbol 1n ;D aannemen. Daar x' D X negatief definiet

. - - i - - 2] -+

1s geldt dus ré D ry = @ <0enx'"Dx < od< 0 voor elke x op de
- - >

hyperbol met straal o. Hieruit volgt dat x' D x + -« als |x| + «,

- -
Wanneer x # 0, dan

- > >
_+l =z X
Z =X Dxl\1+ﬁ]’ .
x' D x
> > N
Laat} +¢ - — | het maximum op de eenheidsbol aannemen 1in T
;:'ODar
Daar r% D r, # 0 is de waarde van dit maximum eindig. Er geldt dan
> >
> >
c X < l_l = I|'I J
- > =g |- _ - &
x'Dx r; D rs
> >
> ¢ %
Dus als [x| - = dan ———— + 0 en z + ==,

x' D x
Waarmee aangetoond is dat de maximumwaarde van z niet willekeurig groot

kan worden, als ;' D ; negatief definiet is.

Als probleem (4.5.1) een toegelaten oplossing bezit, dan bezit het een
optimale oplossing, waarvoor z eindig 1s, en verder is de optimale
oplossing uniek, omdat X' D x negatief definiet is.

- >
Bepalen van een toegelaten basisoplossing van A x = Db

Wolfe heeft een algorithme ontwikkeld om het kwadratische programmerings-
probleem op te lossen en bij het uitvoeren van dit algorithme bevaalt
men eerst een toegelaten oplossing van A ; = g. We zullen een methode
bespreken die nagaat of A ; = g'een toegelaten oplossing bezit, en als dit

het geval is, ons tevens een toegelaten basisoplossing geeft.
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Los daartoe het volgende L.P.-probleem op

max z = = Z u.
i
1
onder
> - >
Ax + Tu = b

Dit probleem lossen we met de Simplex-methode op. Voor de eindoplos-

sing zijn drie mogelijkheden

(1) max Z < 0, dus &én of meer artificials verschijnen in de ovtimale
basisoplossing met een positieve waarde. Ax = b bezit dan niet
een oplossing x 3_8.

(2) max Z = 0, geen artificial zit in de basis. We hebben dan een
toegelaten basisonlossing voor AX = b gevonden.

(3) max 2 = 0, één of meer artificials zitten in de basis, met de

- =

waarde nul. We hebben dan een toegelaten oplossing voor Ax = b

gevonden.

Er kunnen nu vergelijkingen van AX =D overbodig zijn. Als we de
artificials uit de basis kunnen verwijdereh dan verkrijgen we een
ontaarde toegelaten basisoplossing van AX = b. Als we de artificials
niet allemaal uit de basis kunnen verwijderen, dan zijn er vergelij-
kingen van AX =1 overbodig, deze kunnen we weglaten en dan kunnen
we een toegelaten basisoplossing voor het nieuwe stelsel vergelij-
kingen verkrijgen (zie L.P., stelling 2.3.7 II).

In de Lineaire programmering staat deze methode bekend onder de

naam Fase I methode.

In probleem (4.5.1) zijn de voorwaarden lineair en is de constraint
qualification vervuld. We kunnen dus noodzakelijke en voldoende voor-

waarden voor een optimale onlossing van (4.5.1) aangeven.

% -> - o > x>
Stelling 4.5.3. Laat x' D x concaaf zijn. Fet punt x > 0 1s wvoor

vrobleem (4.5.1) dan en slechts dan een ontimale opnlossing als vekto-

- e - . .
ren A en v > 0 bestaan, zd dat voldaan is aan



i
!+ 2Dx - AR+ v =0
(x )7 » ¥ =0
e >
AX =1

(k.,5.2)
(445.3)
(h.5.k)

Bewijs. Een lineaire functie is zowel convex als concaaf. Verder

>

i -+ >y, . > > :
x | Ax = b, x i.O} 1s convex. Gegeven 1s dat x'Dx concaaf is.

De stelling volgt nu direct uit de stellingen 4.h.k en 4.k4.5.

Voor ons kwadratisch nrogrammeringsprobleem is
+1- - - -

- - %,
gi(x) =ax, f(x) =c x + x'Dx.

’ ey e .de ..
Hierbij 1s a™ de 1 rijvektor van A.

.8 >y 2
Dan is = a.j. Dus de kolomvektor Vgi(x) = (a7)'.
J
af ¥ s s
— =c., + 2 E x. 4,.. Dus de kolomvektor Vf(x) = ¢'+2Dx.
ij J 521 1 1

. . % : 2
Uit stelling L.L.L volgt dat als x een optimale ovlossing voor

(4.5.5)

(4.5.6)

F bl - e
probleem 4.5.1 is, dan een vektor A Dbestaat zodat x , A voldoen aan

(4.4.26) t/m (4.4.28), terwijl verder AX = b gelden moet.

Gebruikt men (4.5.5) en (4.5.6), dan ziet men dat (4.4.26) wordt:

c' + 2D'§*_— A'K* < 3.

. ->_’(_ -
Er geldt D' = D, Voer de n-component verschilvektor v in:
- oy -> e >
v =A'A -c¢' - 2Dx > C.

Dan wordt (4.5.7)

- > b ara 2l - -
c' +2Dx - A'A + v =0,

; e e
Gebruikmakend van v kan men (4.4.27) schrijven als
(X

. .
=0 of xi vj =0, =1, ¢eu., n.

3

. . . > Il
Triviaal 1s dat gelden moet Ax = Db.

U57)
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- ; - -
(b.h.28) is vervuld door elke toegelaten oplossing van Ax = b en
we kunnen dus (4,L,28) verder buiten beschouwing laten. Fiermee
hebben we dus afgeleid dat wanneer i*'i_ﬁ een optimale oplossing

. F e 5. 2 =
voor (L4.5.1) is, vektoren A" en v > O bestaan z8 dat aan (4.5.2)

. i >
t/m (4.5.4) voldaan is. Daar z = f(g) concaaf is en gi(x) = a'x zowel
convex als concaaf is, volgt uit stelling L.L.5 dat de voorwaarden
ook voldoende zijn.

. - > > > -> " :
Dus als we kunnen vinden een x > O, v > O en een ) die voldoen aan

- -
Ax =D

oDx - A'A 4+ v = —a! (4.5.8)
xj vj =0, J=1, veua, n

dan is x een optimale oplossing voor het kwadratische nrogrammerings-
probleem (L4.5.1),

Het probleem van het oplossen van een kwadratische programmerings-
probleem is dus teruggebracht tot het vinden van een ; > 3, 3 > 3

en een A die aan (4.5.8) voldoen. Hiérbij merken we nog op dat dan

gelden moet dat %'Dx concaaf is.

> ) .. .
Onlossingsmethode van Wolfe voor het geval x'Dg negatief definiet is

-
We zullen nu de methode van Wolfe behandelen om een ; > 0, ; 3'6

en een A te vinden die aan (4.5.8) voldoen. Het voordeel van deze
methode is, dat we de Simplex-methode gebruiken kunnen. We merken

= - . . N %
eerst op dat wanneer [x,A,v] een oplossing 1s van de m+n vergelij-

kingen
> >
A 0 0 X b
Al = & (k.5.9)
2D -A! I v |~c'

% -> > > - o
z0 dat tevens x > O, v > 0 en x'v = 0, dan hoogstens m+n comwonenten

> > i i G % N - >
van x,k,v] ongelijk aan nul kunnen zijn. Dit volgt uit x'v = 0.
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Als k componenten van x positief zijn, dan zijn tenminste k componen-
ten wvan ; gelijk aan hul, en dan zijn dus hoogstens n-k componenten
van v positief. Waaruit volgt dat van de 2n-component-vektor EZ,?]
hoogstens n componenten positief kunnen zijn. De vektor X bevat m
componenten, dus niet meer dan n+m componenten van L;,i,v kunnen
ongelijk aan nul zijn.

We nemen bij de afleiding van Wolfe's algorithme aan dat % 'DX
negatief definiet is. Het semi-definiete geval kan in principe
moeilijkheden geven bij de berekeningen. We zullen later zien hoe

we deze moeilijkheden kunnen opheffen, maar nu nemen we aan dat

¥'Dx negatief definiet is.

De eerste stap in het algorithme is het bepalen van een toegelaten
basisoplossing van AX = b als er &&n bestaat. Dit doet men m.b.v.

de Fase I methode. Als een toegelaten oplossing van AX = %'gevonden
is dan is het zeker dat een oplossing X 3_3, v 3_3, X van (4.5.9)
bestaat.

x =39
5 = B

van Ax = b. We voegen alleen artificials toe aan de n-vergelijkingen

We maken gebruik van de gevonden toegelaten basisoplossing x

- - - > a
2Dx - A'A + v = -c', en wel op de volgende manier.

Beschouw het stelsel vergelijkingen

-+ >
Ax =D
OD¥ - A'A + v + Eu = —a' (4.5.10)

L. . .
waarbij u > O en E = ((Ai Gi*)) een diagonaalmatrix is, waarvan
v (2]

de diagonaalelementen zijn Aj =+ 1. De getallen Aﬁ zijn als volgt

(¥

gedefiniéerd: Laat DB de kolommen van D bevatten die corresnonderen

met de kolommen van A die in B bevat zijn. Geef de jde rij van DP

>7 .
aan met d%. Definiéer dan:

-+ ->
+1 als -c. = 242 « x_ > 0

b = J B B~ (4.5.11)

1 als EEJ X <0
-cj - - xB
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Als we stellen
* 0s 3 =1 sews B 4= 8; v = 8, (L.5.12)

dan hebben we een toegelaten oplossing voor (L.5.10). Deze ovlossing
bevat hoogstens n+m positieve variabelen. Verder kan deze oplossing

geschreven worden als

> -
B 0 XB b
= . (4:5:13)

oD Mo ot

s u -c
B 0

Daar B. = niet-singulier is (|B.| = |B| |E| # 0)
Q Q

EDB E

is XB’G] een toegelaten basisoplossing voor (L4.5.10).

-
We weten dat de componenten van A elke reé&le waarde aannemen mogen.
> > -> -

" - -> ->
Stel in (4.5.10) X = £ -n, £ >0 en n > O,

We stellen verder

Q = H % = [gs—g']:
2D  -A! Al I E

BN AARE)

Het volgende probleem gaan we nu oplossen

max 7 = - z u.
J
onder
o = % (k.5.14)

)

My =y
| v

<4
]
(@]
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Daar een X > 0, v 3_3 en een X bestaan die aan (4.5.8) voldoen is het
maximum van Z gelijk aan nul.
Het probleem (4.5.14) is lineair, behalve voor de voorwaarde x'v = O.
We nemen de voorwaarde ;'; = 0 apart en gebruiken de Simplex-methode
om - X u. onder Q; = %, v 3_6 nul te maken, waarbij we starten met
de basisoplossing E;B’EI (zie 4.5.12). Bij elke stap van de Simplex-
methode dragen we er steeds zorg voor dat 2'3 = 0 blijft gelden.
Dit impliceert dat we een kleine variatie op de Simplex-methode
aanbrengen. We gaan bij de keuze van de variabele die basisvariabele
wordt iets selectiever te werk. Als Xj > 0 dan staan we niet toe dat

vj basisvariabele wordt en omgekeerd. (Algemener: men kan toestaan

dat x. en v beide basisvariabelen zijn, maar alleen als xi v, =0).
[# < L >
Wanneer we vinden 7 = O, dus alle u. = 0, dan hebben we een x > 0,

- > > % PP .
v > 0, A gevonden die aan (4.5.8) voldoen, en dan is x de optimale

onlossing voor probleem (4.5.1).

Men kan zich afvragen of het mogelijk is, dat we na een bepaalde
stap in de Simplex-methode geen verdere stapven meer kunnen doen,
die niet in strijd zijn met de Simplex-regels of X'V = 0, terwijl

dan nog niet alle u. = 0 zijn. Dit is onmogelijk. We zullen bewijzen

EY
dat 2 = 0, oftewel u =

oy ©

,» als we geen verdere stappen meer kunnen

. - - . . . » - +
doen die niet 1n strijd zijn met de Simplex-regels of x'? = 0.

. - + -
Bewijs. Bij dit bewijs gebruiken we het feit dat X 'Dx negatief

definiet is. Beschouw de stap waarna we geen verdere stapoen kunnen

. .. . . e - > - = >
uitvoeren. Bij die stap vinden we eenx >0, v >0, u >0 en

g > - P = I o o >
A =& -n , waarbij £ , n > 0. Laat x

> >
van x bevatten, en laat v,

., e >
met de positieve componenten van X corresnonderen.

1 de positieve componenten

> "
de componenten van v bevatten, die

i X -+ ey O - FI

Dan is vy = 0, omdat (x )'v = 0. Laat Vs de positieve componenten
> B -

van v bevatten en x2 de corresponderende componenten van x .

ol >
Dan x2 = 0.
w2 e e P e .
Men kan gemakkelijk nagaan dat Lx sV ,& ,n ,u | ook een optimale

oplossing is van het lineaire programmeringsprobleem
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>
max Z = - z u. = hw
2 d
dJ
onder
- -
Qw = T
= B (4.5.15)
2
v, =0
v1 =
-> ->
w >0

Immers bij de stap uit het oplossingsproces van (4.5.14) waar we
niet verder konden gaan, zonder in strijd te geraken met de Simplex-

regels of ;‘3 = 0, geldt Zj - hj >0 (hj is -1 voor de u. en nul voor
de andere variabelen) voor elke variasbele niet bevat in v, of ;2.*)

De rest van het bewijs ¥an de stelling is gebaseerd op de optimale

oplossing van probleem (L4.5.15).

- > . -
De vektoren X, en x2 behoeven niet elke component van x te bevatten.

- . -
Laat x3 de overige componenten van x bevatten.

- = > . =S
Er geldt x, = 0. Laat evenzo v, de overige componenten van v bevat-

o 3
ten. Ook v3 = 0.
De verzameling voorwaarden Q% = % kunnen we splitsen en als volgt
schrijven:
A—>+ A++ A—)- _g
1= 2%p 373 =
2D, X, + 2D x. + 2D _ % - A'E + A'n + Iv .
11 ™1 12 72 13 73 1 1 1 i 1
- > - - > - . > ->
+ + - L +| 7 = _n!
ED21 x1 2D22 x2 2D23 x3 A2£ A2n + Iv2 + Eeu 5
oD, X. + 2D, X+ 2D__ x. - A'E + A'n b Tor b Bl = ol
31 1 32 72 33 73 3 3 3 3 3°
(4.5.16)

Men ziet eenvoudig in dat Ai de kolommen k van A bevat waarvoor X,

_). - - .
een component van X, is (i =1, 2, 3). Als dop een willekeurig

element van matrix D is dan is def een element van Dij als x een

e

0

W

% e, ..
component wvan xi en xf een component van Xj is (i,j =1, 2,

*5 . .. >X X X X X .
Hierbi] nemen we aan dat x, £, n, v, u een niet-ontaarde ba-

sisoplossing is.
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. - - . -+ > - >
Vullen we 1n Qw = f de relaties X, =0 en v, = C in, dan kunnen we
het L.P.-probleem (L4.5.15) ook schrijven als:
&> > > e T ol S S
max Z = E u. = I:_B,0,0,0,0,0,-‘] Vo bg Jm Bl WV SV ,ul
: d 1°°3 2°°3
onder
Ax, +  AX = B
11 3%3 = Py
oD, X, + 2D, x_. - A'F + AR + U= -c!
11 5 iy Sl ™ R S Byl 1 1
P £ & 3 . = (k.5.17)
+ _ ' 1 n = ]
2D21 x1 2D23 x3 A2£ + A2n + Iv2 + Mgu CE’
oD, %, + 2D X - A'E + A'n v T, o Bt = e,
31 71 3373 3 3 3 3 3

Beschouw nu de duale van het lineaire programmeringsorobleem (4.5.17).

.. > = > > G . . s
Iaat de rijvektor (s,t1,t0,t3) een optimale oplossing zijn van het

S -+ -
duale probleem, waarbij s, t1, t2, t3 resn. evenveel componenten hebben
als A1, D11, Doq, D,‘1 resn. rijen hebhen.
'~ 2
. . i . s
De voorwaarden waaraan de ontimale onlossings (sjt1,to,t1) van het duale
[ -

probleem aan voldoen moet, zijn:

SA. + 2D, +26D _ +2tD =0
Shq Toeketaq T Shatey T SRy T
SA. + 20D, + 28D _ + 26D )
>
Bty W ElySeg T Slaton 3733 =
T.a' o+ T A o+ TAr =0
19 o' 373
> = (%.5.18)
t, =0
£ ]
>
3 i
T +3ir + IF 7
1M1 toPa 373 I 7
Toelichting:
>

Daar de componenten van x_ positief zijn, volgt uit stelling 2.5.10

1
(of zie ook blz., 270) dat in het eerste stelsel voorwaarden van

(4.5.18) het gelijkheidteken gelden moet. Om dezelfde reden %9 = 0.
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In het derde stelsel voorwaarden van (L.5.18) geldt het gelijkheid-
teken omdat de twee stelsels van voorwaarden corresvyonderend met

-+ > " P« > -> -> o -+ -
£ en n gecombineerd zijn (of lees £ = n = A, waarbij —= < A < « en

zie dan blz. 139). Voor het overige ziet men stelling 2.5.8.
[g,€1,%é,%éj is een optimale oplossing voor het duale probleem, we
weten dat de waarde van de objectfunctie van het ocorspronkelijke
probleem (L.5.17) dezelfde is als de waarde van de objectfunctie
van het duale probleem voor optimale oplossingen.
Dus

&y -k - 24

u, =8 b-%e! =% el
j 199 = %% - T3%3-

1
Caef~—]

We beschouwen vervolgens het stelsel (4.5.18) eens nader.
Vermenigvuldigt men het eerste stelsel voorwaarden van (4.5.18) aan

de rechterkant met %' en het tweede stelsel met %‘ bedenkt men dat

> &> > > 1 . 3°
t2 = 0, t3 > 0, dan verkrijgt men
shf, + 26D, !+ 26Dt =0
11 77111 373171
sAt. + 2t D _E! +2tD. %! >0
33 1713 R i i T

Telt men deze twee relaties op, dan vindt men:

> > . > > D‘H D‘|3 t‘; -
sfaty +atl] + 2(3).E)) L | 20, (k.5.20)
D D £
31 33J
Nu is
D D D e
v . Pyy  Dpgl [¥ N 11 12 13 |1
2(t,,t,) = 8ft. 0,8 |B D D ar| =
LA 5 &) jErARge (Rgy 22 23| |
31 334 173 D t!

D D

31 32 3
> > > > > >
= 2y'Dy, met y = (t1,0 %

; > >
Uit het derde stelsel van (4.5.18) en t_. = 0 volgt dat

2

(4.5.19)
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Dus uit (4.5.20)

- >

¥'Dy > 0. (4.5.21)

Nu is x'Dx negatief definiet, dus wil (L4.5.21) gelden dan moet
-

1 =0, t3 = 0,

i ; : G i 5 .
Als x'Dx negatief semi-definiet is, dan zijn we er niet zeker van

- -

y = 0 zijn. Hieruit volgt £

- - -> > > > > )

dat t1 = t3 = 0, omdat er dan een x # 0 bestaat waarvoor x'Dx = 0.

We hebben afgeleid dat % = %2 = % = 3. Uit het eerste stelsel van
- 1+ ¥ i*— > e

(4L.5.18) volgt dan sA, = 0, of sA.x, = 0. Er geldt A.x

- &> > = 1 +1 1 -
Ay = hy X, =X = 0). Dus =0, Verder t, = t. =1t, = 0.

1 2 3
Uit (4.5.19) volgt dan tenslotte:

>
s 0 = Db (immers
> >
s Db

1]
-
-
-
.
.
“
ja]
.

* P
=0, dus u, =0, J

o

>
u.
J

|
Ciaf~m

Hetgeen te bewijzen viel.

Wanneer cycling niet optreedt (hetgeen in praktijkproblemen het geval
is) dan bereiken we met de methode van Wolfe in een eindig aantal

stappen de optimale oplossing.

-> > - - . -
Oplossingsmethode voor het geval x'Dx negatief semi-definiet is

Als ;'D;'negatief semi-definiet is, kunnen on twee manieren moeilijk-

heden optreden in de oplossingsprocedure, die we in de vorige blz.

ontwikkeld hebben. In de eerste plaats bestaat de mogelijkheid, dat

het kwadratische programmeringsprobleem een onbegrensd maximum bezit.
-

s - - .
(Dit is het geval als X = {x | Ag = b, X > 8} niet van boven begrensd

. > s . : :
is, en {x | X = Axo, A vanaf een zeker positief getall} in X bevat is,

L. > - > . > >
waarbij x, # 0, neem aan Xy > 0, een punt is met xéDxO = ).
Bezit het probleem (4.5.1) een onbegrensd maximum, dan bestaan geen

> > e > - .
X >0, v >0 en een )} zodat aan (4.5.8) voldaan is.

Ten tweede, zelfs als het kwadratische programmeringsprobleem een
optimale oplossing bezit, dan is het niet zeker dat alle u. = 0, als
de procedure van Wolfe eindigt, doordat geen verdere stavpen, die niet

. .. . > > ¢ &
in strijd met de Simplex-regels of x'v = 0 zijn, gedaan kunnen worden.
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; : o S ¥ ; ;
lu heeft een negatief semi-definiete vorm x'Dx de prettige eigenschap
dat de vorm in een negatief definiete vorm omgezet kan worden door een
willekeurig kleine wijziging in de diagonaalelementen van D aan te

brengen.

_> + . - . - - -
Stelling 4.5.4. Als x'Dx negatief semi-definiet 1s, dan 1s

;'(D + EI)z negatief definiet wvoor elke e < 0.

.. > > - > > -> -
Bewijs. x'Dx < 0 voor elke x., Verder ex'Ix < 0 voor elke x # O,
. o - -
als € < 0 is. Dus voor iedere € < 0 geldt x'(D + eI)x < 0 voor

elke x # 3.

Als we dus een kwadratisch programmeringsprobleem hebben waarvan we
weten dat ;'D; negatief semi-definiet of negatief definiet is, dan
kunnen we ons ervan verzekeren dat de vorm negatief definiet is,

door van elk diagonaal element van D een zelfde willekeurig klein
getal af te trekken (bv. een eenheid in de vierde of vijfde decimaal).
Als we de verandering maar klein genoeg nemen. dan worden de numerieke
resultaten op geen enkele wijze beinvloedt. Fierbi] moeten we aannemen,
dat voor het geval X'Dx negatief semi-definiet is, het nrobleem geen
onbegrensd maximum bezit. Maar praktijkproblemen, mits juist gefor-
muleerd, bezitten geen onbegrensde oplossing, zodat dus geen moeilijk-
heden ontreden.

In het algemeen geeft de oplossingsprocedure van Wolfe ook het gewenste
resultaat als x'Dx negatief semi-definiet is. Als X 'Dx negatief semi-
definiet is dan lost men in de praktijk meestal eerst het probleem
volgens de methode van Wolfe op, zonder de diagonaalelementen van D

te veranderen.

De attente lezer zou zich kunnen afvragen, hoe men nagaat of §“D§
negatief semi-definiet of negatief definiet 1s, wanneer dit niet

op het eerste gezicht te zeggen valt.

In het algemeen zal men dan de eigenwaarden van de matrix D moeten
bepalen. De eigenwaarden van D zijn de wortels van de nde graads
vergelijking |[D - uI| = 0 in u. Deze wortels zijn allen redel als D

symmetrisch is.
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. - -* + o
Nu zegt een stelling uit de matrixtheorie ons dat x'Dx negatief
definiet is, dan en slechts dan als alle eigenwaarden van D negatief
e ; ; 5
zijn. De vorm x'Dx is negatief semi-definiet dan en slechts dan als

alle eigenwaarden niet-positief zijn, en tenminste &&n eigenwaarde

nul is.
2
Voorbeeld. max z = 2x1 + x2 - x1
onder
2%, + 3x. +x_ =6
: 2 3 (4.5.2¢2)
+ + =
2x1 X, *ox), i
Xs >0,1i=1, 2, 3, 4,
> > 2 . y i i .
De vorm x'Dx = ~Xqs dus de kwadratische vorm is negatief semi-definiet.

e : ; - i ;
Ofschoon x'Dx negatief semi-definiet is, zullen we zien dat de oplos-
singsmethode van Wolfe voor dit probleem werkt, zonder dat er moeilijk-
heden optreden.

In de notatie van probleem (4.5.1):

1 0 0 O
a=(2 3 1V o . ,_|0o 0o 0o o
T 1 0 1 0 0 0 O
0 0 0 0
>
c =

(2,1,0,0) b= [6,4].

> -
b kunnen we direct geven,

]

Een toegelaten basisoplossing voor Ax

zonder de Fase I methode te gebruiken.

Een toegelaten basisoplossing voor AX = D is x, = 33 X, = 13
x3 =Xy T 0.
Voor deze basisoplossing is:
- -2 0
_ |2 3 _|-0 0
B-L 1:| » g = af
0 0
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Voor probleem (4.5.22) wordt (4.5.10):

2x1+3x2+x3 = 6

2x1+ x2 -i—xh = )

-2x1+ -2€1+2n1—2£2+2n2+v1 +A1u1 : = =2

—3£1+3n1— €2+ N5 +v2 +A2u2 = —1

- g1+ n1 +v3 +A3u3 = 0
- £2+ n2 +vh +Ahuh = 0
(lha5.23)

We bepalen eerst de waarden van de A. en de beginwaarden van de u..

- - - - . 3 .
Daartoe stellen we £ = n = v = 0. Gebruikmakend van.x, = 5, volgt uit
de derde vergelijking van (4.5.23) dat A, =1.Dus &, =1, u =1,
Uit de vierde vergelijking volgt A2u2 = -1, dus A2 = -1, g, = .
Uit de laatste twee vergelijkingen volgt tenslotte A3u3 = 0, Ahuh =0,
dus A3 = Ah =1 en u3 = uu = 0.
Daar uy =y = 0 kunnen we in de basisonlossing van (4.5.23) i.n.v.
u3 en u), net zo goed v3 en v) met waarde nul als basisvariabelen

nemen. Dit maakt niets uit, omdat de enige taak van de artificials

uj is, ervoor te zorgen dat we kunnen beginnen met een toegelaten
basisoplossing. De variabelen u; €n u) nemen we niet meer in beschou-
wing, we laten deze variabelen in (4.5.23) weg.

Dit bespaart ons mogelijk enkele stappen in de iteratieprocedure.

Vervolgens beschouwen we het volgende probleem:
max 72 = - u, - u2

onder

het stelsel (4.5.23) (waarin uy en uy weggelaten zijn),

(4,5.2k4)
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x; v, =0, 1= 1y By 34 ha (L.5.25)
We geven (4.5.24) kortweg aan door:
max Z = - uy - u2
onder ,

PO (4.5.26)
Qw = T
= - > -+ e
M e [}-E,V,E,Tl,u.l 3u2:|. 2. 0

Het lineaire programmeringsvrobleem (4.5.26) lossen we volgens de

Simplex-methode op, waarbij we er steeds voor moeten zorgen dat

B Ve = By 1 2 1y wess Be

i1

De basisoplossing voor (4.5.26), waarmee we starten, is

X,l:

. > >
Voor deze onlossing geldt x'v =

0.

1, v

3

= 0, Vll. = 0. (%e 5427 )

= >
Om de begintabel te construeren moeten we de vektoren y. kennen.

Daar de basismatrix B., die bij de basisoplossing (4.5.2T) behoort,

Q

- - - - . >
niet de eenheidsmatrix is, kunnen we niet voor elke s

+ ;
a. invullen (zie blz. 104,
J

Zoals we uit L.P. weten: ;i

B geldt: y. = e )
e Y. = e..
o B Y5 753

We zullen eerst de vektoren
3

1

BO _ -2 0

v 0 0

0

L O 0

B e

-1 -
_BQ a

-5
yj benalen.

' 0 0
"y 0
‘-—--— -—
| 1 0
: 0 -1
| 0 0
"o 0

de vektor

3

T Voor de vektoren in de basis
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Om de inverse van B  te bepalen, splitsen we B, zoals door de stippel-

Q

lijntjes aangegeven is.

Q

I
Bé1 = B o g (zie blz. 33)
o
-2 B E
& o
= a L i
i1
L 2 2
Waaruit volgt
- ; -
- z 0 0 0 0
1 1
5 =g 0 0 0 0
1 3
|3 - 1 0 0 0
B =
Q 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1]

- . , 5 ’ 5 s
De vektoren qj, die corresponderen met de niet-basisvariabelen, zijn:

- > - - - ->
q, =3 q, =€y e = [0,0,-2,—3,~1,0] == By
3 L 1 1
> > - -> ->
q, = [0,0,-2,-1,0,-1] =~ q ;q  =e;q =e¢.
2 2 1 2
- -1 - i ) =y .
e weten ¥a 7 Bn qj. Voor de kolomvektoren qj in de basis Bn geldt:
§j = gﬁ. De andéfe vektoren ;Q worden gegeven door:
> 1 1 1 = T 3 1 3
YXS I: > 22 T o OSOSO__IB yxh = ['E': T 5309050__]
- - - - ->
v, = [0,0,-2,3,-1,0] =~y 5y, =1[0,0,-2,1,0,-1 = -y
3 n , n
1 1 2 2
- - -
y = [0,0,1,0,0,0]; y. = [0,0,0,-1,0,0].
v Vo
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Verder is voor de basisoplossing (4.5.27):

o =(0,0,-1,-1,0,0). Z.=¢ B 'Q3.=o.5%
CB_ sVa=ly=1,UsUJ. J-'"CB 0 C_I_j '-CB yj.
Zj = cj = 0 voor de basisvariabelen.
Voor de andere variabelen:
1 3
Z = = 7 =-=3 Z = -1; Z = 1.
x3 2 xu 2 61 n1
7 =1, Z = -1, Z = -1, Z =1,
52 U v, v,

De c-waarde van de variabelen u1 en ue
len is de c-waarde nul.

We kunnen nu de begintabel vormen.

Begintabel, tabel 1

is -1, voor de overige variabe-

= ] ? ! |
i B | %] X1 X5 | By Uy (V5| V) (X3 |X) ‘;51 Nl S| Mo | Vq] Vo
? 3 ‘ ‘ 1 3i
O 1 ALE ] | STl R
‘ r 1, 1!
0 X2 1 1 E—E‘
! 1, 31
-— = e~ Bl o 1
(R 1 2 3 2| 21 2| 2
-1 uy ' 1 | L3030 =1 -
0 l v, 0 | 1 | T—I 1
, | ! j | " |
T i ; ! 1 3 1: 1
ZJ-—CJ.><—2 0 0 |0 |0 EO 0 3 =3l =1y 1] ) -1 -1y
?
ni —c. | Z.-c. <0
m;n {z = | 5=Cs < |

In de niet-ingevulde hokjes leest men nullen.
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.. . 3 . ..
De minimumvaarde van de Z.-—cj 15 - 5> dit minimum wordt aangenomen
d

voor de variabele X, Mu is 44 basisvariabele en wel met waarde nul.
We mogen x) basisvariabele laten worden als blijft gelden X), V), = 0.
Dit blijkt inderdaad het geval te zijn, als ), basisvariabele wordt.
De variabele die de basis moet verlaten blijkt, volgens het tweede

kriterium van de Simplex-methode u, te zijn. Dus x), vervangt u, als

1 1
basisvariabele. De variabele u, wordt dus nul. In de volgende tabel

laten we de kolom behorende bij u, weg. Voor de zo verkregen basis-

1
-
oplossing geldt x, = 23 v, = 0. Dus aan x'$ = 0 blijft voldaan.
= L — 3% L

Tabel. 2
e B | p'q l B K s W | v, | X X 2 n £ n v v
B | 0| ™ “2. "2 "3} 4| 73 L7 1 2 2 '] 2
2 , B
i ! ! i | 1

0 x, 101 . ;+1..-1<+1:_1 -7 |
T oo X 2y 2] _2 2 1

e 8 L3 3. 3 3 B 3 |

E P2 | : A L4 N L 2
0 ixl 3 | Pl el F feme! e e o =

b 3, - 3| 3, 3,73, 3 | 3;
- } f Eo 3 b f_
1wy 14 3:-31 11 -1 1
0 'v, O 1 -1 1

'3 - 3 e

0 V), | 0’ Pt | | Co=T

SN atatl s Lal \ . e |
Zs-c| {l-1t'0' 010]0 0 00 | =3/+3 1 =1 1 AR

T

In de tweede stap wordt 51 basisvariabele, terwijl u, als basisvariabele
door E? vervangen wordt. Dus voor de in de tweede stap verkregen basis-
oplossing geldt dat u, = 0. Alle us zijn nu gelijk aan nul, dus Z = 0.
We hebben dan de optimale onlossing voor ons probleem gevonden.

Het is onnodig om tabel 3 in zijn geheel uit te rekenen. Het is voldoen-
de om de x.-kolom te transformeren, zodat we dan de optimale oplossing

0
voor probleem (4.5.22) kunnen aflezen.

T
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De nieuwe waarden van de basisvariabelen, nadat U, door 51 als basis-

variabele vervangen is, zijn:

14

P R [P S
13,29’]4"9’1—3,33’}4'

De waarden van de andere variabelen zijn gelijk aan nul.

I S S .
We hebben een oplossing x > 0, v > 0, A van (4.5.8) gevonden. Dus de

optimale oplossing voor probleem (4.5.22) wordt gegeven door:

X =g X*=--1-£
33

x*-- 0, x, = 10
29 >3 774 9 ¢

Dualiteit in kwadratische programmering

> > . . .
Stel dat x > O een optimale oplossing 1s van:

; " > > >
Maximaliseer z = ¢ x + x'Dx

onder

- >

Ax =D (4.5.28)

oy
>0

X4

Uit de noodzakelijke voorwaarden van Kuhn en Tucker volgt (zie ook

het bewijs van stelling 4.5.3), dat een K*-bestaat, z6 dat

> > -
-2Dx + A'A > e'. (4.5.29)
Beschouw de Lagrangefunctie
F(Sc*,i*) =2 X + X'Dx + X [’3 - A;-E] (4.5.30)
z =max z = ¢ x + (;*)'Dx =0 x + (;*3'D;*_+ (K*)'D; - Ag*] = F(Q*ZK*),
(4.5.31)
5 -6 =
immers Ax = D.
Uit (L.4.26) volgt
2D+ (A Ax =C %, (4.5.32)
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e o> .
Bedenkt men dat Ax = b, dan volgt uit (4.5.31) en (4.5.32) dat

2= F(x ) = —(x)'Dx + (A )'B. (4.5.33)
- > - .
Voor elke x > 0 en A, die voldoen aan
oD% + A'X > 2, (L.5.34)

vindt men, nadat (4.5.34) aan de linkerkant met X 3_3 vermenigvuldigd

is en de gespiegelde genomen is, de relatie

~X'A% < -0 x - 2%'Dx. (4.5.35)

> > > .
Dus voor elke x > 0 en A, die voldoen aan (L4.5.3L), geldt

F(X,X) < -x'Dx + A'D = Z. (4.5.36)

(Substitueer (L4.5.35) in (4.5.30)).
Uit (L.5.33): P(x LA ) = =(x )'DX + (X% =z = max z.
; s ] . . .
We zien dus dat Ex ,K%] een optimale oplossing 1s van het kwadratische
programmeringsprobleem:
. . - & - =
Minimaliseer Z = -x'Dx + A'b

onder

-2Dx + A'X > ¢! {4537

- -
x>0
We hebben tevens aangetoond dat max z = min Z.

Het kwadratische vrogrammeringsprobleem (L4.5,37) noemen we de duale

van (4.5.28).

In het voorgaande hebben we bewezen dat (4.5.37) een ovtimale oplossing
heeft, als (L.5.28) een optimale oplossing heeft. In feite, vormt een
optimale oplossing % van (4.5.28) een deel van een optimale oplossing
van (4.537) Als X bekend is, dan kan men het andere deel van de
optimale oplossing van de du=le bepalen door het lineaire programmerings-—

probleem,
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. . . o > ¥ - >
minimaliseer Z = —-(x )'Dx + A'b
onder
S > >
-2Dx + A'A > c',

op te lossen.
; - :
We merken nog op dat Z een convexe functie van [},Klls, als z een

- + -
concave functie van x 1s.

; S . - - :
Stelling 4.5.5. Laat x'Dx negatief definiet zijn. Als het kwadratische

programmeringsprobleem (4.5.37) een optimale onlossing heeft, dan bezit

(4.5.28) ook een optimale oplossing.

Bewi]js. We tonen aan dat AX = Db een onlossing ;.i ) heeft, dan volgt

uit stelling 4.5.2 dat probleem (L4.5.28) een optimale oplossing bezit.
Laat E;*;Kx] een optimale oplossing van (4.5.37) zijn. Het minimaliseren
van Z komt op hetzelfde neer als het maximaliseren van -7 = E. We stellen

- L. > > > > - >
- n, waarbij £ = max(0,A) > O, n = max (0,-A) > O. Probleem

VA
- -
X =E

(4.5.37) gaat dan over in de equivalente vorm:

-

. . > > > > > >
maximaliseer Z = x'Dx - £'b + n'b,
onder
- - -
~-2Dx + A'¢ =~ A'n > ¢! (4.5.38)
> > > >
X, £ n >0
T = = -+ >
Ter vereenvoudiging van de notatie stellen we u = Lx,E,;].
-~ — > - > -+ >
7 = f(u) = x'Dx - £'0 + n'b
- > > > > >,
gi(u) =-2d’x + a;f -am, 1 =1, ..., n.
Hierbij is dt de ide rijvektor van D (El = 3i’ de ide kolomvektor

van D, omdat D = D'), en ;i is de ide kolomvektor van A.
ve(u) = ['D, -B, B]

- > - -+
Vgi(u) = [“ 2dis ais —ai]
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X . .
= ]'_x_*,i ,;*] is een optimale oplossing van probleem (4.5.38).
. > >
Uit stelling L.4.4 en (4.4.20) volgt dan, dat een vektor § < O

bestaat, zd dat

vE(R) -

I3

(o7
Tk
<]
m
—~
s

A
O

Beschouwen we de laatste 2m componenten van de vektor uit het

linkerlid, dan zien we

> n * > -
-b - Z §. a. <0,
5 iz =
i=1
n
g + Z Gf-;. < 3.
; i71 =
1=1
Waaruit volgt A8 = -b, oftewel A(-3 ) = b. Daar & € 3, geldt -8 > 3.
Waarmee dan bewezen is dat AX = b een oplossing §-3_6 bezit.



