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Hoofdstuk III 

Discrete en gemengde lineaire progra.mmeringo 

We spreken van een discreet L:Pc- probleem (Engels : all integer problem) 

wanneer al de variabelen van bet L,P ,~probleem alleen gebele waarden 

mogen aannemen c Als in bet L : P,~probleem slecbts sommige variabelen be­

perkt zijn t ot gehele geta.l.len en de overi ge elite waarde aannemen mo­

gen dan spreken we van een ~engd LcP:"j>roblee!_ (mixed integer-con­

tinuous problem) o Het discret e L : P c~probleem is dus een speci aal geval 

van een gemengd LoPo- probleemc Het meest algemeen gemengde LoPo - probleem 

is te schrijven als ~ 

-Ho 
max z = ex 

~ + ~ -p 

ender Ax = b ~ x ! 0 

xj geheel voor j e J 1o 

Als J 1 leeg is dan is (3 c1,1 ) een L oP o =probleem ~ bevat J 1 alle j dan is 

(3 o1o1) een discreet L, P, =probleemc 

Een groot aantal problemen uit de praktijk i s te formuleren als een ge­

mengd LcPo=probleem, Men hee~ voor deze pr oblemen oplossingstechnie­

ken gevonden wa.arvan aangetoond is dat ze in een eindi g aantal stappen 

naar een optimale oplossing leiden, Doch voor een probleem van realis­

tische omvang zijn deze technieken gebrekkig i het aantal stappen om een 

optimale oplossing te bereiken i s in vele gevallen zo groot dat het 

zelfs mcboVc een computer ondoenlijk i s het probleem op te losseno De 

verwachting bestaat echter dat bi nnen enkele jaren een oplossingstech­

niek gevonden wordt die sneller tot een oplossing leidt o 

Men kan natuurlijk (3 o1o1 ) als een L: Pa- probleem oplossen door de voor­

waarde dat sommige x . geheel moeten zijn buiten beschouwing te laten 
J 

en dan in de eindoplossi ng de gevonden waarden van de betreffende x . 
• • • • • ..p ~ J 

af te ronden tot het dichtstb2J Z1Jnde gehele getal dat aan A:x. = b vol-

doet o Dit wordt ook vaak gedaan in de praktijk doch dit leidt alleen 

tot de juiste oplossing wa.nneer de variabelen voldoend grote waarden 

p 
I 
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aannemen zodat afronding geen invloed heeft o Maar in vele gemengde 

L, P, -problemen zijn de discrete variabelen {dat zijn de variabelen die 

gehele waarden aannemen moeten) kle1ne getallen, vaak 0 of i, 

We zullen nu een aantal beslissingsproblemen beschouwen die allen als 

een gemengd L,P:-probleem te formuleren zijn , 

In ons eerste probleem beschouwen we een produktieproces waarin men op 

n manieren een produkt maken kanc De hoeveelheid volgens de jde metho-
+ -I> 

de bedraagt x .= De variabelen x . moeten voldoen aan Ax =bi vanwege de 
J J 

beschikbare grondstoffeni de aanwezige capaciteiten enz c 
-+ -+ 

Verder geldt uiteraa.rd x ! 0 , 

De kosten bedragen z = ~ C.o. . o. + c .x .] {Jo 1o2) l 
j=1 J J J J 

1 als x . .,, 0 

waarbij 0 . = J (3 , L 3) 
J 0 als x . = 0 

J 

De vorm van de kostenfunctie. is een gevolg van het fe i t dat men vaste 

kosten A. heeft als men een deel van het produkt volgens methode j 
J 

maakt, ongeacht de hoeveelheid , Door de gedaante van de kostenfUnctie 

is dit geen L : P ~ -probleem maar we zullen het probleem in de vorm van 

een gemengd L , P , ~probleem brengeno 

Het is realistisch om aan te nemen dat er voor elke x , een bovengrens 
J 

d . bestaat , We nemen dus aan dat er constanten d . bestaan zodat 
J J 

x . ~ d . j a.lle j . Omer voor te zorgen dat 
J J 

in het te formuleren gemeng-

de L:Po-probleem c. alleen de waa.rde 0 of 1 aanneemt voeren we de bij~ 
J 

voorwaarden in ; 

0 < o. < 1. 0 , geheel 1 < J
0 

< n c .. J ... • J ... -

Maar o. moet de waarde 0 of 1 aannemen in overeenstemming met (3. 1. 3) . 
J 

Daartoe voeren we de bijvoorwaarden in g 

x . < d.o . of x . ~ d.o. _< 0 
J-JJ J JJ 

(3 . 1.4) 

Ons probleem is nu gelijkwaardig met het gemengde L oP c-probleem ~ 
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min z = ~ (Aj6 . + c,x . ) 
j=1 J J J 

... -4> ... + 
onder Ax a b ~ x ~ O 

x . - d.6 . ! 0 
J J J 

(j = l p OCC i) n} 

O ~ o. ~ 1 ~ o. geheel 
J J 

Merk op dat er 2n bi jvoorwaarden bijgekomen zijn, 

(3o1c5) 

Men ziet eenvoudig in dat de 

(3 o1o4) volgt dat x . = 0 als 
J 

pz:oblemen galijkwaardig zijn , Immers uit 
o. ~ O, Als o. = 1 dan geldt x . ~ o. of te 
J J J J 

wel x . is aan 
J 

grens) . 

geen beperking onderheving ( oj is een natuurlijke boven-

We moeten aantonen dat o. = 1 als x . ~ 0 : Dit volgt direct uit (3 , 1, 4} o 
J J 

Verder moet gelden o. = 0 als x . = 0 , Hoewel dit niet uit (3 c1, 4) volgt» 
J J 

ziet men direct in dat een optima.le oplossing niet tegelijk geldt o. = 0 
J 

en x . = O, Als x . = 0 is de waa.rde van de kostenfunctie minimaal ale 
J ~ 

tevens o, = 0 , 
J 

Dikwijls ontmoet men beslissingsproblemen die zeer .veel lijk~n op L = P o~ 

problemen maar het niet zijn omdat de beslisser een keuze meet ma.ken 
tussen twee of meer voorwa.arden, 

Stel dat men een veevoeder wil maken waarin al of niet cocoskoeken ver­
werkt zijn ; Wanneer men besluit cocoskoeken in het veevoeder te doen 
dan moet men minimaal b kg cocoskoeken in het veevoeder verwerkeno Dus 
er geldt, als x

1 
het aantal k8 cocoskoeken in het veevoeder is : 

x = 0 , 
Het alternatief dat de grootste winst of laagete kosten ga.randeert kiest 
men, 

Men kan natuurlijk bet bewuste LoPc-probleem tweemaal oplossen en wel 
eenmaal met x1 = 0 ale bijvoorwaa.r~e en eenmaal met x1 ~ b als bijvoor­
waarde en uit de twee verkregen optimale cplossingen de gunstigste kie~ 
zene Wanneer men echter k alternatieven uit n alternatieven kiezen moet 
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gee~ de bovenst aande pr ocedure bijzonder veel rekenwerko Dit soort pro­
blemen kunnen we echter vaak tot een gemengd LoPo-probleem herleideno 

+ pp Beschouw een 'LoPo-probleem waar de oplossing x moet voldoen aan een van 
de· twee bijvoorwaarden ;:i; - b ! 0 of :V-~ - b ~ O,maar niet aan beide u v 
behoeft te voldoeno We willen de bijvoorwaarde kiezen die de gunstigste 
oplossing oplevert o We zullen aannemen dat er twee getallen L en L be-

+ u v 
paald kunnen worden zodat voor elke toegelaten x geldt : 

-+u+ 
ax - b <L 

u - u 

In praktijkproblemen is bier bijna altijd aan voldaano La.at de varia­
bele 6 alleen de waarde O of 1 kunnen aannemen,, De bijvoorwaarden 
-+u+ ~ 
a x - bu ~ 0 of a x - bv ! 0 kunnen nu vervangen worden door ~ 

-+u-+ -+v-+ a x - b < 6L ft a x - b < (1 ~ 6)L 0 .< 6 _< 1Q 6 geheelo u • u· v - v 111 
• 

Als 6 = 0 dan i s de bijvoorwaarde ~; - b ~ 0 vervuld en geldt er 
-+v-+ u 

hetgeen betekent dat a x - b ~ 0 niet vervuld behoe~ v 
-+v-+ 
a x - bv ! Lv» 
te zijno Als 6 = 1 i s het omgekeer de waar o Dus in plaats van t wee LoPo-
problemen op te l essen kan men vol staan met het oplossen van een ge­
mengd LoPo-pr obleem. 

(., 

We kunnen dit generalisereno 
(i = 1111o oo q)» zijn en dat bet 

• • + i-+ Stel dat er q biJvoorwaarden a x - b . ! 0 5 i 
vereist is dat er minstens k van deze 

bijvoorwaarden vervuld moeten zijn9 waarbij elk k- tal toegelaten iso 
q - q ! We kunnen (k) - k~"f"q _ k) ~ LoP. -problemen oplossen en de meest gunsti-

ge oplossing eruit ki ezen 9 maar we kunnen ons ook beperken tot het op­
lossen van ~'n gemengd LoPo-probleemo 
We stellen wederom dat bij elite i een bovengrens L. bepaald kan worden -.·+ i 
voor a1x - b . c We voeren q discrete variabelen 6. in

111 
di e alleen de 1 i 

waarde 0 of 1 aannemen kunnen. De voorwaarde dat mi nstens k van de bij­
+ i + voorwaarden a x - b . ~ 0 gelden moeten kan vervangen worden door: 

i 



We stellen ~ 
i~ 1 

minstens k van 

Voorbeeld : 

- 16 1 -

-+i~ a x - b . -< o .L . 
1 - l l 

{i = 1~ ooo il q} 

~ o. = q .. k 
i=1 l 

0 ' 0 . <. 'l , 0 geheel = 1 = l. 

o. :::: q ~ k omdat k van de 
l. 

de ongelijkheden 
~i+ 

b . a x "" 
l 

max z = c1x1 + c2x2 

onder 

of 

( i = 1 • : " il q }, 

o. 
l 

nul moeten 

~o vervuld , 

zijn en dan 

Het niet- convexe gebied va.n toegelaten oplossingen is x1 + x2 ~ 4, 

zijn 

. ~ . . . . x
1 
~ 2 of x

2 
~ 2$ x ~ 0 , D1t gebied is de veren1g1ng van twee convexe 

verzamelingen : 

2 

Om de kriteriumfunct i e over het niet-convexe gebied te maximaliseren 
kan men twee L , P.~pt6blemen oplossen , De eerste maxi maliseert z onder 
(3 , 1, 7) 5 de tweede maxi maliseert Z onder (3, 1,8) .. Een opt imale oplos~ 
sing van Z over het nie~-convexe gebied wordt nu gegeven door de oplos~ 
sing die de grootste waarde van Z oplevert , 
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Men kan ook het volgende gemengde L.P. -probleem oplossen: 
.• 

onder 

2 - .x, ~ 26 

2 - x2 ~ 2(1 - 6) 

Dat (3 , 1e9) deze vorm .moet hebben is eenvoudig in te zien. x1 ~ 2~ 
x2 ~ 2 zijn te schrijven als 2 - x1 ~ 0 resp , 2 - x2 ~ O, Daar x 1 ~x2 ! 0 
volgt direct dat 2 zowel een bovengrens voor 2 - x1 als 2 - x2 i s . 

We zullen nu een voorbeeld geven waar tenminste k van q ongelijkheden 

vervuld moeten zijn. 

De ongelijkheden zijn : 

x1 + x2 ~ 4; x2 ! 2i5; x1 ~ . 1; x 1 ! 2; x 1 - x2 ~ o. (3 , 1. 10) 
. 4 .. + Er moet alt1jd gelden x1 + x2 ~ 1 x ! 0 en verder moeten er minstens 

twee van de overige ongelijkb.eden uit (3 ~ 1 , 1 0) gelijktijdig vervuld 
zijnc 

Dit geeft aanlei ding tot bet volgende niet- convexe gebied wa.arover we 

de kriteriumf'unctie maximali seren. 

4 

3 

2 

1 

0 2 3 4 



We kunnen dit probleem formuleren als een gemengd L ,P _ -probleem ~ 

Voor 2,5 - x
1

; x
1 

= i, 2 ~ x 1 ; x
2 

- x
1 

zi J n de bovengrenzen resp, 2$5 ~ 

3 , 2, 4, zoals men eenvoudig nagaat De opt imale op1ossi ng voor ons 
probleem is nu een optimale oplossing van 

max z = c x + c 9 

1 ' 2""'2 

ender 

x1 + x2 < 4 .. 
2~5 - x, ! 2 \) 501 

x
1 

.. 1 < 3c5 
- 2 

2 - x1 
< 20 
- 3 

x2 - x 1 ~ 404 

I &, • 2 
i=1 

0 < c. < 1 ~ cS , geheeL 
- l. - • l 

·J-Ilet komt oak wel eens voor dat de beshssinesvektor x vol doe;.1 mnct aan 
tenminste een Van de VOlgende 11blokken11 OngeliJkheden ' 

~· + 
A x < b u .... u (u = 1~ , .: 9 r ) 

-+ Hier i s dus A een matrix en x meet dus ligge n i n "tenminste ~en van de 
u ~ ~ 

convexe verzamelingen Ax < b (u = i . · er ) Om nu de kriter1 um~ u """ u . s. , • 
-l f uncti e te optimaliseren ender de voorwaarde dat x t evens moet l 1ggen 

1n m1nstens een van de convexe ver:2. arne 11.ngen ( 3 . • . 1 ' ) kan men t elkens 
de kriteriumfunctie optimaliseren onder de bi j voorwaarden di e steeds 
moeten gelden aangevuld met een van de voorwaarden uit ( 3 01 . 1 1 ) . Kies t 
men dan van de verkregen oplossingen de meest gunstige dan heef't men 
een optimale oplossing voor het gegeven probleemo In plaats van deze 
werkwijze -ce volgen kan men zich beperken tot het oplossen van ~en ge­
mengd L <P -probleem, 
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Daartoe nemen we 
-+ 

• • -+ -+ aan dater twee eindige vektoren a 1, a2 zijn zodat voor 

elke x die in de 
-+ 

gebieden van (3.1.11) ligt, geldt: a 1 ~ 

Verder nemen we aan dat er vektoren 
-+ -+ -+ -+ 
x met a < x < a geldt 

1 - - 2 
-+ -+ 

Ax - b u u 
-+ 

< L .. u 

elke 

Als dit het geval is kunnen we het volgende gemengde L.P.-probleem formu­

leren: 

-+--+ 
max z = ex 

ender 

-+ -+ -+ -+ 
Dx = d 9 x ~ 0 

-+ -+ -+ 
Ax - b < (1 - 6 )L 

u u - u u 

r 
\ cS = l 

u=1 u 

0 < cS < 1 0 geheel - u - , u 

(3.1.12) 

-+ -+ 
waarbij Dx = d een stelsel bijvoorwaarden is dat altijd vervuld moet zijn. 

Een optimale oplossing van (3.1.12) is een optimale oplossing voor het 

gegeven probleem. 

Voorbeeld: max z 

ender 

of 
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Om dit probleem als gemengd L.P. -probleem te formuleren merken we op dat 

er geldt ~ 

-+ a, = (O ,O) 
-+ 

~ x ~ (4,4) 

+ f' + x2 -
4 < 0 = 

+ -+ 
A 1x - b1 < 0 : = 

-x - x + 2 ~ 0 1 2 

t + + 
verder is ~ x ~ 0 

We kunnen dus b : v . stellen: 

-+ 
L = (4 ,2) 

1 

-+ 
A2x -

Het gemengde L,P , - pr obleem luidt nu : 

max z ·- c,x , 

onder 

x, 
-x, 

x2 

') ,_ 
\' 
I. 

i=1 

0 < 
=" 

+ 

-

-

x2 - l~ 

x2 + 2 

1 < 36 ,,._,, 2 

o. = 
J. 

0 . < 
1 = 
-> 
x > = 

1 > 

->-o, 

+ c2x2 

< )~ 6 = 1 

< ')6 
cc 1 

6. r,eheel 
1 

r _ , < 0 2 .. 
-+ -+ 
b2 ~ O: 

. x 1 + x2 - 2 

.,... + + 4 > x > Oc - = 

-+ 
12 = (3 ,6) 

( i=1,2) 

< 0 ... 
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In de praktijk komt het vaak voor dat een projekt uitgevoerd moet worden 
waarvoor een groot aantal karweien nodig zijn~ die op hun beurt verschil­
lende soorten arbei d p materiaal e odc vereiseno Men denke boVo aan het 
bouwen van een kantoor of een schipo 

Dit soort projekten heeft de eigenschap dat er een zekere volgorde is 
waarin ·de verschillende karweien moeten worden uitgevoerdo Dit laatste 
mad.kt het vaak onmogelijk om 1:be.t . . ., probleem als een LoPo-probleem te 

formuleren c Meestal kunnen dit soort problemen wel als een gemengd LoPo­
probleem worden geformuleerdo 

We zullen een mathematisch model proberen op te zetten dat vertelt hoe we 
het projekt uitvoeren moeten zodat de totale kosten geminimaliseerd wor­
denc Mob oVo het model zullen we bepalen hoe lang het projekt duurt~ hoe­
veel van elk soort arbeid 9 materiaal e odo iedere dag nodig is , 

We zullen het probleem deterministisch behandelen, Een dag zal de klein­
ste t ijdsperiode zijn die we beschouwen en op basis hiervan zullen we ons 
schema opstelleno De verschillende soorten arbeid~ materiaal e odo geven 
we kortweg aan met produktiefactoren 9 waarvan we aannemen dat er in to~ 
taal K zijno We nemen aan dat hetgeen elke dag van deze factoren beschik­
baar is · beperkt is o. Verder nemen we aan dat het werk van elke dag of tij­
de~s de no~~le werktijden of tijdens overwerk gedaan kan worden= Het 
kan immers b cVo in verband met het zo snel mogelijk opleveren van het 
projekt voordelen bieden om overwerk te verrichten, Het behoeft geen be­
toog dat i n het ·algemeen voor overwerk andere normen zullen gelden dan 
vo0f werk op de'normale werktijdo We nemen aan dat gespecificieerd is 
hoeveel van elke produktiefactor voor beide werkti j dcategorieen beschik­
baar is o Laat akj en bkj de hoeveelhei d van factor k beschikbaar op de 

jde dag voor de ~ormale werkti j d respo overwerktijdo 
Stel dat men bepaald heeft dat het projekt maximaal N dagen en minimaal 
n dagen· du~t·, hoe men het projekt ook uitvoert c Laat het projekt bestaan 
uit I versc.hillende karweieno We veronderstellen dat de volgorde waarin 
de kan:reien uitgevoerd .moeten worden bekend is , Voor men met karwei i 
kan beginnen zal een zekere deelverzameling I (i) van karwei en voltooid 
moeten zijn, In het algemeen zal een aantal karweien gelijktijdig uitge­
voerd kunnen wordeno Laat a .k en S. de hoeveelheden van factor k zi j n 

1 1k 



om karwei i tijdens de normale werktijd resp , overwerkt i jd uit te voeren . 
De belangri jkste var i abelen die in ons nog te formuleren gemengd L o P ,~pro­

beem optreden zijn x .. en y . ·~ de fract i e van karwei i gedaan op de j de l.J 1J 
dag tijdens de normale werktijd en de overwerktijd ~ respectievelij k c 
We zullen aannemen dat de hoeveelhei d van factor k gebrui kt voor het i de 
ka.rwei op de jde dag t ijdens de normale werktijd a . kx . . isi de hoeveelhei d 

1 1J 
tijdens overwerktijd gebruikt is a .ky . •< 

1 1J 
Het feit dat we van elke produk-

tiefactor niet meer kunnen gebruiken dan beschikbaar is geeft aanleidi ng 
tot de volgende ongelijkheden ~ 

f 
l 8 • ky · · ~ bk • ~ ( k = 1 ll o , o ll K 9 j = 1 9 o o o s N ) o ( 3 o 1 , 1 4 ) i=1 1 1J J 

Verder moeten alle karweien volbracht word~n ~ dit geeft 

~ 
l 

j=1 
(x • • + y .• ) = 1 

1J 1J (3 c1c15 ) 

We kunnen niet met karwei i op de jde dag beginnen tenzij alle karwe i en 
uit I (i) op de voor gaande dagen uitgevoerd zijno Dit geeft voor x . . # 0 

1J 
de volgende noodzakelijke voorwaarden : 

(x + y ) = 1 1\ s E I( i) 
SU SU 

en voor y . . ~ 0 de no6dzakelijke voorwaarden ; 1J 

f 
u=1 

x 
SU 

j =1 

+ l. y SU = 
u=1 

(3 o1o16) en (3 o1o1 7) geven aanleiding t ot een situatie van het type als 
op blz o 159 beschreveno 

Voer de discrete variabelen o . inll die alleen de waarden 0 of 1 aannemen SJ 
kunnenc 

De noodzakelijke voorwaarden (3 c1o16) voor x .. f 0 vervangen we door : 1J 



··•·· 
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x •. < 0 
1J - sj' s E I(i) 9 alle i ij . (3 o1o1 8) 

j-1 
1 (x + y SU) > 0 al le s , J 0 (3o1o19 ) - sj, 

u=1 SU 

0 
sj ~ 09 0 . geheel 

SJ 
, alle s ij 0 (3 c1o20) 

We hoeven in (3 o1o20) niet te eisen o . ~ 1, daar dit een direct gevolg SJ 
is van (3 o1e15) en (3 o1o 19) o We zullen nu laten zien dat uit (3 , 1o18) t/m 
(3 o1o20) volgt dat x .. alleen dan positief kan zijn als (3 o1, 16) geldt 1J 
voor elke s E I( i) e 

Als een o . = 1 dan volgt uit (3 o1o19) dat (3 e1o16) geldto Verder zegt de SJ 
bij .o . behorende ongelijkheid uit (3 o1o18) dat x .. ~ - 1 9 hetgeen ons niets . SJ 1J 
over x • . zegt (x •. < 1 geldt altijd daar x . . de fractie is van karwei i l.Jd 1J - 1J op de j e .dag gedaan) c 

Als echter een o . = 0 dan volgt 
SJ 

uit (3 . 1o1 8) dat x .. ~ oi dus x . . = 0 
l.J lJ 

daar alti j d x . . ~ Oo We kunnen nu concluderen dat . · 1J x . . alleen dan positief 1J 
kan zijn als (3 . 1. 16) geldt voor elke s ~ I(i ) o Immers stel x .. > 0 en 

1J 
j'f 1 

l (x
5
u + ysu) < 1 voor een zekere s dan volgt uit ( 3<1<19) dat o

5
j = o, 

u=1 

waarna (3 .1o 18) ons zegt x .. = O, in tegenspraak met x . . > Oc lJ 1J 
Evenzo kunnen we de d i screte variabelen $ • invoeren en de voor y .. ~ 0 SJ 1J 
noodzakelijke voorwaarden (3 o1o17) vervangen door : 

< $ . ~ s E I( i) Yij • s ,J • 9 alle i,j . 

f j-1 
x + \ 

Ysu ~ Ws,j 9 al le S9j l 
u= 1 SU u=1 

iJi s ,j ~ o, $ . geheel 
' 

al le s ,j 0 s,J 

(3 , L 22) 

( 3. 1,23) 

We moeten nu alleen nog de structuur van de kostenfunctie nagaan o Laten 
ckj en ~j de kosten voorstellen van een eenhei d van factor k gebruikt op 
de jde dag gedurende de normale werktijd en overwerktijd 11 respektieveli j k o 
We veronderstellen dat de kosten voortvloeiend uit bet gebruik van een 
factor op een gegeven dag evenredig is met de hoeveelheid die van de fac-

.. 



tor gebruikt is , 

D k t f t k de J.de dag b d d e os en van ac or op e ragen us ; 

I I 
\ \ ckJ. !. a .kx .. + dkJ. l e . ky ,. i=1 l lJ i =1 l lJ 

{3 c1: 24) 

Soms komt bet voor dat men in de kostenfunctie de kosten in rekening wenst 
te brengen die bet gevolg z i jn van een verandering van de gebruikte hoe­
veelbeid van een factor op een dag vergeleken met de vorige dag< 
We stallen dat 'i wanneer men op de jde dag een ~~nheid meer van factor k 

e gebruikt dan op de j = 1 dag~ de kosten ekj en gkj ~edragen voor de nor-
male werktijd respc de overwerktijd. Gebruikt men een eenheid van factor k 
minder dan zijn de kosten fkj en hkj , 
We merken eerst op dat de verandering in de hoeveelheid gebn:.ikt op de jde 
dag vergeleken met de j = 1e dag bedraagt ~ wat de normale werktijd betreft : 

(3 .1c 25) 

Een zelfde uitdrukking is voor de overwerktijd van kracht : 
We voeren nu de variabelen vkj en v~j in 9 met 

v" 
kj 

~ 
l a . k(x . . - x .. 1) i=1 l lJ 19J-

en 

Verder ·voeren we wkj en w~j in, 

W
li 

kj = 

en {3 o 1 , 27) 

wkj 9w~j ~ 0 (k = 1 9 :,, ~ K; j = 2 9 c,, 9 N) 

Wanneer de hoeveelheid van factor k gebruikt op de jde dag verschillend 
. e is van de op de J - 1 dag gebruikte hoeveelhei d dan kunnen we de hier-
ui t. voor tvl oeiende kosten weergeven door ; 
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We zullen deze uitdrukking toelicbten o 

We bescbouwen daartoe eerst de normale werkti j do We zullen nu laten zien 
dat uit (301028) volgt dat voor de normale werktijd de veranderingskosten 

ekjtkj ~f - fkjtkj bedragen al naar gelang tkj positief of negatief is o 
Omdat we ( 3c1c28) minimaliseren zal (3 o1o28) mini maal zi j n voor vkj = tkj' 

v~j = 0 ~f vkj = ·o ~ vkj = -tkj ~ al naar gelang tkj > 0 resp o tkj < 0 i s o 
(Stel tkj > O ~ er geldt vkj - vkj = tkj i laat nu vkj = tkj + ai vkj = a, 
a~ 0 zijn 9 dan is ( 3o1o 28) minimaal als a=· 0) , Dus uit (3 , 1c28) volgt 
dat de veranderingskosten of ekjtkj of - fkjtkj bedrageno Analoog bescbouwt 
men de overwerkti j do 

We zullen tenslotte nog een bepaald soort kosten bescbouwen ~ die zicb 
vaak voordoeno Men kan zicb indenken dat b cVo bij bet bouwen van een schip 
de opdracbtgever· het schip bet i iefst zo snei mogelijk afgeleverd ziet o 
Elke dag dat het schip eerder klaar is betekent exploitatiewinst voor hemo 
We zullen voor elke dag dat bet projekt nog in uitvoering is een vast be­
d.rag D aan kosten i n rekening brengen o We bebben aangenomen dat het pro­
jekt mi nimaal n dagen en maximaal N dagen vergt , De kosten nD kunnen dus 
niet vermeden worden en . deze zullen we niet in onze kostenfunctie vermel­
denc Voor elke dag j > n waarop bet projekt nog niet klaar is moeten we 
de kosten D rekeneno 

· k · d .de · t kl 1 Het proJe t is op e J dag ·nog nie . aar as 

~ ~ 
l l 

u=j i =1 
(x . + y . ) > 0 

1U 1U 

Als dus voor j > n (3 ,1o29) van toepassing i s brengen we dus de vaste kos­
t en D in rekeningo We zullen dit nu i n onze formulering van het gemengde 
L o P c -problee~ i npas seno Daartoe voeren we de di screte variabelen p . in 

J 
die all~~n de waarden 0 of 1 aannemen kunneno We stellen 

N I 

1 I (x . + y . ) < Ip . (j = n + 19 000 9 N) { 3o 1o 30) 
u=j i=1 1U 1U - J 

0 < p . < 1 ~ p . geheel (j = n + 19 00 09 N) (3o1o 31) 
- J - J 
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De vaste kosten gemaakt op dag j geven we weer door : 

Dp . 
J 

( 3e L 32) 

We zullen nu laten zien dat uit (3 c1o 30) t/m (3. 1o32) volgt dat de vaste 
kosten D alleen dan in rekening gebracht worden als ( 3 . 1, 29·.) geldt . 
Als (3 c1, 29) geldt , dan volgt uit (3 o1, 30) en (3. 1c31) dat p . = 1 (merk 

J op I is een natuurlijke bovengrens (3 . 1,29))» dus de kosten D worden be-
rekend, 

Als (3 , 1, 29) niet geldt~ d . w, z , f (x . + y . ) = 0 of te wel het pro­iu l.U u=j i=1 
jekt is klaar op de jde dag 9 dan volgt weliswaar niet uit (3 . 1,30) en 
(3 ,1 ,31) dat p . = Os maar P . = 0 volgt uit het feit· dat ·de waarde van de J J d kostenfunctie verminderd wordt als p . = 0 , Dus de vaste kosten voor de j e J dag worden dus correct weergegeven m, b , v , (3 , 1, 30) t/m (3 , 1, 32) 0 
Wanneer we nu (3 , 1, 24)s (3 ,1, 28) en (3, 1, 32) combineren dan zien we dat 
de kostenfunct i e gegeven wordt door ; 

z = fl N I L l (ck .<l .kx .. + ~ . 8 . ky . . ) + k=1 j=1 i=1 J l. l.J J l. l.J 

K N N 
+ L I ( ekJ.vkJ. + fkJ. v~J· + gkJ.wkJ. + hkJ.w~J. ) + D l k=1 j=2 j=n+1 

p . ? 
J 

We minimaliseren z onder (3 , L 13) t/m (3 , 1, 15) ~ (3 , 1c 18) t/m (3 , L 23) 9 

(3 , 1:26') ~ (3 : 1: 27)$ (3 , 1, 30) en (3 , 1:31), waarbij natuurlijk x .. 9 y .. > 0 , 
l.J l.J -· We hebben dus· een gemengd L, Pc- probleem, Het is duideli jk uit het voor -

gaande voor een probleem van enige omvangs het aantal bijvoorwaarden enorm 
groot zal zi j n j en een oplossing kan men op dit moment nog niet bepalen , 
Niettemin is het interessant om te laten zien hoe men het gegeven pro­
bleem kan formuleren als een gemengd L,P, -probleem, 
Het aantal bijvoorwaarden 9 zoals J a .1l · '! 6 ri '17), kan vaak aanzienli j k gere­
duceerd worden , Als karwei i" gedaan moet worden voor karwei i ' en dit 
karwei moet karwei i voorgaan dan kan men de bijvoorwaarde. weglaten die 
eist dat i " voor i uitgevoerd meet worden , 
Maar ook deze vereenvoudiging maakt ·een praktijkprobleem nog niet hanteer­
baar voor berekeningen , 
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Het volgende probleem dat we beschou~en is een ~lesgingsprobleem, 

Men kan sommige eenvoudige problemen die verband houden met de wijze 
waarop een firma een zeker kapitaal in· verschillende projekten steken 
kan 9 formuleren als gemengde LoPo- problemen o 
We zullen eerst het eenvoudigste geval beschouwen, Laat een firma een 
bedrag 'D als· investeringskapitaal ter beschikking staan, 
Er zi j n ~ verschillende proje.kten waarin geld g~stoken kan warden . Stel 
<l;at projekt ·j een investering van dj gulden eist . :en. d~t p j de huidige 
waarde aangeeft van de toekomstige winst a'fkomstig van proj ekt · j o ·Wan­
neer men met een projekt begint dan moet men het afmaken , Als men pro­
jekt j onderneemt dan is men verplicht d . gulden te investeren , Verder . J 
geldt dat men ·in elk pro~ekt slechts ~enmaal geld kan steken 9 het is dus 
niet toegestaan twee of meer ke~r een . zelfd~ proj ekt te ondernemen . 
Nu wi l men bepalen welke projekten men ondernemen moet opdat de winst 
maximaal i s s waarbij men niet meer dan kapi taal D kan investeren . Om 
het probleem als een gemengd LoP. -probleem te formuleren voeren we de . . . 
discrete 0 - 1 variabelen o . in. 

J 
Beschouw nu het gemengde L. P. - probleem 

n 
max z = \ p . o . I.. 

j=1 J J 

n 
\ d . 0 . < D l 

j=:=1 ,J J 
,,. (3. 1. 33) 

0 < 0. < 1 » 0 . geheel -. J - J 
Een optimale oplossing van .dit probleem geeft aan welke projekten. onder­
nomen moeten worden opdat de huidige waarde van de toekomstige winsten 
maximaal i s : 

Daar de getallen d . en D geheel zijn zal de verschilvariabele toegevoegd J. 

aan 
n 
\ 
l 

,j =1 
d . o . < D ook geheel ziJ' n en we hebben dan met een discreet L. P. ­J J -= 

probleem te makenc We merken op dat probleem (3. 1c33) opgelost kan worden 
m.b ~v. dynamische programmering . 
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We zul len nu enkele eenvoudige generalisaties van (3 o1, 33 ) beschouwen, Het 
kan b :V: Voorkomen dat VOOr een zekere groep J van projekten slechts een 
proj ekt ui t deze groep gekozen mag worden o Dit leidt tot de bijvoorwaarde ~ 

l o j !, L ( 3 o L 34 ) 
jEJ 

Men kan nu voor j € J de bijvoorwaarden o. ~ 1 weglaten daar deze direct 
J 

uit (3 : 1: 34) volgen : 

Een andere mogelijkheid is dat men projekt i moet ondernemen wanneer men 
besluit projekt j te ondernemen , maar projekt i mag zonder projekt j on­
dernomen worden, Deze situatie wordt uitgedrukt door ~ 

o. - o. > o. 
i J .. (3 , 1 , 35) 

(3 ,1 , 33) is een bijzonder eenvoudig mathematisch model voor een beleggings­
probleem< Men kan zich indenken dat voor elk projekt geldt dat er geld 
ge i nvesteerd moet worden gedurende een aantal periodeno Stel dat er een 
beperkt investeringskapitaal Dk is voor elk van de K peri oden en laat 
~j het geld zijn nodig voor projekt j gedurende periode kc We willen nu 
de proj ekten kiezen waarvoor de toekomstige winsten maximaal zijn en waar­

b i j voor elke periode k de investering niet het bedrag Dk mag overschrij­
den , 

Het gemengde LoPe-probleem wordt nu: 

max z = ~ 
l 

j =1 
p.o. 

J J 

(k= 1 , ,, , ,K) 

0 < o. < 1, 6 . geheel ... J -= J 

Van dit soort problemen bestaan er veel algemenere gevallen , 

( 3 : L36 ) 

Het laatste probleem dat we zullen behandelen staat bekend onder de naam 
handelsreizigersprobleem, 

Stel dat een vertegenwoordiger een rayon bezit bestaande uit n plaatsen, 
Hij vertrekt ui t zijn woonplaats, pl aats 1, om de andere n - plaatsen 
te bezoeken en keert daarna weer naar huis t erug . Nu wi l de handelsreizi-
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ger een routeschema ontwerpen, dat hem zegt in welke volgorde hi j de di­
verse plaatsen bezoeken moet~ zodat de totaal .afgelegde afstand minimaal 
is o De afstanden tussen elk tweetal plaatsen wordt bekend verondersteldi 
we geven de afstand van plaats i tot plaats j aan met d .. • Er hoeft niet 

1J 
noodzakelijk te gelden d .. = d .. , 

l.J J 1 
We kunnen de door de handelsreiziger gevol gde route 

b · · d d 1 · · · d kde van n etappes s waar l.J e han e sreiziger in e 

naar plaats J gaat , 

opvatten als een r ij 

etappe van plaats i 

Orn nu het probleem te formuleren voeren we de variabelen o. ' k in , 
l.J 

de als de reiziger van plaats i naar plaats j gaat op de k etappe 
van de reis c 

0 anders 

Bij elke etappe k behoort slechts een tweetal plaatsen, dit geeft de 
voorwaarden : 

\ o .. k = k = 29 000 » n 1 l . -
i ~j l.J 

\ 
o, j 1 (3 c1c37) l = 

j 

\ 0 . , = l 
i l. I n 

Voor elke plaats i is er slechts ~~n etappe van de route aan te geven die 
in i begint en i n een andere plaats eindigt , Bij het formuleren van de 
bijvoorwaarden moeten we de geval l en i = 19 i = n apart beschouwen , 
Het bovenstaande geeft aanleiding tot de volgende voorwaarden i 

\ o .. k = 1 (i = 2i ~c= 9 n ) l 
j9k l.J ( 3 0 1 0 38) 

J = 1 - k = n 

waarbij i n de sommatie gelden moet dat k = n als j = 1 en omgekeerd , 
Voor i = 1 wordt de bijvoorwaarde i 

I o1j 1 = 1 , en deze voorwaarde is al be ~ 
j 

vat in ( 3 , 1 , 3 7 ) , 
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Verder geldt er voor elke plaats j dat er slechts ~~n etappe van de route 
in j eindigt o 

Dit geeft de voorwaarden : 

I o .. k = , • l.J l.j)k 

i = ~ k = 1 

In de sommatie geldt dat k = 1 als i = 11> en omgekeerd, 
Voor j = 1 wordt de voorwaarde : l o.

1 
= 1 en deze voorwaarde staat reeds 

i 1 n 

in ( 3o1 o37) o 

Als etappe k van de route in plaats J eindigt dan meet etappe k + 1 be­
ginnen in plaats j, dit geeft ~ 

\ o. ' k = \' 0 . . 0 k+1 l l 
i l.J j v JJ 9 

6
1j1 = \' 0 .• 0 2 l 

j 0 JJ 

\' 0. 0 1 = 0 . , l 
i l.J1>n- J· n 

We hebben nu alle voorwaarden geformuleerd o We hoeven niet de voorwaarden 
o. ' k ~ 1 toe te voegen ~ daar deze direct uit (3 o1o37) t / m (3 o1 o39) volgen o l.J 
We willen nu de niet~negatieve gehele o. 'k bepalen die voldoen aan l.J 
(3 o1o37) t / m (3 o1o40)j) zodat 

z = (3 o1o 41) 

gemi nimaliseerd wordt o 

We zullen nu een variant van het handelsreizi gersprobleem behandeleno Laat 
een n-tal plaatsen en hun onderlinge afstanden gegeven zijnc Stel dat men 
wi l bepalen i n welke plaats men beginnen meet om de andere plaatsen te 
bezoeken en de volgorde waari n dit laatste gebeuren moet i z5 dat de to­
taal afgelegde afstand minimaal is 1> waarbij men niet in de laatste etap­
pe naar de uitgangsplaats terugkeerto (we vinden dus een niet-gesloten 
route) o 

De oplossi ng van dit probleem is eenvoudigo Men voert een denkbeeldige · 
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plaats in die gelijke afstand bezit tot elk der n plaatseno Deze denkbeel­

dige plaats stellen we als woonplaats van de handelsreiziger o We kunnen 

het probleem nu opvatten als een handelsreizigersprobleem 9 waarin; n + 1 

plaatsen optredeno We lossen dit probleem op en als we van de oplossing 

de eerste en laatste etappe weglaten dan hebben we een optimale oplossing 

voor ons probleem gevonden 9 die ons zegt 9 in welke plaats we beginnen en 

in welke volgorde we dan van de ene naar de andere plaats reizen o 

Ga zelf na dat ~e zo verkregen oplossing inderdaad een optimale oplossing 

l.S o 

We zullen nu een oplossingsteehniek gaan afleiden voor het gemengde L0P o­

pr0bleenio 

Het gemengde LoPc=probleem luidt : 

-++ 
max z = ex 

ender 

~ = b 
.+ .+ 
x > 0 -

x . geheel 9 j 'J, 
J 

( 3. 1o 42) 

Laten we de voorwaarde weg dat sommige x . gehele waarden aannemen moeten 9 J 
dan geeft dit het LoP. - probleem 

.+.+ 
max z = ex 

.+ .+ .+ .+ 
onder Ax = b 9 x ~ 0 

We zullen voor het gemak het gemengde LoP . -probleem in het vervolg aan­

geven door (3 . 1o42) en het LcP , - probleem door L. P . (3 o1o43) c Het grond­

idee om (3 c1o 42) op te lessen is afkomstig van Dantzig 9 hij stelde voor 

om i cp oVc (3, 1o42) L . P . ( 3 c 1 ~ 43) op te lossen . Wanneer voor de verkregen 

optimale oplossing van LoPo(3 , 1. 43) geldt dat x . geheel is 9 j E J 9 dan 
J 

i s de optimale oplossing een optimale oplossing voor (3 . 1c42) o Als de 

optimale oplossing niet een toegelaten oplossing i s voor (3 . 1. 42) dan 

stelde Dant zig voor om aan LoPo(3 .1 , 43) een extra voorwaarde toe te voe­

gen en wel zodanig dat de verzameling van toegelaten oplossingen van het 
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verkregen ni euwe LoPo-probleem de toegelaten oplossingen van (3 o1o42) be­

vat9 maar ~de gevonden optimale oplossing van LoPo(3 o1o43) o Het LoP. ­

probleem met de toegevoegde bijvoorwaarde wordt nu opgelosto Als de op­

timale oplossing van dit laatste probleem een toegelaten oplossing is 

van (3 o1o42 ) dan is het een optimale oplossing van (3 o1o 42)o Is het geen 

toegelaten oplossing van (3oio 42) dan voegt men opnieuw een bijvoorwaar­

de toe met de ei genschap dat de verza.meling yan toegelaten oplossingen 

van het nieuwe LoPc- probl eem elke toegelaten oplossing van (3 c1c 42) be~ 

vat ~ maar niet de optimale oplossing van het vorige LoPo- probleemo 

De toegevoegde bijvoorwaarden noemen we sneden o Geometrisch bezien snijdt 

elk van de sneden een deel van de verzameling van toegelaten oplo.ssingen 

van .LoPo(3 o1o43 ) afo Het is mogelijk de sneden zo te kiezen dat we in 

een eindig aantal stap~en een optimale oplossing van (3 o1, 42) bereikeno 

Gomory Q s algorithme voor discrete L.oP o-problemen 

We beschouwen eerst het discrete L oP o-probleem ~ dus in (3 o1o42) bevat J 

~Jo 
-9 -+ 

Laat voor A:x = b gelden dat r(A) = r(~) = m9 m < _n , 

Stel dat het Lo Po ( 3·o 1o43) opgelost is en dat we gevonden hebben dat B de 

basismatrix is behorende biJ de optimale _basisoplossingo Als ~B de basis-
-+ 

variabelen behorende bij B bevat 9 x de overige variabelen en C bestaat y 
uit de kolomvektoren van A die niet in B zitten dan is ~ oplossing 

van ~ = b te .schrijven als ~ 

-+ -1-+ 
of x = B b 

f3 
-1 -+ B Cx 

y 

=1 -+ -+ -+ = 1-+ 
Stellen we B b = y0 11 heri nneren we ons dat y. = B a. en geven we de 

J J 
verza.meling van de indices j behorende bij de niet-basisvariabelen aan 

met R ~ dan kunnen we (3 , 1o44) ook schrijven als ~ 

-l> 
y .x . 

J J 
{3o lo 45) 

Er i s s lecht s iee~ oplossi ng van (3 , L 45) met x . = 0 11 j s Ren dat is de 
• ' " -l> =1~ -l> ~ TJO 

optimale basisoplossing x
8 

= B b = Yo~ ~ = u Hieruit volgt onmiddellijk 
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dat wanneer van de gevonden optimale y
0 van LoPo(3o1o43) ~ alle compo­

nenten gehele waarden aannemeni dat dan elke toegelaten oplossing van 
(3 , 1o42) tenminste een x . > Oi j ER heeft o Daar alle x . geheel moeten 

J J 
zijn is het dus noodzakeli j k voor iedere toegelaten oplossing van ( 3 . 1o42) 
dat tenminste ~~n x . ~ 1, j G R e Beschouw nu de bij voorwaarde : 

J 
\' 
l 

j•R 
x . ~ 1 0 

J 

Iedere toegelaten oplossing van (3 o1o42) moet aan (3 o1o46) voldoen, als 
-+ 

van y
0 

ni et alle componenten geheel zijno 
-+ -+ Het is duidelijk dat ~ = 0 niet aan (3 o1o46) voldoet o Dus wanneer we 

een nieuw LoPo- probleem vormen door aan ·LoPo(3o1o43) de voorwaarde 
(3 , 1: 46) toe te voegen~ dan krijgen we een nieuw LoPo-probleem, waarvan 
de verzameling van toegelaten oplossingen elke toegelaten oplossing van 

0 • -ii- ~ ~ ~ (3 o1o42) bevat, maar niet de optimale basisoplossing x8 = y0 , xR = 0 van 
Lo Po ( 3o 1 , 43) o 

Als van de optimale basisoplossing van het nieuwe L, P , -probleem alle com­
ponenten geheelwaardig zijn, dan is de oplossing een optimale oplossing 
voor (3 , 1o42) o 

Als niet alle componenten geheel zijn, dan voegen we opnie~w een bijvoor­
waarde van de .vorm (3 o1c46) toe en herhalen het procede o Dantzig stelde 
bovenstaande procedure, gebaseerd op het invoeren van sneden van de vorm 
(3 . 1o46) , het eerst voor o Op enkele problemen is deze procedure toege­
past en heeft men i n een e i ndig aantal stappen een optimale oplossing 
verkregen, maar men heeft aangetoond dat er gevallen mogelijk zijn waar­
bij men niet ·de· optimale. oplossing bereikt , 

Doch het is Gomory gelukt een procedure te ontwikkelen waarvan aangetoond 
kan worden dat deze i n een e i ndig aantal stappen naar een optimale oplos­
s ing lei dt , 

Voor een probleem van enige omvang is het aantal stappen zo groot dat 
het rekentechnisch i n de meeste gevallen nog onmogelijk is om een oplos­
s•ing te bepalen : 

We zullen nu Gomory 0 s algorithme afleiden, 

Stel dat het L, Po(3 c 1, 43) opgelost is en dat de optimale basfsoplossing 
-+ -1-+ • . . -+ •• • -+ y 0 = B b gevonden is o Als alle componenten van y0 geheel ziJn dan is y

0 



- 179 -

optimaal voor (3.1 . 42) . Veronderstel echter dat niet alle componenten van 
-j> 

y0 geheel zijn~ laat b. v. Yuo niet geheel Z1Jn o We h~bben reeds in het 
voorgaande laten zien dat elke toegelaten oplossing x van (3 . 1. 42) voldoet 
aan ~ 

Y - l y.x. 
O jcR J J 

-+ 
waarbij x 8 bestaat uit de basisvariabelen behorende bij B, en R de indices-
verzameling is van de niet-basisvariabelen. Beschouw de ude vergelijking 
van (3 . 1. 47) 

x = y - \ y x 
Su uO j~R uj j 

(3. 1.48) 

We voeren de gehele getallen o . in, waarbij o . het grootste gehele getal UJ UJ 
is kleiner dan of gelijk aan y . 0 j ~ R. en j = Oo UJ 
Vervolgens stellen we : 

Uit de definitie van ouj volgt dat 0 ~ fuj < 19 j t Ren verder is 
O < fuo < 19 omdat Yuo .niet geheel is o 
Substitueer (3 o1o 49) in (3 .1. 48) g 

\ \ xSu = o o - l o .x . + fuo - l u j~R UJ J j ~R fujxj 

• -j> Voor i edere toegelaten oplossing x van (3 .1.42) is 

xs - 0 - l 6 .x . 
u uO j~R UJ J 

(3.1. 51) 

een geheel getalo 

Nu volgt direct uit (3 c1o 50) en (3 . 1. 51) dat voor iedere toegelaten oplos-
• -+ sing x van (3 o1o42) 

geheel is o 

f -uO l 
j R 

f .x . 
UJ J 

( 3 0 1o 52) 

Er geldt l fUJ.xJ. ~ 0 9 en 0 < fuO < 19 dit impliceert dat (3 o1o52) een 
jER 

niet-positief geheel getal iso 
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.. 
We zien dus dat elke toegelaten oplossing x van (3 o1. 42) voldoen moet aan : 

fuo 
\ f .x. < 0 (3 oL53) l 

j~R UJ J -

of \ (-f . )x . < - f (3 . L 54) l 
jGR UJ J - uO 

De gevonden optimale basisoplossing ; 0 = B- 1 b~ ~R = 0 van LoPo(3 e1. 43) 
voldoet niet aan (3 ,1. 54), omdat x . = o, j ~Ren f 0 > o. 

J u 
· Dus als we (3 , 1, 54) toevoegen aan de bijvoorwaarden van L. P. (3 . 1: 43) dan 
k.rijgen we een ~ieu~ L. Pc- probleem, waarvan de verzameling van toegelaten 
oplossingen elke toegelaten oplossing van (3.1: 42) beva~ , maar niet de 
gevonden optimale basisoplossing van L, P.( 3. 1, 43) , 
Gomory stelde nu voor om de snede (3 , 1. 54) aan L, P, (3 . 1. 43) toe te voe-

. . 
gen en het ' nieuwe L , P, ~probleem op te .lossen. 
In hoofdstuk 2» §5, blz , 151 , hebben we laten zi eµ hoe men eenvoudig een 
LoPo-probleem, waaraan een extra voorwaarde toegevoegd wordt, oplossen 

' . 
kan als het probleem zonder de extra voorwaarde opgelost is , 
.pe verscbilvariab~le toegevoegd a~n <? · 1· 54) is s 1, waarbij het aanhangsel 1 
aang.eeft dat s 1 de. verschilvar~abele .is, di e bij de eerst-e snede behoort o 
Na toev9egen van s 1 wordt (3 . 1, 54) 

I· ( - r . , x . + s = -r 
j~R . UJ J 1 uO .· 

We hebben reeds aangetoond dat (3c1: 52) geheel ·is voor iedere toegelaten .. . 
oplossing x van (3 . 1 c 42)~ dus s ,- is geheel voor elke toegelaten oplossing 
van ( 3 , 1 , 42). 

M, b. v . (3 . 1, 55) ziet men eenvoudig in dat een basismatrix voor het nieuwe 
L. P, -probleem is : 

met dan ~ 
- 1 .. ] _

1 
B 0 

B = 1 0 1 

En een basisoplossing voor het ni euwe L. P. -probleem wordt gegeven door : 
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Deze basisoplossing is niet toegelatens daar -fuO < Oc 

De vektor die de c-waarden bevat van de basisvariabelen behorende bij B1 ~- -+ 
is (cB~O) , De vektoren y. van het nieuwe LoP c-probleem geven we aan met 
-!> ( 1) J 
y . en er geldt ; 

J 

-+ ( 1 ) - -1 r+ J - r+ 1 . y . - B1 ._a . ,-f . - !Y · 9- f . 9 J E:: Ro J J UJ J UJ 
( 3 c 1, 59) 

Met behulp van de definitie van z. ziet men direct dat de getallen 
J 

z . - c . voor het nieuwste L oP , ~probleem hetzelfde zijn als de getallen 
J J 

z . - c . die behoren bij de gevonden optimale basisoplossing van LoPo(3 o1o43)i 
J J 

waarbij men bedenke dat voor de basisvariabelen behorende biJ B
1 

geldt 

dat z . - c . = 0 , 
J J 

We kunnen nu concluderen dat we voor het nieuwe L, P , -probleem een basis-

oplossing bezitten met alle z . - c . ~ Oo Men kan nu het duale simplex algo-
J J 

rithme toepassen om een optimale basisoplossing voor het nieuwe LoPo-pro-

bleem te bepalen o Mcb oVo (3 , 1, 55), (3 , 1, 58) en (3c1c59) kunnen we direct 

de begintabel voor het nieuwe L, P, -probleem opschrijven , 

Aan· de tabel die bij de gevonden optimale oplossing van LoP : (3 o1, 43) be­

hoort9 voegen we nog een rij en een kolom toe , In het hokje van de nieuwe 
+ rij, dat staat onder de kolom met hoofd x0 (de kolom waarin y 0 vermeld is) 

schrijven we -fuO' in de hokjes staande onder de j € R-kolommen schrijven 

we - f ., De getallen f ·sf 0 zijn gedefinieerd volgens (3 o1. 49) o In de UJ UJ U 
nieuwe kolcm » die bij s 1 behoort 9 schrijven we nullen behalve in het hok-

je dat tot de nieuwe rij behoort c 

Tenslot te worden van de nieuwe rij de nog niet ingevulde hokjes gevuld met 

nullen c Als de tabel ingevuld is, passen we vervolgens het duale simplex 

algorithme toe _ Vaak zijn slechts een betrekkelijk klein aantal stappen 

nodig (soms slechts ~en) om de nieuwe optimale oplossing te bepaleno 

Als de optimale oplossing van het nieuwe L, P. -probleem niet-toegelaten is 

voor { 3 o 1 , 42) , dan herhalen we de gehele procedur·e door een nieuwe snede 

aan te brengen . 
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Dit wordt voortgezet tot een toegelaten, en dus dan een optimale op­
lossing van (3,1.42) verkrep,en is. 
We hebben nog geen r egel gefeven di e ons zep,t welke vergeli.iking van 

,, + (3.1.47) de snede bepaalt, wanneer meer dan een component van y0 niet 
geheel is . Gomory hee~ een methode voor de keuze van de snedes aange­
geven , waardoor men er zeker van is dat de optimale oplossing van 
(3.1.42) in een eindig aantal stappen bereikt wordt. Deze methode is 
in de prakti jk moeilijk hanteerbaar , en past men dan ook in de prak­
tijk een meer eenvoudige r egel toe, 

Intuitief is het duideli j k dat we de snede willen kiezen, die zoveel 
als mogeli,ik is van de verzameling van toegelaten oplossingen van bet 
vorige L.P,-probleem (dus met wep,lating van de voorwaarde x. geheel!) 

,1 af snijdt. Ruwweg p,eformuleerd wensen we de doorsnee van bet vlak 
~ - f .x . = - f met de x.-as, j E R zo UJ J uO ~ 

p,r oot als mogeli.ik is. Dit 
f' ' ER ,1 

komt hierop neer dat we de u kiezen 
mogeli ,j k zijn. 

d t ... - uo t waarvoor e quo ienten f-:- zo groo 
u ,1 

Het komt echter vaak voor, dat voor elke u met yuO niet geheel, sommi­
ge quotienten groot zi,jn terwi j l andere kl e i n zi,in. Bij de regel, in 
de praktijk toegepast kiest men eenvoudig de vergelijkin~ van (3.1.47) 
waarvoor fuO het grootst is. 

Men kan natuurlijk ook andere regels bedenken. Men zou tegeli ,j k voor 
elke niet-gebele Yuo een snede kunnen aanbrengen , dus aan het vorige 
L.P e- probleem worden dan meerdere bi,i voorwaarden toegevoegd. Het is ook 
nu eenvoudig voor het verkregen nieuwe L. P. - probleem een basisoplossing 
aan te geven met alle z. - c . > O, en men kan dan de duale simplex .) .1 = 
methode toepassen . Het is niet bekend of deze lnatste benaderinf.swi.j-
ze enig voordeel b iedt. De procedure, waar we bij elke stap een s nede 
aanbrengen is een iteratieproces waarbij we eerst L.P,(3.1.43) oplos­
sen. We noemen dit nrobleem P0 • Als de van dit probleem verkregen op­
lossing toegel aten is voor (3 .1 .42) , dan i s het een optimale opl os sing 
voor (3, 1.42) . Is de oplossing niet toegelaten voor ( 3. 1. 42) dan be­
palen we een snede ( 3. 1, 54) en verkri ,iFten dan een nieuw L. P . - probleem P 1 
dat een voorwaarde meer bezi t dan P0 en waur in de verschilvariahele s 1 
optreedt. M. b.v. de duale simplex methode lossen we P1 or . Als de p;e-
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vonden optimale basisoplossing van P1 een toegelaten oplossing is voor 
(3.1 . 42) dan is de oplossing tevens optimaal voor (3.1.42), wanneer 
echter de oplossing niet toegelaten is voor (3.1.42) dan brengen we op­
nieuw een snede aan, hetgeen een nieuw L.P.-probleem P

2 
oplevert. Als 

men zo verder gaat is men geneigd aan te nemen dat probleem P steeds v meer bijvoorwaarden zal bezitten, naarmate v grater is, We zullen echter 
laten zien dat P nooit meer dan n+1 bi j voorwaarden behoe~ te bezitten, v 
ongeacht hoe groat v i s . 

-+ Stel dat x 
1 

de gevonden optimale basisoplossing van P 1 is, waarbij v- v-B de bi j behorende optimale basis is . v-1 .,. 
Als in xv-l de verschilvariabele sk als basisvariabele optreedt dan la-
ten we uit probleem P _

1 
de bij sk behorende bi,jvoorwaarde (= snede) . v -+ weg. Als we dit doen voor elke verschilvariabele die in x 1 als basis-v-· variabele optreedt dan verkrijgen we een L.P.-probleem P 1*, In de bij -+ v-x 

1 
behorende eindtabel van P 1 schrappen we voor elke als basisva-v- v-

riabele optredende verschilvariabele sk de kolom sk en de rij behorende 
bi j de in de B-kolom vermelde sk. Wanneer we dit doen, dan houden we 
een gereduceerde tabel over, We zullen aantonen dat deze gereduceerde 

* tabel de eindtabel is van een optimale basisoplossing van P 
1 

• 
v-

Bewijs : Na herschikken van de bijvoorwaarden is P 1 te schrijven als: v-
-+-+ max z = ex 

onder 
-+ -+-+-+ 

Ax = b, x ~ 0 

(en de snedes) 

(t) 
- f . x. 

UJ J 
l 

jER( t) 

(t) 0 s > -

-f ( t) 
uo 

(t .= 1, •• • , k) 

(h) (h+1) waarbi j de verschilvari abelen s , s ,,,,, s 
(k) 

• -+ (-+ -+) len in x 1 = x,s optreden. v-

(3.1.60) 

als basisvariabe-

We geven (3.1.60), d , w.z. probleem P 1 , 
v-

kortweg aan met 



-+ (1) (k) met s = (s , ••• , s ). 

- 184 -

....... 
max z = ex 

onder 

D L~,;j = d 
-+ -+ 
x,s 

-+ 
> 0 = 

* . Uit de definitie van P 
1 

volgt, dat probleem P 
1 luidt: v- v-

-+-+ 
max z = ex 

onder 

-+ -+ -+ -+ 
Ax = b, x ~ 0 

f .(t)x . + s(t) 
UJ J 

(3.1.62) geven we kortweg weer door: 

-+-+ 
max z = ex 

onder 

* [-+ -+*] -D x,s = d 

-+ -x,s > 0 = 

- ( 1) met s = (s , •• • , 

-+ 

= -f ( t) 
uo 

(3.1.61) 

(3.1.62) 

(3.1.63) 

Men ziet eenvoudig in dat de bij x 1 behorende optimale basis B 1 v- v-van probleem P 1 de volgende vorm bezit: v-

[ 

* B 
B -
v-1 - G (3.1.64) 

Merk op dat [B * 0 J een deelmatrix van D * is . *) 

Nu geldt IB 1 I = IB*J - OGj = IB*j. Daar B 1 een basis is voor P 1 v- v- v-geldt IB 1 I # o. Dus IB*I # O, waaruit volgt dat B* een basis voor v-
pro bleem P 1* is. (zie blz. 41, laatste regels) v-

[ 

-1 
B* 0 _, 

B -
v-1 - *-1 

-GB J 
*) * o* . . B en hebben hetzelfde aantal riJen . 

(3.1.65) 

(zie blz. 33 ) 
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-+ De gevonden optimale basisoplossing van P 1 is x 1• -+ v- v-
Spli t s nu d als 

-+ -M+ -+*M> 
d = (d ,d ) (3.1.66) 

-+* 
(b1 , ••• , bm' 

( 1 ) -f (h-1))· wa.arbi,i d = -fuo , •• 0 ' uO ' 
-+*M' (h) (k) d = :-fu:,d ~1~~~uo ojtd*J ~ *_,_ J B d 

is 
+ 

(3.1.67) Nu x = = v-1 v-1 -1 -+** *-1-M+ * -.....+ -GB J d d - GB d 

* -+ * De bij B behorende basisoplossing xB* van L. P.-probleem Pv-l wordt 
gegeven door: 

-+ 
x * B ( 3.1.68) 

-+ 
Uit (3 . 1.67) volgt direct dat XB* in de x

0
-kolom van de gereduceerde 

-+ -+ tabel staat . Door de kolomvektoren d. van D analoog als din (3 .1.66) 
J * -+ * ~1+ * te splitsen gaat men direct na dat de bi j B behorende y . = B d . 

J .J 
in de overige kolommen van de gereduceerde tabel gegeven worden. Uit 
dit laatste en bet feit dat de c-waarden van verschilvariabelen geli jk 

-+ -+* -+ nul is volgt dat de get all en z. - c ~ ( = cB*Y . - c . ) behorende bi,i xB* J ~ J J . 
gegeven worden door de getallen z. - c . in de gereduceerde tabel. Deze 

J-+ J * getallen zj - c j ~ o, alle J, dus xB* is optimaal voor Pv-l • We heb-
ben hiermee aangetoond dat de gereduceerde tabel de eindtabel is van 

* een optimale oplossing van P 1 • Daar in L.P. (3.1. 43 ) slechts n varia-* v- . belen x. optreden kan 
J * 

P 1 hoogstens n bijvoorwaarden bezitten. Immers v-
stel P 1 bezit meer dan n bijvoorwaarden, dan geeft dit tegenspraak v-

-+ * met het feit dat de basisoplossing xB* van Pv-l geen variabelen sk be-
. * vat , Orn probleem P te verkr1jgen voegen we aan P 1 een snede van de v v-

vorm (3.1.54) toe, waarna we Pv m.b.v. het duale simplex algorithme 
oplossen. We zien dus dat P nooit meer dan n+1 bijvoorwaarden behoeft v 
te bezitten . 

Opmerking• Bij het oplossen van de problemen P kan het voorkomen dat v 
meerdere malen dezelfde basis optreedt . 
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*) Eindige oplossingsmethode. Voor de fijnproevers geven we een bewi j s-

schets. We zullen laten zien dat men door het oplossen van een eindig 

aantal problemen P de optimale oplossing van (3,1,42) vinden kan. Daar-v 
toe moet men op een speciale wi j ze de snedes van de vorm (3,1,54) aan-

brengen. 

We zullen aannemen dat de c . in (3,1,42) geheel zijn, Dit is geen be­
J 

perking, daar men hier alti,jd voor zorgen kan door de eenheden waarin 

de c. gemeten worden geschikt te kiezen. Voor elke toegelaten oplos­
J-+-

sing x van (3.1.42) is z dus geheel . Verder veronderstellen we dat z 

begrensd is, hetgeen voor elk realistisch probleem vervuld is. 
-+- - 1-+- -+-Laa t y

0 = B b = xB de gevonden optimale basisoplossing van L.P,(3.1.43) 
-+ 

zi,in o We hebben reeds aangetoond dat elke toegelaten oplossing x van 

(3.1.42) te schrijven is als: 

-+­
y. x. 

J J 

-+ - 1-+- R .d. 0 b ... waar y. = B a., de in ices .1 evat behorende bi ,1 de variabelen x. 
J J -+- -+- J 

die niet als basisvariabelen in Yo optreden en x
8 

de basisvariabelen 
-+ 

van y
0 

bevat. 
++ -+ -+ -+ -+ De kriteriumf'unctie z = ex = c x + c x_ -

B 8 R H -

-+ -+ 

l 
-+ 

I = cB(yo y .x.) + c .x . = 
jER J J jER J J 

-+ -+- 2 ( z. c. )x. = cByO 
jER J J J 

-+ -+ Stel nu cByO = Yoo• z. - c. = Yoj o J J 

Dus z = Yoo - l Yo .x. • 
jER J .J 

(3,1,70) 

Triviaal is de gelijkheid 

-+ -+ 2 (--;. )x. XR = 0 
j €R J J 

(3.1.71) 

*) zie Hadley, Nonlineair and dynamic programming, blz. 276 e,v, 
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Voeg (3,1.69) t/m (3.1,71) samen tot: 

z = Yoo - j~R Yojxj 

~ =; - l y.x. 
0 j~R J J 

-+ 
0 -

We geven de volgende definities: 

l 
jER 

-+ 
(-e . )x. 

J J 

( 3. 1. 72) 

Een vektor ~ heet lexicografisch positief, 

ongelijk aan nul zijnde component positief 

.. -+ 
notatie x '? O, als de eerste 

-+ .. 
is. Wij schr~jven: x ~ y 

-+ -+ -+ 
als x - yr o. In (3,1,72) stellen we: 

-+ r__ -+ -+] -+ r__ -+ -+ ] Po = IXo 0 'Yo , 0 ' p . = LYo . ' y . , -e . , J E R • . J .1 J J 
(3.1.73) 

-+ We nemen aan dat het vergelijkingenstelsel x6 = y0 - l ;.x. zodanig 
j ER J ,J 

niet het geval is 
.... .... te rangschikken is dat elke p. ~ 0, .i € R. Als di t . J 

dan kunnen we er alti.id voor zorgen dat 
.. -). 

p, ~ O, j ER, door aan te ne­- ,) 
men dat de convexe verzameling van toegelaten oplossingen van 
L.P.(3.1.43) begrensd is. We voegen de overbodige, schijnbijvoorwaarde 

I 
jER 

x . + x = .M 
.1 n+1 

toe, waarbij M geheel is en zo groot gekozen dat elke toegelaten op­
lossing van (3.1.42) aan (3,1,74) voldoet met x 

1 > o. Dus x 
1 

zal n+ n+ 
dus in elke basisoplossing voorkomen. We nemen x 1 steeds als eerste n+ 
basisvariabele, en schrijven de vergelijking xn+1 = M - l x . direct 

jER J 
ender de z-vergelijking in (3, 1, 72) . 

Als we (3, 1,74) toevoegen is de tweede component van elke p. gelijk 
.... -+ J aan 1, zodat p. ~ O, j € R, daar voor de optimale L,P.-oplossing 

J 
Yoj = zj - cj ~ O, alle j. We hebben gezien dat we een snede aanbrengen 
al s de gevonden optimale basisoplossing y

0 niet toegelaten is voor 
(3.1 .42). Bij het aanbrengen van de snedes zullen we iets anders te 
werk gaan dan op blz. 180 . 

Als y00 niet geheel is, dan gebruiken we de verp,elijking van z uit 
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( 3. 1 • 72) om P.en snede aan te bren~en. Als we een snede as.nbrengen, de.n 

schri ,i ven we deze b i j voorwaarde ste eds onder (3 ,1, 72) . We kiezer. dus 

op de vol~ende wijze de snedes: we onderzoeken de vergelijkingen uit 

( 3 . 1 • 72 ) vol~ens c.ie vol t or de waariz1 ze ~e~even wor den en r)~)"al en de 

snede m. b ,v . de ver~eli ~kin~ di e behoort bij ue eerste yiO ' 

:i. = o, 1, ., ., m, die n.iet geheel is. We zien dus dat zol~mg y00 niet 

geheel P,eworden is, we m, b. v, de z-vergeli ,jking de snede bepalen . 
+ 

Stel dat p
0 

een niet t oer<elaten oplossing i s van (3 .1.l~2) , M.b.v . de 

f'ep:even keuzeregel voor de snedes bepalen we een snede , hetgeen een 

nieuw L.P.-probleem P
1 

~eeft, P
1 

loss en we op m.b.v. het dual e simplex 

al gorithme. Bi,i dit algo:rith.-ie bepale1° v e 1!erst de YeJ.:tor f..:i~ ce ba nis 

uitgaat. Als xfa· = y r O de !'1eest ner,<' t i~ve llasisva1·iu.heJ.e is, c:n.r1 r:«a.t 

de bi.i xBr behorende basisvektor de bas i~ uit . Om de vektor te bepalen 

die de basis inkomt zullen we volgens een bepaalde wi.i ze te werk gaan. 

We berekenen eerst (het tweede kr iterium van het duale simplex e.lgo­

rithme): 

y
0

. z. - c. 
= max ....;.J. ( = .max _:l__J.) , v . < 0 • 

.1'ER Yr J· · Y · . rJ _ .1 r .1 
( 3 . 1. 75) 

J\ls k uniek is, dan komt kolomvektor k de basis in. Als k niet uniek 

is dan beschouwen we de indices j waarvoor het maximum in (3,1,75) aan­

genomen wor dt en voor deze indices ,j bepalen we: 

( 3 . 1. 76) 

Als de index waarvoor dit maximum bereikt wordt uniek is, dan gaat de 

bij de index behorende kolom de basis in. Is de incex niet uniek, dan 

bepa.l en we 

wordt. Als 

~r......, • 

~ voor die .i t.ras.rvoor het maximum i:i ( 3 . 1 , 76) aangenomen 
Yr ; 

•' 
we zo tewerk gaan, dan wordt tenslctte eenduidig df? kolom 

bepaald ~ welke de basis inri;aat. Ir.uners stel dat het l a.atste niet het 
->-

geval is dan zou een vektor p. een scalair veelvoud van een andere vek-
~ J 

tor p . zi.in en uit (3.1.73) volgt dat dit onmogelijk is. (door het op­
l. 

+ treden van de + e.). 
- ,1 

+ De bovenstaande procedure houdt in dat we de vektor ~k met y < 0 be­
r k 



- 189 -

palen zodat 

1 -+ 
( - -)p. 

yrj J 

1 -+ -+ 
(---y )pk >- O, voor j E R met y . < 0 

rk rJ 

of 
-+ Yr .i -+ -+ 
p. - y Pk)- o, 

J rk 
.i E R met yr j < O. (3.1. 75a) 

-+ Oak voor de p., j ER met y . > 0 geldt: 
J TJ -

-+ yr,j -+ -+ 
p . - p >- o. 

J Yr k k 

-+ -+ -+ Dit is een gevolg van het feit dat pj ,pk 7 o. Daar de eerste niet nul 
-+ 

zijnde component van pk positief is en voor yrk komt (immers yrk < O) , 
aeldt dat voor de .J· f: R met y . ~ 0 de eerste niet nul zijnde, dus po-n r.J - · 

-+ Yr j -+ de sitieve, component van p . - Y pk voor de r component valt (x) 
.J r k 

Er geldt dus: 

(3.1.76a) 

Bi.i de itere.ties van de duale s imnlex methode worden na elke stap de 

r;eta.llen y 0 0 , Yo.~ , y i j en de vektor 
mules op blz. 91 gegeven. We zullen 

elke stap van het oplossingsprocede 

Hanneer xn als basi svariabele door 
->- ~. ->- * 

over in Pn , P ,i • 

-+ 
y

0 
i:;et ransforrneerd volgens de for-

-+ -+ 
deze grootheden, dus p

0 
en p . bi.i 

.1 
van de L.P.-problemen beschouwen. 

-+ -+ 
xk vervangen wordt gaan ~0 , n . 

- ~i 

M.b. v. definitie van 
-+ 
p. 

-+ * J 
en de transformatieformules or: blz . 91 z.iet 

dat pj , j e R, j ~ k ·, gel i'J'k i's aan p-+ . Yr j-+ 
J 

- ---y Pk' behalve voor de 
' r k 

men 

de 
r component. 

D de t -+ * Yr ; e r componen van p. is • 
·1 Yrk 

y . 
Wanneer men (3 ,1 .76) , (x) en _.!.J. > 0 als y . < 0 combineert dan ziet 

yrk r ,J 
men in da.t 
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-+ * -+ p . 7 O, voor j E P. , j # k. 
J 

( 3. 1. 77) 

Laat Br de index s voorstellen dan verva.ngt s in R de index k en de 
• • -+ * wordt gegeven door: biJbehorende n - s 

1 
i :/= 

1 i ( 3. 1 • 78) yyik r, - voor = r, 
rk Yrk 

-+ 
Da.a.r pk lexicografisch positief is, is de eerste niet nul zi j nde com-

ponent pos itief en dit geldt ook voor (3.1.78) omda.t y k < 0 en dus 
-+ r -+ * -+ 

ni et de eerste niet nul zi,inde component van p, i s. Dus p . '7 0 voor 
* x J 

alle j in de nieuwe indicesverza.meling R verkregen uit R door .5 = k 

te vervangen door de j die met Br correspondeert. 

Verder geldt: 

-+ xBr -+ 
= p - - p 

0 yrk k 

XBr -+ 
Nu is --- > 0 en de eerste positieve component van pk valt voor yrk' 

Yrk 

dus r· -+ -+ 
- Po 7 o. ( 3. 1 • 79) 

Na. elke stap in de duale simplex methode neemt p0 lex icografisch af. 

Dit geldt voor elke stap, dus ook wanneer we overgaan van probleem P 1 v­-+ 
op P • Immers de componenten van de laatste p0 ui t P 1 zijn de eerste v v-+ 
n+1 componenten van p

0 
waarmee we in P v starten. Doordat bi,j elke stap 

-+ * -+ • • geldt p0 > p0 ka.n cycling niet optreden wa.nneer we de L. P. -problemen 

oplossen. 

Zodra er sneden a.an (3<1,72) t oegevoegd word.en (deze warden a.an de on­
-+ derkant toegevoegd) zal bet aanta.l cornponenten van p. toenemen, Wanneer a 

een verschilvarie.bele als basisva.ri abele word.t da.n la.ten we snede be-

horende bij de verschilvariabel e weg. Als we dit doen dan bl i.iven alle 

p. 'r 0, j E: R. Het bewi,i s geven we niet . 
,1 

Als tiJ' dens het onlossen van P de situatie zich voor doet dat alle - v 
yrj ~ O, dan weten we dat het duale prcbleem een onbegrensde oplossin~ 

bezit en bet oorspronkeli,jke pr obleem geen oplossing (b1z. 147), In dit 

~eval hestaat er ~een toegelaten oplossing voor (3<1,42). 
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Ontmoeten we nimmer het geval y . > 0 , a.lle ,i E R da.n zullen we na een 
r ,1 = . 

ei ndig aantal stappen een optimale oplossing voor (3 . 1.42) bere i ken. 

Door het voortdurend toepassen van de duale s i mplex methode op de pro-
~ ~ 

blemen Pv krijgen we een r i j vektoren p0 , geef de r ij aan door {p0 (t ) }. 

Hierbi j neemt t met een toe bij elke uitgevoerde stap van de duale 
~ ~ 

simplex methode. We hebben reeds aangetoond , (3 o1.79), dat p
0
(t) ~ p

0
(t+1) 

~ 

i s . We zullen bewijzen dat de ri j p~(t) eindig is . Stel dat de r ij 

;
0
(t) niet eindig is . Daar ;

0
(t) ~ p

0
(t+1) geldt y

00
(t) ~ y

00
(t+1) . We 

hebben verondersteld dat z van ender begrensd is. Dus de rij getallen 

y
00

(t ) vormt een monotoon niet stijgende r ij d ie van onder begrensd i s . 

* * Dus de riJ bezit een limiet z , zodat elke £-omgeving van z alle getal-
. * ( l en y00(t ) bevat, op een eindig aantal na. Verder is z ~ y

00 
t), all e t. 

Laat 0
00 

het grootste gehele getal zi j n zodat 0
00 

~ y
00

( t ) , alle t, We 

tonen nu aan dat er een t 0 bestaat zodat y00( t ) = 000 voor t ~ t
0

• 

Ui t de definitie van 000 volgt dat na een zeker t , er gel dt 

y00(t) = 000 + r
00

(t), o ~ r00(t) < 1. Stel dat dit geldt wanneer we 

probleem P oplossen. Nadat P opgelost i s, hebben we v v 

(3,1,80) 

Als r00 (tY) ~ O~ dan, i n over eenstemming met de keuzeregel voor de sne­

des , bepalen we de snede m, b . v , de z- verp:el i.jkinp: , De snede heeft de 

vorm: 

I - f'
0 

. ( t ' ) x . < - r ( t ) , 
jER (t ' ) ~ J - OO 

(3 .1 , 8 1 ) 

Deze snede wor dt dus ingevoerd om Fv+l t e vormen uit Pv. 

De enige negat i eve variabel e i n de begintabel van P 
1 

i s s 
1

• Dus i n v+ v+ 
de eerste st ap van de duale simplex-methode t oegepast op Pv+1 wordt 

sv+1 niet-basisvariabele en vervangen door xk . y
00

( t'+1) wordt gegeven 

door (zie 2 , 3, 47 ) : 

( 3.1.82) 

Uit het tweede kr i ter ium van de dua l e simplex methode ((3 . 1. 75) , (3 . 1,76)) 

volgt - f 0k(t') < O, dus r0k(t 1
) > 0 , y0k(t') is een zk - ck en deze ~e-
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tallen ziJn in de duale simplex methode altijd ~ o. Dus y0k(t') ~ O, 

Er geldt y0k(t') = cS0k(t') + r0k(t'), cS0k(t') is grootstt0r' gehele getal 

kleiner dan y0k(t')o Daar r 0k(t') > 0 en y0k(t') ~ 0 geldt dus 

y0k(t') > o. (Als y0k(t') = o dan is ook r0k(t') = o, tegenspraak,) 

Daar y0k(t') > 0 volgt uit de definitie van cS0k(t') dat cS0k(t') ~ o. 
Hetgeen impliceert: y0k(t') ~ f 0k(t'). 

Uit (3.1.82) volgt dan: 

Altijd geldt cS 00 ~ y00(t), alle t. 

Dus y00(t) = 000 voor t ~ t'+1. 

(3,1o83) 

-+ 
De eerste component van p0(t) is dus vast en geheel voor t ~ t'+1. De 

kriteriumfunctie is dan geheelwaardig geworden en hee~ zijn maximum­

waarde bereikt . Bij elke volgende stap blijft deze waarde van z onge-

wijzigd. Wanneer bij een 

wordt x positief (geldt 
s 

volgende stap x basisvariabele wordt dan 
s 

altijd bij duale simplex methode, 
x 

xBr* = Y:: > o, omdat ~r < o, yrk < 0) dan moet dus gelden y0s(t) = o, 

anders zou z veranderen. Stel nu dat de basisvariabele in de eerste 

vergeli jking na de z-vergelijking niet geheel is, als z de wa.arde 0
00 

bereikt. Als we nu overgaan van probleem P naar P 1 dan bepalen we v v+ 
m.b.v. deze vergelijking de snede en wel net zolang totdat de basis-

variabele geheel geworden is. 

Als nu x basisvariabele wordt dan geldt yl (t) # o, en daar y0 (t) = 0 
-+ ~ s s 

en p
5 

TO geldt dus y
15

(!) > o. Verder is p0(t) T p0(t+1). Na t'+1 is 

de eerste component van p0(t) steeds 000 , dus de tweede component van 

p0(t) vormt een monotoon niet stijgende rij die begrensd van ender is. 

Analoog toont men nu aan dat de tweede component van p0(t) geheel wordt 

na een eindig aantal stappen. Zo voortgaand toont men aan dat elke com-
-+ 

ponent van p0(t) in een eindig aantal stappen geheel wordt. De vektoren 
-+ 
p.(t) hebben slechts een eindig aantal componenten. Dus na een eindig 

1 

aantal stappen verkrijgen we een optimale oplossing voor (3,1.42) of we 

vinden dater geen toegelaten oplossing voor (3.1.42) bestaat. 

De voorgaande procedure om een optimale oplossing in een eindig aantal 

stappen te verkrijgen is in de praktijk moeilijk hanteerbaar. Voor prak-
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tische doeleinden past men dan ook de procedure toe beschreven op 

blz. 182. Ook deze laatste procedure stelt ons in het algemeen niet in 

staat om een probleem van realistische omvanp in een redeli.ik snelle 

t i.id op te loss en, Er zi ,in problemen van de vorm ( 3, 1, 42) a.anr:epa.kt, 

waarvan de oplossing van L.P .(3,1 . 42) in 20 stappen bereikt was, maar 

na 2000 stappen nap; geen toegelaten oplossing voor (3.1.42). 

A3:/~orit~.;;,_~..!l!;~ e; emenv,de L.P.-probleem 

Gomory's alp,orithme om discrete L. P.-problemen op te lossen hebben we 

gep;even. Gomory heeft ook een a.lp~oritlu;:e ontwikkel d om r-r.emengde L.P .­

problemen op te lossen, .J ui.t (3.1.11 ?.) bcvat nu dus niet all~ .; . Orn 

bet gemengde L.P. - probleem op te lossen be;;innen we met het onlosser. 

van L.P . (3.1 . 43) . Als de gevonden optimale basisoplossin~ van L.P .( 3,1.43) 

toegel a.ten is voor (3,1,42) dan is de oplossing opt i maal voor (3 ,1~ 42) , 

Als de opl ossing niet toegelaten is, da.n brengen we een snede a.an. De 

snedes worden op een andere wi:i ze bepaald dan in bet d.1.r,crete ~eval. 

We zullen een aa.nta.l verschillende bi,jvoorwaarden aflei den, die elk 

als snede kunnen warden aangebracht, 
-+ 

Laat y
0 

de gevonden optimale basi soplossing van L. P . (3.1 .43) zi j n. Elke 

toegelaten oplossing van ( 3. 1 • 42) is te schri,jven als: 

-+ y.x. 
J J 

-+ -+ 
x 6 beva.t de basisvariabelen van y 0, R is de verzameling van de indices ,J 

behorende bij de niet-basisvariabelen. 

Stel da.t Yuo niet geheel is , maEJ.r f'eheel behoort te zijn in elke toege­

lat en oplossing van (3 .1. 42). Beschouw dan: 

(3.1.83) 

We stellen Yuo = ouO + fuO' waarbi,j ouO bet grootste gehele getal klei­

ner dan Yuo· Er geldt dus O < fuO < 1, 

Voor elke toegelaten oplossing van (3.1.42) is 

y .x . 
UJ J 

= geheel (3.1.84) 
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Laat R+ de deelverzameli ng van R ziJn met y . ~ O, R de verzameling 
U,1 

van de indices ~ uit R met y . < 0, 
J ' U ,1 

Voor ~ y .x . zi,j n twee mogelijkheden: 
j ER u ,1 J 

.!.~ geval: l y .x . > O. 
U,J ,J = 

Voor elke toegelaten oplossing van (3,1,42) is 

verder 0 < fuO < 1, dus 

y .x. 
UJ J = o + fuo 

> O of = y .x. < o. 
U,J ,) 

~) y .x. - f 
0 

geheel, 
• UJ .1 ll . 

j ER 

( 3. 1 • 85) 

met o = O of 1, of 2, •• , 

Daa.r o > 0 volgt uit (3,1.85) ... 

Nu is 2 y .x. = 
jER UJ J 

Uit de definitie van R 

y .x. + 
u ,1 J 

volp,t 

2 y .x .• 
j ER - UJ ,1 

I 
·~R 

.] -
Y .x. < o, dus voor elke t oeg,e l aten 

UJ J = 

oplossing van (3,1,42) geldt: 

2e geval: l y .x. < 0 
jE:R UJ J 

Uit (3,1,84) volgt dan: 

l Y .x. ~ fuo 
' ER UJ J ,) + 

( 3. 1 ,86 ) 

y .x. = f - 0 
UJ J UO 

met o = 1, of 2, of 3, ,,, 

Hetgeen impliceert dat voor elke toegelaten oplossing van (3 ,1.42) 

geldt: 

I 
.ER 
J + 

y .x. + 
UJ ,1 I 

' ER 
J ·-

y .x. 
U,) J 



en, daar l 
.ER 
J + 

y .x. ~ o, 
UJ J 
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l y .x. ~ f 0 - 1 . UJ J U JER _ 
(3.1.87) 

fuo 
Vermenigvuldig (3,1.87) met het negatieve getal f _ 1 en bedenk voor 

uO 
j E R is y . < O, dus -y . 

UJ UJ 
= ly .1. 

UJ 

Dit geeft: l 
j ER_ 

fuo 
1 f IY . Ix . .;:. f 0 - uO UJ J U 

(3.1.88) 

Combineer (3.1.86) en (3.1.88), dan geldt zowel voor geval 1 als geval 2 , 

dat elke toegelaten oplossing van (3.1,42) voldoen moet aan: 

y .x. + 
UJ J 

fuo l --f....- IY . Ix. > 
jER_ uO UJ J -

(3.1.89) 

immers de termen uit het linkerlid van (3,1,89 ) zijn beiden niet-nega­

tief, en minstens een van beiden is grater dan of gelijk aan fuo· 

( 4 ) ~ -1~ ~ ~ 
De gevonden optimale basisoplossing van L,P, 3.1. 3 y0 = B b, ~ = 0 

voldoet niet aan (3.1.89), daar fuo > o. 
Men kan (3,1,89) dus als snede gebruiken. 

Bij de afleiding van deze snede hebben we alleen gebruikt dat xau ge­

heel moet zijn. Wanneer meer x . , j ER geheel moeten zijn dan kunnen 
J 

we een andere snede bepalen, die mogelijk "beter" is. Beschouw de 

x . ,j - RnJ.Voor j ER f\ J stellen we y . = o . + f ., o . is het groot-
J UJ UJ UJ UJ 

ste gehele getal kleiner dan of gelijk aan y .• Er geldt dan 0 < f . < 1, 
* UJ - UJ 

Laat R de verzameling van de indices j uit R zijn die niet tot R n J 

behoren. 

Nu is fuo - l y .x. = f 0 - l 
• UJ J U • JfR JERnJ 

d .x. - l f .x. - l y .x .• 
UJ J jERnJ UJ J j cR* UJ J 

l d .x . is geheel voor elke toegelaten oplossing van (3. 1.42) , en nu 
U tl t.1 

volr;t uit (3.1 . 811) dat voor elke toegela.ten oplossing van (3. 1. 42) : 

f -uO I 
jERnJ 

f .x. - l y .x. = geheel. 
UJ J jeR* UJ J 

( 3. 1. 90) 
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Verder is I f .x . ~ 0, Laat R: 
.it: RriJ U.J J 

* * en R de deelverzamelingen van R 

zijn met y . ~ 0 resp. Yu.J· < O. ua 
Onderficheid wederom: 

Geval 1: I* y .x. ~ o . 
.iER UJ J 

Voor elke toegelaten oplossing van (3.1.42) geldt: 

I y .x. + I r .x. = o + r 
0

• 
j ER* UJ J jERnJ UJ J u 

Het linkerlid is p,roter dan of gelijk aan o, verder 0 < fuO < 1, dus 
6 = O, of 1, of 2, • •• 

Waaruit volgt l * y .x. + 
jER+ UJ J 

l f .x . ~ fuo· 
j ERnJ UJ ,l 

Geval 2: l * y .x. < o. 
j e R UJ ,1 

Nu geldt voor elke toegelaten oplossing van (3.1.42): 

l * Y .x. = fuo 
jeR UJ J 

l 
jERnJ 

f .x. + 6) 
UJ J 

met 6 = 1, of 2, ••• 

Dus l y .x . < f 
0 

- 1, 
jER* u a ,1 "" u 

waaruit men analoog als in vorige geval 2 afleidt: 

f l uO 
jER: 1 - fuo 

ly . Ix . > r o UJ J = U 

Zodat we kunnen concluderen dat elke toegelaten oplossinf, van (3.1 . 42) 
moet voldoen aan: 

fuo 2 f .x. + l * y .x. + l ---f- IY . jx. > fuo 
,iERnJ UJ J j&R + UJ J jcR: - uO UJ J -

(3.1.91) 

De gevonden optimale basisoplossing van L.P.(3.1.43) voldoet niet aan 
(3 . 1.90) . We zien dus dat (3.1.90) een andere snede is die we kunnen 
aanbrengen. 
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* Een derde manier cm een snede te verkrijgen is de volgende, Laat o . 
U.) 

het kleinste gehele geta l grater dan v . zi jn. Er ~eldt dan ---*- v u .1 
y . = o . - ( 1 - f . ) , We schri,iven y UJ. in deze vor m voor j E R n ,J , UJ UJ UJ 
Analoog aan (3, 1, 90) leidt men a f : 

fuo + l (1 - f .)x. - l * y .x. = geheel (3,1.92) jERnJ UJ J jfR UJ J 

veer elke toegelaten oplossing van (3.1,42), 
Verder is - I (1 - f .)x. ~ 0, 

~ERnJ UJ J 

Op dezelfde wi,j ze waarop (3. 1 • 91) afgeleid is, vindt men dat elke toe­
gelaten oplossing van (3.1.42) voldoen meet aan: 

fuo 
l * YUJ.XJ. + I * ---f-

J' ER 'eR uO + ,) -
IY . Ix. + 

UJ J 

fuo I --- ( 1 - r . )x. > r 0 - f UJ J - U jERnJ uO 

( 3. 1. 93) 

De gevonden optimale basisoplossing van L.P.(3.1.43) voldoet niet aan 
(3.1,93), We hebben hiermee een derde snede gevonden, die aangebracht 
kan warden, Wanneer we de afleiding van de laatste twee snedes en de 
snedes zelf nader beschouwen, dan opent zich mogelijkheid cm neg een 
snede af te leiden, 

Men ziet dat de snedes (3.1.91) en (3.1.93) alleen verschillen in de 
f 

coefficienten van x., j ER n J, Nu is f . ~ 
1 

u~ (1 - f . ) alleen 

dan als f . 
UJ 

coefficient 

J UJ - uO UJ 
~ fuo' Al s we (3.1,91) en (3,1.93) combineren door als 
van x., j €Rn J de kleinste van de getallen f . en 

J ~ fuo 
(1 - f .) te nemen, dan vinden we een nieuwe snede. De bij deze 1 - f O UJ . u 

nieuwe snede (= geometrisch een halfruimte ) behorend begrenzend hyper-
vlak snijdt meer van de x.-assen, j E Rn J, af dan de begrenzende .] 
hypervlakk.en behorende bij de snedes (3,1.91) en (3.1.93). Geometrisch 
ziet men dit eenvoudig in aan een voorbeeld in de E2 , Laten de twee 
snedes a1x1 + a2x2 ~ c, B1x1 + a2x2 ~ c zijn , waarbi j c, a, , a2, 61, 62> o. 
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max(_£_,_£_) wordt bepaald door min(8.,a.). e. a . l. 1 l l 

Men toont eenvoudig aan dat elke toegelaten oplossing van (3.1.42) aan 
de nieuwe snede voldoet, en dat de gevonden optimale basisoplossing 
van L.P.(3.1.43) niet voldoet. Men kan deze nieuwe snede namelijk af-
leiden door voor j E R n J te stellen y . = 

UJ * en y . = o . 
UJ UJ 

stel rr1 = {j 

- (1 - f .) te stellen als f . UJ UJ 
j c Rn J, fuj ~ ru0}, 

o . + f . als f . < f 0 , UJ UJ UJ - U 
> fuo• 

J ER n J, ru,j > ru0}. rr 1 u rr2 = Rn J. 

Dan wordt: 

f - l y .x. = uO • R U,J J JE 
f -uO l 

jerr
1 

( o . + f . )x. -UJ UJ J 
* { o . - ( 1 - f . ) }x. + UJ UJ J 

+ I y .x .• 
jER* UJ J 

* Daar o . , o . en x. voor j ER n J geheel zi j n volgt m.b.v. (3.1.84) UJ UJ J 
dat voor elke toegelaten oplossing van (3.1.42) geldt: 

f - l 
uO 'ETI 

J 1 

f .x. + 
UJ J 

(1 - f .)x . + I* y .x. = geheel. UJ J j f R UJ J 

Door analoog te werk te gaan als bij de afleiding van de snedes (3.1.91) 
en (3.1.93) vindt men de nieuwe snede: 
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l 
jeR 
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d .x. ~ fuo UJ J 

* Yuj, J 6 R+ 

fuo * 
_ f I y uj I , j E R 

uO 

r . ,JE:RnJ,f. <fuo 
UJ UJ -

(3.1.95) 

fuo 
----f- (1 - f .), j ER n J, f . > f - uO UJ UJ uO 

Het is gebruikelijk om (3.1.94) te schrijven als : 

l (-d . )x. < -f 
0 . R UJ J - U 

J~ 

Deze laatste snede is de beste van de gegeven snedes. 
Wanneer eenmaal een snede bepaald is, dan bepaalt men de oplossing van 
het gemengde L.P.-probleem precies op dezelfde wijze als bij het dis­
crete L. P. -probleem. We lessen steeds een nieuw L.P.-probleem op. We 
merken op dat (3,1,96) ook als snede gebruikt kan worden in het dis­
crete geval. 

Onder bepaalde voorwaarden kan men ook voor het gemengde L.P.-probleem 
aantonen dat de optimale oplossing in een eindig aantal stappen bereikt 
wordt. 

We geven tenslotte een voorbeeld. 

max z = 0,25x1 + x2 

ender 

0,50x1 + x2 < 1,75 -
x1 + 0,30x2 

< 1,50 -
x1 ,x2 > 0 -
x1 ,x2 geheel. 

( 3. 1. 97) 

Dit is een gemengd L.P.-probleem, daar de verschilvariabelen, die we in-
• • • -+ -+ • voeren om de biJVoorwaarden in vorm Ax = b te brengen, niet geheelwaar-

dig behoeven te zijn. 
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Na invoeren van de verschilvariabelen wordt het probleem: 

onder 

0,50x1 + x2 + x3 = 1,75 

x1 + 0,30x2 + X4 = 1,50 

x . ~ 0 
J. 

(i = 1, • •• , 4) 

(3.1.98) 

Orn dit gemengde L.P.-probleem op te lossen, laten we de voorwaarde 

x 1 ,x2 geheel weg en lossen eerst bet verkregen L.P.-probleem op, 

Begintabel L.P. (3.1,98), tabel 1 

0,25 1 0 0 .. 
CB B XO x1 x2 X3 X4 

0 x3 1,75 0,50 1 1 0 

0 X4 1,50 1 0,30 0 1 

z.-c. x 0 -0,25 -1 0 0 
J J 

t 
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Optimale oplossing L.P.(3.1.98), tabel 2 

0,25 1 0 0 

~ 

CB B XO x1 x2 x3 X4 

1 x2 1,75 0,50 1 1 0 

0 X4 0,975 o,85 0 -0,30 1 

z . -c. x 1.,75 0,25 0 1 0 
J J 

In de gevonden optimale basisoplossing van L.P.(3.1.98) is x2 niet ge­

heel . Dus we moeten een snede bepalen die we aan L.P.(3.1.98 ) toevoe­

gen, en dan het verkregen L.P.-probleem P1 oplossen . We brengen een 

snede van de vorm (3.1,96) aan. 

We gaan eerst na welke indices in de verschillende indexverzamelingen 

bevat zijn. 
. * J = {1,2}, R = {1,3} . Waaruit R {) J = {1}, R = {3}. 

Nu is x2 niet geheel in de gevonden optimale basisoplossing , terwi jl 

x2 geheel moet zijn . Orn de snede te bepalen beschouwen we vgl. (3 . 1. 83), 

dit betekent in ons geval dat u = 1 en dat we de eerste rij in tabel 2 
* * * beschouwen. R+' R_ zijn de deelverzamelingen van R met y 1j ~ O, :esp. 

* . ~ ylj < o. R = {3}. U1t tabel 2: y 13 = 1 > o. Hetgeen impliceert R+ = {3}, 

R_ =<I>, d13 = 1. 

Daar y10 = 1,75 geldt f 10 = 0,75. 1 ER~ J, nu is r 11 = 0,50 daar 

y11 = 0,50 . Omdat r11 < r10 , geldt d11 = r11 = 0,50. 

We hebben dus r
10 

= 0,75, d11 = 0,50, d
13 

= 1, 

We kunnen nu de snede geven: 

( 3.1.99a) 

Na toevoegen van de verschilvariabele s
1

: 

-0,50x1 - x
3 

+ s 1 = -0,75, ( 3 . 1.99) 
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We voegen (3.1.99) toe aan L.P.(3.1.98), dit geeft bet L.P.-probleem P1• 

P1 lessen we op m.b.v. de duale simplex methode, Om dit uit te voeren 

voegen we aan tabel 2 een rij en een kolom toe. 

Begintabel van P1, tabel 3 

0,25 1 0 0 0 

-+ 

CB B XO xl x2 X3 X4 s, 

1 x2 1,75 0,50 1 1 0 0 

0 X4 0,975 o,85 0 -0,30 l 0 

+ 
0 s, - 0,75 -0,50 0 -1 0 1 

min(xBi'xBi<O) 

z .-c. x 1,75 0,25 0 1 0 0 
J J 

t 

Eerste verbeterde oplossing van P1, tabel 4 

0,25 1 0 0 0 

-+ 

CB B XO xl x2 X3 X4 s, 
1 x2 1 0 1 0 0 1 

0 X4 -0,30 0 0 -2 1 1,70 

0,25 x, 1,50 1 0 2 0 -2 

z.-c. x 1,375 0 0 0,50 0 0,50 
J J 

t 
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Optimale oplossing van P1, tabel 5 

0,25 1 0 0 0 

~ 

CB B XO x1 x2 X3 X4 s1 

1 x2 1 0 1 0 0 1 

0 x3 o, 15 0 0 1 -0,50 -0,85 

0,25 x, 1,20 1 0 0 1 -0,30 

z .-c . x 1,30 0 0 0 0,25 0,925 
J J 

In de optimale basisoplossing van P1 is x2 geheel maar x1 niet. We moe­

ten dus opnieuw een snede aanbrengen. J = {1,2}. Nu is R = {4,5}, Index 5 
* slaat op s1, Dus R () J = ~. R = {4,5}. Om de snede te bepalen beschou-

wen we de x1-ri5 , u = 3. 

Uit tabel 5: y
34 = 1 > O, y

35 
= -0,30 < O. Dus R: = {3}, R* = {5}, 

Verder zien we uit de tabel y
30 = 1,20 , dus r

30 = 0,20, 

( ) 0 ,20 Volgens 3,1.95 : d34 = 1, a
35 = 1 _ 0 , 20 0,30 = 0 1075, 

Verder is R n J = ~ . 

De nieuwe snede heeft de vorm: 

( 3. 1 • 1 OOa ) 

We voegen (3.1.100) aan P1 toe, dit gee~ het L, P.-probleem P2• P2 les­

sen we op volgens de duale simplex methode . 
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Begintabel voor P2 , tabel 6 

0,25 1 0 0 0 0 

-+ 
CB B XO x, x2 x3 X4 s, s2 

1 x2 1 0 1 0 0 1 0 

0 x3 0, 15 0 0 1 -0,50 -0,85 0 

0,25 x, 1,20 1 0 0 1 -0,30 0 

0 s2 -0,20 0 0 0 -1 -0,075 1 

z.-c . x 1 ,30 0 0 0 0,25 0,925 0 
.J • J 

t 

Optimale oplossing voor P
2

, tabel 7 

-+ 
c B XO x, x2 x3 X4 s1 s2 B 

1 x2 1 0 1 0 0 1 0 

0 X3 0,25 0 0 1 0 -0,8125 -0,50 

0,25 x, 1 1 0 0 0 -0,375 1 

0 X4 0,20 0 0 0 1 0,075 -1 

z .-c. x 1,25 0 0 0 0 0,90625 0,25 J J 

In de gevonden optimale basisoplossing van P
2 

zijn x
1 

en x
2 

beiden ge­

heel, dus deze oplossing x 1 = x2 = 1, z = 1,25 is een optimale oplos­
s ing voor het gemengde L.P . -probleem (3.1.97). In dit voorbeeld gaf het 
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algorithme ons snel een optimale oplossing, slechts twee problemen P v 
behoefden opgelost te worden. Niettemin was de hoeveelheid rekenwerk 

ongeveer vier maal de hoeveelheid nodig om L.P.(3.1.98) op te lessen. 

We zullen tenslotte de snedes grafisch interpreteren. Beschouw eerst de 

snede (3 .1.99a) . We elimineren x
3 

uit deze snede m.b.v. de eerste voor­

waarde uit (3.1.98), dit geeft 

of 

-0,50x1 - 1,75 + 0,50x1 + x2 ~ -0,75 

x < 1 
2 -

(3.1.101) 

De snede (3 . 1.99a) is dus equivalent met x2 ~ 1. De snede (3.1.99a) re­

duceert de verzameling van toegelaten oplossingen van L,P,(3.1.98) tot 

het //// gearceerde gebied. 

Beschouw vervolgens de snede (3. 1. 100a). Uit (3.1.99) volgt 

s 1 = - 0,75 + 0,50x1 - x3 en m.b.v. de eerste voorwaarde uit (3.1.98) 

volgt s 1 = 1 - x2 • Uit de tweede voorwaarde van (3,1.98) volgt 

x4 = 1,50 - x1 - 0 1 30x2 • Dus snede (3 . 1.100a) is equivalent met 

-1,50 + x1 + 0 1 30x2 - 0,075 + 0,075x2 ~ -0 1 20 

of x1 + 0,375x2 ~ 1,375. 

Snede (3.1.100a) reduceert het ////tot het ~ gearceerde gebied. De 

punten waarin de optimale oplossingen van P0 , P1 en P2 aangenomen wor­

den zijn aangegeven door @, G) en @ 1 resp. 
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Hoofdstuk IV. Kwadratische programmering 

1. Inleiding 

Een optimalisatieprobleem is een probleem waarbij men een functie van 

een of meer variabelen (of functies) maximaliseert of minimaliseert, 

waarbij de variabelen (of functies) onafhankelijk zi j n of door bijvoor­

waarden op een zekere wijze met elkaar verbonden zijn. Bepaalde optima­

lisatieproblemen kan men oplossen m.b.v . de klassieke methoden, zoals 

differentiaalrekening en variatierekening. Maar er is een grate klasse 

van optimalisatieproblemen die in het algemeen niet met behulp van de 

klassieke methoden op te lessen zijn. Deze problemen noemt men vaak 

programmeringsproblemen. De eenvoudigste typen hebben we reeds ontmoet, 

nl. 

~ 

max z = ex 

~ ~ 

ender Ax = b 

~>o = 

Als J 1 leeg is, dan spreken we van een L,P.-probleem, als J
1 

niet leeg 

is dan hebben we met een gemengd L.P.-probleem te maken. 

Het algemene programmeringsprobleem luidt als volgt: 

maximaliseer (of minimaliseer) 

(4.1.1) 

onder 

g .( x
1

, •• ,, x ){<=>}b. 
i n = = i 

(i = 1, ••• , m)(4.1.2) 

Hierbi j zijn aan m en n geen eisen opgelegd, 

Gewoonlijk zullen sommige of alle variabelen x. niet-negatief moeten 
J 

zi j n. We kunnen aan (4,1,2) ook nog de voorwaarden toevoegen, die in-

houden dat sommige x. alleen bepaalde waarde aannemen mogen , 
J 

Elk programmeringsprobleem dat niet een L.P.-probleem is noemen we een 

niet-lineair programmeringsprobleem. 
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Niet-lineaire programmeringsproblemen zijn bijna altijd lastiger op te 
lessen dan L.P.-problemen. Slechts voor een kleine klasse van niet-li­
neaire progra.mmeringsproblemen zi ,i n methoden ontworpen, die ons in 
staat stellen een optimale oplossing te berekenen. In het hierna volgen­
de zullen we aannemen dat de optredende variabelen niet beperkt zijn 
tot discrete waarden, tenzij we het anders aangeven. 
De klasse van niet-lineaire progra.mmeringsproblemen waarin de bijvoor­
waarden lineair zi j n en de object:functie niet-lineair is, is het meest 
uitgebreid bestudeerd, Het algemene probleem uit deze klasse is te 
schrijven als 

max of min z = f(x 1, ••• , xn) 

ender 

n 
l a .. x. {~ = ~}b1. , ( i = 1 , , , • , m) 

j=1 1J J -

x. > 0 J ... (j = 1, ••• , n) 

(4,1,3) 

(4.1.4) 

Tot nu toe hee~ men alleen een oplossingsmethode gevonden voor dit 
soort problemen als de objectfunctie z Speciale eigenschappen bezit. 
We zullen twee speciale gevallen van (3.1.3) aangeven: 

1, De objectf'unctie is te schrijven als een som van n functies, die 
elk een functie van een variabele zijn, d.w.z. 

n 
z = f(x1, ••• , x ) = 2 f.(x.) 

n . 
1 

1 1 
1= 

In dit geval zegt men dat de objectf'unctie separabel is, 

(4.1.5) 

Orn er voor te zorgen dat een optimale oplossing gevonden kan worden 
moet men nog verdere eisen aan de functies f. (x.) opleggen. Op dit 

J J 
type problemen gaan we niet nader in. Wel zullen we het volgende spe-
ciale geval van (4 . 1.3)-(4.1.4) behandelen: 

2. De obj ectf'unctie is een som van een lineaire en een kwadratische 
vorm, d.w.z. 

n 
z = f(x 1, •• • , xn) = l 

j=1 
c.x. + 

J J 

n n 

l l 
i::;1 j=1 

d •. x.x. 
1 J 1 J 

(4.1. 6) 
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Een dergelijk niet-lineair programrnerings probleem noemt men een 

kwadratisch programmeringsprobleem. Opdat in dit geval een optimale op­

lossing gevonden kan warden, moeten de getallen d .. aan bepaalde eisen 
1J 

voldoen. 

De basisideeen voor de oplossingsmethode van het kwadratische program­

meringsprobleem leren we kennen , als we de klassieke optimalisatiepro­

blemen nader beschouwen. De klassieke optimalisatieproblemen verkrijgen 

we uit (4.1 . 1)-(4.1.2) als we onderstellen a) in de bijvoorwaarden tre­

den geen ongelijkheden op , b) de variabelen zi j n niet beperkt tot niet­

negat ieve of discrete waarden, c) m < n, d) de functies g .(x
1

, ••• , x ) 
i n 

en f(x
1

, ••• , xn) zijn continu en bezitten partiele afgeleiden van ten-

minste de tweede orde. 

Het klassieke optimalisatieprobleem wordt dus gegeven door 

max of min z = f(x
1

, • • • , xn) 

onder (4.1.7) 

In principe kan men deze problemen m.b.v. de klassieke optimalisatie­

technieken oplossen. In het al gemeen is het echter ondoenlijk om op de­

ze manier een numerieke oplossing te bepalen. 

De klassieke optimalisatiemethoden kunnen gegeneraliseerd warden voor 

het geval de variabelen niet-negatief zijn en de bijvoorwaarden onge­

li j kheden kunnen zi jn. De theoretische resultaten die we bij de aflei­

di ng van de klassieke optimalisatiemethoden en de generalisaties hier­

van vinden, zullen ons indirect een methode geven om een optimale op­

lossing te berekenen voor het kwadratische programmer ingsprobleem. Voor 

we de kl assieke optimalisat iemethodenbehandelenzullen we eerst enkele 

def i nit i e s en stellingen memoreren betreffende reele f uncties van meer 
variabelen. 

Def. 4.1.1. 
~ 

Laat f(x) = f(x1, ••• , xn) een reele functie op een open 

V in de En zijn. Onder de partiele afgeleide naar x. in het 
J 

verzameling 
~o 

punt x van V verstaan we ( als deze bestaat) 
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0 0 0 0 f(x
1 

, ••• , x . 
1 

, x . + h, x . 1 lim J- J J+ 
h h-+0 

Notaties : 

... 

X 0) ( 0 x 0) 
n - f x, '• • •' n 

= 

(4.1.8) 

Def. 4.1.2. De reele functie f(x) heet differentieerbaar op een open 

verza.meling V van de E n' indien er op V n functies A.(~), j = 1 ' •••• ... J 
bestaan, zo dat voor elke x € V geldt: 

-+ ... 
f(x + h) = -+ 

f(x) + 
n 

l 
j =1 

A • ( ~) h • + o( I h I ) 
J J 

als lh:I ... o 

Zoals bekend gelden de volgende stellingen: 

n, 

Stelling 4.1.1. Als 

V en verder bestaan 

f(~) differentieerbaar op V 
... -+ 

D. f(x) op V, waarbi j D.f(x) 
J J 

dan is f(~) continu op 

= A .(~ ) (j = 1, ••• , n). 
J 

Stelling 4 . 1.2. Als van een functie f(~) alle partiele afgeleiden aaf x. 
J 

(j = 1, • •• , n) bestaan en continu zijn op een open verzameling V van de 

E dan is f(~) differentieerbaar op V. n 

-+ 
Als een functie f(x) continu is op een deelverzameling van de E , dan 

-+ n 
geven we dit aan door de notatie f(x) E C. 

Bestaan tevens de partiele afgeleiden van f en zi j n deze continu dan 
-+ 1 geven we dit weer door f (x) E C • 

Uit stelling (4.1.2) volgt dat f(~) differentieerbaar isinxalsf(~) €C
1

• 

-+ 1 n Def. 4 .1 .3. Als f(x) EC voor een zekere deelverzameling van de E dan 
-+ 

kunnen we voor elk puntx in deze deelverzameling de n-component kolomvektor 

'i!f definieren door 

Clt' !£..) 
'ilf = <a=--, ••• ' ax • 

x 1 n 
(4.1.5) 
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Vf heet de gradient vektor van f. -+ -+ 
-+ ( ar(x0 ) ar(x0 ) ) 

Onder Vf(x
0 ) verstaan we natuurlijk a , ••• , a • 

x1 xn 
Elk van de partiele afgeleiden van f naar x. (j = 1, ••• , n) is weer een 

J 
functie van n variabelen, en van elk van deze functies kunnen we de 
partiele afgeleiden vormen als ze bestaan. Dit geeft dan de functies 

2 2- (~) = a r (-+) " " a a = D • . f x • ox. ox . x. x. 1J 
1 ,1 1 J 

f E c2 als alle partiele afgeleiden van de tweede orde continu zijn. 

Voor de partiele afgeleiden van de tweede orde geldt de volgende stel­
ling: 

Stelling 4.1,3, Al s f E c2 voor een zekere deelverza.meling van de En, 
-+ dan geldt voor elk punt x van deze deelverzameling 

a2r a2r ---=---ax. ax. ax. ax. alle i , ,i . 
1 ,1 J 1 

D 
2 · ··1 "d f e n partie e afgelei en van kun~en beschouwd warden als de elemen-

ten van een n x n matrix Hf = ((ax~a!.)). Hf heet de Hessian matrix 
2 1 J 

voor f. Als f E C dan is Hf symmetrisch. 

Kettingregel, Veronderstel dat elke variabele x. (j = 1, ••• , n) in de 
functie f(~) een functie van 

x. = •. (y,, ••• , y) = •. (;). 
J J m J 

J 
m variabelen y. is , dus 

1 

In dit geval heet f een samengestelde 
functie, in werkelijkheid is z = f(x1 , • •• , xn) een functie van y

1 , ••• , Ym• 

Stelling 4. 1.4. Laat z = f(x1, ••• , xn) differentieerbaar ziJn op een 
open verzameling V in de E en x. = •. (y

1
, ••• , y) differentieerbaar op n J J m 

een open Win de Em. (j = 1, ••• , n). Stel (x1 , ••• , xn) e V als 
(y

1
,. •• ,ym)EW. 

Dan is z = r[•
1 
(y), ••• , •n G)] differentieerbaar op W en er geldt 

az I ar axi 
ayj = i=1 axi ayj 

( j = 1, ••• , m) (4.1.10) 

ar 
Bi.i bet bepalen van ax. beschouwen we f als een functie van x

1
, ••• , 

1 
x • 

n 
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Reeksontwikkeling van Taylor 

We geven deze reeksontwikkeling voor het geval f E c1 
en voor het ge­

val f e c2 voor een open convexe verzameling in de En . (X convex, d.w.z. 
-+- -+- -+- -+ a ls x

1
,x2 E V dan ook Ax 1 + (1 - A)x2 EX, 0 ~A~ 1). 

Deze stellingen zi jn directe generalisaties van de stellingen voor reele 
functies van een variabele. 

-+- 1 Stelling 4.1.5a. Als f(x) EC voor een open convexe verzameling 

de E 
n 

. . ...... .. dan bestaat biJ elk tweetal punten x1,x2 c Veen getal e, 

0 ~ e ~ 1 ' z oda t 

V in 

(4.1.11) 

-+- 2 Stelling 4.1.5b . Als f(x) EC voor een open convexe verzameling V in 
n -+- -+ de E dan bestaat bij elk tweetal punten x1,x2 G Veen getal e, 

0 ~ e ! 1' zodat 

1 -+- -+- r. -+- -+- J -+- -+ + TI( x2 - x 1 ) ' • H f Lex 1 + ( 1 - e ) x2 • ( x2 - x 1 ) 

(4.1.12) 

r... .. J In stel l ing (3.1 . 4) is vrLex1 + (1 - e)x2 de gradientvektor van font-
wikkeld in het punt e~1 + (1 - 0)~2 en in stelli ng 3.1.5 is 

Hf[e~1 + (1 - e)~;J de Hessian matrix van fin e~1 + (1 - 9)~2 • 

Impliciete functies .. .. 
Laat Ax = b een stelsel va.n m linea.ire vergeli5kingen in n onbekenden 

zi j n, waarbi j r(A) = r( Ab) = m. Wanneer B een niet-singuliere deel­
matrix van de r ang m van A is , dan weten we dat de m variabelen, beho­

rende bij de kolomvektoren van B eenduidig in de overige n-m variabelen 
uitgedrukt kunnen worden (zie Lineaire programmering , blz. 48) . 
Stel nu eens dat een stelsel van m vergeli j kingen (niet noodzakelijk 

lineair) in n variabelen gegeven is, 

g.(~) = 0 
i 

(i = 1, ••• , m) (4.1.13) 
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waarbi j m < n. Nu willen we weten of het mogeli jk is m variabelen te 

kiezen, stel x
1

, ••• , xm, zodat deze variabelen te schri,jven zi j n als 

functies van de overige variabelen. 

Dus we willen nagaan of er functies 

(4.1.14) 

bestaan, zo dat, als we aan xm+
1

, ••• , xn willekeurige waarden toekennen 

en de x. (i = 1, ••• , m) d .m.v. (4. 1. 14) berekenen, de gevonden 
]_ 

-+ 
x = (x1, ••• , xm) aan (4.1 . 13) voldoet. ag. 
Van elk van de f unct ies g .(~) kan men de partiele afgeleiden ~van de 

1 ox. 
eerste orde bepalen. De zo verkregen mn partiele afgeleiden 

Clg. 
vatten als de elementen van een mxn matrix G = ((~)). ax. 

J 
Van deze matrix G kan men (m) verschillende mxm deelmatrices m 
Zo'n deelmatrix heet een J acobiaan matrix . 

J 
ziJn op te 

vormen. 

We zullen nu de hoofdstelling betreffende impliciete functies formule­

ren. Opdat de lezer de structuur van deze stelling eenvoudiger inziet, 

geven we de stelling eerst voor functies van twee variabelen. 

1 Stelling 4.1. 6. Laat de reele functie f(x
1

,x
2

) E C voor een open ver-

zameling V in de E
2

• Stel dat (a
1
,a

2
) een punt van V is, waarvoor 

Dan bestaan twee positieve getallen p en a , zodat: 

1 . de rechthoek R: lx1 - a 1 I < p, lx
2 - a

2 1 < a in V bevat is en 
if_# 0 op R ax

2 
2. bij elk getal x, € (a, - p,a, + p) best aat een en slechts een getal 

x2 = ~(x 1 ) € (a2 - a , a2 +a ) met f(x
1
,x

2
) = 0 

3. de in 2 . bepaalde functie ~(x 1 ) is differentieerbaar op (a
1 

- p
1
a

2 
+ p) 

en er geldt 
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Stellin~ 4.1.7. Laten de m reele functies" (x x y v ) e c1 
!2 F-' i 1 t • • • t k t 1 t • O O t ' m 

voor een open ver zamelinp- V in de E +k ' 
-+ -+ m • Clgi -+ -+ 

Zi,i D(x,y ) de mxk mat r ix met a ls element en -Cl- en E(x ,y) de mxm matrix Cl x . gi J 
met al s el ementen -~--· oy. 

... ... l 
Zi.i verder (a,b) = ( a

1
, ... , ak, b1, •• • , bm) een punt van V en veronder-

stel dat 
...... 

g .( a ,b ) = 0 
l 

( i = 1 , ••• , m) 

( ... ... ) . . . ( ...... ) E a , b n1et-singul1er, d.w.z. de rang van E a ,b is m. 

Dan hestaan t wee positieve getallen P en cr met 

1. het p,ebied G: I:; - ~I< P , I; - bi< a ...... 
E(x ,y) i s niet-s ingulier voor el k punt 

2. bjj elk punt ~ met I~ - ~I < P bestaat ... ... 
y = 4>(x ) met 

... ... ... ... IY - bi < cr,g .(x,y) = 0 
l 

in de E is m+k ... ... 
( x ,y) E G, 
,,,.,,,. 

slechts een en 

( i = 1, ••• , m) 

bevat in 

,,,.,,,. 
punt een 

V en 

3. de in 2 bepaalde m functies y . = 4>.(x1, ••• , xk) zijn differentieer-
-+ l l 

baar op Ix - :1 < P, terwijl de mxk matrix der partiele afgeleiden 

gegeven wordt door: 

Cly . 1 ' l ...... - ...... 
((Clx.)) = -[E(x,y )] D(x,y ) (4.1.1 5) 

J 

...... 
Opmerki ng: Na vermeni gvuldigi ng van (4.1,15) met de matrix E(x,y) volgt: 

(i = 1, ••• , m; j = 1, ••• , k)(4,1.16) 

Maxima en mi n ima 

... 
Def. 3.1. 4 , Laat f(x ) gedefinieerd ziJn op een verzamelinp, Win de E • 

-+ -+ -+ n 
Men zep;t dat f(x) voor x = a op W een sterk maximum aanneemt, als ... ... ,,,. ... ... 
a E. W en er een omgev ing U van a hestaat zo dat voor elke x :f a, ... 
x E H () U geldt: 

... ... 
f(x) < f(a) (4.1.17) 

Geldt i n (4.1.17) het ~ teken dan spreekt men van een zwak maximum, 
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+ -+ -+ 
Geldt (l1. 1. 17), eventueel met het gelijkteken, voo:r. elke x e W, x 1' a, 

dan spr eekt men van een absoluut maximum, anders van een locaal maximum. 

Analoge definities gelden voor minimum. Maxima en minima heten tezamen 

extrema, 

-+ 
Stelling 4.1.8, Heeft f(x) 

W een extremum en bestaa.t 

= f(x
1

, ••• , x) voor een 
ar . n . 

( ax . ) +' 1 :; .J :; n ' dan l s 
J a 

df 
( Clx . ) -+ = 0 voor 

J a 

-+ 
inwendig punt a van 

noodzakeli jk 

(4,1,18) 

Zeals uit bet volgende voorbeeld bli jkt is (4.1,18) geen voldoende 
-+ -+ 

voorwaarde . Laat f(x) = f(x 1,x2 ) = x 1x
2 

zijn. Stel W = E
2

, Voor a= (o,o) 
df df . 

geldt -a~ =-a~= o, maar (O,O) is geen extremum. 
x

1 
x

2 
+ 

Uit stelling 4. 1.8 volgt dus dat wanneer f(x) differentieerbaar is op 
·+-

een verzameling W en als we weten dat f(x) een extreme waarde in een 

inwendig punt van W aanneemt, dat dit punt dan een oplossing moet zijn 

van het vergelijkingenstelsel 

+ 
Clf(x) = 0 ax. 

J 

(j = 1,.0., n), anders geschreven 

-+ -+ 
'ilf(x) = 0 (4 , 1.1 9) 

Verder wet en we dat niet elke oplossing van (4.1 . 19) een extremum is, 

Men kan voldoende voorwaarden voor een extremum aangeven, we zullen dit 

niet doen, In vele gevallen kan men op grand van de structuur van het 

gegeven probleem eenvoudig nagaan of de gevonden oplossing van (4,1,18) 

een extremum is of niet, 

Orn de oplossingen van (4,1.19) te bepalen bestaan geen algemene nume­

rieke oplossingsmethoden. Een iteratieve procedure welke soms tot een 

numerieke oplossing leidt is Newton's methode, Orn deze methode ~oe te 
2 . af (x) 1 passen veronderstellen we f € C • Dan geldt dat de functies a E C 

• -+ ~ 1 :; J :; n. Stel verder dat we een schatter x
1 

van een oplossing van 
-+* 

(3,1 . 19 ) kennen , Laat x een werkelijke oplossin§*Van (3,1.19) zijn. 
. ar ar(x ) 

Pas nu stelling 3.1.9a) t oe op-:;--- en bedenk a = 0 1 < j ~ n, ox. x. , = 
J J 



Men vindt dan 

-+-* 
ilf(x ) = 0 = 

<lx. 
,) 

- 215 -

-+ 
<lf(x 1) -+* -+ a -
a + ( x - x 1 ) ' • v.-a - f [ex + ( 1 x . x . 

J J 

Beschouw nu i. p.v. dit stelsel, het volgende s t elsel vergeli j kingen 

-+ 
ar(x1) -+ -+ 

Q : _,,_ __ + (X - X ) I 

<lx. 1 
J 

-+ 
<lf(x

1
) 

v. a ' x. 
J 

of (zie definitie Hessian matrix) 

(4.1.20) 

Dit is een verzameling van n lineaire vergeli.ikingen in n onbekenden 
-+ 

x . , en dit stelsel bezit een unieke oplossing als Hf(x
1

) niet-singulier 
J -+ 

is. Als dit laatste zo is, noem dan de oplossi ng x 2• Vervolgens gebrui-
+ - ,, ken we x2 als schatter van x en herhalen het precede. Dit geeft een 

-+ • 
ri,j {x } en soms convergeert deze ri j naar een oplossing van 4.1.19. n . 

-+ 
open is of W = E2 en f(x) is differentieerbaar op W en het Wanneer W 

is bekend 
-+ 

dat f(x) extreme waarden op W aanneemt, dan weten we dat elk 

1-+x I punt (met eindig), waarvoor 
-+ f(x) op W een extremum aanneemt, vol-

-+ -+ 
doen moet aan Vf(x) = o. 

-+ 
Wanneer W niet open is, dan moet men het gedrag van f(x ) op de rand-

-+ 
punten van W apart onderzoeken. Het kan nu zijn dat f(x ) op W een ex-

tremum aanneemt voor een randpunt, en zo'n randpunt zal in het alge-

meen niet aan (4.1.19) voldoen. We zullen in een voorbeeld laten zien 
-+ 

hoe men de rand onderzoekt. Laat f(x) differentieerbaar zijn over de E , 
-+ 

n 
Stel nu dat we niet het absolute maximum van f( x ) over de E willen be-

n 
palen, maar over het niet-negatieve orthant ( = {~ I ~ ~ O}.). Om het 

absolute maximum te bepalen gaat men als volgt te werk. Eerst bepaalt 

men alle oplossingen van (4,1,19) die in het niet-negatieve orthant 

liggen. Vervolgens beschouwt men den functies f. van n-1 variabelen, 
-+ 0 

f. verkregen uit f(x) door x . = 0 te stellen. Bepaal dan voor elke f . 
J J (lf· J 

de oplossingen van het stelsel vergeli,jkingen ~ = O, 1 ~ i ~ n, i f. J. 
l. 

Wanneer men deze oplossingen aanvult met x. = 0 dan vindt men punten 
,1 

uit de En die l i ggen op de rand van het negatieve ort hant , Beschouw 
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daarna de (
2
n) functies f . . van n- 2 variabelen, f .. ve r kregen uit f door 

l~ l J 
x. = 

l 
x. = 0 te stellen. Bepaal dan de oplossingen van het stelsel 

J 
df •• 

--2:.J. = 0 ax , 
k 

1 ~ k ~ n, k # i, j . Vult men deze oplossingen aan met x. = 0 
l 

en x . = 0 dan vindt men punten op de rand van het niet-negatieve orthant 
J 

van de E • Deze procedure zet men voort. Beschouw alle functies met drie 
n 

van de variabelen nul gesteld, v-ier van de variabelen nul gesteld , en 
-+ -+ 

tenslotte beschouwt men de waarde van f(x) in o. Bepaal de waarde van 
-+ 

f(x) in elk punt dat we volgens de beschreven procedure verkregen heb-
-+ -+ 

ben. Als we weten dat f(x) het absolute maximum aanneemt in een punt x 
met l;I eindig, dan is het absolute maximum van f(; ) de grootste van de 

berekende waarden. Het hoeft geen betoog dat het in het algemeen on-
• -+ doenli j k is om op deze wi.ize het absolute maximum van f(x) te bepalen, 

-+ 
vooral wanneer f(x) een functie van veel variabelen is. 

Los van voorgaande geven we tenslotte een stelling uit de Lineaire al­

gebra,diewe bij het bewi,is van een stelling uit §2 zullen gebruiken. 

-+ -+ 
Stelling 4.1.9. Zi,j Ax = b een stelsel van m lineaire vergelijkingen in 

n onbekenden. Neem aan het stelsel is oplosbaar, d.w.z. r(A) = r(Ab), 

Zij r = r(A) . Zeals we weten ~eldt r ~ min (m,n). Als nu, 
;; ,.,,. -+ -+ -+ 

1 ' r = n, Dan is er een en slechts een oplossing XO van Ax = b 

zi .j n lineaire onafhankeli,ike 
-+ -+ 2 , r < n . Dan er n-r vektoren x1 , • • • ' x 

n-r 
(de 

-? -~ ¥ 0) -+ -+ 
x . zi.in ona.fhankel i .i k , dus x . met Ax. = o, 1 < l < n - r , 

1 l 1 = = -+ 
A* 

-+ Verder is elke oplossing x van = b te schri ,jven a.ls 
-+ -+ -+ 
x = x

0 
+ µ

1
x

1 
+ ••• + µ ~ , waarbi j ~O een particuli ere oplos­n-r n-r 

sing van A'*- = b i s . 

-+ -+ 
Als b = 0 wordt de stelling: 

,-+-+ -+ 7: 
1, r = n, dan is x = 0 de enige oplossing van Ax= u. 

-+ 
2. r < n. Dan zi.in er n-r lineaire onafhankelijke vektoren x. met 

l -+ -+ 
Ax. = 0, 

l -+ 

• -+ -+ • ;;., i ~ n - r, en elke onlossing van Ax = 0 is t e schri.iven 

a.:s µ.(1 + • .. 

Ax = 0 spannen 

-+ 
+ u x • Hen ze~t ook wel de oplossingen van n- r n-r 
een n- r - di mensjona.le deelruinte van de E op, 

n 
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§2. Multiplicatorenmethode van Lagrange 

Bi,i het bepalen van maxima en minima van een functie f(~ ) van meer va-
riabelen komt bet vaak voor dat de variabelen x

1
, ••• , xn niet onaf­

hankeli j k zi<in, maar met elkaar verbonden zi.i n door de voorwaarden 
-+ -+ 1 g . (x ) =b., i = 1, ••• , m; m < n . We zullen aannemen dat f(x) E C en 

i .. r .. g.(x) EC voor de E. Laat 'lYde verzameling van de punten x zijn die 
i -+ n 

voldoen aan g . (x) =b. 
1 1 

waarden afleiden opdat 

(i = 1, ••• , m). We zullen nu noodzakeli j ke voor-
-+ -+ II <¥ -+ '1 IV voor x = x

0 
E v de functie f(x) op v een extre-

mum bezit. We zullen eerst het eenvoudigste geval beschouwen en wel 
-+ het geval dat f(x) een functie van twee variabelen x

1
,x2 is die voldoen 

aan de voorwaarde g(x
1

,x2 ) =b. 

. 1 
Stelling 4.2.1. Laat f(x

1 
,x2 ) en g(x1 ,x2 ) E C over de E2• Zi,j b een 

constante. Laat verder'lr de verzameling van de punten (x
1 
,x

2 ) zi,jn 
) 

-+ 0 0 waarvoor g (x
1

,x
2

) = 2· Als f(x
1
,x

2 
.. voor x

0 
= (x1 ,x2 ) een extremum 

ag(x0 ) ag(x0 ) * 
op 'lr aanneemt en a '# 0 of a '# 0 dan bestaat er een getal A x

1 
x

2 
zodanig dat de twee vergelijkingen 

en 

zijn vervuld, tezamen met de vergelijking 

-+ 
ag(x0 ) -+ -+ 

Bewij s: Stel ax
2 

# o. Er geldt g(x0 ) = b, ofwel g (x0 ) - b = o. 
-+ Uit stelling 4.1.6 volgt dat in een E-omgeving van x

0 de functie 
g(x,,x2) - b = 0 de variabele x2 eenduidig bepaalt als een differentieer­
bare functie van x1 ,x2 = ~(x 1 ). Verder geldt dat voor elk punt uit de-
ze omgeving [x1 ,<?(x1)] E "lY. Elimineren we voor deze punten x2 i n 
f(x1,x2 ) dan kri jgen we 

De functie h(x1) neemt in x 1° een (vri j ) extreem aan, Immers stel 
f(x 1 ,x2 ) neemt voor ~O een maximum op 1Y aan. Dan bestaat er een o, 
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O < o < £ zodat voor elke x 1 in de o-omgeving van x1° geldt: 
0 ~ h(x

1
) ~ h(x

1 
). Analoog beschouwt men het geval dat f(x) een minimum op 

1Yaanneemt voor ~0 • Dus h(x
1

) bezit een (vri,5 ) extreem in x
1
°, d.w.z. 

0 dh( x, ) 
d = o. (de functie h(x

1
) is differentieerbaar). x, 

Daar f(x
1,x

2 ) differentieerbaar is en ook ~(x 1 ) kunnen we op z = h(x1) 

de kettingregel toepassen (stelling 4.1.4): 

daar uit stelling 4.1.6, 3e volgt 

0 
dh(x

1 
) 

Nu is = O, dus 
dx1 

Stel nu 

dus 

(4.2.3) 

( 4. 2 . li) 

Vul (4.2.4) in (4.2.3) in, dan zien we dat het noodzakelijk is dat het 
-+ 

punt x0 voldoet aan de vergelijkingen: 

(i =1, 2) 

-+ ag(x
0

) 
Evenzo leidt men het stelsel (4.2. 5) a f als # o. We kunnen de ax

1 
noodzakeli j ke voorwaarden (4.2.5) eenvoudig verkrijgen. Vorm de functie 

F(x1,x2 ,A) = f(x1,x2) + A[b - g(x
1,x

2 )] en stel de partiele afgeleiden 
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van F(x1,x2 ,A) naar de variabelen x1, x
2 

en A gelijk aan nul . Bij het 

nemen van de partiele afgeleiden behandelen we x
1

, x2 en A al s onafhanke­

li,ike variabelen, dus 

ap ar A~= = 
ax . = a x . - ax . n ' ·1 

,1 J J 

(4.2 .6) 

De functie F(x1,x
2

,A) heet de Lagrange functie, A heet een Lagrange 

rnultiplicator. 

Opmerkinp,en. Niet elke oplos s ing van het stelsel (4 . 2.6) behoeft een 

extremum van f(~) op 1.J"op te leveren (zie voorbeeld 1). Wel geldt dat 
-+-

de verzameling S van punten x, waarvoor een getal A bestaat zodat 
-+ 

(x1,x2 ,A) aan het stelsel (4 .2. 6) voldoet, de punten x bevat met ten-

min!';te een ~g ::/: 0 (.; = 1' 2) waarvoor f(~) op 1J een extremum bezi t , x . 
J + -+ 

Maar niet behoeft te gelden dat S elk punt x bevat waarvoor f(x) op 

een extremum aanneemt. Als f(~) voor ~O een extremum op 1i aanneemt en 

dX • . ) 
* = 0 (j = 1, 2) dan zal in het algemeen p,een getal A te vi nden 

-+- * zi j n, zo dat (x
0

,A ) aan (4.2,6) voldoet. (zie voorbeeld 2) . I n pri n-

ci pe zou men de verzamelinp S kunnen beschouwen verenigd met de verza­

rneling van punt en ~ E 1JClJ' = {~ I g( ~) = b}) waarvoor ~ = 0 , U = 1, 2) . 
-+ Xj + 

De verzamelin~ T van al deze punten x bevat nu de punten x waarvoor 

f(~) op lJ een extremum aanneemt, Hierbi .j nemen we aan dat f(;) de ex-
1<v -+ 1-+xl trema op v bereikt voor punten x met eindig . Berekent men de waarde 

van f(~) in elk punt ~ e T dan neemt f(~) het absolute maximum r esp. 

minimum aan op 1J' in de punten waar f(~) de grootste resp. de kleinste 

waarde bezit. 

We zullen later z1en hoe men stelling l~.2 . 1 uitbreiden kan voor het ge-
-+ 

ag(xc) 
val " = 0 ax. 

(5 =1, 2) . 
, 

Men kan"ook vol doende voor waar den voor een punt ~O afl ei den opdat f (~) 
op 7.j een extremum voor ;:

0 
aanneemt. We zullen dit niet doen . Va.ak kan 

men op ~rond van de aard van het ~estelde probleem eenvoudi G na~aan of 

een punt ~E . T al of niet een extreme waarde van f( ~ ) op L'Y geeft. 

We geven twee voorbeelden over stell i ng 4, 2, 5, 
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Voorbeeld 1. Bepaal de extreme waarden van de functie 

ender 

2 2 
x

1 
+ x2 = 1. 

1f = { ( x 
1 

, x2 ) I x 
1 
2 + x2 

2 
- 1 = 0 } • 

( ) 
"<¥ • (lg We merken eerst op dat er geen punt x1 ,x2 E v is met a:- = . x, 2x

1 
- O 

"' Clr.r en ~ = 2x = o. 
Clx

2 
2 

We bepalen vervolgens de oplossingen van het stelsel (3 .2.6) 

2>.x
1 

o, 2>.x
2 

O, 2 2 
1 o. x2 - = x, - = x, + x2 - = 

Wanneer men 1eze vergelijkingen oplost, vindt men de oplossingen 

x, = ~ h' x2 = ~ {2 (A = · ~) . " 

x, = - ~ 12 , x2 = -~12 p. = .. ; ) 

x, = ~ 12' x2 = -~12 ( >. = - ~) 

x, = -~ h, x2 = ~h (A = -~) 

De waarde van de functie z = x
1
x2 is voor de eerste t wee punten (x

1
,x2 ) 

geli j k aan z = ~ ' voor de laatste twee punten i s z = - ~ . De vraag is 

nu of dit extrema van z op 1.rzi jn . Daartoe moet men weten of z op 1.Y 
extrema aanneemt. Nu ,dit is het geval, daar een continue functie op een 

begrensde, gesloten verzameling zowel een grootste waarde als een klein­

ste waarde aanneemt. I n dit voorbee1d i s 1Y de cirkelra.nd ve.n de een­

heidscirkel met de oorsprong als middelpunt , dus <J' i s begrensd en ge­

sloten. Dus z = x
1
x2 neemt voor de eerste twee gevonden punt en (x

1
,x

2
) 

een ( absoluut ) maximum op 1J' aan , en voor de laatste twee punt en een 

(absoluut) minimum. 

In dit voorbeeld is elke oplossi nv, van (J. 2 . 6) een extrem~ voor f OJI 

'lr, hoewel dit in het algemeen niet het geval is. 



- 221 -

Voorbeeld 2. We geven een voorbeeld van een functie f(x 1,x2) die voor 
-). -+ 

ag(x
0

) ag(x
0

) 

een ext:emu: bezit, waarbi j ax, = ax
2 

= 0 en g;en ge:al A* 

bestaat zodat (x0 ,A ) aan (4.2.6) voldoet. Zij f(x1,x2) = x1 + x2 + x1, 

en laat g(x
1

,x
2

) = b voorgesteld worden door x
1

3 
- x

2
2 = 0 

'lr= {(x ,x ) I x 3 - x 2 = O}, 
1 2 1 2 

( . ) 2 2 Men ziet direct in m.b.v. de figuur dat . f x
1

,x2 = x
1 

+ x
2 

.+ x
1 

een 

absoluut minimum oplraanneemt voor (O,O). Dit is bet eni ge punt~ met 

l~I eindig waarvoor f(x
1

,x
2

) opll'een extremum bezit (f( ~ ) bereikt bet 

maximum 00 op V' voor punt en ~ met I~ I -+ 00 ) • 

Het stelsel (4. 2.6) wordt: 

De enige oplossingen van deze vergeli jkingen zi j n 

o. = 1) 

x = 1 x = -1 
1 ' 2 

(). =1) 

2 2 
Zoals men m.b.v. de figuur ziet neemt x

1 
+ x

2 
+ x

1 
geen extremum aan 

op lf voor deze twee gevonden punten. 

In bet punt ( O, O) neemt x
1

2 
+ x

2
2 + x

1 
het minimum aan op 1Y. (o, o) e 1J: 

Verder is ag ~ O , O ) = ag( O, O) = O. 
x

1 
ax2 

En we hebben gezien dat bi j (o,o) geen getal A best aat zodat (0 , 0 , A) ge-
2 2 3 lijktijdi g aan 2x1 + 1 - 3Ax1 = O, 2x2 - 2Ax2 = O, x1 - x2 = 0 vol-

doet. (Vult men (0 , 0 ,A) in, dan vindt men de vergeli ,jkingen 1 = o, 0 = O, 

0 = 0). 
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-+ 
We beschouwen vervolgens het geval dat f(x) een functie van n variabelen 

-+ 
is. waarbij den variabelen aan m<n voorwaarden g.(x) =b . voldoen . 

l. l. 

-+ -+ 1 
Stelling 4. 2 . 2. Zijn f(x) en gi(x) (i = 11 co q m) EC over de En• en 

laten b
11 

• • • 1 b constanten zijn . Hierbij ism < no 
m + + 

\Yis de verzameling van punten x waarvoor g.(x) =b. (i = 110•• • m) . 
+ + l. l. 

Stel f(x) neemt voor x0 op'lY een extremum aan en stel r(G) = m in ; 0 • 

waarbij G de matrix is van de eerste partiele af geleiden van de functies 

g. naar de variabelen x. 1 dus G = ((~)) . 
l. J ox. 

~ ( . J ) ,. ( + -+*) Dan bestaat er een vektor A uniek bepaald zo dat x0 ,A aan de vol-

gen de vergelijkingen 

-+ 
of(x0) 

ax. 
J 

voldoet : 

m 
l 

i=1 

b .• 
l. 

A. 
l. 

+ 
agi(xo) .. 

ax . = o, J = 11 • •• , n 
J 

(4,2 . 7) 

(i = 1, ••• , m) 

-+ 
Bewijs : Er geldt r(G) = m in x0• Dit is een essentieel gegeven . Hieruit 

volgt dat minstens een Jacobiaan van G aan te geven is 1 die rang m be­

zit voor het punt ~0 • We nemen aan (door hernummeren van de variabelen xj 

altijd voor te zorgen) dat de Jacobiaan 

ag1 ag1 

~ 
e o o rx m 

niet-singulier is . 

a~ a~ 
ax1 

0 • 0 rx- -+ 

m XO 

-+ 
Terwille van de notatie stellen we (x +1• ••• • x) = w. 

+ m n 
Er geldt g. (x0) - b.= 0 (i = 1, c• • t m) c 

l. l. 

(4. 2. 8) 

Uit stelling 4. 1. 7 volgt dater een &-omgeving van x0 is waar de verge-
-+ • lijkingen g.(x) = b . 1 1 < i 

l. l. -

palen als differentieerbare 
~ m, de variabelen x1• ··· · xm eenduidig be­

functies van xm+,• ••• • x0 ~ 

x . = ~.(x+ 1 • • •• • x) 
i i m n ( i = 1 1 • o . 1 m) 
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• -+ Dus elk punt uit de E-omgeving van x
0 is t e schri j ven als 

[<1>
1
(;), .e e, <l>m( ; ), ; Jen verder eeldt [ <1> 1(; ), , , . , <Pm (~), ;J .c'7.r. 

Elimineer voor elk punt uit de E-omgeving van ~O de variabelen 
-+ 

x
1

, ••• , xm in f(x), dit geeft 

h(;) = r[<1>1(;),. . q <l>m(;), \8. waarbij; = (xm+1•H•• xn). 

• -+ -+ De functie h(w) hee~ een (vrij) extreem in w
0 

0 0 = (xm+ 1 • ••• • xn ), dus 

= 0 (j= m +1 ,e•c, n ) 

->­daar h(xm+l•• •< • xn) differentieerbaar is in de E-omgeving van w0 " 

Pas de kettingregel (stelling 4.1 , 4) toe op h(xm+ 1, ••• , xn) : 

ar 
~ 

J 

ah 
h. 

J 
(4 , 2 . 10 ) 

a<1> . 
Uit stelling 4.1 . 7 volgt dat de afgeleiden ax~ , i = 1, , •• , m bij een 

J 
vaste j de unieke oplossing zijn van de verzameling vergelijkingen 

m ag. 
l i 

k=l a~ 

ag. 
- -a i • (i = x . 

J 

1, . •. , m) (4 , 2 . 11 ) 

Voor e lke j = m + 1, .,, 1 n geldt een ver gel ijking (4 .2.1 1) . We hebben 
dus n-m verzamelingen van vergelijkingen (4 .2. 11). Men kan natuurlijk aq, . 
proberen de verzamelingen van vergelijkingen ( 4. 2.1 1) voor ax~ op te 

J 
lessen en dan in (4 . 2, 10 ) te substit ueren , maar we zullen anders t e 

werk gaan , 

Beschouw bet stelsel van m lineaire vergelijkingen in m onbekenden A. 
i 

m 

l (k = 1, ••• • m) (4 .2. 12) 
i=l 

->* Dit stelsel bezit een unieke oplos s ing A , daar de matrix van de coef-
ficientcn van de A. de J acobiaan (4 .2 . 8 ) is, die niet-sineulier is , 

i 

(zie ook stelling 401.9) . Vermenigvuldi g vergelijking i in (4, 2 . 11) met 
A. en sommeer over i . Dit geef't voor elke j 1 j = m + 11 , •• , n, i 
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Uit (4,2 ~9) en ( 4 , 2 o 10 ) volgt ; 
+ + 

af(~o) m ar(x
0

) acpk(wo) 
I axk ax. + ax. = 0 (j = m + 1 , ct ot n) (4,2c 14) 

k=1 J J 

+ + Beschouw vervolgens (4 c2, 13) voor x = x
0 

en trek het van (4 .2.14) af, 
dit geef't 

m 
I 

i= 1 

(j = m + 1 1 cc ~ 1 n) (4. 2e15) 

Substitueert men (4 .2,12) in (4 c2c15) 1 dan volgt 

m 

I 
i=1 

Combineren we (4c2e16) met (4 ,2 , 12) en de voorwaarden dan zien we dat, 
+ + + '1<¥ + wanneer voor x = x

0 
f(x) een extremum op v aanneemt en r (G) = m in x

0
, 

+ 
bet punt x0 da.n voldoen moet aan de volgende verzameling van m+n verge-
lijkingen : 

+ + ar(x
0

) m agi(xo) 
I ). . = 0 (j = 1t•Ht n) ax . 1 ax. 

J i=1 J 
+ (4 ,2. 17) 

gi (xo) = b. (i = 1., .~ , m) 
1 

+ Verder weten we dat de getallen \ • 1 ~ i ~ m9 voor zo'n punt x
0 

uniek 
bepaald zijn. 

De noodzakelijke voorwaarden (4. 2. 17) kunnen als vol gt eenvoudig ver­
kregen warden , Vo:nn de functie 

m 
F (~.t) = f(~) + l 

i=1 
.A.(b . - g .(~ )) 

J. J. J. 
(4 .. 2 , 18) 

en stel de parti ele afgeleide van F(~ ,'t) gelijk aan nul voor elk van 
m+n variabelen x., j = 1t e•• • n, en .A ., i = 19 co: 1 me J 1 
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Bij het nemen van de partiele afgeleiden worden al de variabelen als 

onafhankelijke variabelen behandeld . 

Dus 

aF ar ~ >. agi _ 0 ( . = 
a;:'°x = ~ - 1· ()v • - 1 J 

j oXj i=1 6J 

+ 
g. (x) = 0 

l 
(i=1, ••• 1 m) 

(4 . 2c19) 

+ + 
De functie F(x,>.) heet de Lagrange functie, en de >.i heten de multipli-

catoren van Lagrange . 
+ Zoals reeds bij stelling 4.2. 1 opgemerkt 1 behoe~ niet elk punt x waar-

bij een vektor t bestaat, zodat (;,t) aan het stelsel (4 . 2.19) voldoet, 

een punt te ZlJO waarvoor f(~) op'!f een extremum aanneemt . Verder als 

~O een punt is waarvoor f(~) een extremtun op ?J" aanneemt en r(G) f. m in 
+ • +* • . . 
x~ dan zal er in het algemeen geen vektor >. te v1nden ZlJn zodat 

(x0 ,f~) aan (4 ~ 2.19) voldoet, We zullen stelling 4.2.2 uitbrciden voor 

het geval r(G) # m, dus r(G) < m1 in ~O is en f(;) voor ~O een extre­

mum op 1J" aanneemt . 

Daartoe voeren we eerst de (m + 1) )( n-matrix Gf in 

ag, ag, - •• • -ax
1 

ax 
n 

Gf = [.:] = ag a~ (4 .2o 20) m - • •• -ax
1 

Ox n 

ar 
••• ~ n 

De maximaal mogelijke rang van G f is m+ 1 • 

Voor de uitbreiding van stelling 4.2 .2 te formuleren, bewijzen we eerst 

de volgende stelling. 

Stell i ng 4.2 .l , Laten f{ ~ ) en gi(~ ) £ c1 
(1 ~ i ~ m) over de En 

b, •••• • 
1J" is de 

b constant en . Verder m < n, m 
verzameling van punten ~met g . (~)= 

l. 
b.. 1 

l 
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+ ")Q/ + 'l¥ = m + 1 in x
0 

€ v dan neemt f(x) Geen extremum op v aan voor 

+ + Bewijs ~ We moeten bewijzen dat elite o-omgeving U0(x0 ) van x0 punten 
; € 1f bevat • zo dat voor sommige pun ten f( ;) > f( ; 0 ) = z0 en voor an­
dere punten r(:) < z0 • Er geldt r(Gf) = m + i in : 0 • We kunnen dus 
minstens een {m + 1) x (m + 1) deelmatrix van Gr aangeven die rang m+1 
heeft b Stel dat de (m + 1) x (m + 1) deelmatrix van Gf besta.ande uit de 
eerste m+l kolommen van Gf rang m+l bezit . 
Beschouw de m+1 f'uncties f(:) - z = 0 1 g.(;) - b. = O, 1 ~ i < m, in l l 
de n+1 variabelen x

1
, ••• • x01z. 

Nu zegt stelling 4 . 1~ 7 ons dater 
+ 

een E•omgeving van (~0 ,z0 ) bestaat 
( +) . . waar de vergelijkingen f{x) - z = 0 1 g . x =b.• 1 ,s, l ~ m, de varia-1 l. 

belen x,, •••• xm+1 eenduidig bepalen als functies van de variabelen 

x. = $.(x +2 • ••• • x ,z) l l m n (i=1,. • .,m+1) 

Verder geldt dat ellt punt (;1z) uit de t-omgeving van (~0 .z0 ) 
behoort 1 waarbij Y 

Uit deze definitie 

... I ... ... . = {{x,z) f(x) - z = o, gi(x) =bi' 1 ~ i 

van Y volgt • dat ;: € ?Y als (x,z) E Y. 

tot Y 

< m} e .. 
(

+ ) + . Zij U0 x
0 een willekeurige omgeving van x0 in de E • We tonen nu aan 

+ 1<V + + n + dater een punt x e v n U0(x0 ) bestaat zodat f'(x) > f(x0 ). 
0 0 Stel x +2 = x +2 • ••• • x = x en z = m m n n + 

m0 b , v . de functies $i een punt (x0h,zO 

z0 + h met h > o. Hierdoor wordt 
+ h) bepaald. Uit de continui-

teit van de functies ~. volgt dat wanneer men h > 0 voldoende klein 
+ l 

neemt het punt (x0h ,zO + h) tot de E-omgeving van ( ~0 ,z0 ) behoort en 
+ + 
x0 h E U0(x0 ) o We zien dus als h voldoende klein is dat dan 
~ + ')Q-1 + (x0h 1z0 + h) E: Y, d.w. z . x0he v en f(x0h) = z0 + h > z0 • Verder 

~Oh G U0 (~0 ) o Hiermee is aangetoond dat elke o-omgeving van ~O een 
+ 11<¥ + -+ punt x bevat dat ook tot v behoort waarvoor f(x) > r (x

0
)e 

. 0 0 Door uit te gaan van xm+2 = xm+2 •o••t xn = xn t 
+ + toont men analoog aan dat elke U0(x0 ) van x0 een 

+ + 

z = z - h met h > 0 
~ 

punt x € 1f bevat met 
r(x) < f(x

0
). 

Dit impliceert dat f(~) geen extremum opl.J"aanneemt voor ~ = ~O als 
. + 

r(Gf) = m + 1 in x0 o 
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.... ->- 1 Stelling 40 2 0 4. Laten f(x) en gi(x), (1 ~ i ~m) EC over de En • 
Zijn verder b

1
, • • • , b constanten, waarbij m < n . 

A<V -+ I -+ m • v = {x g. ( x) = b . , 1 ~ i ~ m} . 
.... l .... l 

Als f(x) voor x
0 

een extremum op 'lY aanneemt dan bestaan er getallen 
.... .... Ao• A

1
, 00 . , Am• niet allen gelijk · aan nul, zodat (x0 ,A) voldoet aan het 

stelsel vergelijkingen: 
.... .... 

ar(x
0

) m agi (xo) 
AO 5x. l A. = o, J = 1, .e • • n (4 (2.21) 

i=1 l ax. 
J J 

.... 
(4e2 o22) gi(xo) = b .• l = 1 •• 0 •• me 

l 

Hierbij kan men altijd stellen AO= 0 of AO= 1o 
Als r(Gf) = r(G) in ~O dan is AO= 1. Als r(Gf) > r(G) in ; 0 dan is het 
noodzakelijk AO= 0 opdat er getallen A 1 , .~ ., \n bestaan, niet allen 
nul, die aan (4 .2 .21) voldoen , Als r(Gf) > r(G) in ~O zijn de Ai• 
i = 1, ••• , m niet eenduidig bepaald c Als r(Gf) = r(G) = m in ~O dan 
zijn de Ai ~enduidig bepaald, en als in ~O r(Gf) = r(G) < m dan zijn 
de A. niet eenduidig bepaald. 

l 

Bewijs : We zullen bij het bewijs gebruik maken van enkele stellingen uit 
de Lineaire algebra, nl, van hetgeen op blz . 47, 48 st aat, (deel I, 
Lineaire Programmering) en stelling 4. 1.9 , 

.... ->-
La at x

0 
een punt zijn waar f(x) oplYeen extremum aanneemt . Dan weten 

we van stelling 4.2 ,3 dat r(Gf) < m + 1 in ~0 • 
Beschouw het stelsel van n homogene lineaire vergelijkingen in m+1 on­
bekenden >.. , 

l 

ar(~0 ) 
>.O ax. 

J 
- >. 1 dX. 

J 
- O O O - A m ax . = o, (j = 

J 

(4 .2 .23) 

Uit stelling 4. 1.9 volgt dater vektoren t = ( >.0 , Ai• • •• • >.m) f 0 zijn 
die voldoen aan (4 e2o23), daar r(Gf) < m + 1. 
We zullen de verschillende gevallen die optreden kunnen beschouwen • .... 
1) r(G) = m in x0 , Kies dan een m-tal vergelijkingen van (4 . 2 .23) waar-
van de coefficienten-matrix een niet-singuliere mxm matri x bevat, die 
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een deelmatrix van G is c Van blz . 47, 48 weten we dat elke oplossing 
van dit m-tal vergelijkingen automatisch aan alle vergelijkingen van 
(4 , 2 , 23 ) voldoet , Verder geldt dat we A1, ,,, , - Am eenduidig in AO kunnen 
uitdrukken , Aan ~ mogen we elke waarde toekennen 1 behalve de waarde o. 
Immers als ~ = O dan bezit (4 , 2 . 23) alleen de nul-opl ossing, in tegen­
spraak met het feit dat (4 . 2 ,23) niet•triviale oplossingen bezit , We 
mogen zonder beperking AO = 1 stellen , De andere getallen Ai zijn dan 
uniek bepaald, 

+ 
2) r(Gf) = m in x

0 , maar r( G) = m - 1 ~ Kies een m-tal vergelijkingen 
uit (4 , 2 . 23) zodat de matrix van de coefficienten een niet-singuliere 
mxm matrix bevat , Voor elke oplossing van dit m-tal vergelijkingen geldt 
AO = 0 , Immers stel AO een getal ongelijk aan nul dan zouden we in de 
overige A een stelsel vergelijkingen krij gen van de vorm A! = b waarbij 
r(A) = m - 11 r(Ab) = m - 11 hetgeen impliceert dat dit stelsel en dus 
ook (4 , 2 , 23) onoplosbaar is, tegenspraak , Als AO = 0 1 dan bestaan er Ai 
(i = 1, ,,, , m) niet allen nul, die aan bet m-tal vergelijkingen en dus 
ook aan (4 , 2 . 23) voldoen . Daar r (G) = m - 1 zijn de A. ( i = 11 , ,, , m) 

1 
niet uniek bepaald, maar de oplossingen spannen een een-dimensionale 
deelruimte van de E op (stelling 4.1 o9) . 

m ~ 
3) r(Gf) = r(G) = r < m in x0, 
Kies r vergelijkingen van (4.2. 23) zodat de matrix van de coefficienten 
een niet-singuliere rxr matrix bevat, die een deelmatrix van G is . We 
kunnen r van de variabelen A. (i = 11 ooe 1 m) eenduidig uitdrukken in 1 

AO en m-r van de ande~e Ai ' In dit geval kan men AO een willekeurige 
waarde gevan, en men stelt AO = 1: Gegeven AO = 11 de andere Ai 
(i = 19 ce: 1 m) zijn niet uniek omdat m-r van de A. willekeurige waarden 

1 
gegeven mag worden . 

4) r( Gf ) = r < m in ~0 , en r(Gf) > r(G) , 
Kies r vergelijkingen van (4 , 2 . 23) zodat de matrix van de coefficienten 
een niet-singuliere rxr matrix bevat . Analoog als in 2) toont men aan 
dat voor elke oplossing van bet r-tal vergelijkingen geldt AO = o. Als 
we AO= 0 stellen, dan bestaan er A. ( i = 1, ., . , m) 1 niet allen nul, 1 . 

die aan (4, 2, 23) voldoen o De A. zi jn niet uniek 1 maar de verzameling 
1 

van Ai ( i = 1, , . , , m) , die aan (4,2 <23) voldoen, spannen een m-r+1-dimen-
sionale deelruimte van de E op, 

m 
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-+ -+ -+ De noodzakelijke voorwaarden voor een pllllt x opdat f(x) voor x een ex-
tremum optr'aanneemt, kunnen als volgt bepaald worden . 
Vorm de Lagrange functie 

>...[b. - g.(~)] 
1 1 1 

en stel de partiele afgeleiden van F naar de x. en de >... (i f 0) gelijk J J. 
aan nul, dit geeft 

>.. ar 
o~ 

J 

m 
I 

i=1 

ag. 
' --2. = o, J' = 1 n I\ . " 10•• • J. <>X. 

J 

b. - g.(~) = o, 
1 1 

i = 1, eo • • mo 

(4 . 2. 25) 

We merken op dat f(;) niet voor elk punt ;, waarbij een vektor t ~ 0 
bestaat 9 zo dat (;,t) aan (4 . 2 . 25) voldoet, een extremum op 1Yaanneemt. 
Wel bevat de verzameling van pllllten ~ waarvoor (4 . 2.25) oplosbaar is, 

-+ -+ -+ , .... , • -+ (waarbij >.. ~ 0) al de punten x met x eindig waarvoor f(x) een extre-
~~ -+ ~~ -+ mum op v aanneemt . (of f(x) op v extrema aanneemt voor punten x met 

l .... x I ) -+ ~ moet men apart nagaan e Tenslotte beschouwen we nog de f\Ulctie 
2 2 x

1 
+ x2 + x1 uit voorbeeld 2 c 

x1
3 - x2

2 = 0 een extremum voor 

2 2 We zagen daar dat x 1 + x2 + x 1 ender 
(o,o) aanneemt . Voor (o,o) geldt 

~-~­ax, - rx; - -+ -+ O. Volgens stelling 4e2o3 moet er een vektor >.. # 0 t e vin-

den zijn 1 op een multiplicatieve constante na bepaald en met >..
0 

= o, 
, ( -+ Z) (4 ) . . .. -+ -+ zo dat x,I\ aan . 2 . 25 voldoet . Dit is het geval . BJ.J x = 0 bestaat 

de vektor t = (O,u,O) zodat (o,!) aan (4 . 2.25 ) voldoet (ga na ~ ) . Hierbij 
u # o, willekeurig reeel . 

Niet-negatieve variabelen en ongelijkheden als bijvoorwaarden 

Men kan het voorgaande generaliseren voor het geval de variabelen x. 
J niet-negatieve waarden aannemen en/of sommige van de voorwaarden onge-

lijkheden zijn . 

We beschouwen eerst het volgende probleem. Bepaal de absolute extrema 
van 
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-+ -+ -+ 
z = f(x) voor x > 0 -
ender (4 . 2 . 26) 

-+ 
(i n) g. (x) = b. = 19 0009 m, m < 

1 1 

We nemen aan f E c1 en g. e C1
9 i = 1, ooo e m1 over de E o Zij verder 1 n 

tt'= {~ I. g.(;) = b. 1 1 ~ i ~ml . We gaan volgens een aantal stappen te 
1 1 -+ -+ -+ 

werk om de absolute extrema van f(x) voor x ~ 0 op~te bepalen c 
Stap 1. Negeer de voorwaarde; ~ Oo We weten dat bij elk punt~ (met 
l;I eindig) 9 waarvoor f(;) optf een extremum aanneemt, een vektor t F 0 

-+-+ -+ bestaat zo dat (x 1 A) aan (4 .2 . 25) voldoet e Bepaal dus alle punten x 
binnen het niet-negatieve orthant waarbij een vektor t F 0 bestaat zo 

-+-+ -+ dat (x 8 A) aan (4 .2 c25) voldoet en bereken de waarde van f(x) voor elk 
van deze oplossingen o Vervolgens gaan we de randen van het niet-negatie­
ve orthant onderzoeken . 

Stap 2o Stel een van de variabelen x. identiek gelijk aan nulo Bepaal 
J 

dan de extrema van f(x1 • ••• , xj-l• 

g.(x19 ooo 9 x. 1• 0 9 x.+ 1• •• • • x ) 9 1 J- J n 

0 9 xj+i• •oo 9 n) ender 
i = 1 • • • • 1 m. We stellen de partiele 

afgeleiden van de bij dit probleem behorend Lagrange functie nul en 
bepalen dan alle oplossingen die binnen het niet-negatieve orthant van 
de E 1 liggen . Voor elk van de oplossingen bepalen we de waarde van n-
f (~), waarbij x. = O. Daar we elk der n variabelen identiek nul kunnen J 
stellen, moeten we in stap 2 dus n problemen oplossen o 
Stap 3. Stel twee van de variabelen identiek nul, en los het verkregen 
probleem in n-2 variabelen en m voorwaarden op. We kunnen op (~) manie­
ren twee variabelen nul stelleno In stap 3 lossen we dus (~) problemen 
op. Voor elke gevonden oplossing bepalen we de waarde van f(~) . Vervol­
gens onderzoeken we de problemen verkregen door drie variabelen nul te 
stellen. In het algemeen kunnen we niet meer dan n-m variabelen stellen 
omdat anders de voorwaarden niet meer vervuld zijn . (Tevens eist de toe­
passing van stelling 4. 2 . 4 dat het aantal variabelen groter moet zijn 
dan het aantal voorwaarden waaraan de variabelen voldoen moeten) . Wan­
neer n-m variabelen nul gesteld zijn 1 bepalen (vaak uniek) de voorwaar­
den de waarden van de overige m variabelen . Dus in de laatste stap be­
palen we de waarde van f in de punten waarvoor n-m van de variabelen nul 

-+ -+ -+ 1<v zijn . De punten x ~ 0 waar f(x) op u het absolute maximum resp. absolu-
te minimum aanneemt zijn de punten waar de waarde van f bet grootst 



- 231 -

respo het kleinst is c (aangenomen dat f(~) de absolute extrema op'!Yniet 
-+ -+ aanneemt voor punten x als lxl -+ ~) . 

Wanneer niet al de variabelen niet-negatief zijn, behoeven we slechts de 
randen van het niet-negatieve orthant te beschouwen, behorende bij de 
niet-negatieve variabelen , 
We zullen nu het geval beschouwen, waa.r de variabelen elke reele waarde 
mogen aannemen, maar waarbij sommige voorwaarden ongelijkheden zijn . 
Bepaal de absolute extrema van 

onder 

-+ 
g. (x) < b .• i = 1,. 00 9 u l. - l. (4 02. 27) -+ g. (x) > b .• i = u + 1, • • , . v l. - l. 

-+ g. (x) = b . • l. = v + 1 t e o o t m l. l. 

We maken gelijkheden van de ongelijkheden door verschilvariabelen in te 
voeren o De ongelijkheid g.(~)~ b. (g.(~)~ b.) gaat over in -+ -+ l. l. l. l. -+ g.(x) + x . =b. (g.(x) - x . =b .), waarbij x . ~ 0 voor elke x die l Sl l l Sl l Sl. 
voldoet aan g . (;t) < b. (g. (5t) > b.) . 

l - l. l - l 
Er bestaat een 1-1 afbeelding tussen de verzameling v~ punten die aan 
de oorspronkelijke voorwaarden voldoet en de verzameling van punten met 
niet-negatieve verschilvariabelen die aan het nieuwe stelsel gelijkhe­
den voldoet e 

Het oorspronkelijke probleem (4 . 2 , 27) is dus equivalent met 

Bepaal de absolute extrema van 
-+ z = f(x) 

onder 

-+ g . (x) + x = b. i = 1 • • • 0 , u (4 , 2 , 28) l Sl l. 

g.(~) x si = b. 
1 l. 

i = u + 1, •• • • v 
-+ 

g. (x) = b. l. = v + 1, , •• , m 1 1 

x > 0 i = 1, 000 , V o Sl. -
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Het probleem (4 o2 o27) is dus tot het type van het behandelde probleem 
(4 o2 e26) gebracht o Om de absolute extrema van f te bepalen moeten we 
zowel het inwendige beschouwen van het niet-negatieve orthant van de Ev, 
waar elite x . > o, als de randen waar e~n of meer x . - o. Sl. Sl. 
Als we het geval beschouwen dat elite x . > 0 is, dan is de Lagrange 

Sl. 

functie 

A. [b. - x . - g.(~)] + 
l. J. Sl. l. 

+ 
v 

1 
i=u+1 

A. [b. + x . - g.(~)] + 
J. l. SJ. l. 

m 
l 

i=v+1 

Neemt men van F de partiele afgeleiden maar de x . en stelt men deze 
Sl. 

nul, dan vindt men 

oF A. 0 1, <•01 ax-:- = - = l. = u 
J. 

Sl. 

(4 o2 o30) 
oF A. 0 i u + 1, •• 0. -= = = V o ox l. 

Sl. 

In stap 2 stelt men een der x . , bv. x t identiek nule Onder de nul ge-si s 
stelde partiele afgeleiden van de Lagrange functie van het verkregen 

. l " "kh . cF ' 0 . "k probleem komt nu niet de ge iJ eid ~ = !. ~t = voor• wel de geliJ -
st 

i = 11e 4c 1 v 1 if t . At behoe~ nu niet nul te 
cF heden -:i:-- = + A. = 0 , 

ax . - l. 
Sl. 

zijn , In stap 2 lost men v problemen op, voor elk probleem is precies 
een der x . : o. Vervolgens stap 3, enz . Het bovenstaande toont het Sl. 

+9" .. volgende aan . Laat x een punt zijn waarvoor f(x) ender de voorwaarden 
(4 . 2 . 28) een extremum aanneemt o Zijn verder x .~ de bij ~ behorende 

Sl. 
waarden van de verschilvariabelen. Uit het stapsgewijze oplossingsproces 

( ....... *) . . weten we dat x ,x een oplossing is van een bepaald probleem uit een s 
-- * * ... 7 zekere stap. Er bestaat verder een vektor A = (A0 ,A 1 • • •• • Am ) ~ u 

. (-- .... ) zodanig dat x 1 A een oplossing is van het stelsel nul gestelde par-
tiele afgeleiden van de Lagrange functie behorende bij het betreffende 

* * probleem uit de betreffende stap. Nu geldt: x . = 0 of ).. = o, dus 
SJ. l 

* '"' A.x . =O,i=1 p oo 1 V 
l. Sl. 

(4 . 2 . 31) 
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Opffierkin£: 

Men kan probleem (4o2o27) ook op een andere wi j ze oplossen c Daer toe 
~ eerst het volgende . Laat z het absolute maximum (minimum) zijn van 

+ + m . 
z = f(x) ender g.{x){.:;, =~}b., i = 1, •o• • m. Stel dat we nog een voor-

-+ l. l. * waarde ~+ 1 (x){.:;, = ~}bm+ 1 toevoegen 9 en laat zm+ 1 het absolute maxi-
+ mum (minimum) van f(x) ender de m+1 voorwaarden zijno Men gaat zelf 

* .... ( ~ *) . . direct na dat zm+1 .:;, zm zm .:;, zm+i eWe hebben gezien dat i n stap 1 
A. = 0 (i = 19 00 0 9 v), hetgeen impliceert dat in (4 .2o29) de bij A. l. l. 
(i = 19 000 1 v) behorende termen wegvallen o Met andere woorden als de 
ongelijkheden inactief zijn (deWoZo hat = teken geldt niet ) in het 
punt waar f(;) een optimale waarde aanneemt, dan kunnen we net zo geed 
de ongelijkheden weglaten, wanneer we dit punt willen bepalen. Wanneer 
we een der x . identiek nul stellen, betekent dit dat we een der onge-Sl. 

lijkheden als gelijkheid behandelen. Nemen we deze bovenstaande opmer-
kingen in ogenschouw, dan kunnen we een andere wijze aangeven om 
(4 .2. 27 ) op te lossen . 

Laat in (4 . 2.27) de ongelijkheden weg en bepaal de absolute extrema 
-+ -+ • van f(x) onder g . (x) =b., i = v + 19 0 00 1 m. Als het gevonden punt (of l. l. 

punten), waarvoor f het absolute optimum aanneemt aan de ongelijkheden 
voldoet, dan hebben we een absoluut optimum voor probleem (4.2.27) ge­
vonden . Wanneer een of meer van de gelijkheden niet vervuld zijn, kies 
dan een van de v ongelijkheden . Behandel deze ongelijkheid als gelijk­
heid9 voeg deze aan de gelijkheden g . (~)= b. (i = v + 1, • •• , m) toe en l. l. 
bepaal de absolute extrema van f ender dit stelsel gelijkheden. Als het 
punt, dat een absoluut extremum voor dit probleem oplevert, aan de ove­
rige ongelijkheden voldoet, dan geeft dit punt een absoluut ext remum 
voor (4 ,2o27) . Voldoet het punt niet, dan gaan we verder tot we alle 
combinaties van de gelijkheden g . (~)= b. (i = v + 1, •• • , m) plus pre-i l. 
cies een als gelijkheid beschouwde ongelijkheid hebben geprobeerd. Als 
in dit stadium de absolute extrema voor (4 o2o27 ) niet gevonden warden, 
dan moeten voor de absolute extrema minstens twee van de ongelijkheden 
actief zijn (d.w. z . = teken geldt). We voegen nu aan de gelijkheden 
g.(~)= b. 1 i = v + 11 • •• 1 m1 twee als actief beschouwde ongelijkheden l. l. 

toe 1 enz . , tot de absolute extrema van (4 .2.27) gevonden zijn . Als de 
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componenten van ; niet-negatief moeten zijn en er zijn voorwaarden die 
ongelijkheden zijn, dan kunnen we bovenstaande procedure volgen, waar­
bij we tevens bij elite stap, waar we de absolute extrema onder de ac­
tieve voorwaarden bepalen, de randen moeten onderzoeken waar een of 
meer x. nul zijn . Het behoeft geen betoog dat al dit voorgaande in prak-J 
tijk onuitvoerbaar is, door de enorme hoeveelheid berekeningen die er-
bij te kijken komenc 

F:Ysische inter;pretatie van de multiRlicatoren van Lagrange 

We richten onze aandacht weer op het probleem 

Bepaal de absolute extrema van 

onder 

-+ 
g.(x) =b., i = 1,., • • m; m < n. J. J. 

Stel dat ~ een punt is waar f(~) een absoluut extremum op 
1J'= {~I g.(~)= b., 1 ~ i ~ m} aanneemt, en stel r(G) = m in~. J. J. 

Dan volgt uit stelling 4.2. 4 dat een unieke vektor X* = (1, A"'• ••• • A ~) ~ - 1 m bepaald is zodat (x .~ ) voldoet aan (4 .2.25) . In het algemeen zullen 
~ * de x. en de x. ( 1 < J. .. < m) afhangen van de getallen b. welke in J J. ~ J. 

(4 .2.32) optreden < 
~ '» Veronderstel dat elke x. en A. een continu differentieerbare functie J J. . ~ c-omgeving van b

0
, 

-+ 
van b = (b~· · · · • bm) is in een 
Dan geldt : 

(4 .2. 33) 

~ ~ waarbij z = f(x ) . 

'"' Bewijs : We nemen de partiele afgeleiden van z 
~ = f(x ) naar de b. 

J. 
voor 

-+ • • ~ punten b in de c-omgeving van b0 ~ 

Uit de kettingregel volgt 

'"' az -= ab . 
J. 

n 

l 
j=1 

"' ar ax. 
-..-1... 
"' '"' ab . aX. J. 

J 

(4 .2. 34 ) 
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+* 
Er geldt gk(x) =bk, k = 1, • •• , m. 
Pas nu de kettingregel toe, dit geeft 

waarbij oik = 
0 

of 

i = k 

l. -f k 

n 

oik - l 
j=1 

.. 
a~ ax. 
;--; ,-t.- = 0 

x. l. 
J 

i,k = (4.2 . 35) 

.. 
Vermenigvuldig (4 . 2. 35) met Ak 1 sommeer over k en tel het resultaat 
bij (4.2.34) op, dan vindt men 

az * m * n 
1h:'° = l A o.k + l 

bi k=1 k l. j=1 [ 

cif m 
-- l ax... k=1 

J 

.. 
A * a~~ ax. 
k ~ * ,-t.-ox. l. 

J ...... _ 
Nu voldoet (x 1 A) aan (4.2 . 25) 1 dus (4. 2.36) wordt .. 

oz * 
ab:- = \ 

l. 

(4 . 2.36) 

(4.2. 37) 

Vaak stelt z de winst of de kosten voor 1 en b. het aantal fysische een­J. 
heden van produktiefactor i . In dit geval Zl.Jn de fysische dimensies 

* * van A. guldens per eenheid van produktiefactor i en A. kan opgevat l. l. 
warden als de prijs of de waarde per eenheid van factor i, Ruwweg ge-

* zegd1 A. vertelt ons hoeveel de maximum winst of de minimumkosten ver-J. 

anderen als de hoeveelheid van bron i met een eenheid toeneemt. 

Stelling 4.2 . 6. Laat f(~) ender gi(~) =bi• 1 ~ J. ~ m, m < n voor ~O 
een relatief maximum aannemen 1 waarbij r(G) = m in ~0 • Zij 

-+-+ -+ m 
F(x,A) = f(x) + l A.[b. - g.(~)]. Uit stelling 4.2.2 weten we dater i=1 l. l. l. 

. ~ 0 0 . .. .. een unieke AO= (A 1 •o•• • Am) is, zodat (x0 ,A0 ) voldoet aan (4.2 . 6) 
Veronderstel dat er een o-omgeving U0(!0 ) van ! 0 in de Em is en dat bij 
elke ! E U0(!0) een unieke ~ (= g(!)) bestaat z6 dat F(~.!) een (vrij) 
relatief maximum in ~ bezit . Beschouw het probleem 
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-+ -+ -+ Minimaliseer F(x.A) naar A 

onder 
-+ 

-+ m ag. (x) 
~- l A. i = o, ax. J = x. i=1 i 

J J 

Dit probleem heet de duale van het probleem 

Beweringen ~ 

1 ) In een omgeving va.n 

-+ Maximaliseer z a f(x) 

onder 

-+ 
g. (x) = b. , i = 1 1 o o. , m 

l. l. 

-+ 
x0 geldt : 

min F(~1!) 
A 

= max f(~) 
-+ 
x 

,t OOO t n (4 . 2,38) 

(4,2 o39) 

(4 . 2. 40) 

waarbij we F(~ 1!) voor ! E U0(!0) minimaliseren naar t onder (4 .2. 38) 
-+ en we f(x) maximaliseren onder (4 . 2. 39), 

2) (4 .2 . 41) 

-+ -+ 3) In een omgeving va.n (x0 ,A0 ) in de En+m geldt 

F(~,to) ~ F(~o,!o) = F(~o•!) (4.2.42) 

Bewijs : 

1) 1Y = {~ I gi (~) = bi 1 1 ~ i ~ m} . r(~) neemt voor i 0 een relatief 
maximum op'lYaan, dus er bestaat een omgeving t)(i0 ) van i0 in de En• zo­
dat 

f(~) voor 

Beschouw het stelsel 

aF ar m ag. 
0 l A. ~ = 0 axj = = axj - i=i i axj 
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Uit de gegevens volgt dat (4 e 2)~3) voor elke ! e U 0 (~0 ) een unieke op-
+* + + lossing x bezit, voor welk punt F(x.A) een (vrij) maximum bezit , Het 

-H+ + +~ ->-punt x is een functie van A• x = g(A) ~ 
~-+ -+ 

Stel F(x •A) = h( A). 

Nu geldt : 
+ -+ ~+ + + + max F ( x • A) = F ( x • A) = h (A) • A E u cS ( Ao ) 

+ 
x 

-+ -+ -+ -+ 

(4e2e44) 

Merk op dat h(A0 ) = F(x0 ,A
0

) = f(x0 ) , 
-+ + -+ -+ We zullen n: het ~drag van h{>.) . ~p ~0 (\>)-+ onderz:eken t Be:chouw F(x •. A) 

voor vaste >..e U0 (>..
0

) . Merken we op, ,dat F(x,.>..). = f(x) voor x E 1.J; 'dan zien we 
-+ -+ -+ + + + 1'1¥ + max F(x,A) = max f{x) = f(x0) = h(A0), x ~ v n U(x0) (4.2 . 45 ) 

+ + x x 
++ 

Daar max F(x,>.. ) ~ 
+ 
x 

max 
+ + 

F(x,A) geldt g 
+ + 
x&'tYriU(x0 ) 

-+ -+ + + h ( >.. ) ~ h (A 0 ) voor >. E. U 0 (>, 0 ) 

Dus h(!) bezit een relatief minimum in ! 0 6 

-+ + + + + Uit (4 .2. 44) volgt dat h(A) = F(x,>.) wanneer x en A met elkaar verbonden 
zijn door (4 ,2.43), welk stelsel ~ uniek bepaalt voor elke ! € U0(!0). 
We zien dus dat F(~.!) een relatief minimum in t 0 m.b .t . ! bezit onder 
de voorwaarden (4 , 2.43) . 

. (+ ) + Verder geldt voor de omgeving U x0 van x0 

+ + + + + min F(x,>..) = max f(x) = f(x
0 ) = h (>. 0 ) 

+ -+ A x 
(4. 2.46) 

waarbij F geminimaliseerd en f gemaximaliseerd wordt onder (4 .2e38) 
resp, (4 , 2. 39). 

2) Er geldt (4 , 2 , 44) : 

en verder 

+ -+ + max F(x.A) = h(>.), 
+ 
x 
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-+ -+ -+ -+ = min max F ( x, >. ) , >. E U 0 ( AO ) 
-+ -+ 
>. x 

Men zegt f(~0 ) is een oplossing van min-max probleem. 

) • -+ ( -+ ) -+"' , (-+ -+) • ~ 3 Daar bij elke >. E U0 >.
0 

een punt x bestaat zo dat F x 1 >. in x een 
relatief maximum met betrekking tot ~ hee~, geldt in een omgeving van 
-+ • 
x0 in de En 

F(;,t) hee~ dus een zadelpunt in (~0 ,!0 ), waarbij in dit geval sprake 
is van een ontaarde vorm van een zadelpunt . 
Zoals men weet luidt de definitie van een zadelpunt voor de :f'unctie F(~ 1!) : 

( -+ -+) • (-+ -+ ) Men zegt dat de functie F x,>. een zadelpunt in x01 A
0 

hee~, als er 
' -+ I-+ -+ I -+ I -+ -+ I een E > 0 bestaat zo dat voor alle x, x - x

0 < E en alle >., >. - AO 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ F(x,A

0
) ~ F(x

0
, >-

0
) ~ F(x09 >-). (4.2 047) 

Opgave o Beschouw als speciaal geval van (4 .2,39) het L. P. - probleem 
-+-+ max z = ex 

onder 

-+ -+ Ax = b, A mxn-matrix 

Toon aan dat (in overeenstemming met L: Pa, §5) het duale probleem gege­
ven wordt door: 

min 

onder 

-+ -+ , A'>. = c 

< Et 

Aan het eind van deze paragraaf merken we tenslotte op dat de multipli­
catorenmethode van Lagrange ons niet in staat stelt het LcP. -probleem op 
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++ te lessen. Stel het L. P. -probleem luidt ~ max (of min) z = ex ender 
-+ -+-+-+ .• • Ax= b 1 x~0 waarbl.J A een mxn-matrix is (m < n) met r(A) = m. De me-

thode van Lagrange vertelt ons wel dat in het algemeen een optimale op­
lossing alleen in een hoekpunt van de convexe verzameling van toegelaten 
oplossingen aangenomen wordt• rnaar Lagrange's methode levert geen pro­
cedure op om op een handige wijze, zoals de Simplexmethode doet, de 
hoekpunten af te tasten . We tonen dit niet aan (zie bvc Go Hadley, 
Nonlineair and Dynamic Programming, blz . 81, 82) . 

§3 . Convexe en concave functies 

Def. 4. 3 . 1. De functie f(;} heet convex over een convexe verzameling X 
in de E 

n 
-+ + als voor elk tweet al punten x1 ,x2 

e X en voor alle At 0 ~ A ~ 1, 

[
-+ -+] + + f AX2 + (1 - A)X1 ~ Af(x2) + (1 - A)f(x,) (4.3 . 1) 

-+ + Geldt in (4 . 3 . 1) het < teken voor elk tweetal punten x 11x2 ~ x. x1 # x
2 

en voor alle A1 0 <. A < 1 • dan heet f(~) sterk convex . 

Def. 4 . 3 ,2 . De functie f(;) heet concaaf over een convexe verzameling X 
+ -+ in de E 

n 
als voor elk tweetal punten x

1,x
2 e X en voor alle At 0 ~A~ 

[
+ +] -+ -+ f AX2 + (1 - A)x 1 ~ Af(x2 ) + (1 - A)f(x1) (4 . 3c2 ) 

Analoog als in def . 4 . 3 .1 definieert men het begrip sterk concaaf. 

Q:e_merkingen . Intuitief, het oppervlak z = f(;) is convex als het lijn­
segment tussen elk tweetal punten (~1.z1)• (~2 .z2) op het oppervlak bo­
ven of op het oppervlak ligt . Het lijnsegment ligt ender of op het opper­
vlak als z = f(~) concaaf is . 

We definieren convexiteit en concaviteit alleen m. b . t . convexe verzame­
lingen X in de E • opdat A~2 + ( 1 - A)~ 1 € X voor 0 < A ~ 1 • als 
-+ ....,.. n -
x

1
,x

2 
€ X. 

De convexe verzameling X, die voor ons van belang is, zal vaak de E zijn 
n 

of het niet-negatieve orthant , 
-+ -+ Als f(x) convex op X i s , dan is -f(x) concaaf op X en omgekeerd. 
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-+-+ n n 
DefG 4o3c3 . Een kwadratische vorm x'Ax = l l a .. x .x. heet positief 

i=1 j=1 l.J l. J 
-+ .... -+ .... .... definiet als x'Ax > 0 voor elke x. x F o • 

........ •• • • • -+-+ .... -+ .... x'Ax heet nositief semidefiniet als x'Ax ~ 0 voor elke x en een x ~ 0 
-+ -+ bestaat waarvoor x'Ax = Oo 

-+ -+ Def. 4c3c4c Een kwadratische vorm x'Ax = 
n n 
l l a . . x.x. heet negatief 

i=1 j=1 lJ l J 

-+-+ x-+-~-+- -+--+ -+ definiet als x'Ax < 0 voor elke r Oo Als x'Ax ~ 0 voor elke x en een 
-+ -+ -+ -+ x # 0 bestaat waarvoor x'Ax = 0 dan heet de kwadratische vorm negatief 
semidefiniet . 

0pmerking o We mogen zonder beperking veronderstellen dat de matrix A 
symmetrisch is . Als A niet symmetrisch is, definieer dan a·· + a· · 
b . . =b .. = · :'l ~ 'l~ • alle i,j , B = ((b . . )) is symmetrisch en 
-+-lJ-+- ~ l .... . . lJ 
x'Ax = x'Bx . 

Stelling 4. 3.1 , Een positief semidefiniete kwadratische vorrn is een con­
vexe functie over de E o Als de kwadratische vorm positief definiet is n 
dan is het zelfs een sterk convexe functie over de E , 

n 
Een negatief semidefiniete kwadratische vorm is een concave functie over 
de E o Een negatief definiete vorm is sterk concaaf over de E • n n 

Bewijs : We bewijzen alleen de bewering dat een positief semidefiniete 
kwadratische vorm convex over de E is , De overige beweringen bewijst n 
men analooge 

Beschouw twee 
-+ -+ 
x0 = >.x2 + ( 1 

-+- .... 
willekeurige punten x1,x

2 
E E

0 
en een >., 0 ~ >. ~ 

-+ 
- >.)x

1
, dan 

1c Als 

[
-+ -+ -+ J x 

1 
+ A ( x

2 
- x 

1 
) = 

.... , -+ -+ -+ -+ 2-+- -+ Er geldt x Ax~ 0 voor alle x, dus voor 0 ~A~ 1, >.x'Ax ~ >. x'Ax , 
Waaruit volgt : 
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-+ -+ Dus een positief semidefiniete vorm is convex c Bedenken we dat -x ' Ax 

negatief semidefiniet is als ~'~ positief semidefiniet is, dan zien we 

direct dat een negatief semidefiniete vonn concaaf over de E is c 
n 

-+ 
Stelling 4.3 o2o Stel dat de functies f.(x) 1 J = 11 c o e 1 k 1 convex (con­

J 
caaf) over een convexe verzameling X in de E zijn , Dan is de functie n 

-+ 
f(x) = 

k 

l 
j=1 

-+ 
f. (x) 

J 

ook convex (concaaf) over x. 

Bewijs : Zelf. 

-+ 
Stelling 4o3o3c Als f(x) convex of concaaf over een convexe verzameling X 

-+ -+ 
in de En is en f(x) is begrensd op x. dan is f(x) continu in elk inwen-

dig punt van Xo 

-+ -+ • • 
Bewijs ~ Stel f(x) convex over Xo Laat x

0 
een inwendig punt van X zijn 1 

dan moeten we bewijzen dat bij elke £ > 0 een o > 0 bestaat zo dat 

lr(~ + h) - f(~) I ~ £ als lh"I .:;, Oe 

Laat u0 > 0 1 zo dat {~ I~ - ~0 1 ~ u
0

l c x. 
Zij £ > 0 1 willekeurig. 

Kies allereerst lh"I ~ u0 • Daar f(~) convex is, geldt 

-+ -+ -+ -+ 
f(-+) < f(x + h) + f(x - h) 

x - 2 2 

of -+ -+ -+ -+ -+ -+ f(x) - f(x - h) < f(x + h) - f(x) -
Als n = [

1 
:11 • d , w, z • n is het groot ate gehe le get al kle in er dan of 

gelijk aan -+O , dan is n ~ 1 en verder ~ + (v + 1)h E X voor 
lhl 

v = o, ., , , n - 1. 
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Door herhaald toepassen van (4 , 3,3) leidt men af dat voor v = o ••• , , n - 1 
geldt 

-+ -+ -+ -+ f(x - vh) - f(x - (v + 1)h) 
..... ..... ..... 

< f(x + h) - f(x) < - -
f(; + ( v + 1 )h) - f (;: + vh) 

Tellen we de ongelijkheden (4 . 3.4) voor v = 0 tot en met v = n - 1 op, 
dan vinden we 

..... -+ -+ 
f(x) - f(x - nh) 

< .. n 
-+ -+ -+ 

f(x + h) - f(x) 
..... -+ ->-

< f(x + nh) - f(x) - n 

Qndat f(~) begrensd op X is• bestaat een C > 0 met If(~) I ~ C, alle ; €: Xo 

Uit (4 . 3, 5) volgt nu 

Daar n 

lr(~ +it) - r(~)I ~ ~ 

µO 2C 2C 
< - en - < £ als n > - • geldt: • lhl n - - £ 

£µ0 
lr(~ + h) - f(~)I ~ £ als !hi ~ o = min (µo•2C'") 

Vervolgens bewijzen we de belangrijke stelling: 

Stelling 4.3.4 . Als f(~) € C 1 over het inwendige van een convexe verza­
meling X in de E en f(~) is convex over X, dan n 

(4.3.6) 

..... • • -+ voor elk punt x2 E X, en elk inwendig punt x1 e X. 
-+ 

Als f(x) concaaf is, dan wordt (4 . 3.6) : 

( ~2 - ~1) I I V'f(~1) ~ f(~2) - f(~1) 

-+ Bewijs: We beschouwen alleen het geval f(x) convex over x. analoog be-
-+ schouwt men het geval dat f(x) concaaf is, 

Daar f(~) convex is. gel dt voor alle Ae 0 < A~ 
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[ + +] [+ + + ] f >vc
2 

+ ( 1 - A) x 
1 

= f x 
1 

+ A ( x
2 

- x 
1 

) 

of 

Uit stelling 4o1o5a volgt : 

r;+" (+ + \] .J.. - (+ ) t {+ t \I fLX1 + A x2 - ~1' ":" f x1 I A x2 ... , 1' 

o < e < - -
(4 . 3 . 9) wordt dus 

Laat nu A + 0 gaan en bedenk dat de eerste partiele afgeleiden van f 
continu zijn. dan ziet men 

0pmerking o Als f een functie van een variabele is, dan is (4.3 . 10) t e 
· schrij ven als 

f(x
2

) - f(x
1

) 
f 1 (x ) < -

1 x
1 

< x
2 1 ""' x

2 
... x

1 

Intuit ief 1 de helling van de raaklijn in x
1 

is minder dan of gelijk aan 
de helling van de lijn door de punten [x

1 
.r(x

1 
)] en [x2 1f(x

2 
)] • 

z=f(x) 

t 

f(x
2 

)-f(x
1) 

r cc .=-----

+ x 

r . c . = richtingscoefficient 
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Stelling 4o3o5c Als de functie f(;) convex is over het niet-negatieve 
orthant van de E • dan is de verzameling van punten 

-+ -+ n-+-+ V = {x I f(x) ~ b, x ~ O} convex 1 als V niet leeg is ! 
Is f(~) concaaf over het niet-negatieve orthant dan is 

-+ I -+ -+ -+ • • W = {x f(x) ~ b, x ~ O} concaaf1 als W niet leeg is o 

Bewijs: We bewijzen alleen het eerste deel van de stelling ~ 

Als v uit een punt bestaat. dan is v per definitie convex, Laat nu 
-+ -+ -+ -+ -+ x

1 
,x

2 
E V dan moeten we bewijzen dat x

0 
= >.x

2 
+ ( 1 - >.)x

1 
E V voor alle 

>., 0 ~ >. 

Triviaal 

f(~) is 

~ 10 
-+ -+ -+ x

0 
~ Oo Nu nog aantonen f(x

0
) ~b. 

convex, dus 

-+ [-+ -+] -+ -+ f(x0 ) = f >-x2 + (1 - >.)x1 ~ >.r(x2 ) + (1 - >.)r(x1) 

-+ -+ Er geldt f(x1) ~ b 1 f(x2 ) ~ b 1 verder 0 ~ >. ~ 11 dus 
f(~2 ) ~ >.b, (1 - >.)f(;1) ~ (1 - >.)b• waaruit volgt : 

f(~0 ) ~ >.b + (1 - >.)b = b , 

Dus V is convex. 

Merk op dat {~ I f(~) = -+ 
b, x ~ O} in het algemeen niet convex is als 

-+ 
f(x) convex is . 

Daar de doorsnee van eindig veel convexe verzamelingen weer convex is, 
geldt : 

Stelling 4c3c6c Laat W = {~ I fi (~) ~ bi' i = 1,. • 09 m1; fi ( ~ ) ~ bi 1 

i = m + 11 e c , 1 m; ~ ~ O} niet leeg zijn. W is convex als f. (~) 1 1 1 
m11 convex is over het niet-negatieve orthant van de En en i: 1t eH t 

-+ 
fi(x), i = m1 + 11 ooe 1 m, concaaf is over het niet -negatieve 
van de E o 

n 

orthant 

Stelling 4 o 3 o 7 ~ Laat f(~) een convexe functie over het niet-negatieve 
orthant van de E zijn. Stel f(~) E c1

o Laat been constante zijn . Dan n 
is het raakvlak aan het (n-1)-dimensionale oppervlak f (~) =bin een 

-+ -+ -+ punt x0 ~ O, dat voldoet aan f(x0 ) = b een draaghypervlak van de con-
• {-+ I (-+) -+ -+} • -+ vexe verzameling K = x f x ~ b 1 x ~ 0 in x0• 
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-+ -+ • -+ -+ Als f(x) concaaf is. dan is het raakvlak aan f(x) = b in x0 ~ 0 met 
-+ 

f(x
0

) = b een draaghypervlak van de convexe verzameling 
-+ -+ -+ -+ -+ 

K = {x I f(x) ~ b, x ~ O} in x0 o 

Bewijs ~ Zie LcPo blz o 59 voor definitie van draaghypervlako Uit de 
• • -+ analytische meetkunde is bekend dat het raakvlak in x0 aan het opper-

-+ 
vlak: f(x) = b gegeven wordt door: 

-+ 
X I 

0 

-+ (-+ ) -+ -+ -+ • We moeten nu aantonen dat w' c Vf x0 ~ x0
1 Vf(x0 ) als w een wille-

keurig punt uit K is o Dit volgt direct uit stelling 4. 3o4o Neem in 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ (4 . 3 . 6) w = x

2 
en x

0 
= x

1 
en bedenk f(w) ~ b. f(x

0
) = b, dan vindt men 

-+ -+ -+ 
(w .- x0 ) 1 o Vf(x0 ) ~ 0 

of -+, -+ ) -+ (-+ ) w 0 Vf(x0 ~ x0
1 

o Vf x0 • 

Extrema. van convexe en concave functies 

De extrema van convexe en concave functies bezitten een aantal prettige 
eigenschappen• die ons van pas komen in de theorie van de niet-lineaire 
programmering . 

Stelling 4o3c8o Laat f(~) een convexe functie over een gesloten con­
vexe verzameling X in de E zijn. n 
Dan geldt : 

1) Elk relatief minimum van f(~) op X is tevens het absolute minimum 
-+ van f(x) op Xe 

2) De verzameling van punten waar f(~) op X het absolute minimum aan­
neemt is convex . 

3) Als f(~) sterk convex op X is. dan is het punt waar f(~) het absolu­
te minimum op X aanneemt uniek. 

-+ 1 -+ 4) Als f(x) € C voor elk punt van x. dan neemt f(x) het absolute mini-
• • -+ (-+) -+ mum op X aan in ieder punt x

0 
dat voldoet aan Vf x = o. 

Bewijs : 

1) Laat f(~) een relatief minimum op X voor ~O aannemen . 
het absolute minimum op X niet aanneemt in ~O maar in 

-+ Stel dat f(x) 
-+* 
x • dus 
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~ -+ 1-1 f(x ) < f(x0 ) . Neem aan x eindig. 
[!.1s f(;) het absolute minimum op X aanneemt in de limiet als l;I -+ ~, 
dan verloopt het bewijs analoog. Kiest men N voldoende groot. dan 
bestaat er een punt ~met N ~ l~I < ~ zo dat f(;-') < f(;0) .] 
We leiden nu een tegenspraak af• door aan t e tonen dat elke omgeving 

-+ -+ -+ -+ -+ van x
0 

een punt x bevat met f(x) < f(x0 ) o Tegenspraak• omdat f(x) een 
relatief minimum in ; 0 bezit. f(;) is convex. dus voor alle At 
0 ~A~ 1, 

(4 . 3 . 12) 

(4. 3 . 13) 

is voldoende aan te tonen dat elke £-omgeving 
-+ Het van x0 , met 

I~ - ;0 1 -+ 
r(;) < r(~0 ). e: < een punt x bevat met 

e: -+ -+X 
A);0 in Als 0 < A < < 1 dan ligt x=Ax: +(1- de e:-omge-I'..... ..... I X - x0 

ving 
-+ • ( 4 • 3 • 13 ) volgt van x0 ~ en uit 

-+ -+ Tegenspraak, waarmee aangetoond dat f(x) in x0 het absolute minimum 
op X aanneemt . 

2) Triviaal, als het absolute minimum in precies een punt aangenomen 
wordt . Stel dat het absolute minimum van f(~) op X in twee verschil-

-+ -+ lende punten x
1

, . x2 aangenomen wordt. 
-+ 

Nu neemt f(x) het absolute minimum op X aan in elk punt 
-+ -+ -+ 
x =AX + (1 - A)x

1
, 0 ~A~ 1. 

2-+ -+ -+ 
Immers f(x) is convex en f(x

1
) = f(x2 ), dus 

Daar f(~) niet kleiner dan f(~2 ) kan zijn, geldt f(~) = f(~2 ) = f(~1 ) . 
Dus de verzameling van punten waar f(~) het absolute minimum op X 
aanneemt, is convex , 

Gevolgen g a) Als het absolute minimum in twee verschillende punten 
aangenomen wordt, dan wordt het in oneindig veel punten aangenomen , 
b) Er kunnen niet twee (of meer) verschillende punten zijn waar f(~) 
een sterk relatief minimum (tevens absoluut minimum) aanneemt. Immers 
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in elk punt van de verbindingslijn van de twee punten zou f(;) de­
zelfde waarde aannemen , Tegenspraak met de definit ie van sterk mini-
mum. 

-+ -+ 3) f(x) sterk convex op X. Stel dat f(x) het absolute minimum op X aan-
-+ -+ neemt in twee xersc~illende punten x , , x2. 

-+ x 1 + x2 Beschouw x
3 

= 2 
Er geldt ~ 

Tegenspraak . 

4) f(;) E c1 voor elk punt van x. Laat voor ~OE X gelden dat Vf(;0 ) 
-+ 

Laat x een willekeurig punt van X zijn. 
-+ -+ Stellen we in (4 . 3 . 6) x2 = x en x

1 
= x

0 
dan zien we : 

-+ -+ o ~ r(x) - f(x0 ) 

dus -+ -+ f(x) ~ f(x0 ) , 
-+ Waarmee aangetoond dat f(x) het absolute minimum op X aanneemt voor 

-+ -+ -+ elke x0 die a.an Vf(x) = 0 voldoet, 
Vervolgens geven we een stelling betreffende de maxima van convexe 
functies . 

Stelling 4. 3. 9 . Laat X een gesloten convexe verzameling zijn, die van 
-+ onder begrensd is , Als het absolute maximum van de convexe functie f(x) 

op X een eindige waarde heeft, dan neemt f(~) het absol ute maximum op X 
aan in een of meer hoekpunten van x. 
Bewijs : Voor definitie hoekpunt, zie definitie 2 . 2 . 23 e 
We tonen eerst aan dat z = f (~) constant op X is als f (~) het absolute 
maximum op X aanneemt in een inwendig punt ~O van Xe Daar ~O inwendig 
punt van X is, bestaat een E-omgeving van ~O die geheel in X bevat is . 

-+ -+ 
Laat x1 ~ x0 een willekeurig punt uit die c-omgeving zijn . Het punt 
-+ -+ -+ . • • (. I-+ -+ I I -+ _.. I) x2 = 2x0 - x1 ligt dan ook in de E-omgeving lI!lll1ers x

2 - x0 = x
1 - x0 -+ -+ 

_.. x1 + x
2 _.. 

en verder x0 = -----2--- < f(x) is convex op X, dus 
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(4 o3c14) 

-+ -> -+ -+ -+ Omdat f(x) het absolute maximum in x0 aanneemt, geldt f(x0 ) = f(x 1) = f(x2 ) o 
-+ -+ -+ We zien dus dat f(x) = f(x0 ) voor elk punt x dat behoort tot een e-om-

geving van ~O' die geheel in X bevat is o Laat ~ een willekeurig punt 
in X zijn, dan moeten we aantonen f(~) = f(~0 ) o Dit is het geval als 
~tot een e-omgeving van ~O behoort, die geheel in X bevat is c Veron­
derstel nu dat ~ niet in zo'n e-omgeving ligt , Kies een e

0 
> 0 zo dat 

de e
0

-omgeving van ; 0 geheel in X bevat is . ~~ ligt niet in deze e -om-

1 ~ .. I o geving, dus x - x0 ~ e0 c 

I 

L _ 
-) 

Y I 

Het lijnsegment 
-+ 

L dat XO en 
-+* 
x verbindt, wordt gegeven door 

-+ -+ ....... -+ 
x = XO + .>-(x - xo) t 0 < A ~ 10 ... 

-+ 
De e-omgeving van x0 bevat een interval van L, geef dit interval aan 

-+ -+ -+ +* met I 0 • Voor 
-+ 

elk punt x E I 0 geldt f(x) = f(x
0

) o Als x ef= I
0 

kies dan 
x

1 
E I

0
; 

Beschouw vervoleens een 

vat het interval I
1 

van 

(~ -+ 
- x ) 0 (4. 3o15 ) 

• -+ -+ e0- omeevine van x1, Deze e0- omgeving van x
1 

be-
-+ 

Le Als x een willekeurig punt van I
1 

is, dan 
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geldt (ga nan ~ 

-+ -+ 
x = x, + 

Men kan (4 . 3. 16) ook schrijven als 

-+ 
Het punt u

1 

(4.3 . 17) 

-+ 
f (x), 

-+* I 1 o Als x E. 
-+ 
x

2 
E: r

1
, 

-+ De E
0

-omgeving van x
2 

bevat het interval r
2 

van L, 
Analoog als boven toont men aan f(~) = f(~0 ), alle ~ ~ r

2
• Als ~ € r

2
, 

dan zijn we klaar . Als ~~ r
2

, dan zetten we gevolgde precede voort . 
Na een eindig aantal stappen (bvc in te zien met de overdekkingsst elling 
van Heine-Borel) vinden we een punt ~ , waarbij geldt ~ E I o Dan is 

-+* -+ n n 
aangetoond f(x ) = f(x0 ), dus f(x) constant op x. 
x is van onder begrensd, dus x bezit minstens een hoekpunt (stelling 2c2c18) . 
We hebben dus bewezen dat f (~) in tenminste een hoekpunt het absolut e 

. -+ 
maximum op X aanneemt, voor het geval dat f(x) het absolute maximum op X 
in een inwendig punt van X aanneemt . 

Veronderstel nu dat f(~) het absolute maximum op X niet in een inwendig 
• -+ -+ punt van X aanneemt, maar in een randpunt x

0 
van X. Als x

0 
een hoekpunt 

is, dan zijn we klaar. Als ~O niet een hoekpunt is, beschouw dan de door-
-+ snee van X met een draaghypervlak H in x

0
• De doorsnee van X met het 

draaghypervlak H is een gesloten convexe verzameling T
0 

en T
0 

bevat t en­
minste een hoekpunt van X, omdat X van onder begrensd is . Merk op dat TO 
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in een (n-1)-dimensionale ruimte H ligt , Beschouw T0 nu als een verza­
meling in een ruimte van dimensie n-1 ~ Als ~O een inwendig punt van T0 
is met betrekking tot de (n-1)-dimensionale ruimte, dan weten we op 
grond van voorgaande dat f(~) = f(~0 ) op T0 • T0 bevat tenminste een 
hoekpunt van x. dus f(~) neemt het absolute minimum op X aan in ten-. ~~ ~ . minste een hoekpunt . Als x0 een randpunt van T0 is, beschouw dan T

1• de 
doorsnee van T

0 met een draaghypervlak aan T0 in ~0 e Beschouw T
1 

als 
een verzameling in een (n-2)-dimensionale ruimte, enz . 
Tenslotte vinden we dat er een hoekpunt van X is waar f(~) het absolute 
minimum op X aanneemt. 

OJ;;serkingen o 

1) De convexe functie f(~) kan geen sterk relatief maximum op X aanne­
men in een inwendig punt ~O van X. (volgt uit (4 c3o14)) . 

2) We hebben aangetoond dat de convexe functie f(~) het absolute maxi­
mum op x aanneemt in tenminste een hoekpunt van x, maar het kan ge­
beuren dat er tevens hoekpunten zijn waar f(~) relatieve maxima ver­
schillend van het absolute maximum aa.nneemt (zie figuur hieronder) o 
Dit in tegenstelling tot het lineaire programmeringsprobleem• waar 
elk relatief extreem het absolute extreem is van de objectfunctie , 
Dit volgt uit stelling 4. 3. B. 4c3.10 1 1) als men bedenkt dat z = 6 , ~ 
zowel convex als concaaf is e 

3) De stellingen (4 c3 , 8) en (4 . 3. 9) warden intuitief duidelijk als we 
een plaatje van een convexe functie beschouwen , We tekenen een con­
vexe functie van een variabeleo 

rel . 

x 

z=f(x) 
I~ 
I 
1 abs. max . 
I 

x 
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Tenslotte formuleren we de s t elli ngen 4. 308 en 4 .3~ 10 vaoi· he t geval 
dat f(~) concaaf is . 

Stellinta 4. 3o 10 0 Laat X een gesloten convexe verzameling in a.c F. zijn 
+ n en zij f(x) concaaf over X, Dan geldt : 

+ 1) Elk relatief maximum van f(x) op X is tevens bet absolute maximum 
+ van f(x) op X. 

2) De verzameling van punten waar f(~) op X het absolute maximum aan­
neemt is convexo 

3) Als f(~) sterk concaaf is op X, dan is het punt waar f(~ ) het abso­
lute maximum op X aanneemt unieko 

+ 1 + 4) Als f(x) E C voor elk punt van X1 dan neemt f(x) het absolute maxi-
. + (+) + mum op X aan in~ punt x0 dat voldoet aan Vf x = 0, 

5) Als X tevens van onder begrensd is en het absolute minimum van f(~) 
+ op X is eindig, dan neemt f(x) het absolute minimum op X aan in ten-

minste een hoekpunt van x. 

Bewijs : Een maximum (minimum) van f(~) is een minimum (maxi mum ) van 
-f(~) o Als f(~) concaaf is, dan is -f(~) convex, 

Opnerking. De stelling is intuitief duidelijk aan een plaatje van een 
convexe f'unctie . 

z=f(x) 

x x 
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§4. Kuhn- Tucker theorie 

-> -+ 
Als f(x) onder g. (x) = b., 

i i 

+*-
< i < minx een maximum aanneemt, en de 

functies f en g . voldoen aan zekere voorwaarden, dan weten we uit 
i 

stelling 4.2.6.3° dat (~, °t*) een zadelpunt is van de La.grange func t i e 
-++ -+ F(x,A). Stel het probleem luidt: bepaal het absolute maximum van f(x) 

(+) { } . + + . onder gi x .::_· .. ~ ..::_ bi, 1 .::_ i .::_ m, x ~ 0. Wanneer de functies f en gi 

aan bepaalde voorwaarden voldoen, zullen we later zien dat het probleem 

dan equivalent is met het bepalen van een zadelpunt van een Lagrange­

functie. 

Noodzakelijke en voldoende voorwaarden voor een zadelpunt 

We memoreren eerst de definitie van een zadelpunt, die we in §2 gegeven 
-+-+ + -+ 

hebben. Men zegt dat . een functie F(x,A), x een n- component en A een 
+ + 

m- component vektor, een zadelpunt in (x0 ,A0 ) heeft als 

-+ + -+ + + -+ 
F(x,A0 ).::. F(x0 ,A0 ).::. F(x0 , A) (4 . 4 . 1) 

-+ . • voor alle x in een E- omgeving 
-+ -+ . 

van x0 , en alle A in een E- omgeving van 
-+ -+ + 
A0 • Als (4.4 . 1) geldt voor alle x en A dan spreekt men van een globaal 

-+ -+ 
zadelpunt in (x

0
, A

0
) . 

We zullen nu deze definitie uitbreiden voor het geval zekere componen-
-+ -+ 

ten van x en A niet- negatief moeten zijn, andere niet- positief moeten 

zijn, terwijl een derde categori e elke reele waarde aannemen mag . 

Schrijf ~ = f~( l), ~( 2 ), ~( 3 )] en!= rt(l), !(2 ), !(3 )] . 
L: -+( 1) -+ -+( 1) -+ -+(t) -+ +(2) -+ Veronderstel : x > O, A > 0 en x < O, A < 0 terwijl de 

-+(3) -+(3) - .. - -
componenten van x en A elke reele waarde aannemen mogen. 

-+(1) -+ (20 Neem aan dat x s componenten heeft, x 

n-t componenten . Neem verder aan dat !(l) u 
-+( 3 ) v-u componenten en A m-v componenten. 

->( 3) t - s componenten en x 
t(2) componenten heeft, A 

La.at w1 de verzameling van punten ~ zijn zodat de com~onenten van ~ 
aan bovenstaande voor waarden voldoen, laat w2 de verzameling van punten 
-+ . . + 
A ziJn zodat de componenten van A aan de bovenstaande voorwaarden 

voldoen. 
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• ( -+ -+) . -+ Laat tenslotte W de verzameling van pun ten x , >. zi jn met x ~ W 
1 

en 
-+ >. ~ w

2
• 

-+ -+ -+ -+ Def. 4.4.1. Men zegt dat de functie F(x,>.) een zadelpunt heeft in (x
0

, >.
0

) 
-+ -+ -+ -+ voor (x, A.) e W als (x0 , >..0 ) €. H, en er een £ > O bestaat z6 dat (4 . 4. 1) 

-+ • • -+ -+ geldt voor alle x c; w1 in een e- omgeving van x0 en alle >. E:. w2 in een 
• -+ e-omgeving van >.

0
• 

-+ -+ Als (4 .4 .1) geldt voor alle x G w1, alle >. 6. w2 dan spreken we van een 
globaal zadelpunt. 

( -+ -+) • 0pmerking. In deze definitie is F x, >. een willekeurige functie, die 
dus niet een Lagrangefunctie behoeft te zijn. 

Veronderstel F 6 C 
1 

-+ -+ 

-+ -+ -+ -+ Als F(x,>.) een zadelpunt in (x0 ,>.0 ) voor 
(x,>.) €. W heeft, dan vol gt uit de definitie van zadelpunt en stelling 

-+ -+ 4.1.8, dat (x
0

, >.
0

) voldoet aan 

a -+ -+ 
ax. F(x0 , >.0 ) = O, j = t+1, • •• , n 

J 

a -+ -+ ar:- F(x
0

,>.
0

) = o, i = v+1, •.• , m 
i 

-+ daar de com~onenten t +1, • • • , n van x en de componenten v+1, ••. , m 
-+ van >. elke reele waarde aannemen mogen . 

Als we dus F als een functie van een xk , t+1 ~k ~n, beschouwen en 
xj = x~ , j # k, X = X0 stellen dan heeft F in een omgeving van x~ een 
gedaante zoais in figuur 4 . 1 weergegeven. 

A 

'. ) 

\ 
\ 

\ 
\ 

( . 3 ,, :: 
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Als x~ f:. 0 , waarbi j k ~ { 1 , ••• , t} dan geldt : 

= 0 . 

-+ -+ 0 -+ -+ Inuners, stel in F(x,A) de variabelen x. = x . , J f:. k, A = A0 , dan 
0 J J 

geeft dit de f unctie h(xk). Daar xk f:. 0 volgt uit de definitie van 
zadelpunt dater een omgeving van x~ bestaat, waar h(xk) .::_ h(x~). 
Pas nu stelling 4.1.8 op de functie h( xk ) toe . Dit geeft 

Evenzo geldt 

0 
dh(xk) 

= = o. 

als AO f:. O, waarbi j r e. {1 , ••• , v } . r 
-+ -+ aF(x

0
,A

0
) 

We zullen vervolgens nagaan wat van gezegd kan warden als 
axk 

0 , waarbi j k e { 1 , ••• , t} • 

Neem eerst aan k € {1 , ... , s}, dus xk moet niet- negatief ZlJ n . Dan 
geldt 

(4 .4. 2) . 

ClF Bewijs. Stel ~- > 0 in 
axk 

(
-+ -+ ) ClF . . x0 ,AO • Daar Clxk continu is , bestaat een 

£
0 

> 0 z6 dat voor 

ClF 

-+ ->- -+ -+ alle nunten (x, A) in de £0- omgeving van (x0 , A
0

) 

geldt -"- > 0 . 
o Xk 

Kies een £, 0 < £ < £
0

, en beschouw in de £- omgeving punten van de vorm 
-+ -+ -+ (x

0
+hek , A

0
) , h > 0 . Uit de stelling van Taylor voor een functie van een 

variabele volgt: 

Het punt (~0+eh~k ' 1
0

) behoort tot de £- omgeving van (~0 ,10 ) , dus 
a -+ -+ -+ 

axk F(x0+ehek, A0 ) > O, waaruit vol gt 

(4 . 4.3) . 
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-+ -+ -+ -+ 
Dus elke £-omgeving van (x

0
,A

0
) bevat punten (x,A0 )" W waarvoor 

-+ 
(4.4.3) geldt. Tegenspraak met het feit dat een omgeving van x0 

-+ 
bestaat, zodat voor x £ w1 en in die omgeving geldt 

+-+ -+ -+ 
F(x,A

0
) 2.. F(x

0
,A

0
). Dus (4.4.2) moet gelden. 
0 + -+ 

Stellen we x . = x . , j F ken A = AO in Fen beschouwen we F als 
J J 

functie van xk, dan vinden we een soort curve als in f i guur 4 .2 

weergegeven. Uit deze figuur volgt dire~t ~at (4. 4. 2) geldt . 
aF(xo,Ao) o 

Op dezelfde wijze toont men aan dat > 0 als xk = O, 
axk 

waarbij k.e:{s+1, ... ' t}. 

Analoog bewijst men (aan een plaatje direct te zien), als AO = o, 
r 

+ + 
aF(x

0
,A

0
) 

.:.. o, 1 ' aA r = ... ' u 
r 

+ + 
aF(x

0
,A0 ) 

~ o, u+1, aA r = ... ' v. 
r 

dat ~ + + 0 
We hebben in voorgaande aangetoond (xo,Ao) = 0 of x. = o, en ax. J 
aF + + 0 J 
~ (xo,Ao) = 0 of A. = o. 

l 
l 

-> + 
We kunnen nu een stelsel noodzakelijke voorwaarden geven opdat F(x, A) 
. (+ + ) (+ +) . . in x

9
, AO voor x, A G W een zadelpunt heeft, waarbiJ we aannemen 

F 6 C • 

++ 1 
Stelling 4.4 . 1. Stel de functie F(x,A) t!: C . Als 

+ + 
F(x,A) een zadeluunt 

( + + ) (+ + (-); + ) heeft in x
0

, AO voor x, A) ~ W dan moet x
0

, AO voldoen aan: 

j =1, ••. ,s 

j = s+ 1 , ••• , t (4 .2 .4) 

J = t+1, ••• , n . 
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0 o, j 1 ' 
0 

2- o, s+1, t· 0 x. > = ... ' s. x. J = ... ' _ co < x. < co 
J - ' J ' J 

J = t+1, ... ' n (4 . 4 .5 ) 

0 d -+ -+ 
xj ax. F(x0 , t..0 ) = o, J = 1, •.• , n 

J 
(4.4.6) 

d -+ -+ 
aT:- F(xo · "o) ~ o, i = 1 ' ... ' u 

i 

d -+ -+ 
(4 . 4.7) aT:- F(xo'"o) 2. o, i = u+1, ... ' v 

i 

d -+ -+ 
aT:- F(xo'"o) = o, i = v+1, ... ' m. 

i 

1..? ~ o , i = 1 ' ... ' u· >.? .::.. 0' i = u+1, ... ' v · _co < 1..? < co i ' 1. ' i ' 
i = v+1, ... ' m (4. 4 .8) 

0 d -+ -+ 
(4 . 4 . 9) " i aT:- F(xo '"a) = O, i = 1 ' ... ' m. 

1. 

-+ -+ -+ Def. 4.4 . 2. De gradient van F(x , I..) met betrekking tot x beschouwd in 
-+ -+ • (x0 ,t..

0
) is de kolomvector 

-+ -+ -+ Def. 4 . 4 . 3 . De gr adient van F(x,!..) met betrekking tot !.. beschouwd i n 
( -+ -+ ) • x

0
,t..

0 
is de· kolomvector 

Uit deze definities volgt dat we (4 .4. 6) en (4 .4. 9) schri j ven kunnen al s 

O, respectievelijk (4 . 4 .10 ) 

( 4 ~.4. 11 ) 
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We zullen vervolgens een stelsel voldoende voorwaarden geven opdat 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ F(x,>..) een zadelpunt heeft voor (x, >..) 6 Win een punt (x0, t.. 0) , dat 

aan (4 .4. 4) t / m (4 .4.9) voldoet. 

Stelling 4.4 . 2. Laat (~0 ,!0 ) een punt ziJn dat aan (4 . 4. 4) t/m (4 .4.9 ) 
( -+ -+ ) " voldoet. Als een E- omgeving van x0 , t..

0 
bestaat zo dat voor punten 

( -+ -+ ) • x,>..
0 

a W in die omgeving , 

(4 .4.12) 

en voor punten (~0 ,!) ~ W in die omgeving, 

(4 . 4.13) 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ dan heeft F(x,>..) een zadelpunt in (x0 ,t..0 ) voor (x,>..) e W. 
-+ -+ Als (4 .4.12 ) en (4 .4.1 3) gelden voor alle x e:..w

1
, >.. e. w2 dan heeft 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ F(x,>..) een globaal zadelpunt in (x0 , t..0) voor (x , >..) e, w. 
-+ -+ 

Bewijs . Daar (x0,t..0) aan (4 .4.6), oftewel (4.4.10 ) , voldoet geldt 

-+ 
Al s x E. W 1 , dan i s x . > 0 , j = 1 , •.• , s ; x . ~ 0 , j = s + 1 , • • • , t • 

-+ -+J - J 
Verder voldoet (x

0
, t..0) a~n (4 .4.4 ) , dus 

(4". 4 . 14) 

Als (4.4 .1 2) geldt, dan volgt m.b.v. (4 .4.1 4) dat F(~,!0 ) ~ F(~0 ,X0 ) 
-+ • • -+ 

voor x e.w
1 

en in de E- omgeving van x0 • Evenzo toont men aan 

( -+ -+ ) ( -+ -+ ) -+ • • -+ F x0 , t..0 ~F x0 , >.. voor >.. 4: W2 en in de E- omgeving va n t..
0

• Dus 
-+-+) -+ -+) -+-+ -+ • F(x,>..0 ~ F(x0 ,t..0 ~ F(x0 , >.. ) voor alle x e w1 en in een £- omgeving 

-+ -+ • • -+ van x0 en al le >.. 4iii w
2 

en in een £- omgeving van t..
0

• 

Waarmee aangetoond is dat F een zadelpunt heeft in (~0 ,!0 ) voor 

(~,!) e. W. Het i s duidelijk dat het een globaal zadelpunt is als 
-+ -+ ( 4. 4. 12) en ( 4. 4. 13) gelden voor alle x €. W 1 en alle >.. ~ w2• 
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Op het eerste gezicht doen de voorwaarden (4.4.12) en (4.4 . 13) enigszins 

geforceerd aan. We zullen laten zien dat deze voorwaarden tevoorschijn 

komen als F bepaalde convexe en concave kenmerken bezit. 

Stelling 4.4.3. La.at 

(4.4.9) voldoet. Als 

-+ -+ (x0 ,A
0

) een punt zijn dat aan (4.4 .4) t/m 

(
-+ -+ ) • • -+ -+ F x~ AO een concave functie is van x voor x e. w1 

-+ -+-+ • -+ 
en in een E- omgeving van x0 en F(x0 , A) een convexe functie van A voor 
-+ • -+ (-+ -+) A £ w

2 
en in een E- omgeving van AO ' dan heeft F x, A een zadelpunt in 

+ -+ + -+ 
(x

0
,A

0
) voor (x,A) e. W. 

Het is een globaal zadelpunt als F(~,! ) een concave functie van ~ is 
+ + + 0 . -+ • 

voor alle x ew
1 

en F(x
0

, A) een convexe functie van A is voor alle 
-+ 
A 6 w

2
• 

Bewijs. Uit stelling 4.3.4 volgt dat (4.4.12) en (4.4.13) gelden. 

Pas dan stelling 4.4.2 toe. 

Stelling van Kuhn-Tucker 

Beschouw het probleem max z = f(~) onder g.(~){ < = >} b ., i = 1, ••• , m, 
-+ ·-+ i - - i 

x .::. 0 • Zij v = {~ I gi (~) { 2.. = .::.} bi' 1 2.. i 2.. m; ~ .::. o} , Wanneer de 

verzameling V aan bepaalde regelmatigheidseisen voldoet kan men noodzakelijke 

voorwaarden afleiden, opdat f(~) in ~ een absoluut maximum op V aanneemt. 

We zullen geen wiskundig strenge afleiding van de noodzakelijke voorwaarden 

geven. Onze afleiding is een andere dan die gegeven door Kuhn en Tucker . 

Stelling 4.4 .4. Beschouw het niet-lineaire programmeringsprobleem 

-+ 
g . {x) 

i 

+ 
g. (x) i 

+ 
g . (x) i 

-+ 
max z = f(x) 

onder 

< b.' i = 1 ' ... ' - i u 

> b.' i = u+1, ... ' - i 

= b . ' i = v+1, ... ) i 

-+ -+ 
x > o. 

v (4 . 4.1 5) 

m 
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1 1 Veronderstel f e. C , g. e C l. l. = 1 ' ... ' m, over het niet-negatieve 

orthant. 

{ +x I + + Zij V = g. (x) < b. , 1 _< i _< u; g. (x) > b. , u+ 1 < i _< v; l. -1 l. -1 -
+ + +} ' g. (x) = b. , v+ 1 < i < m; x > 0 • l. l. - - - +*-

Stel dat f(~) het absolute maximum op V in x aanneemt. Als de verzame-

ling V aan bepaalde regelmatigheidseisen voldoet, dan bestaat er een 
+* 

vektor >. met 
,* 0 . . A. > ,l.=1, l. -

z6 dat 

* ••• , u ; A. < O, 1 = l. - 1+u, 

+* +* +* 
V+ F(x ,>. ) = Vf(x ) -

x 

m 

l 
i=1 

... ' V ; _ oo < * >. . < oo, 
l. 

l. = v+1, ••• , m, 

* +* + >.. Vg. (x ) < 0 l. l. (4. 4 .16) 

+* 
X I 

+*- +* 
• V+ F (x , >. ) x 

n * ~a f (7) 
= .l

1 
xJ. ax. 

ag. (7)] * l. >.. a = 0 l. x . 
J = J J 

(4.4.17) 

m 
t*1 -+* -+*-

l * [b. - g. (7)] (4.4.18) . Vt F(x ,>. ) = >... = 0 
i=1 l. l. l. 

m 
waarbij F(~,!) + 

l [bi g.(~)]. = f(x) + A. . 
i=1 

l. l. 

Verder geldt dat het punt [7,t'*1 aan de noodzakelijke voorwaarden 
+ + 

voldo~t opdat de Lagrangefunctie F (x , >.) een zadelpunt hee~ in 

[7,tj voor ; ~ o, X e: w
2

• 

Bewijs. Door l.nvoeren van verschilvariabelen brengen we probleem (4 .4.1 5) 

in de equivalente vorm: 

+ max z = f (x) 

onder 

g.(;) + x . = b.' i = 1' ••• , u l. Sl. l. (4.4.19 ) 
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-+ 
g . (x) x si = b.' i = u+1, ... ' v 

i i 

-+ 
g. (x) = b. ' i = v+1, ... , m 

l l 

L~,~ J -+ 
> o. 

s -

(
-+) • • -+* -+*-f x neemt het absolute maximum op V in x aan. Het punt x bepaalt 

d.m.v. (4.4.19) ~.We voeren de volgende indicesverza.melingen in*) : 
s 

J is de deelverza.meling van de indices j , j = 1, ••• , n, die de indi ces 
. * J bevat waarvoor x . > O. 

A J *" 
J is de deelverzameling die de indices j bevat waarvoor x. = O. 

J 
I is de deel verzameling van de indices :· i = 1 , · · • •, v, die de i ndices 

i bevat waarvoor voorwaarde i uit (4.4.15) actief (d.w.z, = teken 

geldt) in 7 i s. 
A 

I is de deelverzameling die de indices i bevat waarvoor voorwaarde i 

inactief (d.w.z. = teken geldt niet) in 7 i s . 

We hebben in §2,blz.230 gezien hoe we probleem (4.4.1 9) oplossen , dus 
-+*- -+ • 

hoe we het punt x bepalen waar f (x) het absolute maximum op V aanneemt. 

We vinden [~,~:} bij het oplossen van een bepaal d probleem ui t een 

bepaalde ~ stap. Veronderst el dat r (G) = r (Gf ) = m in i;*",~, waarbi j G 
* * s alleen kolommen bevat behorende bi j uositieve x., x .• Dus we kunnen 

* - J si 
AO = 1 s t ellen in de Lagrangefunctie behorende bij het betreffende 

probleem uit de betreffende stap . Uit stelling 4. 2 .4 en hetgeen we 

gezegd hebben op blz. 230 t/m 232 volgt dat er m Lagrangemultiplicat or en 
* ,,. A. bestaan, zo dat 
i 

-+* 
ar(x ) 

dX . 
J 

m 
l 

i=1 

-+* ag . (x ) 
* i A. a 
l x. 

J 

* A = O, j ~ J ; A. = O, i C. I. 
i 

We zullen nu nagaan wat van het teken van 

m 

l 
i=1 

-+* ag . (x ) 
* i 

A. a ' l x. 
J 

A 

j ES. J 

te zeggen valt. 

(4 . 4 . 20) 

(4.4 . 21) 

*) Merk op dat onder de indicesverzamelingen lege voor kunnen komen . 
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+ + 
Orn het teken van (4,4.21) te onderzoeken veranderen we x > 0 i n een 

stelsel van n gelijkheden door opnieuw verschilvariabelen in t e voeren. 

Als we een verschilvariabele x . toevoegen dan gaat x. > 0 over in 
s,v+J J 

x . - x . 
+J + s ,v+J 

= O, j = 1, ••• , n . In probleem (4 , 4.t9) ver vangen we 

x > 0 door de n gelijkheden x. - x . = O. We verkrijgen dan een s ,v+J J 
probleem met m+n gelijkheden als voorwaarden en 2n+v variabelen. De 

verschilvariabelen x ., x . moeten niet-negatief zijn, maar de 
+ si s,V+J 

componenten van x mogen nu elke reele waarde aannemen. Als r (G) = 
= rtGf) = m in ~'~ voor het oorspronkelijke systeem van m gelijk-

s r* +*- ->* 
heden, dan is r(G) = r(Gf) = m+n in LX ,x ,x l voor het syst eem van s s,v 
de m+n gelijkheden. Lossen we nu het probleem met de m+n voorwaarden 

en de 2n+v variabelen op zoals we probleem (4.4 .19 ) oplosten, dan 

* vinden we dater m+n Lagrangemultiplicator en A., i = 1, • •• , m+n, 
i 

bestaan, z6 dat 

+*-
+*- m ag . (x ) ar(x ) I A* i * (j 1 , ••. ,n ) A . = 0 = dX. i dx. m+J 

J i=1 J 

* .... * (zie 4 . 2 . 3 1). A. = 0' it I, A . = o, j 6 J i m+J 

Daar * A 
m+j = O, J ~ J, vinden we opnieuw ( 4. 4 . 20 ). 

Beschouw nu eens: 

m 
+*-ag. (x ) ar(~) 

ax. I * i 
A. a i x . 

A*. = O, j 6 J. 
m+J 

(4 . 4 . 22) 
J i=1 J 

Wanneer bepaalde voorwaarden, waarop we niet nader ingaan, vervuld zijn, 

dan geldt 

* dZ 
3b . 

i 

* = A. 
i 

i = 1 , ••• , m+n. 

We zullen aannemen dat de ze afgeleiden bestaan. 

(4 . 4 .23) 

Beschouw de voorwaarden x. > b ., waarbij voor ons probleem (4 . 4 .1 5) 
J - m+J * 

b . = o. 
m+J 

Laat nu eens b . van nul negatief warden . De waarde van z 
m+J 

neemt dan toe of blijft hetzelfde. I mmers vervangt men in pr obleem 
+ 

(4 ,4.1 5) x. > 0 door x . > b . , waarbij b . < O, dan voldoet elke x E. V 
J - J m+,1 m+J 

zeker aan de ·zo verkregen nieuwe voorwaarden. 
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* az * Bijgevolg .::_ 0 , oftewel A . < 0. 
8b . m+J 

m+J 

Uit (4 . 4.22) volgt dan: 

+*-
8f(x ) 
ax. 

J 

m 

I 
i=1 

->* 
ag . (x ) 

* 1. A. a .::_O,JE: J . 
1. x . 

J 

(4 . 4 . 24) 

Analoog bepalen we het teken van A~ ( i = 1 , • •• , m) • La ten we b. , voor 
~ 1. 

i = 1, • •• , u , toenemen, dan kan z alleen toenemen of hetzelfde blijven . 
* * az . . 

Dus Ai = ab . .::_ O, i = 1, ••. , u . Laten we bi afnemen, voor i*= u+1, • •• , v 
* 1. • • * az 0 dan kan z alleen toenemen of hetzelfde bliJven, dus Ai = ab . .::_ , 

1. = u+1, ••• , v . Voor i = v+1, •• • , m kan A~ elk teken aanneffien . 
1. 

Vatten we de gevonden resultaten samen dan komen we tot de hoodzakeli j ke 

voorwaarden vermeld in de stelling . 
++ ->- m r +J + +*-Zij F(x,A) = f(x) + l A. b. - g.(x) • Als f(x) in x het absol ute 

i +1 1. 1. 1. 

maximum op V aanneemt, waarbij aan zekere voorwaarden voldaan moet zijn, 
+* 

dan bestaat een vektor A met 

* A. < O,i. = 1, •• • , u; 
1. -

z6 dat 

---­'\/+ F(x , >. ) 
x 

* l. .>O, i= u+1, 
1. -

•.. ' v; - 00 < 

m 
= vf(7) - I 

i=1 

i = v+1, ••• , m, 

* --A. 'i/g . (x ) 
1. 1. 

+ 
< 0 . 

* A. < co , 
1. 

(4 . 4 . 25) 

(4 . 4 . 26) 

Dit volgt uit (4 .4 . 20) en (4 . 4 . 24 ) . Hierbij zijn de componenten j -- --met j e J van 'i/+ F(x , A ) gelijk a an nul. 
* x .... 

Bedenke men x. = 0 voor J E. J , dan ziet men dat tevens gel den moet 
J 

+*-
x I • 

~-+* 

'i/+ F(x , >. ) = 
x 

n 
\ 
l 

j =1 

~ 

x~ {ar(x ) _ 
J ax. 

J 

m 

I 
i=1 

+*-
ag. (x ) 

* 1. } >. . a = O. 
1. x . 

J 

(4 . 4 . 27) 

* Verder weten we uit (4.4 . 20) dat A. = 0 voor i c I. Voor i 6 I geldt 
1. 

per definitie g. (7) = b . . Dus [7,tj moet tevens voldoen aan : 
1. 1. 



m 
-->* +*- +*-
A ' • 'ii):_ F(x ,.\ ) = I .\°7 (b. - g . (7)] = 0 . 

i i i (4 .4. 28) 
i =1 

a --+*- +*-
wanneer men (4.4.25) t/m (4 .4 . 28) gecombineerd met ar:- F(x ,.\ ) = 

i 

=b . - g.(7) met (4.4.4) t/m (4.4 .9 ) vergelijkt dan ziet men dat 
i i . 

[7,X*] aan de noodzakelijke voorwaarden voldoet opdat F(~,t) een 

zadelpunt heeft in rx, rJ. voor ~ .::. 0 en t ~ w2 . 

-+ 
Het is vrij eenvoudig om voldoende voorwaarden aan te geven opdat f(x) 

. • +*-
een absoluut maximum in x op V aanneemt. 

Stelling 4.4.5. We beschouwen het niet-lineaire programmeringaprobleem 
1 1 

(4.4 .15 ) . Laat f ~ c ~ en g. 6 C , 1 ~ i ~ m, over het niet-negatieve 
-+* i 

orthant . Laat x een punt van V zijn. 

Als een vektor "t*bestaat z6 dat l7,rj aan (4.4.25) t/m (4 . 4 . 28) 
-+ 

voldoen, en als f(x) concaaf is over het niet-negatieve orthant , t er-
+ * -+ • * wijl g.(x) convex is als .\ . > 0 en g.(x) concaaf is als .\ . < O, 

i ~ i . i 
i = 1, •• • , m dan neemt f(x) het absolute maximum op V in 7 aan . 

-+ -+ 
Bewijs . Bedenke men dat -h(x) concaaf is als h(x ) convex is, en 

omgekeerd dan ziet men direct in dat uit de gegevens van de stel ling 

volgt, dat 

-+ +*-
F ( x, .\ ) = -+ 

f(x) + 
m 
I 

i=1 
.\°7 [b. 

i i 
(4 . 4 . 29) 

-+ . -+ -+ 
een concave functie van x is voor alle x > O. 

F(7,t) is een lineaire functie van t en is dus convex voor alle t . 

Daar [7,tj aan (4.4.25 ) t/m (4 . 4 . 28) voldoet volgt ui t s telling 
-+ -+ r-*M -+ ->-

(4.4 . 3 ) dat F(x,.\) een globaal zadelpunt in LX , .\ J heeft voor x .::_ O, 
-+ 
.\ 6 w

2
, Dus: 

-+ +*- -+* +*- +*- -+ 
F(x ,.\ ) ~ F(x , .\ ) ~ F(x , .\ ) (4 . 4 . 30) 

-+ -+ -+ 
voor alle x > O, .\ GW

2
. 

-+ . . . 
Laat x een willekeurig punt uit V ziJn . Voor i = v+ 1, •.• , m gel dt 

( -+) *Q (-+)] g . x = b., dus .\ . b . - g . x = 0 . i i i i J. 
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Voor i 

Voor i 

+ 
= 1, ••. , u geldt b. > g.(x) en 

1. - 1. 
>..~ > o, dus >.."7rb . - g . (~ )] > o. i- i.Li 1. -

+ 
= u+l, ••• , v geldt b.< g . (x) 

1. - 1. 
* *[ -+ en A. • < 0 , d us A. • b . - g . ( x )] > O • 
i.+- 1. 1. 1. -

Waarmee we aangetoond hebben dat voor elke x e v' 

m 

l 
i=l 

>.."7ib . - g.(~)] > o. i.L'i 1. -

+ + -+ -+* 
Uit (4.2.29) volgt dat voor elke x ~ V geldt: f{x) < F(x,A. ) . 

-+*-+* -+* 
Uit (4.2.28) volgt F(x ,>.. ) = f(x ). Uit (4 .4. 30) weten we 

+ -+* -+* -+* + -+* + 
F(x,A.) ~F(x ,>.. ). Hetgeen impliceert f(x) ~f(x) voor al le xe_ V. 

(+) . -+* Dus f x neemt het absolute maximum op V in x aan . 

0pmerking bij stelling 4.4.5 
-+* 

De vektor A. is een optimale oplossing van het volgende lineaire 

progra.mmeringsprobleem: 

A . ~O,i= 
1. 

-+* + 
minimaliseer F(x , >..) 

ender 
-+* 

m Clg.(x) -+* 

>... 1. Clf(x ) 
= l 

i=1 1. Clx. Clx . 

m 
l 

i=1 
>... 

1. 

1 ' • •• ' 

J J 

-+* 
Clgi (x ) Clf(~) 
---- > Clx. Clx. 

J J 

u; A.. < 0, 1. = u+ 1 , 
1. 

J 6. J 

j €. J 

i = v+1, • •• , m. 

(4. 4.31) 

Bewijs . triviaal . In het bewijs van stelling 4.4.5 hebben we gevonden 
+ ' -+* -+* -+* + 

dat voor alle A.=. w
2 

geldt : F(x ,>.. ) ~ F(x ,>..). 

Kuhn en Tucker gaven een andere afleiding van de noodzakel i j ke voor ­

waarden, ze omschreven de regelmatigheidseisen waaraan V voldoen 

moet d.m.v. de "constraint qualification" . 

Het probleem dat ze beschouwden luidt: 

Maximaliseer z = f(~) onder g . (~).:_ O, 1. = 1, ••• , M; ~ > 0. 
1. 

Over dit proble em bewezen Kuhn en Tucker de volgende stellingen : 
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Stelling 4 . 4 .4a . Laat v = {~ I g.(~) ~ o, 1 ~ i ~ M; ~ ~ o} . Als 
i 

-HE- -HE- + 
x C: V een optimale oplossing is dan bestaat er een vektor >.. > 0 

zo dat vervuld is aan 

-HE- -HE- + 
V+ F(x , >.. ) ~ 0 x (4.4 . 32) 

. (+ +) waarbij F x, A. 

++E­x I 
-HE- ->-*-

• V+ F(x , >.. ) = 0 
x 

-HE- ->-*-. vr F(x , >.. ) = O 

+ m + 
= f(x) + l >... g . (x), 

i =1 i i 

aangenomen dat de constraint qualification geldt: 

(4 . 4 . 33) 

(4 . 4 . 34 ) 

Laten I en J gedefinieerd zijn als op blz . 260 • De· verzameli ng V 

is zodanig dat voor elke h, die voldoet aan: 

-HE- + + 
in een e-omgeving van x een differentieerbare curve x = ~(T) bestaat, 

+ 
die in V bevat is, waarbij h de richting van de raakl ijn aan de cur.~e 
-+*- • 
X is. 

We nemen hierbi j aan dat de parameterrepresentatie van de curve zodani g 
+ -HE- ->* 

is dat ~(O) = x en dat T toeneemt a ls men van x l angs de curve gaat . 
->-*- ->-

De r aaklijn in x aan de curve heeft de richting h, m.a .w. 
dx . 
_J_ - µh. ' j = 1 ' n, waarbij µ een positief get al i s . dT J 

... ' 
Het bewij s van de stelling geven we niet. Zie b . v . G. Hadley , T!onlineair 

and Dynamic Programming , blz . 194 e.v . 

Stelling 4. 4. 5a. Laat ;*" c V en stel dat een vektor t*" > 0 best aat zo 

dat aan (4 .4.32) t/m (4 . 4 . 34) voldaan is. Pis de functies f(~) en g . (~) 
i 

continu differenti eerbaar en concaaf over het niet - negatieve or t hant 

( +) . . +* zijn, i = 1, . • . , M, dan neemt f x het absolute maximum op V in x aan . 

Bewijs . Men bewijst stelling 4 .4. 5a uit stelling 4 . 4 . 4a analoog zoals 

men stelling 4.4. 5 uit stelling 4 . 4 . 4 bewijst . 
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We merken op dat men probleem (4.4.15) in de vorm ma.x z = f(~) onder 
+ + + g. (x) > 0 , 1 = 1 , ••• , M; x ~ 0 

1. -
kan brengen . Schri j :t" daar toe 

g. (~) = b. - g . (~) , i = 1' .•• ' 
1. 1. i + 

u; g . (~) = g . (~ ) - b ., i = u+ 1 , ••• , v . 
1. i -+i-+ 

De vergelijking g . (x) = b . is 
i i 

en g.2(~) = b. - g . (~) > o. 
eauivalent met "'g.

1
(x ) = g . (x) - b . > 0 

- i i :i. -

i 1. i 

Wanneer de voorwaarden g . (~) ~ 0 , i = 1 , ••• , M lineair zijn dan i s 
i 

aan de constraint ~ualification voldaan. 
->-i-+ 

Laten de voorwaarden a x - b. > O, 
. i -

~ ->-i + 
Er geldt Vg . (x ) '= a • Voor elke h 

i ... 

h. > O, j €. J bestaat er een curve 

->- + 
i = 1 ' ... ' M en x .> 0 zi,jn . 

die voldoet 
+i->-

~ o, i €.. T . aan ah -· , 
~ 

in een omgeving van x die in 
J {+ I -+i-+ -+ -+} V = x a x - b . > O, 1 < i 2._M; x ~ 0 bevat is , waarbij de raaklij n 

i -
.->-* .. -+ 
in x aan de curve richting h heeft . 

Bewijs . We zullen aantonen dat de gezochte curve het lijnsegment 
-+ ->-* -+ 
y = x + vh is , 0 < v < v

0
, waarbij v

0 
een nog te s pec ificeren getal 

-+ 
is , dat door h bepaald wordt . 

De raaklijn in ~ aan het lijnsegment valt langs het l ijnsegment , dus 

we hoeven alleen nog te bewijzen 
->- -+ 
y ~ O, dan is aangetoond dat het 

+ i+ 
dat a y > b . , i = 1 , ••• , 

- i 

lijnsegment in V ligt . 

M, en 

+i+ -+i->* +i+ 
a y = a x + va h = b . + 

• 1. 

~+ ~+ ) va h > b . voor i €: I , daar v ~ 0 en a h > 0 ( i E:.. I . 
l 

.... +i-+* 
Voor i ~ I geldt a x > b .. 

. l. 

->-
Kiest men bij de gegeven h v voldoende 

+i->-* + 1 + 
klein dan geldt a x + va h > b . , alle i e I . 

- i .... 
-+* -+ 

y . > 0 , j 6 J daar h . > 0 voor j E. J en x > 0 • 
J - J - -+ 

Voor j C: J geldt x~ > O. Kiest men bij gegeven h v voldoende klein dan 
* J x. + vh . > O, alle j E. J . 
J ,1 -

Voor het geval het 

max z = f( ~) onder 

niet- lineaire prograinmer ingsprobleem J.uidt 

l a . . x .{ < = >}b .,i=1, ••• ,m , ~>Ozijn 
j,,,; 1 l.J J - - i 

dus de in stelling 4.4.4 gegeven voorwaarden noodzakelijk opdat f(~) 
->* -+ 

het absolute maximum in x aanneemt op V. Is f( x) concaaf, dan zi ,in 

de voorwaarden ook voldoende. Irrm1ers een lineaire funct ie is zowel 

convex als concaaf . 



Speciaal geval uit de Kuhn-Tucker theorie 

Uit het voorgaande volgt: 

-+-
Stelling 4.4.6. Max z = f(x ) 

n 

l 
j=1 

n 

l 
j=1 

n 
l 

j =1 

onder 

a .. x. < b., i = 
1.J J - 1. 

a . . x. > b.' 1. = 
1.J J - 1. 

a .. x. = b .' l. = 
l.J J l. 

-+- -+-
x > 0 

1 ' ••• ' u 

u+1, ... ' 

v+1, ... ' 

v (4 .4.35) 

m 

waarbij f(~) continu differentieerbaar en concaaf over het niet­

negatieve orthant is. Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde 

( -+- ) • -+-*- • opdat f x in x ~ V op V een absoluut maximum aanneemt is het 
->* * . bestaan van een vektor A met A. > O, l. = 

l - 1 ' ••• ' 
* . 

u; A. < 0 , 
l -

z6 dat * i = u+ 1 , ••• , v; en -<X> < A. < <X>, 
1. 

i = v+1, ••• , m, 

m 

l 
i=1 

* A. a .. > 
l. l.J 

ar(7) 
Clx. 

J 

en 

n 
* ~f(7) m 

l xj Clx. - l 
j=1 J i=1 

en 

m 

~i -

n 
l * l A. a .. 

i=1 l. j=1 l.J 

Verder de Lagrangefunctie 

m 
-+- -+-

F ( x, >. ) = f(~) + l 
i=1 

j = 1, •• • ,n 

A°7a . .J 
l. l.J 

xj = o. 

\ ~i -

= 0 

n 
l a .. 

j =1 l. J 

(4 . 4.36) 

(4 .4.37) 

(4.4 .38) 

(4 .4.39) 
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. ~1"*1 -+ -+ -+ ( heeft een globaal zadelpunt in Lx ,A J voor x :_ 0 en A G w2 w2 = 
-+ verzamelingen van vektoren A, waarvan de componenten 1 t/m u niet-

negatief z ijn en de componenten u+1 t/m v niet-positief) . 

0pmerking . In de stelling is (4 .4. 37) equivalent ·met 

Immers: (4 . 4 . 37) 

n 

l 
j =1 

n 
I 

j =1 

is ook te 

* x. 
J 

-Ht- m * ar(x ) I * x. a = A. b . • 
J x. i=1 i i 

J 

schri jven als 

m 

I 
i =1 

* A. 
i 

n 

I 
j=1 

* a .. x. ) • 
iJ J 

-Ht- * inactief is in x dan is A. = 0 . 
* i 

(4 . 4.40) 

(4 . 4 . 41) 

Als voorwaarde i uit (4 . 4.36) 

We kunnen dus in (4 . 4.41) L 
j=1 

a .. x. door b. vervangen zonder dat de iJ J i 
waarde van de uitdrukking verandert. Bijgevolg (4 .4. 40) geldt . Omge­

n * keerd kunnen we (4 . 4 . 40) b. door L a . . x. vervangen zonder dat er 
i j = 1 iJ J 

iets verandert en vinden dan weer (4.4.37) terug . 

Vervolgens leiden we m. b . v. de Kuhn- Tucker theorie enkele bekende 
stellingen uit de duale lineaire programmering af . 

-+ -+ -+ We veronderstellen dat f(x) = c x, zo dat (4 .4. 35) een L.P.-probleem 
wordt. 

Dan worden (4.4 . 36) en (4.4.40) respectievelijk 

m 
I * j (4 .4 .42) A. a . . > c.' = 1 ' ... ' n 

i=1 
i i <1 - J 

m n 
I * I * (4 . 4 . 43) A. b . = c. x .• 

i=1 
i i j =1 J J 

m 
-+ 

die I Voor elke A~ w2 aan A. a . . > c. ' J = 1 ' ... ' n voldoet , en el ke 
i=1 i iJ - J 

-+ ->-
(4 . 4 . 35) x > 0 die aan de voorwaarden uit voldoet, geldt 



n 
A. \ 

l. l 
j =1 

n 
A. l l. j =l 

(Bedenk "1 ~ o, voor l. 

Dus 

m m 
l A. b. > \ 

l 
i=l l. l. i=1 

Dus i.h .b. 

m 

l 
i =l 

a . . x . < A. 
l.J J - l. 

a .. x . = 
l.J J 

= u+1, 

n 
\ a .. l 

j =l l.J 

I. . b . > 
l. l. 

>.. 
l. 

... ' 

x.) 
J 

n 

l 
j =l 

b. ' l. = 
l. 

b.' l. = 
l. 

v). 

n 
= l 

j =l 

* c. x .. 
J J 

1 ' ... ' v 

v+1, ... ' m. 

m n 
l >.. a .. )x. :> l c . x . • 

i =1 l. l. J J j =1 J J 

(4 .4. 44) 

Nu volgt uit (4.4 .43) dat >:" een optimale oplossing van het L. P . - pr obleem 

min Z = 
m 
\ 
l !. . b . 

l. l. 

m 

l 
i=1 

i=1 

onder 

A. a .. > c ., J = 1, . •• , n 
l. l.J - J 

I. i ~ 0 , i = 1 , ... , u; Ai ~ 0 , i = u+ 1 , •• , , v; - "" < I. i < oo , 

(4 .4.45) 

J. = v+ 1 , . • • , m . 

Het L.P.-probleem (4 .4. 45) is de duale van het L. P. - probleem verkregen 
. ( 4 4 ) (-+) -+ -+ ( . . 8) uit •• 35 door f x = c x te nemen zie L. P., §5 , stelling 2.5 .• 

Verder hebben we m. b .v. de Kuhn-Tucker theorie aangetoond dat het 
duale L. P.-nrobleem een optimale oplossing heeft , als het oorspronke­
lij ke L. P .-probleem een optimale oplossing bezit , waarbi j (4 . 4. 43) 
geldt (max z = min Z) . 
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Tenslotte merken we op dat de relaties (4 . 4 . 37) en (4 . 4 . 38) de stel­
lingen 2.5 . lOa en 2 . 5 . lOb weergeven . 

Voorbeeld. We zul l en grafisch een niet-lineair programmeringspr obl eem 
oplossen en dan m.b .v . de Kuhn- Tucker theor~e laten zien dat het 
gr afisch bepaalde optimum inderdaad het optimum is . 

Het probl eem luidt: 

min z 2 2 = 10(x
1 

- 3 , 5) + 20(x
2 

- 4) 

ender 

x, + x2 <. 6 

x, - x 2 
< 1 

2x
1 + x2 > 6 

0,5x, - x2 > - 4 (4. 4.46) 

x, > 1 

x2 > o. 

> 
~c I 
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De optimale oplos sing is het punt waar een ell ips aan een zijde van de 
convexe verzameling raakt. 

Laat het optimale punt (x7,x;) zijn. Uit de figuur: x~ + x; = 6 , 
z* = 10(x7 - 3 ,5 )

2 
+ 20(x; - 4)

2
• De richtingscoefficient van de raak-

. * * 2 2 lijn is (x1,x2 ) aan de curve z = 10(x 1 - 3 , 5) + 20(x2 - 4) moet -1 
zijn, daar de r.c. van x

1 
+ x

2 
= 6 gelijk -1 is. 

Dit geeft x; - 4 = 0,5(x7 - 3 , 5) . Lost men de twee ver gelijkingen 
. ** * * . * in x

1
,x2 op dan vi ndt men x1 = 2 ,5, x2 = 3,5. Waar uit volgt z = 15 . 

We hebben dus grafisch een oplossing van het probleem (4.4.46) bepaald. 
We zullen nu d .m.v. stelling 4.4.6 laten zien dat z inderdaad voor 
* 1 * 1 •• x
1 

= 22, x
2 

= 32 het absolute minimum onder de gegeven voorwaarden 

bereikt. 

Daartoe maken we eerst van (4.4.46) een maximaliseringsprobleem. 

Het probleem is hetzelfde als het pr obleem waar we maximaliseren 
f = -10 (x

1 
- 3 , 5)2 - 20(x

2 
- 4)

2 
onder de in (4 . 4 .46) gegeven voor­

waarden. De voorwaarden zi,jn lineair. We zullen eerst een vector 
+*- * * *"*'°. * >. met >. 1, >.

2 
~ 0 en 1.3 , 1. 4 :, 1. 5~0 bepalen zo dat aan (4.4.36) t/m 

(4 .4. 38) voldaan is. 

(4 . 4 . 36) wordt: 

* * * * * * I. + >-
2 

+ 21. + 0 , 5>-4 + I. > - 20(x - 3 , 5) = 20 1 3 5 - 1 
(4 . 4 . 47) 

* Ui t ( 4 . 4. 37) vol gt >. . = 0 als voorwaa rde i ui t ( 4. l+. 46) inactief is 
i 

in;*°= (2~,3~) • .IU.leen de eerste voor waarde is actief in;*°, Dus 
* * * * * >-2 = >-

3 
= >-4 = >-

5 
= O. Als xj > 0 dan moet het gelijkheidsteken gelden 

voor de j-de voorwaarde van (4.4. 47). 
* * . * Zowel x
1

, x2 > 0 . Waarui t volgt >.
1 

= 20 . 

We hebben dus een punt c;*",tj gevonden dat aan de noodzakelijke 
2 voorwaar den uit stelling 4 . 4 . 6 vol doet . Daar f = -20(x

1 
- 3 , 5) -

40(x2 - 11)
2 concaaf is (een negatief semi- definiete kwadratische vorm 

is concaaf) , volgt dus uit stelling 4.4.6 dat f(~) het absolute maximum 
• +* ( I 1) in x = 22 , 32 onder de gegeven voorwaarden aanneemt . 
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§5. Kwadratische programmering 

Een kwadratisch programmeringsprobleem is een niet-lineair programme­

ringsprobleem, waarvan de bijvoorwaarden lineair zijn en de object­

functie de som is van een lineaire en een kwadratische vor m. We zullen 

alleen maximaliseringsproblemen beschouwen, di t is geen beperking daar · 

het minimaliseren van f(~) on hetzelfde neerkomt als het maximaliseren 
-+ 

van - f(x) . 

Door eventueel verschilvariabelen in t e voeren is elk kwadratisch 

programmeringsprobleem te schri j ven als : 

-+ -+ -+ -+ 
max z = c x + x' D x 

onder 

-+ -+ 
A x = b 

+ + 
x > o. 

(4.5.1 ) 

We nemen aan dat er m voorwaarden en n variabelen ziJn, zodat A een 

mxn-matrix en D een n xn-matrix is. We mogen zonder beperking aannemen 

dat D symmetrisch is, d.w.z . D = D' (zie blz. 240). 

Evenals de Simplexmethode bij de lineaire programmering, tasten de 

meeste tot nu toe ontwi kkelde algorithmen voor de kwadratische 
-+ prograrnmering steeds de omgeving van de vektor x af, die men in een 

bepaalde stap bereikt heeft, terwi j l de berekeningen gestopt worden, 

wanneer blijkt dat men in deze omgeving geen betere waarden meer kan 

vinden. Men vindt in princ i pe dus hoogstens een lokaal extreem en 

dan is het van belang te weten of dit nu absoluut is of niet . 

+ + 
Stelling 4.5.1 . Als x' D x negatief defi niet of negatief semidefiniet 

is, dan is voor probleem (4.5 .1 ) elk l okaal maximum tevens het abso­

l ute maximum. Is ~ ' D ~ negatief definiet, dan is het absolute maximum 

(als het bestaat) uniek. 

Bewijs. Als ~ ' D ~ negatief (semi )-definiet is dan is ~ · D ~ concaaf 
-++ ->- -+ -+ -+ (stelling 4.3 . 1), en dan is dus ook c x + x ' D x concaaf . Als x' D x 

. + + negatief definiet is, dan is x ' D x sterk concaaf, en men gaat direct 
+ -+ + + 

na dat dan ook c x + x' D x sterk concaaf is. 



273 

Verder is {~ I A~ = b, ~ > o} convex. Pas nu stelling 4.3.10 toe. 

Stelling 4.5 .2. Als 
-+ -+ . 
x' D x negatief definiet is en probleem (4 . 5. 1) 

bezit een toegelaten oplossing, dan is er een unieke optimale oplos­

sing , waarvoor z een eindige waarde aanneemt. 

Bewijs. We moeten aantonen dat de waarde van z niet naar 00 gaat als 
-+ -+ 

Ix! -+ 00 • Beschouw een punt x op de hyperbo~ met straal a en de oor-
-+ -+ •• -+ 

sprong als middelpunt . Dan geldt x = or, waarbiJ r een punt op de 
• • -+ -+ 2-+ -+ -+ -+ 

eenheidshyperbol is. Verder x' D x = a r' D r. Laat r ' Dr het maximum 
• -+ -+1 -+ op de eenheidshyperbol in r

0 
aannemen . Daar x D x negatief definiet 

-+ -+ -+ -+ 2 -+ 
is geldt dus r 0 D r 0 = d < 0 en x ' D x < a d < 0 voor elke x op de 

hyperbol met straal o. Hieruit volgt dat ~ ' D ~-+ - 00 als l~I -+ 00 • 

-+ -+ 
Wanneer x # O, dan 

-+ -+ 

-+ 
z = x ' 

-+ 
D x 

->- -+ ] c x 
-+ -x>-'x I D 

La.at J ~ r -+ -+ 
r'• D r 

-+ 
maximum op de eenheidsbol aannemen in r

1
• 

-+ -+ 
Daar r1 D r

1 
# 0 is de waarde van dit maximum eindig. Er geldt dan 

-+ -+ 

-+ -+ 

. [~~:~I~~ l~j :\~j 
Dus als l~I -+ 00 dan c x -+ 0 en z -+ - oo. 

-+ ->-
x' D x 

Waarmee aangetoond is dat de maximumwaarde van z niet willekeurig gr oot 
->- -+ • . • 

kan worden, als x ' D x negatief definiet is . 

Als probleem (4.5.1) een toegelaten oplossing bezit , dan bezit het een 

optimale oplossing, waarvoor z eindig is, en verder is de optimale 

oplossing uniek, omdat ~· D ~ negatief definiet is . 

-+ ->-
Bepalen van een toegelaten basisoplossing van A x = b 

Wolfe heeft een algorithme ontwikkeld om het kwadratische programmerings­

probleem op te lossen en bij het uitvoeren van dit algorithme bepaalt 
. -+ ->-

men eerst een toegelaten oplossing van Ax =b . We zullen een methode 

bespreken die nagaat of A ~ = b een toegelaten oplossing bezit, en als dit 

het geval is , ons tevens een toegelaten basisoplossing geef t. 
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Los daartoe het volgende L.P .-pr obleem op 

max z = - ~ ui 
J. 

onder 

-+ -+ -+ 
AX + Iu = b 

-+ -+ -+ 
x,u:.. o. 

Dit probleem lessen we met de Simplex-methode op . Voor de eindoplos­

sing zijn drie mogelijkheden 

( 1) max z < o, dus een of meer artificials verschijnen in de opt i mal e 

basisoplossing met een positieve waarde . ~ = b bezit dan niet 
• -+ -+ 

een oplossing x > O. 

(2) max z = O, geen artificial zit in de basis. We hebben dan een 
-+ -+ 

toegelaten basisoplossing voor Ax = b gevonden . 

(3) max z = o, een of meer arti f icials zitten in de basis , met de 
. -+ -+ waarde nul. We hebben dan een toegelaten oplossing voor Ax = b 

gevonden. 

-+ -+ • Er kunnen nu vergelijkingen van Ax = b overbodig ziJn . Als we de 

artificials uit de basis kunnen verwijqereh dan verkrijgen we een 
. • -+ -+ ontaarde toegelaten basisoplossing van Ax = b . Als we de artificials 

niet allemaal uit de basis kunnen verwijderen , dan zijn er vergelij -
-+ -+ 

kingen van Ax = b overbodig, deze kunnen we weglaten en dan kunnen 

we een t oegelaten basisoplossing voor het nieuwe stelsel vergeli j ­

kingen verkrijgen ( zi e L.P . , stelling 2 . 3 .7 II) . 

In de Lineaire progra.mmering staat deze methode bekend onder de 

naam Fase I methode. 

In probieem (4 . 5 .1 ) zij n de voorwaarden lineair en is de constraint 

quali f ication vervuld . We kunnen dus noodzakelijke en vol doende voor­

waarden voor een optimale oplossing van (4 .5.1 ) aangeven . 

4 -+ -+ • • ~ -+ Stelling . 5 . 3. Laat x' D x concaa f ZJ.Jn. Het punt x :_ 0 is voor 

probleem (4 . 5 . 1) dan en slechts dan een optimale opl ossing als vekto-
-+-+E- +* -+ , • 

ren A en v :_ 0 bestaan, zo dat voldaan is aan 
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-+ -HE- -HE- -+-*- :+ 
c ' + 2Dx A' >.. + v = 0 (4.5 .2) 

-HE- -HE-
(4 . 5 .3) (X ) I • v = 0 

-+*- -+ 
(4 . 5 . 4) Ax = b 

Bewi js . Een lineaire functie is zowel convex als concaaf .• Verder 
{-+x I Ax-+ -+ -+ -+} · · -+ -+ = b , x ~ 0 is convex . Gegeven is dat x' Dx concaaf is . 
De stelling volgt nu direct uit de stellingen 4 .4 . 4 en 4 . 4 . 5 . 
Voor ons kwadrat i sch programmeringsprobleem is 

-+ -+i-+ -+ -+ -+ -+ -+ g.(x) = a x, f(x) = c x + x'Dx . 
i 

-+i d . de Hierbij is a e i rijvektor van A. 
Clg. -+ -+ " i ( ) : ( ai) I • Dan is -- = a ..• Dus de kolomvektor Vg . x ax. iJ i 

(lf -- = ax. 
J 

J 

c. + 2 
J 

n 

l 
i=1 

-+ x. q . . • Dus de kolomvektor Vf(x) i iJ 
-+ -+ 

= c'+2Dx . 

-HE-Ui t stelling 4.4.4 volgt dat als x een optimale oplossing voor 

(4 . 5 . 5) 

(4 . 5.6) 

-HE- -+-*- +*-probleem 4.5.1 is, dan een vektor >.. bestaat zodat x , >.. voldoen aan 
(4.4 . 26) t/m (4 .4 . 28) , terwijl verder Ax+*-= b gelden moet . 
Gebruikt men (4 . 5 . 5) en (4 . 5.6) , dan ziet men dat (4 . 4 . 26) wordt: 

Er geldt D' 

-+*- """* -+ c ' + 2D ' x - A' >.. < 0 . 

• -HE- • = D. Voer de n- component verschilvektor v in: 

-HE- -HE- -+ 
v = A' >.. c ' 

-+*- -+ 
2Dx > 0 . 

Dan wordt (4 . 5 . 7) 

-+ -HE- -HE- -HE- -+ 
c ' + 2Dx A' >.. + v = O. 

->* Gebruikmakend van v kan men (4 .4 . 27) schrijven als 

-+*- -HE-
( x ) ' v = 0 of * * . x. v. = O, J = 1 , ••• , n . 

J J 

~ -+ Tr iviaal is dat gelden moet Ax = b . 

(4 . 5 ,7) 
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+ + (4 .4.28) is vervuld door elke toegelaten oplossing van Ax = b en 
we kunnen dus (4 .4.28) verder buiten beschouwing laten . Eiermee 

• -+*- + . . hebben we dus afgeleid dat wanneer x ~ 0 een optimale oplossing 
(4 ) . -+*- -+*- + ,. (4 5 ) voor . 5.1 is , vektoren A en v ~ 0 bestaan zo dat aan •• 2 

+ + +i+ t/m (4 .5 .4) voldaan is. Daar z = f(x) concaaf is en g . (x ) = a x zowel 
l 

convex als concaaf is, volgt uit stelling 4.4 .5 dat de voorwaarden 
ook voldoende zi j n. 

+ + + + + Dus als we kunnen vinden een x > O, v > 0 en een A die voldoen aan 
+ + 

Ax = b 

+ + + + 
2Dx - A' A + v = -c' (4 . 5.8) 

x. v. = 0, j = 1 , •.• , n 
J J 

+ 
dan is x een optimale oplossing voor het kwadratische programmerings-
probleem (4 .5. 1). 
Het probleem van het oplossen van een kwadratische progr ammerings­

+ + + + probleem is dus teruggebracht tot het vinden van een x ~ O, v ~ 0 
en een ! die aan (4 .5.8) voldoen . Hierbij merken we nog op dat dan 

+ + . gelden moet dat x'Dx concaaf is . 

+ + Onlossingsmethode van Wolfe voor het geval x' Dx negatief definiet is 

+ + + + We zullen nu de methode van Wolfe behandelen om een x > O, v > 0 
+ 

en een Ate vinden die aan (4 .5.8) voldoen . Het voordeel van deze 
methode is , dat we de Simplex- methode gebruiken kunnen . We merken 
eerst op dat wanneer G',!,~J een oplossing is van de m+n vergelij­
kingen 

0 
(4 .5.9) 

-A' 

,. + + + + + + zo dat tevens x ~ O, v > 0 en x ' v = O, dan hoogstens m+n componenten 
van rx-,t , ~J ongelijk aan nul kunnen zijn . Dit volgt uit ~ · ~ = 0 . 
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-+ 
Als k componenten van x positief ziJn, dan ziJn tenminste k componen-

+ . 
ten van v gelijk aan nul, en dan zijn dus hoogstens n- k componenten 

van :;; posi tief. Waarui t volgt dat van de 2n- component-vektor ~, :;;] 
-+ hoogstens n componenten positief kunnen zijn . De vektor A bevat m 

componenten, dus niet meer dan n+m componenten van 

ongelijk aan nul zijn. 

[
-+ -+ -~ 
x, A,VJ kunnen 

We nemen bij de afleiding van Wolfe's algorithme aan dat ~' D~ 
negatief definiet is. Het semi- definiete geval kan in principe 

moeilijkheden geven bij de berekeningen . He zullen later zien hoe 

we deze moeilijkheden kunnen opheffen, maar nu nemen we aan dat 
-+ -+ • • • • 
x'Dx negatief def1n1et is . 

De eerste stap in het algorithme is het bepalen van een toegelaten 
-+ -+ basisoplossing van .A.x = b als er een bestaat . Dit doet men m.b;V . 

-+ ->-
de Fase I methode . Als een toegelaten oplossing van Ax = b gevonden 

-+ -+ -+ -+ -+ is dan is het zeker dat een oplossing x .::_ O, v .::_ O, A van (4 . 5.9) 

bestaat . 

We maken . . . -+ - 1-+ gebruik van de gevonden toegelaten bas1soploss1ng xB = B b 
-+ -+ 

van Ax = b. We voegen alleen artificials toe aan de n-vergel i j kingen 
+ + -+ -+ 

2Dx - A'A + v = -c', en wel op de volgende manier. 

Beschouw het stelsel vergelijkingen 

-+ ->-
Ax = b 

-+ -+ -+ -+ -+ 
2Dx - A' A + v + Eu = -c' (4 . 5 . 10) 

waarbij ~ .::_ 0 en E = ( ( /:!,. . o .. ) ) een diagonaalmatrix is, waarvan 
J 1 ,1 

de diagonaalelementen zijn 6. = + 1 . De getallen 6 . zijn als volgt 
J - J 

gedefinieerd : Laat DB de kolommen van D bevatten die corres~onderen 
. . .de .. met de kolommen van A die in 

-+j 
B bevat ziJn. Geef de J riJ van DB 

aan met dB. Definieer dan: 

2dj -+ r1 als - c . - • XB > 0 
/:!,. . J B 

(4 . 5 . 11) = 
J 

2dj -+ 
- 1 als - c. - • XB < 0 

J B 
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Als we stellen 

I +j + I . + + + + uj = - cj - 2dB xB ~ O, J = 1, ••• , n; A= O; v = O, (4.5 .1 2) 

dan hebben we een toegelaten opl ossing voor (4.5 . 10). Deze oplossing 

bevat hoogstens n+m posit i eve variabelen . Verder kan deze oplossing 
geschr even worden als 

(4 . 5.13) 

Daar BG = [ B 
' 2D 

B 
is rxB, ~] een toegelaten basisoplossing voor (4 . 5 . 10) . 

+ We weten dat de componenten van A elke reele waarde aannemen mogen . 
+ + + + + + + Stel in (4 . 5 . 10) A = ~ - n, ~ > 0 en n > O. 

We stellen verder 

Q = I A 

l 2D 

0 

-A ' 

+ [+ + + + ?t w = x,~,n,v,uJ · 

0 

A' 

0 

I 
n 

Het volgende probleem gaan we nu oplossen 

max Z = - ~ u . 
J J 

onder 

+ + 
Qw = f 
+ -+ 
w > 0 

+ + 
x ' v = 0 

E
OJ, +f = [b ,-;;-'] , 

(4.5.14) 
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Daar een ~ > O, ~ > 0 en een 1 bestaan die aan (4.5.8) voldoen is het 

maximum van Z gelijk aan nul. 
-+ -+ Het probleem (4.5.14) is lineair, behalve voor de voorwaarde x'v = O. 

-+ -+ We nemen de voorwaarde x'v = 0 apart en gebruiken de. Si mplex- methode 
'i' -+ ->--+-+ om - / u. onder Qw = f, w > 0 nul te maken, waarbij we starten met • J -

de basisoplossing ~B'~ (zie 4.).12). Bij elke stap van de Simplex-
->- -+ 

methode dragen we er steeds zorg voor dat x'v = 0 blijft gelden. 

Dit impliceert dat we een kleine variatie op de Si mplex-methode 

aanbrengen. We gaan bij de keuze van de variabele die basisvariabele 

wordt iets selectiever te werk . Als x. > 0 dan staan we niet t oe dat 
J 

v. basisvariabele wordt en omgekeerd . (Algemener: men kan toestaan 
J 

dat x. en v. beide basisvariabelen zijn, maar alleen als x. v. = 0). 
J J J -+J -+ 

Wanneer we vinden Z = O, dus alle u . = O, dan hebben we een x > O, 
-+ -+-+ J -+ -
v ~ O, A gevonden die aan (4 .5.8) voldoen, en dan is x de optimale 

oplossing voor probleem (4.5.1). 
Men kan zich afvrage·n of het mogelijk is, dat we na een bepaalde 

stap in de Simplex-methode geen verdere stappen meer kunnen doen, 

die niet in strijd zijn met de Simplex- r egels 
-+ -+ 

of x'v = 0' terwijl 

dan nog niet alle u . = 0 ZiJn. Dit is onmogelij k. We zullen bewijzen 
~ -+ dat z = o, oftewel u = o, als we geen verdere stappen meer kunnen 

-+ -+ 
doen die niet in strij d zijn met de Simplex- r egels of x'v = 0 . 

-+ -+ Bewijs. Bij dit bewijs gebruiken we het feit dat x'Dx negatief 

definiet is. Beschouw de stap waarna we geen verdere stappen kunnen 
• • -+*- -+ -+*- -+ -+*- -+ uitvoeren. Bij die stap vind~n we een x ~ O, v ~ O, u > 0 en 

-+*- -+* -+* • • -+* ~ -+* • • 
A = ~ - n waarbiJ ~ , n ~ 0. La.at x1 de positieve componenten 

-+* ~ -+* • van x bevatten, en laat v
1 

de componenten van v bevatten, die 
• • -+* met de positieve componenten van x corresponderen. 

-+X -+ ~ ~ ~ • 
Dan is v 1 = O, omdat (x )'v = O. La.at v2 de positieve componenten 
~ -+* -+* van v bevatten en x2 de corresponderende componenten van x • 
-+* -+ 

Dan x2 = O. 
r-+* -+* -+* -+* ~ Men kan Remakkelijk nagaan dat Lx ,v ,~ , n ,u J ook een optimale 

oplossing is van het lineaire programmeringsprobleem 
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280 

\ -+ -+ 
l u. = h w 

J J 

onder 

-+ -+ 
x2 = 0 (4.5 .1 5) 

-+ -+ 
v1 = 0 

-+ -+ 
w > 0 

Immers bij de stap uit het oplossingsproces van (4.5 .1 4) waar we 

niet verder konden gaan, zonder in strijd te geraken met de Simplex­
-+ -+ 

regels of x'v = O, geldt Z. - h. > 0 (h. is - 1 voor de u. en nul voor 
. ) J J - . J . . s.l. -+ *) 

de andere variabelen voor elke variabele niet bevat i n v 1 of x
2

. 

De rest van het bewij s van d·e stalling is geba.seerd op de · optimale 

oplossing 'van pr6bleem (4 . 5 .1 5) . 
-+ -+ . -+ 

De vektoren x 1 en x2 behoeven niet elke component van x te bevatten . 
-+ . -+ 

La.at x
3 

de overige componenten van x bevatten. 
-HE- -+ -+ . -+ 

Er geldt ~ = ~· La.at evenzo v
3 

de overige componenten van v bevat-

ten. Ook v
3 

= O. 
-+ -+ 

De verzameling voorwaarden Qw = f kunnen we splitsen en als volgt 

schrijven: 

-+ -+ -+ -+ A1x
1 

+ A2x2 + A3x3 = b 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
2D11 x, + 2D12 x2 + 2D13 x3 A I I; + A'n + Iv1 + E

1
u = - c ' 1 1 1 

-+ -+ -+ -+ ->- -+ -+ -+ 
2D21 x1 + 2D22 x2 + 2D23 x3 A I I; + A'n + Iv2 

+ E
2

u = - c ' 2 2 2 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 

2D3 1 x1 + 2D32 x2 + 2D33 x3 A I I; + A'n + Iv
3 

+ E
3

u = - c3 . 3 3 

(4.5 . 16 ) 

Men ziet eenvoudig in dat A. de kolommen k van A bevat waarvoor x.. 
-+ 1 k 

een component van xi is (i = 1, 2, 3). Als def een willekeurig 

element van matrix D is dan is de~ een element van Dij als xe een 
-+ -+ 

component van xi en xf een component van xj 1s (i,j = 1, 2 , 3) . 

*) H · b · · d -+x -+x -+x -+x -+x . ier 1J nemen we aan at x , I; , n , v , u een niet-ontaarde ba-

sisoplossing is. 
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+ + + + + + 
Vullen we in Qw = f de relaties x

2 
= 0 en v 1 = 0 in, dan kunnen we 

het L. P. - probleem (4 . 5 . 15) ook schrijven als : 

ender 

+ + + 
A1x 1 

+ A3x3 = b, 

+ + , + + + + 2n 11 + 2D13 + A' n + E
1
u ' x1 x3 fl.1 t; = -c 1, ·1 

(4 . 5 .17 ) + ->- + + ->- + + 
2D21 x1 + 2D23 x3 A' t; + A' n + Iv

2 
+ E

2
u = I 

2 2 - c2, 
+ + ->- + + + + 

2D31 x1 + 2D33 x3 A3~ + A' n + Iv
3 

+ E
3

u = -c3. ·3 

~ + +++ + aj + 

1 ,x3 ,~,n,v2 ,v3 ,u > o. 

Beschouw nu de duale van het lineaire program.'!leringsprobleem ( t~ . 5 . 17) . 

Laat de rijvektor (;,t1 ,t2 ,t~) een optimale oplossing zijn van het 
->- + ->- + 

duale probleem, waarbij s, t 1, t 2 , t
3 

resp . evenveel co!11ponenten hebben 

als A1, D11 , D
21

, D
31 

res:!_) . ri jen ~ebben . 

( ->- ->- ->- +' ) De voorwaar den waa1·aan de optimale oulossin~ s,t1 ,t 2 ,t3 v:m het duale 

urobleen aan voldoen moet , zijn: 

->- + + + + sA 1 + 2t 1D 11 + 2t2D21 + 2t...,D
31 

= 0 
.) -

+ ->- + + ->-
sA

3 
+ 2t 1D13 + 2t2D23 + 2t3D33 > 0 

+ + + ' + 
t 1Al + tl-2 + t3A3 = 0 

u~ . 5 . 1s) + + 
t,, = 0 

<. 

+ ->-
t3 > 0 

->- + + + 
t 1E1 

+ ' t F. 
2~2 

+ t3E3 > - 1 

Toelichting : 

Daar de componenten van~ positief ZlJn , volgt uit stelling 2 . 5 .1 0 

(of zie ook blz . 270) dat in het eerste stelsel voorwaarden van 
+ + 

(4.5.18) het gelijkheidteken gelden moet . Om dezelfde reden t
2 

= 0 . 
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In het derde stelsel voorwaarden van (4 . 5 .1 8) geldt het gel ijkhei d­

teken omdat de twee stelsels van voorwaarden co1rres:ponderend met 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ ->-
~ en n gecombineer d zijn (of lees ~ - n = A, waarbij - 00 < A < oo en 

zie dan blz. 139). Voor het overige ziet men stelling 2.5.8 . 
r:+ -+ -+ -+ 
Ls,t

1
,t

2
,t

3
] is een optimale oplossing voor het duale :probleem, we 

weten dat de waarde van de objectfunctie van het oorspronkelijke 

probleem (4.5.17) dezelfde is als de waarde van de objectfunctie 

van het duale probleem voor optim~le oplossingen . 

Dus 

'i' * ->--+ -+-+ -+-+ -+-+ 
- l uj = s b - t 1c1 - t 2c2 - t 3c3. 

j 
(l+.5 . 19) 

We beschouwen vervolgens het stelsel (4.5 .1 8) eens nader . 

Vermenigvuldigt men het eerste stelsel voorwaarden van (4.5 .1 8) aan 
->- -+ 

de rechterkant met t1 en het tweede 
-+ -+-+-+ •• 

stelsel met t3, bedenkt men dat 

t 2 = O, t
3 
~ O, dan verkriJgt men 

Telt men deze twee relaties op, dan vindt men: 

Nu is 

[~11 D131 ~:] ~11 D12 
2(t1,t3) 

-+ -+ -+ 
= 2(t

1
,o,t

3
) D

21 D22 
D31 D33 D31 D32 - 3 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
= 2y ' Dy, met y = (t

1
,o,t

3
) . 

Uit het derde stelsel van (4 . 5 .18) 
-+ -+ 

en t2 = 0 volgt 

; [_A ,t 1 + A3 t 3J -+ 
= o . 

~:] 
3 

-+ 
> o. 

D131 r:1 D23 0 
-+I 

D33- t3 

dat 

(4 . 5 . 20) 

= 
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Dus uit (4 . 5 . 20) 

+ + + 
y'Dy ~ O. (4 . 5.21) 

+ + . 
Nu i s x ' Dx negatief definiet, dus wil (4.5.21) gel den dan moet 
+ + + + 
y = O zijn. Hi eruit volgt t 1 = O, t

3 
= O. 

+ + 
Als x ' Dx negatief semi- definiet is, dan zijn we er niet zeker van 

+ + + + + ++ dat t 1 = t
3 

= 0, omdat er dan een x # 0 bestaat waarvoor x'Dx = 6. 
+ + + + . We hebben afgeleid dat t = t = t = 0 . Uit het eerste stelsel van 

+ 1+ 2 + ~ + +* ~ 
(4.5 . 18) volgt dan sA

1 
= O, of sA

1
x

1 
= O. Er geldt A_x

1 
= b (immers 

+ + +* +* + . ++ + + + + Ax = b , x2 = x
3 

= 0) . Dus s b = O. Verder t = t = t = O. 
1 2 3 

Ui t (4.5 . 19) volgt dan tenslott e: 

'i' * * l u. = O, dus u . = O, J = 
J J J 

1, • •• , n . 

Hetgeen te bewijzen viel. 

Wanneer cycl ing niet optr eedt (het geen in pr akt ijkproblemen het geval 

is ) dan berei ken we met de methode van Wolfe in een eindig aantal 

stappen de optimale oplossing . 

Oolossingsmethode voor het geval ~' D~ negati ef semi -definiet is 

+ ->-
Als x ' Dx negatief semi-definiet i s, kunnen op twee manieren moeilijk-

heden optreden in de oplossingsprocedure, die we in de vorige bl z . 

ontwikkeld hebben . In de eerste plaats bestaat de mogeli j kheid , dat 

het kwadratische progranuneringsprobleem een onbegrensd maximum bezit . 

{+ I + + + +} . (Dit is het geval als X = x Ax = b, x ~ 0 niet van boven begrensd 

is , en {~ I ~ = A~O' A vanaf een zeker positief getal} 
->- + + + +->-waar bij x0 1 0, neem aan x0 > O, een punt is met x0Dx0 

in X bevat is, 

= 0 ) . 

Bezit het probleem (4 . 5 . 1) een onbegrensd maximum , dan bestaan geen 
+ + + + + . x ~ O, v ~ 0 en een A zodat aan (4.5 . 8) voldaan is . 

Ten tweede, zelfs als het kwadratische programmeringsprobleem een 

optimale oplossi ng bezit, dan is het n iet zeker dat alle u. = O, als 
i 

de procedure van Wolfe eindigt, doordat geen ver dere stappen, die niet 
+ + .. in strijd met de Simplex- regels of x ' v = 0 ziJ n , gedaan kunnen worden. 
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Nu heeft een negatief semi- definiete vorm ~·D~ de prettige eigenschap 

dat de vorm in een negatief definiete vorm omge zet kan worden door een 

willekeurig kleine wijziging in de diagonaalelementen van D aan te 

brengen . 

+ + 
Stelling 4.5. 4. Als x'Dx negatief semi- definiet is, dan is 

~ ' (D + £I)~ negatief definiet voor elke £ < O. 

+ + + + + ->- ->-
Bewi j s . x ' Dx < 0 voor elke x. Verder £x ' Ix < 0 voor elke x # O, 

+ + als £ < 0 is . Dus voor iedere £ < 0 geldt x'(D + £I)x < 0 voor 
+ + 

elke x # O. 

Als we dus een kwadratisch programmeringsprobleem hebben waarvan we 
+ + 

weten dat x ' Dx negatief semi- definiet of negatief definiet is, dan 

kunnen we ons ervan verzekeren dat de vorm negatief definiet is, 

door van elk diagonaal element van D een zelfde will"ekeurig klein 

getal af te trekken (bv . een eenheid in de vierde of vijfde decimaal). 

Als we de verandering maar klein genoeg nemen. dan worden de nUPlerieke 

resultaten op geen enkele wijze beinvloedt . Hierbij moeten we aannemen , 

dat voor het geval ~ ' D~ negatief semi- definiet is, het probleem geen 

onbegrensd maximum bezit . Maar praktijkproblemen, mits juist gefor-

· muleerd, bezi tten geen onbegrensde oplossing , zodat dus geen moeilijk­

heden 09treden. 

In het algemeen geeft de oplossingsprocedure van Wolfe ook het gewenste 
+ + + + 

resultaat als x'Dx negatief semi- definiet is • . l\.ls x ' Dx negatief semi-

definiet is dan lost men in de praktijk meestal eerst het probleem 

volgens de methode van Wolfe op , zonder de diagonaalelementen van D 

te veranderen . 
->- + De attente lezer zou zich kunnen afvragen , hoe men nagaat of x'Dx 

negatief semi- definiet of ne~atief definiet is, wanneer dit niet 

op het eerste gezicht te zeggen valt . 

In het algemeen zal men dan de eigenwaarden van de matrix D rrioeten 

bepalen. De eigenwaarden van D zijn de wortels van de nde graads 

vergelijking ID - µII = 0 in µ. Deze wortels zijn allen reeel als D 

symmetrisch is. 
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Nu zegt een stelling uit de matrixtheorie ons dat ~·D~ negatief 

definiet is, dan en slechts dan als alle eigenwaarden van D negatief 

zijn. De vorm ~'D~ is negatief semi-definiet dan en slechts dan als 

alle eigenwaarden niet-positief zijn, en temninste een eigenwaarde 

nul is. 

Voorbeeld. 

onder 

2x1 + 3x2 + x3 = 6 
(4.5.22) 

2x1 + x2 + X4 = 4 

x. ~ o, 1. = 1 ' 2, 3, 4. 
1. 

+ + 2 De vorm x'Dx = -x1 , dus de kwadratische vorm is negatief semi-definiet. 
+ + Ofschoon x'Dx negatief semi-definiet is, zullen we zien dat de oplos-

singsmethode van Wolfe voor dit probleem werkt, zonder dat er moeilijk­

heden optreden . 

In de notatie van probleem (4.5.1) : 

0 0 0 

A [~ 3 ~] D 
0 0 0 0 = = 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 
+ 
c = (2, 1, 0,0) b = [6,4]. 

Een toegelaten basisoplossing voor p;_ = b kunnen we direct geven, 

zonder de Fase I methode te gebruiken. 
. . + + 3 Een toegelaten basisoplossing voor Ax= bis x 1 = 2' x2 = 1, 

x
3 

= x 4 = 0 . 

Voor deze basisoplossing is: 

B = ~ ~] 
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Voor probleem (4.5.22) wordt (4.5.10): 

2x1+3x2+x
3 

2x1+ x
2 

+x
4 

-2x + 
1 

-3s,+3n1- s2+ n2 

- s,+ n 1 

+v 
2 

= 6 

= 4 

= - 2 

= -1 

= 0 

= 0 

(4 .5.23 ) 

We bepalen eerst de waarden van de 6 . en de beginwaarden van de u .• 
+ + + + J 3 J 

Daartoe stellen we ~ = n = v = O. Gebruikmakend van .x 1 = 2' volgt uit 

de ·cterde vergelijking van (4.5.23) dat 6 1u 1 = 1. Dus 6 1 = 1, u1 = 1 . 

Uit de vierde vergelijking volgt 62u2 = -1, dus 62 = -1, u2 = 1. 

Uit de laatste twee vergelijkingen volgt tenslotte 63u3 = O, 64u4 = O, 

dus 6
3 

= 64 = 1 en u
3 

= u4 = 0. 

Daar u3 = u4 = 0 kunnen we in de basisoplossing van (4 . 5.23) i . ~ . v . 

u3 en u4 net zo goed v
3 

en v4 met waarde nul als basisvariabelen 

nemen. Dit maakt niets uit, omdat de enige taak van de artificials 

u. is, ervoor te zorgen dat we kunnen beginnen met een toegelaten 
J 

basisoplossing. De variabelen u
3 

en u4 nemen we niet meer in beschou-

wing, we laten deze variabelen in (4.5.23) weg. 

Dit bespaart ons Mogelijk enkele stappen in de iteratieprocedure. 

Vervolgens beschouwen we het volgende probleem: 

max Z = - u
1 

- u
2 

onder 

het stelsel (4. 5.23) (waarin u
3 

en u4 weggelaten zijn) , 

xi , v i ..:_ 0 , l. = 1 , 2, 3 , 4 , 

s., n . .::.o, 1=1, 2, 
l. l. 

(4.5.24) 
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x. v . = o, i = 1, 2, 3 , 4. 
i i 

We geven (4 . 5 . 24) kortweg aan door: 

max Z = - u 1 - u2 

+ + 
Qw = f 

onder 

+ ~++ + ] + 
w = Lx , v,~,n , u 1 ,u2 > 0 

(4 . 5 . 25) 

( 4. 5. 26) 

Het lineaire progranuneringsprobleem (4.5 . 26) lossen we volgens de 

Simplex- methode 09 , waarbij we er steeds voor moeten zorgen dat 

x. v. = o, i = 1 , • •• , 4 . 
i i 

De basisoplossing voor (4 . 5 . 26) , waarmee we starten, is 

+ + 
Voor deze oplossing geldt x ' v = o. 

+ 
Orn de begintabel te construeren moeten we de vektoren yj kennen . 

Daar de basismatrix BQ , die bij de basisoplossing (4 . 5.27) behoort , 
. . . . • + 

niet de eenheidsmatrix is, kunnen we niet voor elke y . de vektor 
J q. invullen (zie blz . 104, e . v . ) . 

J + -1 + 
Zoals we u~t L·:· weten : y j = BQ qj . Voor de vektoren in de basis 

BQ geldt: y. =e . • 
" J J + 

We zullen eerst de vektoren y. be:r?alen . 
J 

2 3 I 0 0 0 0 
I 

0 0 0 

01 
2 1 0 ---r---- - - ... - B 

- 2 0 I 1 0 0 0 
= 

0 0 0 - 1 0 0 

0 0 0 0 0 
2DB EJ 

0 0 0 0 0 
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Orn de inverse van BQ te bepalen , splitsen we BQ zoals door de stippel­

lijntj es aangegeven is. 

- 1 [ -1 :1 ' BQ = 
- 2:BB-1 

(zie blz . 33) 

-1 li -1] 
B = 

Waaruit volgt 

1 3 
- 4 4 0 0 0 0 

1 -
2 2 

0 0 0 0 

1 3 
- 1 2 2 

BQ = 
0 0 

0 0 0 

0 - 1 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

+ 
De vektoren q., die corresponderen met de niet-basisvariabel en , zi jn : 

J 
+ + -+ + -+ r; 0 -+ qx = e 1; ~ = e2 ; q~ = L0 , 0, - 2 ,-3 ,-1,0 = qn 

3 4 1 1 

-+ 

q~ 
2 

= [9,0, - 2 ,-1,0,-1] 
-+ 

~1 = 

->­
We weten v . 
->- -+ " J 
y . = e . . De 

- 1 -+ ->-= EQ a . • Voor de kol omvektoren a. in de basis BO, geldt: 
-J ->- -J 

J J 
andere vektoren yj worden gegeven door : 

-+ [ 1 1 1 D -+ ft, 1 3 0 Yx = - 4' 2' - 2 ' o , o ,o ; y = - 2' 2 , 0 , 0 , 0 
3 X4 

-+ 
[o ,o ,-2 , 3 ,-1 , o] 

-+ -+ = Io , 0 ,-2 , 1, o ,-1J 
-+ 

y ~ = = Yn y~ - - Yn 
1 1 2 2 

->-
[o , o , 1, 0 , 0 , 0]; 

-+ 
[o, o , o , - 1 , o, o] . Yv = yv = 

1 2 
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Verder is voor de basisoplossing (4 . 5.27) : 

z. -
J 

Voor 

-+ 
CB 

c . 
J 

de 

z 
x3 

zc; 
2 

(0 ,0,-1,-1,0, 0) . 
-+ -1 -+ 

= z. = CB BQ q . 
J J 

= 0 voor de basisvar iabelen . 

andere 

= ; 2 

variabelen : 

z 
X4 

= 3 -2; 

= -1' z 
v1 

zc; = -1 ; z = 
n1 1 

= 1. 

-+ -+ 
= CB yj • 

1 • 

De c-waarde van de variabelen u 1 en u2 is - 1, voor de overige variabe­

len is de c-waarde nul. 

We kunnen nu de begintabel vormen . 

Begintabel, tabel 1 

-+ I 

xo l x I lx3 
f 

CB I B x2 u1 u2 v3 V4 X4 1 t; 1 n1 t;2 n2 v 1 v2 ' 1 
I ' 

3 j 3 
I I 1 I 0 I 

x1 ! - 1 - 4 1 4 ! 2 I 

0 1 1 I 1 1 ~ x ' I ' - - _ , 
2 I i 2 2 ; 

- 1 ! 1 1 
1 

~ i - 2 2 - 2 2 1 u 1 ·- - . I 2 · I 

- 1 u2 1 I : 1 I 3 - 3 1 1 I - 1 ! - 1 
I I j 

I i 1 

0 i 0 1 -1 1 i 
I ' v3 I 

: I 
; I : I i \ 

i i I 

I i I ! 
I ' I I i 0 V4 0 1 I I -1 1 

I I ' I 
I 

Zj -C j ·x - 2 
I 

jO l o 
1 3 

1 I -1 i 1 0 0 I o ! 0 - - 2 - 1 j -1 - 1 
' 2 I I 

' min 
j 

{ z . -c . I z . - c . < o } 
J J J J 

In de niet-ingevulde hokjes leest men nullen. 
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De minimumwaarde van de Z. -c . is - 3
2

, di t minimum wordt aangenomen 
J J 

voor de variabele x4. Nu is v4 basisvariabele en wel met waarde nul . 

We mogen x4 basisvariabele laten warden als blijft gelden x4 v4 = O. 

Dit blijkt inderdaad het geval te zijn, als x4 basisvariabele wordt . 

De variabele die de basis moet verlaten blijkt, volgens het t weede 

kriterium van de Simpleoc- methode u
1 

te zijn. Dus x4 vervangt u
1 

als 

basisvariabele . De variabele u
1 

wordt dus nul . In de volgende tabel 

laten we de kolom behorende bij u
1 

weg. Voor de zo verkregen basis-
. 2 + + 

oploss1ng geldt x4 = 3, v4 = 0 . Dus aan x'v = 0 blijft voldaan . 

Tabel. 2 

B E,;1 

I 

0 I +1 

0 

E,;2 

- 1 +1 
1 

-1 
2 

2 ; 2 2 ; 2 1 

0 

3 
2 ; 
3 · 

1 

3 3 l 3 I - 3j 3 3 ·--r-4 -+-i -..-4 ---, --.4-.--2--.--
3 I 3 ' 3 3 

- 1 

0 ' v 
3 , 

'X: Z .-c · I , ! 
J J ' ' .1 

0 

o . 
I 
I 

- 1 I 0 0 0 

3 

3 - 3 i 

-1 

0 ' 0 0 ! 0 - 3 I +3 

I 
1 : -1 

i 

I 
- 1 I 

- 1 

' - 1 4-

0 

In de tweede stap wordt E;
1 

basisvariabele , terwijl u
2 

als basisvariabele 

door E;
1 

vervangen wordt . Dus voor de in de tweede stap verkregen basis­

oplossing geldt dat u
2 

= O. Alle ui zijn nu gelijk aan nul, dus Z = O. 

We hebben dan de optimale oplossing voor ons probleem gevonden . 

Het 1s onnodig am tabel 3 1n zijn geheel uit te rekenen . Het is voldoen­

de am de x
0
-kolom te transformeren, zodat we dan de optimale oplossing 

voor probleem (4 . 5 . 22) kunnen aflezen . 
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De nieuwe waar den van de basisvariabelen, nadat u2 door s1 als basis­

variabele vervangen is, zijn: 

2 14 10 1 1 
x1 = 3 ' x2 = 9 ' X4 = 9 ' s, = 3 ' v3 = 3 

De waarden van de andere variabelen ziJn gelijk aan nul. 
-+ -+ -+ -+ -+ 

We hebben een oplossing x ..:_ O, v ..:_ O, A van (4 .5.8) gevonden. Dus de 

optimale oplossing voor probleem (4 . 5.22) wordt gegeven door: 

Dualiteit in kwadratische programmering 

-+* -+ • • • 
Stel dat x ..:_ 0 een optimale oplossing is van: 

-+ -+ -+ -+ 
Maximaliseer z = c x + x ' Dx 

onder 

-+ -+ 
Ax = b 

-+ -+ 
x > 0 

(4 .5. 28) 

Uit de noodzakelijke voorwaarden van Kuhn en Tucker volgt (zie oak 

het bewi j s van stelling 4.5. 3) , dat een t*°bestaat , zo dat 

-+* ->*- -+ 
- 2Dx + A' A > c '. ( l+. 5 . 29) 

Beschouw de Lagrangefunct i e 

-+-+ -+-+ -+-+ -+rt ~ 
F(x, A) = c x + x ' Dx + A1 lb - AxJ (4 .5.30) 

* -+ -+ -+* -+* -+ -+* -+* -+* -+* r=+ 
z = max z = c x + ( x ) ' Dx = c x + ( x ) 'Dx + ( A ) ' Lb 

~ -+*-+* 
Ax J = F(x , A ) , 

(4.5.31) 
-+* -+ 

immers Ax = b . 

Uit (4.4. 26) vol gt 

--+* -+* -+* -+* -+ -+* 
- 2 (x ) ' Dx + (A ) ' Ax = c x • (4. 5.32) 
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+*- + 
Bedenkt men dat Ax = b, dan volgt uit (4 .5.31) en (4.5.32) dat 

* -+* -+*- -+* +*" -+* + z = F(x ,A ) = -(x )'Dx + (A )'b . (4.5.33) 
+ + + . 

Voor elke x > 0 en A, die voldoen aan 

+ + + 
-2Dx + A' A > c ' , (4 . 5.34) 

vindt men, nadat (4 .5.34 ) aan de linkerkant met ~ > 0 vermenigvuldigd 

is en de gespiegelde g enomen i s, de relatie 

+ + ++ + + 
- A'A:x < -c x - 2x 'Dx. (4 .5.35) 

+ + + 
Dus voor elke x > 0 en A, die voldoen aan (4 . 5.34 ) , geldt 

++ + + ++ 
F(x,A) .::_ -x'Dx + A1b = Z. 

(Substitueer (4.5.35) in (4.5 .30)). 
-+* +*" ++(- -+*- +*" + * 

Uit (4.5 .33 ): F(x ,A ) = -(x ) 'Dx + (A )'b = z = max z. 

We zien dus dat [7,tj een optimale oplossing is van het kwadratische 

programmeringsprobleem: 

Minimaliseer Z 

onder 

+ + + 
-2Dx + A'A > c' 

+ + 
x > 0 

+ + + + = -x' Dx + A1b 

We hebben tevens aangetoond dat max z = min Z. 

(4 .5. 37) 

Het kwadratische programmeringsprobleem (4.5.37) noemen we de duale 

van ( 4 . 5 • 28 ) . 

In het voorgaande hebben we bewezen dat (4.5.37) een optimale oplossing 

heeft, als (4.5.28) een optimale oplossing heeft. In feite, vormt een 

optimale oplossing 7 van (4 . 5.28) een deel van een optimale oplossing 
++(- . 

van (4.5.37). Als x bekend is, dan kan men het andere deel van de 

optimale oplossing van de du<>.le bepalen door het lineaire programmerings­

probleem, 
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- -- -- ++ minimaliseer Z = - (x )'Dx + A1b 

onder 

-- + + - 2Dx + A' A > c', 

on te lossen. 

We merken nog op dat Z een convexe functie van [~,X}is, als z een 
+. 

concave functie van x is. 

Stelling 4.5.5, Laat ~'D~ negatief definiet ZlJn . Als het kwadratische 

programmeringsprobleem (4.5,37) een optimale oplossing heeft, dan bezit 

(4.5.28) ook een optimale oplossing . 

+ + . + + 
Bewijs . We tonen aan dat Ax = b een oplossing x > 0 heeft, dan volgt 

uit stelling 4.5 .2 dat probleem (4.5 . 28) een optimale oplossing bezit. 

Laat LxJJ een optimale oplossing van (4,5,37) zi jn . Het minimaliseren ... 
van Z komt op hetzelfde neer als het maximaliseren van - Z = Z. We stellen 
+ + + + ++ + + + + 
A = s - n, waarbij s = max(O,A) ~ 0, n = max (0, - A) > 0. Probleem 

(4 ,5,37) gaat dan over in de equivalente vorm: 

. . ... + + + + + + 
maximaliseer Z = x'Dx - s'b + n'b, 

onder 

+ + + + 
- 2Dx + A' s - A'n > c' 

+ + + ->­
x , s, n ~ o 

Ter vereenvoudiging van de notatie stellen we ~ = [~, ! , aj. 

... + ->- + ++ ++ 
Z = f(u) = x'Dx - s ' b + n'b 

+ +i+ + + 
g . ( u) =-2d x + a. s 

l l 

++ 
a.n,1=1, ••• ,n. 

l 

(4 . 5,38) 

+i .de . . k D (+di +d d .de Hierbij is d de 1 riJve tor van = . , e 1 kolomvektor 
+ . . de 1 

van D, omdat D = D' ), en a . is de 1 kolomvektor van A. 
l 

llf(~) = rx•n, -b, b] 

Ilg.(~) = [- 2!. ' 
l l 

+ 
a .' l 

-ai:.] 
l 
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-+*- [-+*- +x ~ · • ( 4 8 ) u = x ,~ ,n J is een optimale oplossing van probleem .5.3 • 
-Ht- + 

Uit stelling 4.4.4 en (4.4.20) volgt dan, dat een vektor o < 0 

bestaat, zo dat 

-I-* 
17f(u ) -

n 

l 
i=1 

* ~ + 0. Ilg. ( u ) < 0. 
i i 

Beschouwen we de laatste 2m componenten van de vektor uit het 

linkerlid, dan zien we 

+ 
-b -

n 

l 
i=1 

n 

l + 
b + 

i=1 

*+ + o. a. < O, 
i i 

*+ 7 o. a . ~ u. 
i i 

Waaruit volgt At*"= -b, oftewel A(-t*") = b. Daar t*" < O, geldt -t*" > 0. 
. + + . + + . 

Waarmee dan bewezen is dat Ax = b een oplossing x ~ 0 bezit. 


