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Vacanticcursus Groep-‘ theorie 1949
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Groepen van transformaties van het platte vlak,
Voorbeelden, ' '
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Len verzameling elementen heetb eegwhmgwﬁiwanneer.
i, aan ieder OPordend.umeftal elementen a,b een element ¢ is to@=
- geveoegd, (a.b = ¢, product)

s “\~c = a.(b,c) associatieve wet. de uitdrukking a.b.c. is

Cnd wedoe e s, ¥ ot whw G

55 111._er een element e bestaat zodat VOOoxr alle elementen a geldb
_“'weama, | | . -
. iv, er bij ieder element & een element a bestaat met a8 .8 = €4
o Inplaaus van iii en iv kunnen we ook nemen ' '
fg#;Jer bij ileder tweetnl clementen & eh b twee @lementen X en y beu
. gteen meb a.x = © en y.a = b, -
We kunﬁen direet. orkﬁle “telligﬂen hewijzens
"a.& = e Vvoor alle ﬁlemoquen 8¢ s~ heet lnverse van =W |
a,e = a wvoor alle e¢mmﬁn+ﬁn 8, e heet eenheldaelamentﬁ"
- Het santal olementen van een groep heet de orde. : |

. Een deelvercameling Il van een groep G heet een mggggggggp ¢ndlengl

m-ﬁ_ :  ;1;la1b ae H en'h H vol abe H

 5fff   ii£f&1ﬁ ae.H Vol gt ' ¢ Hn

s   _ ' Inplaat% ven 1 en ii mogen.we 00k nemen:

i, uit aecHen be b volgh ab e H, _ . _

 ' " ' .h@n Dndewgroep H vouwb ecn gl@sselndaling van de lemenbcn van

   f'_de groep it VOOES“Hldn, ﬁocr alle elementen, die op een re hta
 “if f(11nks) faubor van'H . ge” Jk Zijn in eenzelfde klasae Op ta
:5  nemen, men eerato klasse is de ondcrgroep zelf Indien er Den

elemonﬁ a‘bestaat dat nlet tot H‘behoort vorman alla elampnten

A, h, waarln ‘he H een tweede klasse, die we voaratollan doar awﬂa B |

Indlenfer eontelement b bestaat dat noech tot H.noch tot aﬁﬂ bewyj;;y ﬁ§f

ihaort bepalcn we analoog een nieguwe klaﬁae'b H, eto,; _,' ! ';;*.,a ¢

% Hlerdaor wordt lndardaad sen indellng in klaason vastgelogdg;{ ; L?€

}e klaﬁaen nacmﬂn_we mevenklaseen&'We beachoawen nu de. verzamﬁnw f j€;E

| llmg van alle (linkszladlga) nevenklassen en trachten-deze Vormtf  :éf§
zamelln& alﬁ eon greep op. te Vatten,. _?, - o "'J'f___ ¢£_;

‘7f§;Aan.de klaasen agﬂ en bH moet een klasse toegevoegd'wordanw*-*””’”“

§[ W‘k1ezen hiervoor de verzamellng van alle produoten van een. 

r_".j




o - elemﬁnt ult & o H met een element uit b, H, Dezg verzamollng zZOU een

nevenklasse K moeten zijn en omdat nit e e H volgt a,e,h.e.= abe X

" -~ moet het de hevenklasse van a, b zijn, Alle elementen a,h, .b.h,
moeten in a,b.H liggen, d.w.z. bij iedere h ¢ H en h,e H'moet cen

"

7 - h e H bestaan med ash, sb.h, = a,b.h,,

. - ~ Of bij ieder element h e H moet cen h e H bestaan zodat
h b = b,h, |

De llnkor en rechter ‘nevenklassen b,H en H,b moeten 1dent1ek ziin.
Indien dit voor ieder element b zo is heet de omdergroep H ecen
normaaldeler De groep van de nevenklassen H,a,H,b.H ete, heet de
fact orgroep G/H.?De nevenklasse H is het ecenheidselement van de
- factorgroep, Het santal nevenklassen heet de index van de onderu |
- groep, De orde van G is het product van de index en de ord.e van

.;-_f -  ondergroep H, _
. ; O merkina, In cen groep waarin steeds geldt a”b.ﬂlaei(ccmmutatieve of
"ﬂ Abelse grcep) is iedere ondergroep cecn normaaldcler. In iedore
groep zijn de groep zelf en hot eenheidselement triviale voorbcolw -
Een grocp dic gecn ahdero normaaldelere ben".

den van normaaldelers,

21L heet enkelveudlg (elmfach)

Twec groepen g en G met olbmenten a b,,,ﬂ en A B,.,, reapa he-
ton 1&qmorf (1mlsomor?) wannser de elementen As0yses €0 A B,..a |
§én-éénduidig aan elkaar boegevoegd kunnen worden zodat de skale
duct relaties bowaaxd bllgvon AoWsZs dat steeds uit toevoeglngen
ae A en b «+ B volgt ab < AB. Twee groepen g en G heten homomorf
1ndion de toevooglng van de elcmenten wel de produotrelabmba bew'

. -.-*Waart, mear niet één-denduidig is,

'Voofbceld 1Een groep G en zmgn.factorgroep G/H 213n.homomorf Aan 1cdor.e _;

'-element awsG voegen we toe de nevenklaase a,He Q/H¢ | *'--.-w-  '“  _
-;en automorfie 1.8 een isomorfleg dle een groep aan zlchzelf
boeveegt¢ Aen e@nvoudlg voorbeeld wordt gegeven doar a.a.1 1eder

| element X een element axa toe te voegen, waarin a een Wlllekeum~~

'rlg, vast gekozen element van de groep is. Deze autommrflsmen.ham;,g;fqg

- ten in het bizonder inwem@&ggwauﬁomorflsmen* Indien een ondergroep51 ; §

' ander alle inwendige automarflsmen invariant is, heet deze onderﬂ?fjﬁfi

groem een invarlante ondergraeg ‘Het is eenveudig in te zien dat    ?}?

een 1nvar1ante ‘ondergroep hetzelfde als een normaaldaler_18,1 ,{5??3”Vf

, - Onder een maxrmale normaaldelar N van een groep G. verstaan we

een mcrmaaldeler, die geen eehta deelverzamllng ig van een. andere;;j g@

en raep kan verscheldane maximale nmrm&alw LY

" normesldeler van G. B A e
?ﬁff?{f_ delara hehbeanéa heeft de groep ArA A ?[-?A“’A *# : de'maxlmale;i ,[w

Ehiﬁf?[ L f Laat N nu een'maxxmale nmrmaaldeler van G zlan en'm Gan‘max1w  




m
| male normaaldeler van N iN i dan niet noodzakelljk normaaldeler

van G We beschouwen de rlg van factorgroepen G/N, N/Nd N, /Noyens

vos N,/B, wasrin steeds Ni., een maximale normealdeler van N, zal
zijn, ' |

De rij G,N,N ,N,,.,.N, ,E heet com9091tler1; van G, Alle factor—

groepen uit de rij factorgroepen zijn enkelvoudig -
Qpmerking, Wanheer de orde van iedere factorgroep een priemgetal 15,

Zlgn de factorgroepen cyclisch d.w.z, alle elementen zlijn voor te
gtellcn als machten van cen enkel element en de groep G heet op~
Logbaar, Voor twee verschillende compositierijen van eenzelfde
groep G geldt dat de factorgroepen afgezien van de volgorde iso-
mort zijn., (Stelling van Jordan-Holder), Het bewijs van deze stel-
llng kan met volledlge inductie geleverd woxden,

MMM“H
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gyl da iy Arhaadt Jubiedy sbmbiny P Sy L PRy
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We beachouwen verschlllende ondere aroepen van de wroep van de
proaectleve transformablcs (nlot singulier) s

a{ br d‘t\ |
L?Eyb;d d WaZ;Effﬂ‘;mm \ , ' j ? “ »
aabada/ - Iaé-‘x + b, ¥y + 4; ax+by+d

+ d 8,%x + b,y + d

ity

P
+
o
<

(blj de projectleve transformaties ig de dubbelverhoudlng van 4

-- .punben op ecn rechthe inveriant).

I_ f

,Jerat de onderérnep van de afflone ‘transformatiesa

. Onder deze trenﬁformatleslblllvenﬁ//llan@n evenw13dlg,_ﬁerwijl dayih
B verheudlng ven twee aistanden op evenW13dlge llgnen 1nvarlani

B Wffu@ﬂ ondergroen van de affleme groap 15 de greep van de awll

Ii   ;¢vorm1'heldstranaformatlm 8%

Hmm M B el Y

c s d”

o o 1

_ell‘kv _transfg, B de verzamoling
"';elden;,lnvarlanten zijn hier de hoek tus em twee

7w E f[3f113nen én'de verhoudlng van twee afstanden.
i ;ijEfaWL¢;e ondergroep van de_oon  uent1e_ R
| '9€“€;l fformatles A an.B,'waarvoor d + a = 1 Hiefbla zian hook en af~ jaf H____é
T   f]€§£  €8tand 1nvariant 1De greep van de cmngwucntla& heeft q,a, de drle jj i“” ﬁ
;f}f’~ " fvo1genﬁe anﬂergroepena w_; ; _U---=?*' S |

wordt gevormd door de tranaufﬂj“‘“”f



BET R

e Lo
R - /10 d,
 _,i, de translatlea in X rlohtlng 10
samen'translatiesr 01 4,
100 00 1
11, de translaties in Y richting | O 1 d, '
.0 0 1.

_ ¢ 8 Ox
1ii, de rotaties |~g ¢ O
C O 1,}

We hadden verstandiger bij de afficene transformatics de
franslatles direet al kunnch splitscn., Iedere affienc trangsfor—
matic is te srherVﬂa ale, et product van cen translatie en ewn
affiune trameformgb7e met O als dekpunt | -

1 O d 8. O O fE*lj b.' d*l.
001" \ 001/ oot e

We'bo gtuderen nu de groep van dc afflone transformatles met O
o _als dekpunt, We kunnen ze kenmerken door: o | . | o
Onder deza transformatiecs 28 voor ieder tweotal punben (x’,y,)'*V*
en (xz,y ), die met G op wen rechte lijn liggon de vorhouding
e _:an.ar :Lan‘b
We hebbcn.de Qndurgroep van de §£$%1“K2£E&5£2iﬁiiﬁmﬂﬁfQEE&E&E&' 7'
i met O als dekpunnn - - o

| GE) en (”ﬁ ),
~gof g C

Do 1nvar1ant@n 21gn obaqr

fx + y '  (K X 4+ J y )

1 .

+ y _ Fz ‘(x y )

"5 LN ww.w-r S o ST iy

f‘  w De ondergrOCp van Ge oogg“uentios met O alﬁ dekpunﬁ'WDrdt gewj@fjgﬁ
vormd door dﬁ- obaﬁleq cn ro%a+1eq gevolgd door een Eplﬁgeling;;§j i

Belh 0T ( GS ) met 0 q*.; 1 :II (GE ) me‘b c i.*i*j x ﬂ _hf

De invar:..anten z:u;m nu :x: = y en x :x: s y y >

;Mfi Qfm§ikiQfa Er 213n nog meey ondergraepen, we. W1gzen.bavﬁ Gp de anderw: q@'

groep van de afflema transformatlaa, d;e gevormd wordt dQQT




~allc transformaties
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| We besohouwen meetkunden waarin o.a. aan de volgende axioma's
voldaan is: |

1, door ledere 2 punten gaat een rechte,

ii, door ieder punt buiten een rechte 4 gaat één rechte ” 2

Meetkunde met 4 punten.,

We nummeren de punten 0,1,2,3 en de rechten 64502 03 12 13 23¢'

- Hierbij geldt 01 /23, 02 [/13, 03 [/12, Deze meetkunde 18 1.V

--gerealiseerd in de flguur van de hoekpun“ben en ribben van cen

 wviervlak indien we overstaande ribben "cvenw13d1g” noemen, Een
'andere roalisatle levert ons de analytlsche meetkunde van punten
waarvan de coordlnaten gehele getallen modulo 2 ziana

P /‘%"7-*?

jgellgk genwmmerde punten zijn 1dentlek _
Jrechten, die twee gelijkgenummerde punten gemeen
hebben zijn identiek., |

{or zijn 4 puvtem, 2 . horlzontale, 2 verticale en

2 diagonale rechten,

E _ 'We beschouwen nu de groep van de afflene tranSformatles(ajiﬁ)
- ' -~ ta. b,/

-i_fégggiga;vﬁm dc punton na dc_traﬂﬁfOrmati@5=_
:'23.31' 12 13 32 21
01 02 03 02 01 03
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*’jﬁBﬁ&?deif f%maaldﬁLefn.~-”

. omEBA  |de grocpen E,D en E,F zijn gecn normaaldelernfkt
'*}:_jf y*?ff§?EDOFAEBf1"?[Lde graep A B 15 een narmaaldeler.ﬁ  ;j}-]*'” Gl

 FDCBAE
II M_Geftfkunde _met

..‘

'  unten.

Ahalytléche MeetkundE‘van*punten met gehelc comrdinaten mﬂm;u  1

e dul@ 3 Er zman 9 puhten en 4 stel van 3 onderllng GVBHledlge
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(012 (036 (048 (057
345 {147 {156 {138
678 (258 1237 \246

Door ieder punt gaan 4 rechten,
op ledere rechte liggen 3
punten. '

W‘ﬂmw.ﬁ

De § comgruentles (rotatles met of zondex eplegoling) Zl3n*
.1
(Oi) en(-i- )

w-ﬂmm WIS Ml e il - Sl 1l o it il o s Trwsirih it St s et st pod sl i)

(;212); tekens zo kiezen dat Of 1 plus en 3 min Of 1 min en

| : 3 plua,
- De overige 32 afj&g ,gan sformaties zlgna
° ;; ¢ 01 iﬂ Oy %1t ] £
- (__L;-‘l -‘3-1)’ (*1 ..L’])’ ( Ol_fi) el (,.&_f‘l O)

, .fVerbee1d van cen gelijkvormigheidstransformaties
- We kiezen (11 '
11

. Op te bouwon nit een rotatie |
N  _0Ver 45 en een vermcnigvul-
‘diging uit O met V2

5.   VO0rbe6ld van eon nlotmge713kvovm1ge afflnltelt.-

We kiozen(o x)

In de. oorspronk911WKe fléuur
- was 01103, '

dit is bij dé transformatle
verloren gogaan | |
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'grlp axmmetrlsch ensemble Daarondor verstaan we Qon vcrzamcllng
_Van Obgooton A Bys.. met con goll}thldsrelatlo (A B”OiD) voor
'goordcnde parcn, dic de volgcndc 01gonﬁchappon heefts

_  dan A:BHE:F), reflexief (A BMA,B) cn omkeerbﬂﬁr (als A:B=C:iD, dan

non wordon afgoboeld op zodanlgc W1gzc, dat do gollakh01d van pa.
‘f_ j¥f rcn 1nvar1mnt i hoten 190 orgh - |

Wl TR g el Pt o A i

Hﬂm““mwuwmwwmw“mﬂﬁﬁ
Wbl ARUAMLL ot Wit adein e Iy et e S mare s WP R B Wil Y el R
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Inleiding

Het begrip grcep is nauw vorbonden met het begrip g gymmetvrio,

gl u bl i ey wy

Wij sprekcn van symmetric, wannecr cenh gohecl is opgebouwd uit
delen, die alle op dezelfde meniocr in het gehocl zijn geplaatst.

BcschouW1ng van enige voorbeclden van symmotrlc
‘Wlskundlgc formulcoring van het begrip symmetric door het bom

1. De gellgkhold is tran61tlef (als A:B=C:D cn C:D= L:F,"

2 Als As BwP Q on B:CwQ R dﬁn.ﬂ Cz=PsH.

3. A A=Bz: B

d Als A B=C3 D dan B A%D:G

5 Blg A B C ocn ondubbe]zlnnlg bopaaldeID zodanlg,

Twoo symmctrlsche en.emhlcs, le eenmaanﬁeen op olkaar kunm

f'_l"_

”°=uon grocp is ccn vcrzamollng van elomﬁntcn a'b,,a, mﬂt da o

2ﬁ ab cma’bc, a85001atLV1telt v&n de com9051tie

iﬁi"fo; f aaha@, dam aemcaw% voor e]kc a T T T e e

4 Bi@ luierc a 18 er een elament a 1

1

Oﬂmmdolllake oonsoqucn’u ics: ¢ Br is alc: ahtc- sén ec.nhe idwelem
fﬂf??ﬁﬂfﬁﬁfm@nm, a,iﬁ 1nver&c van a 1; igder clcment heoft sleahts aen .LJ5;3ff"

1nverse vam as zodanmg;;q ;;

am sy

[P S




D

inverse, BlJ gegoven a en b is or gén x zodanlg, dat ax#b nl
x"a“qb, en één y zodanig, dat ya=b, nl. ;y...—-~*..’n::a1\,,r Uit ab=ac, en
cvenecns uit ba=ca, volght b=c. '

" Onder de orge van cen groep verstaat men het aantal dor
elementen; de orde kan cindig of oncindlg zijn. ls voor clke &
‘cn b voldaan aan ab=ba, dan hcet dc groep commutaticf of abcls,

Twep groepen, dic één-asn-één op clkaar kumhon worden of-
gobeold op zodanige wijzo, dat do compositie invariant is, hcten
isomorph. '

Ondor ecn aubtomorphismc van ccn symmotrlgoh cnsemble ver-
 staan wo een afbeelding A—X' van het cnscmble oOp zichzelf met

- de elgonschnp, dat A*ﬂB'MA,B De aubtomorphismen van ccn aymmew
trisch cnscmble vormcn cen groecp (de compositie ab van de auto~
morphismen a cn b is het aubomorvhisme, dat wo krijgen door de
. afbeelding & te laten volgen door dc afbeclding D).

Omgekcerd kan mcen aan iedere groop eonksymmotrlsch
chnsemble tocvoogon, woarvan de automorphismcngroep isomorph is
met dic grocp. Deze toovoeging is op imommrphle (van grocp cn
symmetrisch cnsemble) na ccnccnduidisz, " De theoric der 5gmmotrlw.

sohe onscmbles is dus cquivalent met de theoric den groepon,ﬁ

Voorbcolden van groepen.

_'“P'H““-ﬂ-'“-————tmm gy el msuu- wkphe it
ity _—p—---q-hl--_“Hmm—ﬂmeﬁ“-ﬁmeMm#“HﬂmmM I
g mﬂ_ﬂhﬂm“wmmwmlﬂm“”m“mmwm“w“ﬂmm““ﬂ

. A S

He on Hb 1dentlek of gehool bultan olka%r gologen G Vﬂlt das'”'

ﬁlt@OH in complcxen Ha (rechtsc_ nevenklegsen ven H). Ook khn‘mcn  "'

.‘-’“wmm ettt i i YT Bl

allcen yrie)r dOZGW de rechtso (lmnkac) nevcnklasso van H qls Xy

“(x"y) in H ligt. . . R
o Stclllngmvan ngra 8¢ Is & van eamdlge QrdQ’_dan“isWaozq,ggq

mu—-n-w

@G splitscn in l*nkse novenklaason ﬂH xoeny bohoron dan cn. dan1,‘

,ordo van een ondcrgrecp H och deler V%ﬂ de ordo G Het qvgtlent   ; 
”.i hG5t de &ﬂggg.van H in G. | . T

Gevolgon* De. orde (of perlodc) van elk.olcmcnt van G 1u|;; f

__'e@n delor Vcﬂ do ordo van G Ben groep, waarvan de ordo een l.”   ;;
| priemgat@l is, 15 cgcllsoh ﬂ S T



ecn zgh., geconjugeer’e ondcrgroep g=

een groep G op ¢en groep G zodanlg, dat, als ab= o,_ook a b c“a
"715 de afbeeldlng eenwaanneen, dan spreekt men van een igomor hlamﬂ.-

53“

Iﬁeocnjuge@r 0 elementag a en b heten geconjageerd als SMTaS:b.

Dozo relatic is reflexicef, omkeorbaar en tran81tlef zodat G

_ulteenvalt in klesaen van geconjugeerde elementen, Hct  cenheidgm-

clemont vormt cen klasse op zichzelf,
Stolllng In een eindige groep is het aantal der clemon-

ten van cen klasse ecn deler van de orde van de groop, |

Bij de afbeelding x—- s 1xs van ¢ op ¢ is de oompo&itio
inveriant. Het is dus ccn is omorphe afbeclding van G op G, ecn
automorphisme van G; cen automorphisme van deze socort heet ecn
inwendig automorphisme. Ecn ondergroip 0 gant da%fblg over in
" 'Hs. |

“ﬁ}

Nbrma%ldolor. Een ondcrgrocp, dic 1dontlek ig metT de 8-

congugoerdo omdcrgroepen, heet normealdelcr (met zichzelf geomnm

TP o T Sy ATty Y AT AT AR

Jubocrde ondorgroop, inveriante ondergroep). Equivalcnte defi

“tlet cen normaaldelor is een ondergroep, wa%rblg linkse cn roohtw
" 755 novenkla son 1dontlok zljn,

Néemt men u1+ twee ﬂevcmklasacn 61 on O van cocn normﬁal

'deler-N repreaanterende eloementen &y en az, dan llgt 8 =

37 848 1

:;ecn.nnvenklasse 63 ‘die onafhankelijk is van de gekozen repre scntanm'
__ ten, dus alléen afhangt van 01 en C,+ D& compogitie 61 2'm~93 maakt_
. de verzamcllng der nevenklassen tot esn groep. beze heet de fag~-

’ L:torgroe9 @|¥ van G naar N. o '

Een (groepm)homomomghlsme is een afbeelding x—%» x van
7.

Beschouw nu ecn normaaldeler N en zijn facuorgrocp GIN.

_[ 39 afb@@ldlﬂ% X ~—+ de nLVunklasse, waarin x ligt is genhomoﬂ. 
?'%;_morphiame van & op Gils = o D

Omgekuurd Iu G*w% G ecn homemorphlsmLa dan'vormun.d@

__”  ”  elementen van G, die op het ec huldS@lbmuH$ van G Worden aigc-"
,,5}  ; beeld, cen nﬁrmaaldulur N in 3 de elementen, dlu'0p ucnjwillbkbuM  3M  ;

.‘"ff i}r1g element van G worden afgubuald vormcn ecn ngvcnklassa van.N

-[Tfﬁ;f Hheet émkelvoudl'

.ﬂ  ;f ;_bn de touvoeglng elument van G e 4 dczc nGVunklassc 1s uun 130m[ 1
ﬁ5f ;j; ;mor:h1sme van G net GEN¢ o

~-;en grgep G, d1 buhaqu g bn G geun normaaldulars haeft,

R . Do altarnorende permutatiogroep van 5 of mu 3 Vaﬁ;  i  £
9f f£§ ;fr1abe1en is Lnkulvouﬂig.:Daarult vliceit in de theorie'van Galols )
E f;@;iﬁﬁ;voort dat de algemene nde'maghtsvergallaklng.VQQr a 5 Onnp]n&w
‘fﬂﬁVf f§f fbaar 15 mﬂt behulp van wortelt@kensg | |
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Ben keten G = G, D G4Deeves DG, = e, waarblj itdere Gy
maximale,normaaldeler'isin\Gi_1, heet eon comgositiorGQRvaan G
. otelling van Jordan-Hblder, Twee compositicrcecksen van G
zijn cven lang cn de factorgroepen Gy | G4.q Vvaen do cne rocks zijn,
in cen of andere volgorde, isomorph met dic van dc¢ andere.
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