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Die freundliche Einladung des ortlichen Tagungsleiters dieser Versammiung, einen Haupt-
wrtm AL hafﬂt,.n uber %im e ] Ja ", iederlanden durchgefiihrte For-
hun ¢ ‘ O atik, bietet mir -— obwohl 1ch eigentlich kein
M’athematxkur bma mndem ein Math&matxker der nur gelegentlich angewandt wwd
dw Geh&genhmt IThnen einen, wenn auch sehr unvollstindigen, Uberblick zu geben iiber einige
Arhmmm die unter meiner Leitung seit 1953 in der Abteilung fir angewandte Mathematxk des
Mathematischen Zentrums in Amsterdam vollbracht wurden. Sie wurden veranlat durch die
Sturmflut, die unser Land am 1. Februar 1953 getroffen hat, beruhen auf cinem Auftrag des
Centrale Studiedienst van de Waterstaat, und bezwecken, einiges Verstindnis zu gewinnen fiir
die Weise, in der einer liber ein Meer, insbesondere die Nordsee, sich bewegender Sturm dm Hohe des
Meeresniveaus beeinflut. Obwohl die endgiiltige Liosung des Problems noch in unabsehbarer
Ferne liegt, mochten unsere Bemiihungen, die sich gezwungenermallen nur auf W&Sﬂnﬂi@h eln-
fachere Probleme beziehen, vielleicht doch einiges Interesse erwecken kénnen.

Bis auf einige wenige durch die Umstinde erzwungene Ausnahmen sind die Ergebnisse
nicht mir selbst, sondern meinen Mitarbeitern zu verdanken. Dies waren anfangs Herr T. C.
Braakman und Herr G. W. Veltkamp, spidter Herr Dr. H. A. Lauwerier, und jetzt auch
Herr Dr. D. J. Hofsommer. Wenn auch gelegentlich Anregungen, Ansitze und weitere Sugge-
stionen meinerseits in den Berichten verarbeitet wurden, so haben doch meine Mitarbeiter zum
groflten Teil ihre Ergebnisse selbstindig erhalten.

Zeitbeschrankung notigt mich, mich auf einen Teil — wenn auch einen wichtigen Teil — der
Arbeiten zu beschrinken, alle Ansétze zu den Eigenwertproblemen auller Betracht zu lassen, und
auch iiber die zu behandelnden Arbeiten nur einen manchmal oberflichlichen und sehr unvoll-
stindigen Uberblick zu geben.

1. Formulierung und erste Reduktion des Problems

Die meisten Arbeiten, die seit etwa b Jahren in der Abtellung fir angewandte Mathematik
des Mathematischen Zentrums in Amsterdam unter meiner Leitung ausgefuhrt wurden, beziehen
sich auf die Bewegung des Wassers in einem rotierenden Becken unter Einflul3 von gegebenen, von
einem Windfelde verursachten Kréiften an der Oberfliche, sowie von Bodenreibung.

Ein Nachteil der analytischen Behandlungsweise besteht darin, dal3 man erhebliche, und
im Grunde nicht gerechtfertigte Vereinfachungen anzubringen genotigt ist. Als Modell fir die
Wasserbewegung in einem Meer unter Einflul von Gravitation, Wind und Reibung betrachten
wir diejenige in einem mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierenden Bassin von konstanter
Tiefe. Die nichtlinearen Bewegungsgleichungen werden durch die entsprechenden linearisierten
ersetzt, d. h. wir betrachten in erster Naherung kleine Abweichungen vom Gleichgewichtszustand.
In der linearen Anniherung (nicht in Wirklichkeit) kann deshalb die Gezeitenbewegung auller
Betracht gelassen werden, weil die berechnete Bewegung auf sie superponiert wird. Der EinfluQ3
des Windes wird als eine gegebene Schubspannung‘) an der Oberfldche betrachtet; die Reibung
(insbesondere die Bodmrmbung) wird durch eine der lokalen Geschwindigkeit proportionale
Massenkraft ersetzt. Entlang einer jeden Vertikalen wird eine quasistatische Druckverteilung
angenommen, und die Geschwindigkeitskomponenten werden durch ihre Integrale iber eine
solche Vertikale ersetzt. Schlieflich werden als Randbedingungen nur undurchdringbare Kiisten
oder Begrenzungen durch Ozeane in Betracht gezogen, welche letztere als unendlich tief ange-
sehen werden.

Wir stellen das Bassin durch das ebene Gebiet D, seinen Rand durch Cdar, D + C durch D,

iber dw Vertikale mtegrmrtan Geachmndlgkeitskﬂmponanten im Punkte (:n, y) durch

o blﬂ 1 3 Aprll ]%8 1N bruekam |
ann als ein G‘vmdiﬂntafald in der &uBeren Kraft aufgenommen werden, und
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i = (U, Uy), die Erhebung des Wasserspiegels iiber das Gleichgewichtsniveau durch w, die Kompo-

nenten der durch den Wind verursachten Kraft durch X = (X, X,), den Reibungskoeffizienten
durch A, den Coriolis-Parameter (= 2 w sin f) durch 2, die Tiefe durch h, die Gravitationsbe-

schleunigung durch ¢, die stationdre Wellengeschwindigkeit Vg h durch ¢ und die Dichte durch 1.

Die linearisierten Bewegungsgleichungen und die Kontinuitdtsgleichung lauten dann be-
kanntlich (H. Lamb, 1932):

ou, L ow du, , W o | duy  ow
“'*é'z“—l-/'lul-—-—Qllg“l“C dz: ““"X:u QU:H‘ ot —}—/1112—}—0 ay “‘“‘Xﬁ’ 8y+ of = 0 (1'1)

oder in Vektorform

%%+15m5>< E—l—czgradwm}:z, divﬁ—{—%%m

wo {2 ein senkrecht nach oben gerichteter Vektor der Liange 2 ist. Entlang einer Kiiste C;, ver-
schwindet die normale Geschwindigkeitskomponente u,, entlang eines Ozeanrandes C, die
Erhebung w.

Wir nehmen eine Laplace-Transformation vor, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn
wir die alten Bezeichnungen fir die Laplace-Transformierten beibehalten, wir ersetzen den

Differentialoperator ;z- durch einen Faktor p. Selbstverstdndlich wird dadurch eine der wesent-

lichen Schwierigkeiten bis zum Schlul3 hinausgeschoben, ndmlich die Umkehrung der Laplace-
Transformation (Vgl. 3.).

— R bt YT e

oxr

0,

Die Determinante der Koeffizient-Operatoren der linken Glieder von (1.1) ist, mit p = g{:
i 5 |
; _ 2 __
1[ p + A Q2 ¢ o
0 |
2 pti eg =@+ A-ploFP Y. . . (D),
ER
| ox oy P
def @2 0% 2) . . |
wo A = e -+ ap Elimination von u; und u, ergibt also fiir w eine Gleichung
Aw —xdw=c2F . . . . . . . . .. .. ..(.3),
WO
def
W=cEtp@P+AT{PFA2+3. ... oL L. (1.4).
def dX; = 0X L (0X, 09X > > |
a:v+ay+p—}-ﬂ o 5 divX 4+ tgy rotX . . . . . (1.5
mit
I .
| | gy i Y ¢ )Y
Die Randbedingungen lauten dann: '
w =20 entlang eines Ozeans]
ow 0 . (1.7
3n T 'l:g'y---éfi;iJ = f/c® entlang einer Kiiste [ (1.7)
mit '
men—}-tg'st.......'........(1.8),

wo X,, X, die normale und die tangentiale Komponente des Vektors X darstellen, erstere beim
Durchlaufen des duBeren Randes von D im positiven Sinne nach auBlen gerichtet.

Die Geschwindi_gkeitskomponenten U, U, welche Gleichungen derselben Form (1.3) (mit
demselben »?, aber mit anderen rechten Gliedern) geniigen, ergeben sich sofort aus w:

= {(p + 1)? + Q%}-1 {(P + 4) (Xl — (2 g%)) 4 02 (Xg--——-- Ve __EJE_{)‘} :

w =P+ 2+ 20X, — e ) + ¢+ 2 (X, — e 2]

. (1.9)

e —— e o e L G TPy - I

2) Dag S bolcimefbez'ht‘ Glei . di i ' ini
ym eichnet eine (xleichheit, die das linke Glied durch das rechte definiert.
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oder in Vektorform

- >
ua = {(p + A)? + 2}-1 (p+x’l+Q X)(imczgrad w) ...

Wir bemerken noch, da3, bei konstantem (p + 1)? 4+ 22, u, = %lf_l U = — _aa”‘a is
Y Y
~ Die groB3ten Schwierigkeiten werden von der ,,schiefen* Randbedingung (1.7), also von der
C.OI‘IOIISkI’aft verursacht, die weiteren von der komplizierten Form (1.4) von #2, das fiir Q =1=0

einfach p?/c* ware. Man méchte deswegen versuchen, eine Storungsrechnung hinsichtlich £ vor-

zunehmen. Dies geht aber nur fiir viel kleinere Gebiete als die Nordsee. Im allgemeinen kann

man sagen, dall anfanglich, wenn ein Sturm einsetzt, nur die duBleren Krifte X von Bedeutung
sind ; nach einiger Zeit beginnt sich der Einfluf3 von £ zu zeigen, und noch spéter macht sich die
Reibungsddmpfung bemerkbar. Auf dem Hohepunkt eines Orkans 148t sich keiner dieser Fak-
toren vernachlissigen. Bel einem einigermafBen lange anhaltenden Sturm wire eher p im
Vergleich zu £ (nicht aber zu A) als 2 gegeniiber p vernachlidssigbar. Auch macht es die Coriolis-
kraft unmdoglich, die Wasserbewegung eindimensional zu behandeln, sogar wenn man die Nordsee
als einen unendlich langen Kanal betrachtet; die Querbewegung ist dafiir von zu groBem Einflu8.

t.

2. Zuriickfihrung auf Fundamentallésungen

Zur Diskussion der Losungsmethoden der Differentialgleichung (1.3) mit den Randbe-
dingungen (1.7) benutzen wir den Greenschen Satz. Einfachheitshalber setzen wir das Gebiet D
als einfach zusammenhéngend voraus, und sein Rand C sei stiickweise glatt und bestehe aus zwei
Teilen C, (Ozeanrand), C; (Kiiste) die je aus endlich vielen Bogen bestehen. Weder die Konstanz
von »* aus (1.4), noch die stiickweise Konstanz von z(s) == tg ¢ aus (1.7) auf C;, ist fiir das néchst-
folgende notig. Punkte (z, y), (x4, y,) usw. seien kurz mit P, P,, usw. angedeutet. Die Entfernung

V(x; — )2 + (y; — y,)? zweier Punkte P,, P, sei mit o(P;, P,) bezeichnet. Es seli Cy(D) die
Menge aller Funktionen in D, die dort zweimal stetig differenzierbar und am Rande stiickweise
glatt sind, und S(D, M) die Menge aller Funktionen, wo dies fiir das Komplement bzgl. D einer
endlichen Menge M € D gilt, und die in jedem c € M wie — (2 7t)-* In o(P, ¢) unendlich werden.

Fir je zwei Funktionen ¢ € S(D, M,), v € S(D, M,), wo M, "\ M, = O sei, gilt dann fur die
2Dirichlefsche Entfernung™” (S. Bergmann und M. Schiffer, 1953)

det op oy | Op Oy 2 )
E{qj'w}“‘[)f(“a}“ax “é“!}“a“;-}—% @ v|dx dy

.
m-—mffqo(ﬁ'zpm%ztp)dxdyw_/ ¢>é~?-'-;:ds—i—2<p(a) ... (2.0,
D C

a € M,

Weil E {¢ - v} offenbar symmetrisch ist, erhalten wir fiir den Fall, wo M, nur aus einem Punkte
P, besteht:

| -0 - oy
W(Po) "’-—““.IJW(AQQ“”%ZQ?)dxdnyf(p(At/)m———%zfep)dxdy-{—j gué—gdswm / qoégds

¥ e D C C

op 0 f (9_"/:‘ _a__?_/f) j 9 ds + S @) (2.2).
+(‘f von— g 0e) e — | o(Z 03 + [ SE@ndt @ 02
A i 'k

Es sei jetzt w(P) = w(P) eine Losung € Cy(D) von (1.3), (1.7) und ¢(P) = G(P,, P) eine be.liebige
Funktion € S(D, z,). Dann wird (2.2), unter der Voraussetzung, dal ¢ 7y auf ganz C stetig und
stiickweise glatt ist?):

[ [ ow
w(P,) m--.-“ GFd:z:dy—]—fods + J | w(AGmxﬂG)dacdymf 62 ds
D Cr D Co
w2 ) L. (23)
—l“[w("a“;z** éST(§)G ds . . . . . . . . (2.3)

Ck
A. Falls eine verallgemeinerte Greensche Funktion G gefunden worden ist, d. h. dal G

a) der homogenen Differentialgleichung

AG—32G =0 in D . . . . . . . . . . . .. (24%),
b) der Ozeanbedingung
) | G=0 auf C, . . « « « « « « o« « . . (24D),

3) AlSO, wenn @ und y stetig sind auf C, mufB in jeder etwaigen Unstetigkeitsstelle von 7(s) entweder
@ oder y verschwinden.

13*
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c) der homogenen adjungierten Kiistenbedingung

G O
ZHW%T(s)GmO auf Cp. - - - - « « o - (2.4¢)

geniigt, ergibt (2.3) eine explizite Darstellung von w(P,) mittels Quadraturen.

B. Falls aber eine Funktion G bekannt ist, die wohl der Differentialgleichung (2.42) und
der Ozeanbedingung (2.4b), aber nicht der Kiistenbedingung (2.4c) genugt, so stellt (2.?3) eine
fiir P € C; singuliire Integralgleichung fiir w(P) entlang der Kiiste (; vor. FallsﬁG uberdl*fas der
Kiistenbedingung auf einem Teile von (; genugt, so bleibt eine ebgnsolche Gleichung fir den
Rest von C; iibrig. Diese singuldren Integralgleichungen konnen mittels bekannter Methoden,
die zum Beispiel im Buche Muskhelishvili’s iiber singuldre Integralgleichungen dargestellt
worden sind, durch Ausiibung des adjungierten Integraloperators in reguldre verwandelt und
sodann nach klassischen Methoden aufgelost werden. | | |
_ C.Man kann aber auch sofort eine regulire Integralgleichung erhalten, wenn auch eine zwei-
dimensionale, falls man eine Funktion G = G, bestimmen kann, die den sdmtlichen Rand-
bedingungen (1.13b, ¢), aber nicht der Differentialgleichung (1.13a) geniigt, jedoch statiidessen
harmonisch ist (4G, = 0). Fiir den Fall wo C, (also auch C;) ein zusammenhédngender Bogen ist, hat
H.A.Lauwerier (TW31, 1955) eine solche Funktion G, konstruiert mittels einer konformen Ab-

bildung von D auf eine Halbebene, bei der C, auf die negative reelle Achse abgebildet wird.
I g(MExtly )

i ] ] 1 4+ H(__ N .
Man kann G, durch eine Summe von vier Gliedern von der Form - Lo M @, + 150

darstellen, wo H(w) eine unvollstindige Beta-Funktion ist. Fiir den Spezialfall eines Rechtecks
von der Breite 2 a und der Linge 2 b, bei dem C, eine Rechtecksseite ist, und das ein Modell der
Nordsee darstellt, ist M(z) = p (z—2a—21b) — (21 D).

Es ergibt sich dann fir w unter Vertauschung von P und P, aus (1.12)
w(P) = — x* f;}f w(Po) Go(P, Py) dx, dy, +cf Go(P, Po) f(2) dso“’".!)f Go(P, Py) I(z,) dxy dy, (2.5),
- k

aus welcher sich w mittels der Neumannschen Reihe als eine Potenzreihe nach Potenzen von
x> ergibt. |

Weil dabei der Koeffizient von #?* u.a. noch ein 2n-faches Integral enthilt, worin der
Integrand a) vom Aufpunkte P, b) von den Randbedingungen, ¢) von der Form des Gebietes,
d) von dem gegeben Adulleren Felde abhingt, ist es von Bedeutung, die Fille zu betrachten, in
denen sich die Greensche Funktion explizit bestimmen, und zwar mittels einer beschrinkten
Anzahl von Integrationen herstellen 1483t. Dies ist gelungen fiir diejenigen Gebiete, die nur von
hochstens zwel Geraden begrenzt werden. '

Die zu bestimmende Greensche Funktion sei, unter Vertauschung der Punkte P und P,,
mit G(P, P,) bezeichnet. Sie geniigt dann hinsichtlich P und P, der Differentialgleichung
(2.4a) als der Ozeanbedingung (2.4b). Der Kiistenbedingung (2.4c¢) geniigt sie nur hinsichtlich
P,, wahrend mit Bezug auf P die homogenisierte Bedingung (1.7), d. h. allgemeiner

3G G
S T 5 =0 auf Cp . ... ... (26)

gilt. Die Funktion G(P, P,) ist also nicht symmetrisch. In unsrem Fall, wo z(s) = tg v auf der
Kiiste konstant ist, geht sie in sich {iber, falls die beiden Argumentpunkte vertauscht werden, und
gleichzeitig das Vorzeichen von tgy, d. h. von  umgekehrt wird.

3. Bestimmung von Fundamentallosungen fiir von hichstens zwei Geraden begrenzten Meeren

" hEin wesentlicher Beitrag zur Bestimmung der Fundamentallésungen der Differential-
gleichung

AG—»*G=0 . . . . . . .. . ... . ..(@31

mit homogenen schiefen Randbedingungen (vgl. 1.7) wurde von G. W. Veltkamp (1955) in

einer kurzen infernen Note fiir das Mathematische Zentrum gegeben, iiber deren Grundgedanken
ich jetzt kurz berichten werde.

Die Fundamentalldsung G(P, P,), die in der ganzen Ebene der Gleichung (3.1) geniigt,
1

1m gegebenen Punkte P, = (x,, y,) eine Singularitit G = — 50 In o(P, Py) + O(1) aufweist und
TT
fur P — P, ins Unendliche verschwindet, ist gegeben durch die Besselsche Funktion
~ 00
1 K 1 -3¢ 0 Ch &
o Koo e) = f e—xoch g . (32),
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Wir werden sie, dhnlich wie in der Theorie der harmonischen IFunktionen, kurz einen
Pol (in P,) nennen. Durch Differentiation nach dem ,,Aufpunkte’ P, in einer vorgegebenen
Richtung ergibt sie einen Dipol, durch zweifache Differentiation in zwei Richtungen einen
Quadrupol, durch k-fache Differentiation einen 2¥-Pol. Wir betrachten den Richtungsdifferen-
tialoperator

ef
D'-f-l-"---'-(zosowa --}--sma?-- e e e e e (33,

ox oy

hIn Polarkoordinaten ist
0 c
( . )
Dy = sin vy o T col Y30

1
falls y + ¢ = o + 5 7 (mod ) 1st.

Die Operatoren D, kommutieren fiir alle Werte von «, und sie erfiillen, wie man leicht
einsieht, be1 Beschrinkung ihres Anwendungsbereiches auf Losungen der Gleichung

Au —»x2u =0,
die Identitat

Da.._yDﬁm.Dﬁ.___},Da = 2 SIN (a%ﬁ) SiIl‘y c e e e e e e (34),

oder auch '
DyypgDypg=D)—x2sin2g . . . . . . . . . . . . (39).

k
Fir x=0ist D«, . .. D, = Dj, mit o = k-1 Z ., so daB3 es fiir jedes k bis auf Bewegungen nur
eine Art von harmonischen 2¢-Polen gibt; fur % == 0 aber ist das nicht der Fall. Zufolge (3.5)
ist die schiefe Randbedingung Dg;f = O entlang der z-Achse erfiillt, falls f = D_zg und g als
82

Funktion von y ungerade ist. Es ist dann némlich ¢ = 0 fiir y = 0, folglich auch D§g = Bxgz 0

entlang der z-Achse, also nach (3.5) ebendort Dy D_z g = 0.

Um eine Fundamentallosung von (3.1) in der Halbebene y > 0 mit Pol in z;, = (%, Jo)
zu erhalten, die der Randbedingung

D,G=0 firy=0 . . .. . . . .. ... . (3.5

geniigt, setzen wir po* = {(x — x,)? -+ (y + yo)*}? und 27 g = K(% o) — Ky(x 0*). Dann 1st g
ungerade in y; folglich geniigt ‘

1

U = 2ﬂ;D........_..{,‘(Ko(:wQ)——---Isf,;,(:v:sg"“)) N ¢ &)
sowohl (3.1) als (3.6). Diese Losung besteht aus N
zwel entgegengesetzten parallelen Dipolen in den \T
Spiegelpunkten z, und 2z, = (x4, —Y,), deren N &

Richtung spiegelbildlich zu « ist (vgl. Bild 1).

Weil diese Losung fiir jeden Aufpunkt z, der

Bedingung (3.6) geniigt, bleibt dasselbe der Fall, - =0
wenn man z, durch (x, —f cos «, Yy, +  sin «) fir

alle £ > O ersetzt und tiber { integriert. Dabei

geht der Dipol in z, in einen einfachen Pol uber, +

wihrend der Dipol in z, in eine mit gleichen und ~

parallelen Dipolen gleichméafig besetzte Halb- r S N

gerade in der Richtung « tbergeht. Zerlegt man Rild 1

diese Dipole in ebensolche senkrecht und parallel

zu dieser Halbgeraden so erhalten erstgenannte die Grofle sin 2«, wéhrend letztere sich zu
einem einzigen Pol in z, der Stirke — cos 2 « zusammensetzen (Bild 2, Bild 3).

Analytisch wird die LLosung durch

~+ o0
1 ' 1 Sh(i—}-loc) % (i + o) Chi—i 5 (T—2,) shi
m— — A — o) CNNE—2 3¢ (T——24) 8 dt
G QnKO(%Q) 47 f sh (f — i «)
% . (3.8),
1 1 i {
—_— et | Y=Y o| CH L2 % (2—2) Shi di
2 7 5 Lol ) 4 7 f °

gegeben.
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Dieses Ergebnis, das Veltkamp auch fiir beliebige Richtung fler begr_enzenden Gerade"n
herleitete, wurde auf etwas anderem Wege auch von H. A. Lauwerier bewiesen und zur L.6-

X NS Ra

+
+ +
= N\
20 w% - P "\-."““
Palhe -
Bild 2. (Die beim oberen Halbstirahl eingezeichneten -+ - Bild 3

und — -Zieichen sind zu streichen. Dieser Halbstrahl ist aus
WKopf zu Schwanz‘ liegenden Dipolen zusammengesetzt.)

sung des Randwertproblems fiir einen (beiderseits unendlichen) Parallelstreifen ausgenutzt
(TW 31). Fiir den Streifen |x| << a (unendlich langer Kanal) mit

oG oG . .
e COS e §110 e 0 fur €XT = i (I
ox COSV T 5, SV
wird
--§~;m ‘
(y = l - K (% Q) + _}, [ { g ¥ (Z2a +zg—=x)chn ___l__ g% (2a—2x,+x)Cchy + Ch___..(mnm—*“ E_y) e (x +x,) ch
Vo O S . ch(n—1y)
—
R — % (Y—Y,) sh 7
CI_]“_Q?_Z I‘: y) e‘"““% (.'JU -+ I?n) Chﬂ} . € . o_h - d'Tj . ) ... ( 3‘9)’
ch(n -+ iy) sh (2 » a ch n)
wofur auch
+ o
" o e T\ A\
(7 = - 1 e—-'ix(ywo) sh 7 d"? {Z‘ e |lz2— (— 1) g—2nalxchny ch (?7 + L Sgn{l ( L 12w’)_i) (3_ ]_O)
4 T J T ch(n + isgnny)
geschrieben werden kann. (Vgl. Bild 4.)
: E ; ;=,
; = e : =
: 5 = :
E E ; :
: / : :
s _ ; ;
: %
i ,
g E
Bild 4

- ch(n T iy) _ . . .
Die FFaktoren Lh(«z o iﬁz) dndern einen Pol in einen ,,Dipolschwanz‘‘. Fiir den Streifen

() < y << b mit

D,G=0 fir y=0, G=0 fir y=2b,

1 : - . 1
s0 dal y = O' eine Kiiste (oc = 5 T+ y) und y = b eine Ozeanbegrenzung darstellt, erhilt
l.auwerier die Losung = ,

. 1 . 1 ' —- —

A - 36 (X4 shh 17
/ey ¢ e

— 30 1 + 511-—(?7 “m:l 'J/) e2=achy
sh (n + i y) (3.11),

deren Schema in Bild 5 skizziert worden ist.
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Wesentlich schwieriger gestaltet sich das Problem schon im einfachsten Falle, wo der
Rand eine Ecke aufweist, ndmlich im Falle, wo D ein Winkel ist, z. B. in Polarkoordinaten:

r>0, ¢ <@ <@ Wir werden da die Lisungen, insbesondere die Fundamentallésung der
Gleichung (3.1) mit den Randbedingungen

oG 0G ) oG oG

r “‘a"l*‘ — COtg 7/1 pRR— 0 fur (P = (pl . r é}» R (_"()tg yz éuq; — 0 fl'_‘ll" (;[) e— (p2 (312)

betrachten, obwohl wir eigentlich nur die beiden Fille y, = 9, (zwei Kiisten) und coty, = 0

oder coty, = 0 (eine Kiiste und ein Ozeanrand) (im letzteren Falle mit der Zusatzbedingung,
da3 dort w = 0 se1) bedirfen. Schon 1956 hat

G. W. Veltkamp (TW 40) das Verhalten einer fiir

r — 0 endlich bleibenden Funktion w in der Umge-
bung der Kcke studiert, die in D definiert ist und
entweder der Potentialgleichung dw =0 geniigt (oder
allgemeiner dw = O(r—2) fir r — 0) und den Rand-
bedingungen (3.12) (mit w anstatt G; im Falle y, = ¢,
ist r-2 durch r—2*+% &> 0 zu ersetzen), oder fiir
»? &= 0 den speziellen Randbedingungen (3.12) mit :
1 = Yo Oder cos y, cos y, = O geniigt. Die Notwendig- - = rrosm i ssmsios oo
keit, mehrere verschiedene Fille zu unterscheiden, lief3 ¢

wenig Hoffnung, auf diesem Wege durch Heranziehen
héoherer Nédherungen welterzukommen. Beildufig sei
bemerkt, dafl ein Spezialfall, n&mlich y,—1y, = @ :
(mod ) auf Grund von (3.8) (Bild 1) trivial ist. i

Jingstens aber ist es uns gelungen, das Problem
fir den Winkel vollstdndig zu 16sen. Herr Lauwerier’s

Krankheit zwang mich, eine schon 1956 in groben Zii-
gen skizzierte Methode selbst auszuarbeiten; seit der
Wiedergewinnung seiner Kridfte hat Lauwerier so- SRRt
dann unabhédngig von der meinigen das Problem nach
einer anderen Methode geldst, und spédter mehrere
wertvolle Zusdtze zur meinigen angebracht. Lau-
werlier’'s Methode beruht, dhnlich wie es bei den
Wiener-Hopf-Methoden geschieht, auf der Zuriick-
fihrung des Problems auf ein Hilbert-Problem. In
seinem Vortrag (T'W 50) behandelt er in dieser Weise @ ===y
den speziellen Fall eines Vollwinkels. Ubrigens lassen

sich die wichtigsten Elemente jeder der beiden

Methoden auch beil der anderen wiederfinden. Ich werde deswegen meine eigene Losung kurz
skizzieren.

Bild 5

d

1. Ist ¢ in D “_—-if{(r, @)|r >0, o, < @ < @} mit Ausnahme hochstens einer endlichen
Menge von logarithmisch singulidren Stellen eine Losung der Gleichung (3.1) die fiir r— oo
genugend schnell gegen Null geht, so 1st

def

Umn, ) =xchn [e*™ G, o)dr . . . . . . . . . . . @3.13)
0

eine harmonische Funktion, also 1in der Form

Un. ) =U+ig)+Us(—n+ig) ... ... ... G14

zu schreiben. Dabei sind U; und U, stiickweise holomorph fir ¢, = ¢ = @,; aut den Geraden
@ = konst., die den Singularitidten von G entsprechen, koénnen sich U; und U, unstetig dndern.
Sind andererseits U, und U, stiickweise holomorph und ist fiir  — + oo, (ch#)* U — 0 fiir eine

gewisse Konstante ¢, so geniigt, der Losung von (3.13), (3.14) entsprechend,

~+ a0
1 . . . f
60, p) =5 | U+ @)+ U+ i@y o . (B15)

in D der Gleichung (3.13). Die Transformation (3.13) ist im wesentlichen elnem schon wvon
Peters (A.S. Peters, 1952) fiir das ,,sloping beach™ Problem benutzten analog.

2. Den Randbedingungen (3.12) entsprechen zwei Funktionalgleichungen fir U; und U,,
die eine spezielle Losung
U =U)=D0 . . . . . . . . .. . ... (316
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besitzen, wo @(¢) eine in der ganzen Ebene meromorphe Funktion ist. Und zwar ist
D) =e(@—ipy)fe(C—i@yy). - - « « . . . . . (3.17),

wo e(g, y) fir |[Im{| < @ + 7;— — |Re y| durch

-+ O
def 1 dt shyl(l-—-coscCi)
e(C, v) = exp - 5 f T r (sh 91 e e .o . (3.18),
tsh —mt
— 2
def
@;qozmqpl O 2 )

definiert, aber in der ganzen Ebene meromorph ist.

GemiB (3.15) entspricht @ einer iiberall in D, auBer vielleicht in r = 0 regulire Losung
TC

von (3.1), (3.12). Fiir — -g < 72 < 71 =  ist sie auch fiir r = 0 regular.?)

Fir y, < ¢, dagegen gibt es keine iiberall, einschliefllich r = 0 reguldre nichttriviale L.0-
sung.?)

3. Um die Fundamentalldsung zu finden, miissen wir die Funktion K(» o(P, P,)) in der
Form (3.15) darstellen:

+ 00
K, = Kq(% o(P, Py)) = ; J g—inrshntixroshntilo—a) dyy . . . . . (3.20).

—”.®

Je nachdem ¢ > ¢, oder ¢ << ¢, ist, entspricht also U, oder U, der Null, und U; oder U, der
Funktion (4 ;r)-1 et*7eshi+ile—al) Fordern wir jetzt, dafl G— (2x)-!* K, iberall reguldr ist.
Es entstehen U, und U, aus @ durch Multiplikation zweier im Streifen ¢, < Im { < @, stick-
weise holomorphen Funktionen, die periodisch mit der Periode 2 i & sind und an den Geraden
=@+ 2m@6E bzw. ¢ =2¢;,— @, +2m @i (m gerade) einen Sprung (4 m)-1e*7h7 bzw.
— (4 )t et#moshm gufweisen. Mittels einer Plemelj-Formel lassen sich diese Funktionen dazu
bestimmen. Das Endergebnis ist ’

sh -ZE-CO

G, 9) = @u f [ cos (x  sh ) sin (x r, sh 7,) g’((g)) T ag,de (3.21)
% ch = CO —ch 5 C
fiir—---ig- < < e = -g- und
o B
G(r, @) = o @ﬂ f f sin (s r sh#) cos (x r, sh 770) By e dE o dE (3.22)
JoJ S CO—---—-ch 5 ¢

fﬁrmg§y2<y1§ g-, Wo (=n+1@p, (=12 + 1@, und ¢, =0 @, = @ gewihlt ist.

Gemidll L.auwerier’s Bemerkung ist die Losung fiir ¢, =< y, die einzige, die fir r — 0
endlich bleibt; fiir 9, > y, kann man noch eine iiberall in D reguldre Lésung hinzufiigen. Da-

durch kann man erreichen, daf3 sie fiir r = 0 Null wird. Die Lésung (3.22) ist dieser Forderung
schon angepalit worden.

Weitere Untersuchungen dieser Losung sind augenblicklich noch im Gange. Leider ist

nicht zu erwarten, dal eine entsprechend einfache explizite Losung fiir beliebige Form des Ge-
bietes D anzugeben ist.

4. Zeitabhingige Lisungen

In kurzer Form mochte ich noch einiges berichten iiber die schon anfangs erwidhnten
Schwierigkeiten und iiber die Moglichkeiten bei der Umkehrung der Laplace-Transformation.

WL e wgp et e 201 - 0 Ny i L

4) Ich verdanke diese Bemerkung Herrn L.auwerier.
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Herr Lauwerier hat dieses Problem in Angriff genommen, und wir verdanken ihm mehrere

recht Verschie_dene, wenn auch immer noch einfache Fille vollstdndiger L.osungen, manchmal
bis zu numerischen Resultaten durchgerechnet.

Zunichst (TW 35) betrachten wir den Fall, wo D die ganze unendliche Ebene ist, wo also
weder Kiisten noch Ozeane vorhanden sind. Ersetzen wir in

+ 00

Ko 1) mé f e 2y @

7 durch » 4 In % , und setzen wir fir »2 den Ausdruck (1.4) ein, so ergibt siCh
Ky(x ) = %—-Tem el r(p“mm:}”ﬂwdn ... @D
Zur Losung kann man p mit dem Operator 9 identifizieren und sodann (4.2) auf eine

ot
gegebene Funktion der Zeit X(f) (die auch von den ridumlichen Koordinaten abhingen kann)

wirken lassen. Im einfachsten Falle, wo weder Reibung noch Drehung vorhanden ist (1 = Q2 = 0),
ist % = p, und (4.1) ergibt

+ e 0

1 d
KO(% T) _X(t) mm—é—- '/ X (i sl & Ch ’)7) d‘)7 = f X (t — 'L') *“;:_;:;t.,;f:‘::;:.:::::“ « e e e e (4.3).

e Q0 r

Falls wohl die Reibung, aber noch nicht die Erddrehung in Betracht gezogen wird, erhalten wir

O 1

K — = (_ 2 ) C(f — 1) - — .. . . (44
o(¢ 1) X(t) f e ch 5 AT r)| X (—m) Y (4.4)
und endlich im allgemeinen Fall
| ~ —— AT | o d
KO(% r ) X(i) == f e 2 ch (""']“)'" ). I/Tz el & 2) X (tw T) "i/“g“"‘c““““z
1
o0 * _2_: " ..l.... A re
L __2_ (0, f e—*% dr X (t o "L") j d(P Jl ( O cos @ - V 2% — 1’2) ¢ EXP — l/g":ﬂwg (4* 5),
, o T-+SIne-Jt°—r

2

ein Ausdruck, der noch verschiedentlich umgeformt werden kann. Lauwerler betrachtet

_ def [1 1 0 .
speziell den Fall, wo, bis auf eine zeitlich konstante Funktion, X(f) = () = { 0 tZ N 1st,

d. h. wo ein Windfeld plotzlich einsetzt und dann konstant bleibt. Insbesondere hat er die
folgenden Spezialfdlle untersucht:

a) Kein Wind; rotationssymmetrisch verteilte Depression. Es handelt sich dann lediglich

—
um ein Barometergefille, d. h. der Vektor X in 1 ist ein Gradient. |
b) Rotationssymmetrisches wirbelfreies Feld. (Auch hier ist X ein reiner Gradient.)
c) Rotationssymmetrisches Wirbelfeld.

d) Punktquellenfeld konstanter Richtung. |
e) Beliebiges Windfeld konstanter Richtung, das bis auf einen beliebigen zeitabhingigen
Faktor, eine zeitlich konstante rotationssymmetrische, aber sonst beliebige Verteilung hat.

Schon vorher (TW 32) hatte Lauwerier fiir den Fall einer Halbebene ein rdumlich kon-

stantes Windfeld untersucht, das von der Zeit mittels eines Faktors X() = mdfem (f > 0)
abhingt, also anschwillt, ein Maximum erreicht und wieder abflaut. Die Erhebung w 1i(3t sich
mittels elementarer Methoden nur an der Kiiste berechnen, und wird dort dargestellt durch
die Konvolution der beiden Funktionen

.. ¢ _
p(f) = sina X(f) —Qcosax f e X{t—r)dr . . . . . . . . (4.6)
0
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und t

ot At 1 | — ]; Al -;]-3--/'£r 1
) =e¢ * I, (-é-zt)w.Qe 2 fez J1(£2 7) I, (-5/1(1—“1) dr . . . (4.7).
Y
Die numerischen Rechnungen hierzu wurden von der Rechenabteilung des Mgthematischen
Zentrums ausgefiihrt und gestatten eine gute Ubersicht iiber die Weise, in der die Erhebung w

vom Winkel & zwischen Windfeld und Kiiste abhéngt.

Es ergibt sich, daB die maximale Erhebung fiir etwa & = 170° maximal ist, so dal3 die
Erhebung an der Kiiste viel stdrker von einem zur Kiste parallelen als von einem senkrecht
einfallenden Wind beeinfluBt wird, eine qualitativ von vornherein einleuchtende Tatsache.

Nachdem w(f) sein Maximum erreicht hat, dimpfte es allméhlich in leicht oszillierender Weise

2 7 : : .
ab: die Oszillationen haben eine Periode von etwa —° und korrespondieren analytisch mit den

2

Singularititen der Laplace-Transformierten bei p = —A4 & z.Q Das " Erhebungsq_lammum
kommt viel spiter als das Windmaximum. Das Erhebungsmaximum hédngt der Qro[}e r}ach
kaum von £ ab, in seiner Abhidngigkeit von « aber (offensichtlich) sehr stark. Auf die }Vlchtlgen
Untersuchungen Lauweriers beziiglich eines streifenférmigen Meeres (,,un_endli‘ch brqlte N ord-
see*) einzugehen, sowie auf verschiedene spitere Ergebnisse, verbietet mir leider die Zeit.

Ich mochte noch einige Bemerkungen iber die Inversion der Laplace-Transformation
im Falle des Streifens, also der Losung (3.10) hinzufiigen. Der exponentielle Faktor unter dem

>
Integralzeichen 148t sich ganz dhnlich wie oben bei Ky(» r) durch Ersetzung von » durch # + In —
behandeln. Weiter ist o P
ch(n + 1y) 21 L thny
ch(n—1ivy) +p—}—/1-~ml!2th?7 (4.8)

Hierin aber mufl noch die obengenannte Verschiebung von 7 durchgefiihrt werden, wodurch

th# in th (77 -+ In f—)ﬁbergeht. Nun wird

P
ch(n—iy) p+A+iQ eE"(p+i—iQ2+p@E+4dH -~~~ 07

Zerlegung in Partialbriichen ergibt eine ziemlich unangenehme Abhingigkeit von #, da €*7 unter
dem Wurzelzeichen vorkomint. ’

Man mull aber bedenken, da3 bei den wirklichen Anwendungen A nur sehr ungenau be-

kannt ist. Die Berechnung der Reibung beruht ndmlich auf Turbulenztheorien, die nicht alle
dasselbe Resultat geben (Schonfeld 1954).

Uberdies ist die Reibung proportional zum Strom und unabhingig vom Winde angesetzt,
was 1n Wirklichkeit nicht der Fall ist. Schliefllich ist 4 abhdngig von, und zwar ndherungsweise
umgekehrt proportional mit der Tiefe. Im Falle der Nordsee nun ist die Tiefe keineswegs kon-
stant. Sie nimmt gen Norden allméhlich zu und ist in der Mitte durch die Doggersbank stark

beeintrachtigt. Es ist also der Wert von A nicht nur nicht genau bekannt, sondern nicht mal
genau definiert, ja sogar nicht genau definierbar.5)

Nun hat es in der angewandten Mathematik nicht den mindesten Sinn, im rein mathe-
matischen Teil vollkommene Exaktheit zu verlangen, wenn man bei der Anwendung auf sehr
unexakt bestimmte GréBen stoft. Man wird also im letzten Glied der Formel (4.9) (die ich

lediglich als Beispiel gewihlt habe) bedenken, daB Vermehrung des Zihlers sowie des Nenners
1

mit 1 A? lediglich auf eine kleine Anderung des Wertes von A hinauskommt, also infolge der

geringen Bestimmtheit von 4 ,,dasselbe‘ Resultat ergibt, vorausgesetzt, daf lediglich grofle

Werte von p _einen wesentlichen Beitrag geben, das heil3t, da3 man nur kurz dauernde Stiirme
in Betracht zieht. Damit geht (4.9) iiber in |

ch(np 4 i) ( 210 ) ( C C
ch (n — 1 A4+180
il porst ] prA—iD+ilp+ 5] e p+i—i)—i (p+ g)j
(4.10),

wo (; und C,; nicht von p abhingen.

el Pl

5) Ubrigens gilt Entsprechendes auch, wenn auch in

geringerem Mafle, fiir die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit ¢ = Jg A der ungestorten Wellen, P 58 meis

die wir sogar als Einheit der Geschwindigkeit gewahlt haben.
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Welche Moglichkeiten unsere Losung des Problems vom Winkel bieten wird, 148t sich
Jetzt noch nicht sagen. Einige Bemerkungen aber kann man schon machen.

Die Nordsee hat bekanntlich in grober Anniherung die Form eines Rechtecks. Fir die
hollédndische Kiiste aber werden bei den hiaufigst vorkommenden Stiirmen weder die Ostseite
(Deutsche Bucht, Danemark, Kattegat, Norwegen), noch die Nordseite (Ozean ,,rand‘) groflen
Einflu3 haben. Ein rechter Winkel ist deswegen als Modell nicht gar so schlecht, um so mehr,
als iber den Einflu3 des als Senke auftretenden Kanals, der geniigend kleine Dimensionen hat,
um dort die Corioliskraft vernachldssigbar zu machen, schon eine ausfiihrliche Untersuchung

von Lauwerier vorliegt (TW 36).

Eine tiber die Nordsee sich bewegende Depression wird durch eine Verteilung von Polen wie-
dergegeben, die sich hauptsidchlich bei der Bahn des Zentrums der Depression anhdufen. Daneben
haben wir die durch Reflexion an den Kiisten entstehenden Pole samt ihren Multipol,,schwénzen*’,
die hier in Form der Funktionen @ auftreten, in Betracht zu ziehen. Die groBten und heute
noch nicht iibersehbaren Schwierigkeiten wird wohl die Laplace-Inversion der Faktoren @
bereiten. Wegen der Dimpfung werden wiederholte Reflexionen wohl kaum einen merklichen
Beitrag ergeben, es sei denn, das Zentrum der Depression ziehe ganz nahe an den singulédren
Ecken vorbei, ein Tatbestand, der sich nur selten (aber doch gelegentlich mal) vortut. Die Re-
flexionen an der schottisch-englischen Kiiste werden sicher wohl nicht vernachlissigbar sein,
insbesondere wenn die Depression sich ziemlich nahe und parallel zu dieser Kiiste sidwérts be-
wegt, oder wenn sich nahe dieser Kiiste ein starker barometrischer Gradient befindet. Beide

Erscheinungen traten beim Februarsturm 1953 stark hervor. Die Reflexionen an unserer Kiiste
schlieBlich sind — fiir uns! — die wichtigsten, insbesondere wenn sie nicht zustande kommen,

denn eben das bedeutet den Deichbruch.

Obwohl also die analytische Behandlung von Problemen wie dem hier besprochenen ganz
erheblichen Einschrdnkungen unterliegt und keinesfalls eine maschinell numerische vollstédndig

ersetzen kann, so hoffe ich doch in diesem Vortrag gezeigt zu haben, dall die klassischen Me-
thoden der angewandten Mathematik noch keineswegs als iiberholt zu betrachten sind, in enger
Verbindung mit den numerischen einen nicht unerheblichen Beitrag zu unserem Verstindnis
bieten konnen und methodisch interessante und fiir die Weiterentwicklung der reinen Mathe-

matik nicht unbedeutende Ergebnisse vorzuzeigen vermogen.
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