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Einige analytisehc Ergebnlisse Ubce

in einem untiliefen

Nasserbewegung

D, van Dantzig
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Die freundliche Einladung des Ortlichen Tagungs
Uber einige

dieser Versammlung, einen Hauptvortrag zu halten

in den letzten Jahren in den Niederlanden durchgeflihrten
biete der angewandten Mathematik biefet
3el es sehr unvollstandigen,

Forschungen aufl dem Ge

\rbeiten, die unter melner

fir angewandte Mathematlk

vollbracht wurden.

beruhen auf einen

tijksstudiedienst van de Waterstaat, und bezwe
in der einer

Andnis zu gewinnen fir die Welse

Sturm

insbesondere die bewegender

Nordsee,
Hohe des Meeresniveaus beeinflusst. Obwohl

des Problems noch in unahsehbarer
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Mitarpeiftern zu verdanken., Dies waren
G.W. Veltkamp, spdter
Lauwerier, und jetzt auch
rentlich

«man und Henrr

J. Hof'somm

rden, SO nabhen
sgten Teil lhre Ergebn

Zeltbeschridnkung ndtigt mich, mich auf einen Teil --
e3 einen wichtigen
Ansdtze zu den

Teill -« der Arbeiten zu

Figenwert)

auch von den zu
berfl&chlichen und




In seinem Einladungsbrief schrieb Herr Kollege Ddrr,
dass bel den unter meiner Leltung durchgeilhrten Arbeiten
'die numerischen Rechnungen erst nach Ausschdpfung aller
analytischen Hilfsmittel in Angriff genommen werden',

Obwohl diese Formulierung geradezu dazu auffordert, die

Vortelle der numerischen und diejenigen der analytischen

auf

Methoden gegen einander abzuwigen, mdchte ich jetzi

diese Frage nicht niher eingehen, und mich nur auf eine Be-
merkung beschrinken, Einerseits wlre e¢s natlrlich t8richt,

bel der LOsung eines Problems der angewandten Mathematik die
vornandenen maschinellen Hilfsmittel nicht vollstindig aus-
r die klas-

slschen mathematischen Ergebnisse hinweg vorgenommen werden

zunutzen, auch wenn dabel einen Xurzschluss lbe

muss. Andererseits aber hat man als L,
dass die Entwicklungen ciner L¥sung in Reihen oder Integrale
von elnfacheren [funktionen, zu denen ¢ine analytische Be-

handlungsweilse flhrt, gewisse Einsichten in die Struktur des

LOsungssystems gestatten, die die rein numerische Behand-

lungswelse, wenlgstens heutzutage, uns noch
Es 1l&ss
GeflUhl zurecht oder zu unvecht besteht, und ob der Widerwillen

nicht gewdhrt,

n, ob diesges

T gich aber gar nicht lelcht entechnelge

des Mathematikers, seine Daseinsberechtigung darin zu sehen,

dass er die Maschine milt Programmen f[{Uttern garfl, einen ra-

tionellen Hintergrund besitzt. Viellelicht kommt dleses Ge-
1len Behandlung

gewlsse Erkenntnisse, die wir als wichtig beftrachten, viel-

fUihl daraufl hinaus, dass bhel der rein maschine

reicht wohl im Ged&chitnls der Magchilne verborgen sind, aber
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1, Formulierung und erste Reduktion des Problems.

Die meisten Arbeiten, die selt etwa 5 Jahren in der

trums 1in Amsterdam unter meiner Aufsicht ausgefihrt wurden,

beziehen sich auf die Bewegung

renden Becken unter Einfluss von gegebenen, von einem Wind-
felde verursachten, Kr&dfte an der Oberfl&iche, sowile von

Bodenreibung.

Einer depr Nachtelle dc aralytischer Blhandlungswe

I Orundgde richt

flr die Wasserbewegung in einem

Einfluss von Gravitation, Wind und Reibung,
diegjgenige in elinem mit konstanter Winkelgeschwindigkelt ro-
Tierenden Bassin von konstanter Tiefe, Die nichtlinearen

Bewegungsgleilichungen werden durch die entsprecnenden linearl-

sierten ersgetzt, d,n, wir betrachten in crster Niherung
kleine Abweichungen vom Gleichgewichtszusta
ren Anndherung (nicht in Wirklichkeit) kann deshalb die

Betracht gelassen werden, well die

nd, In der linea-

Gezeltenbewegung ausser

Der Einfluss
1)

bereehnete Bewegung auf sie superponiert wird,

des Windes wird als cine gegebene Schubspannung '/ an der
Oberfldche betrachtet; die Relb

wird durch eine der lokalen Geschwindlgkelt propor-

Boden -

ung (insbesondere diec

P e i u m g r

tionale Massenkraft ersetzt. Entlang elner Jjeden Vertlkalen

wird eine quasistatische Druckvertellung angenommen, und dle

Geschwindigkeitskomponenten werden durch ihre Integrale Uber
eine solche Vertikale ersetzt. Schliesslich werden als Rand-

pedingungen nur undurchdringbare Klsten oder Begrenzungen

welche letztere als unend-

durcn Ozecane in
lich

tiefl angesehen werd
Wir stellen das Bassin durch das ebene Gebilet D, seinen
Rand durch C, D+C durch D, die {ber die Vertikale integrier-
Geschwindigkeltskomponenten im Punkte (x,y) durch

els {iber das

en

ten
, die Erhebung des Wasserspleg

{ U 400 U 5 ) VOr

il

) Das barometrische Feld kann als ein Gradientfeld in der
¥usseren Kraft aufgenommen werden, und wird deswegen nicht
ausdriicklich erwdhnt.
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Gleichgewichtsniveau durch w, die Komponenten der durch den
) &
Wind verursachten Kraft durch X$<Xqﬁxg)ﬁ den Relbungskoelll-

zienten durch A, den Coriolis-Parameter (=2wsin/3 ) durch

2, die Tiefe durch h, die Gravitationsbeschleunligung durch
g, die stationdre Wellengeschwindigkelt Veh' durch ¢, und
die Dichte durch 1,

Die linearisierten Bewegungsglelchungen und die Konti-
nuitdtsgleichung lauten dann beckanntlich =)

2 DWW
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oder in Vektorform

il
o

grad w

cln senkrecht nach oben gerichtecter Vektor der Linge

bezelchnet. Entlang eliner Kiste Qw verschwindet die
normale Geschwindigkeitskomponente un,*entlang eines Ozean-
randes Cd die Erhebung w.

Wir nehmen eine Laplace Transformation vor, oder, was
auf dasselbe hinauskommt, wenn wir dic alten Bezeichnungen
LUr dile Laplace Transformierten Dbeibehalten, wir ersetzen
den Differentialoperator fﬂdurch eilnen Faktor p. Selbstver-
stdndlich wird dadurch eine der wesentlichen Schwierigkeiten
pis zum Schluss hinweggeschoben, nadmlich dic Umkehrung der
laplace Transformation, (Vgl.
Die Determinante der Koefflizient-Operatoren der linken

Glieder von (1.1) ist, mit p= & :

Vgl. Lamb Hydrodynamics

(Tidal Waves)
Cambridge 1932.




Die Randpedingungen lauten danng:

W= cntlanz cines Ozeancs

1.7

= /¢ entlang ciner Kuste

miT

/%«8 f’ - .}{

Mo Xn} X_die normale und die tenrentiellc Komponente des
B
-

Vektors X darstellen, erstere beim durchliaufen des Jusseren

Randes von D im positiven Sinne nech aussen gerichtet.

Die Geschwindigkeitskomponenten u,,u.~, welche Gleichun-

R~
gen derselben Form (1.3) (mit demselben %, aber mit andren

rechten Gliedern) geniligen, ergeben sich sofort aus w:
' f - 2 Ok
:; ! g(p"{‘:’\) (}iqwg g;ﬂ;
‘ _ Y '
(p+2)“+aF

U = <D+)JE+

Glied

| bezelchnet elne (Glelichheit, die das linke
u [ G h d as ree h t € d (s f i n i cr ,t ) it
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Wir bemerken noch, dass, bel konstantem (p+A) + .0
bu,1

Randbedingung (1.7), also von der Corioliskraft verursacht,

m . - . 2
die welteren von der komplizierten Form (1.4) von =7, das

YT ﬁ 2 .. . .
fur L2 = A =0 einfach pz/c ware, Man mdchte deswegen cersuchcin,

eine Storungsrechnung hinsichtlich vorzunehmen. Dies

aber gent nur {lUr viel kleinere Gebilete als dic Nordsce.

Im allgemeinen kann man sgsagen, dassanféEnglich wenn eln

Sturm elnsetzt, nur die Ausscren Kriftc i von Redeutung sindg

nach einiger Ze¢lt beginnt sich der Einfluss von L) zu zelgen,

und noch 3pdter macht sich die Reilbungsdédmpfung btemerkbar.
Aul dem Hohenpunkt eines Orkans lasst sich keilne dieser

Faktoren vernachléssigen. Bel einem einigermassen lange an-
haltendem Sturm wire vielmehr p im Vergleich zu 02 (nicht
aber zu M) als 02 gegenliber p vernachl&ssigbar. Auch macht
cs die Corioliskraft unmdglich, die Wasgserbewegung zu c¢in-
dimensionalisieren, sogar wenn man die lNordsece als ein un-
cndlich langes Kanal betrachtet; die Querbewegung i1st dafir
Vo Zu gros3sem Einfluss.,
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Ega curickfihrung aui un amentalldsungen.,

zur Diskussion der Lﬁsung@methoden der Differential-

glelchung (
den Greenschen Satz. Einfachheitshalber sctzen wir das Gew-
biet D als einfach zusammenhingend voraus, und sein Rand C
sel stlckweise glatt und bestehe aus zwel Teile C, (Ozean-

oy

rand ), q{ (Kiiste) die Jje aus endlich vielen BOgen bestehen.
Wecder dile Konstanz von ><2 aus (1.4), noch die stuckwelse

Konstanz von <t (s)=tgy aus {(1.7) auf G
folgende notig, Punkte (x,¥), (xo,yg), Uu,S.Ww, selen kKurz

.S . W, angedeutet, Die Entfernung

Weler Punkte PqﬁPE secl mit ,”(PqﬁPg)
Menge aller Funktlonen 1in D,

bezeichnet, Es sel C,(D
zwelmal stetig differenzierbar und am
welse glatt sind, und S(D,M) die Menge aller Funktlionen wo
dies fUr das Komplement bzgl.D einer endlichen Menge Me D
gilt, und dle in jedem ce M wie -(271 ) ' 1n /D(Pﬁc) unend -

Rande gstiick-

die doret

lich werden.

Flr je zwel Funktionen u S(D, M ), S(D, Mg), WO
.!QTO sel, gllt dann {lr dic “Dirlhhlc sche Entfernung”

::ﬁ E IVI '

-
5’“!

offenbar symmetrisch 1st, erhalten wir fiUr den

nur aus einem Punktco E}bea et e

igt {flr gas ndchast-

“‘3 N



wird (2.2), unter Voraussct auf ganz C stetig

und stlckwelise glatt 18T

2.3 w(P ) =

Folglieh, falls A. eine verallgemeinerte Greensche Funk -
tion & gefunden worden ist, d.h. dass G a) der homecgenen Dif-

ferentlalglelichung

2. ba

der Ozeanbedingung
2,,)4'b Gmo QUf C{,.
der n

omogenen adjunglerten Klstenbedlngung

7{5)G=0 auf C

3¢

5, dann ergibt (2.3) eine explizite Darstellung von

% } mittels Quadraturen. Falls aber B. eline PFunktion G be-
kannt ist, die wohl der Differentialgleichung (2.%a) und der
dingung (2.4%c)

Ozeanbedingung (2.4b), aber nicht der Kistenbe
genligt, so stellt (2.3) eine fir Fel, singuliire Integral-
gleichung fUr w(P) entlang der Kiste G, vor. Falls G Uberdies
der Klstenbedingung aul eilnem Telle von G genlgt, so blelbt
eine ebensolche Gleichung {lUr den Rest von G Ubrig. Diese
singuldre Integralgleichungen ktnnen mittels bekannter Metho-

den, die zum Beispiel im Buche Muskhelishvilli's Uber singu-

Integralgleichungen dargestellt worden sind, durch Aus-

des adjunglerten Integraloperators in regullire verwan-

delt, und sodann nach klassischen Methoden aufgeltst werden.
Man kann aber auch sofort eine regulire Integralgleilchung
erhalten, sel es elne zweidimensionale, falls man C. eine
Funktion CWG bestimmen kann, die den s8@mtlichen Randbedingun-
’ﬂaﬁjbﬁ), aber nicht der Differentialgleichung (1.13%a)
genuigt, aber B. anstatt dessen harmonisch ist (zAGDmO)* Fur
den Fall wo C, (also auch C

gen

) ein zusammenhingender Bogen 1ist,

e s 2 B ot e ot S . o Kk
5) Also, wenn ¢ und v stetlg sind auf Cy muss 1in jeder etwalgen
Unstetigkeitsstelle von <(s) entweder o

oder Y verschwinden,




hat
strulert mittels einer konformen Abbildung von D auf eilne

H.A. Lauwerier (TW31,1955) eine solche Funktion G, Kon-

Halbebene, bel der C_, auf die negative reelle Achse apgebll -
det

j P d ®

durch eine Summe von vier Gliedern von der

- ~Xi;¥)) vorstellen, wo H(w) eine unvollstédndige

ﬁ LY

BE€ta ~Funktion ist. ﬁ%v den Spezialfall eines Rechtecks von
der Breite 2a und der Linge 2b, wo C, eine Rechtecksselte
ist, und das ein Modell der Nordsee darstellt, 1st
M{z)=p(z-22-21b)-®(2ib) .

W(PO)GO(P"PO)dXOdyQ-}“L GO(P’PO)f(ZO)dS -

Kk

mjg GO(P,PO)F(ZO)dMOdyO

aus weleher sich w mittels der Neumannschen Reihe als eilne

. e :
Potenzreihe nach Potenzen von %X~ erglibt.

. . ., 21 | . )
Weil dabei der Koeffizient von x°  u.A, noch ein 2n-

faches Integral enthidlt, worin der Integrand a) vom Aufpunkte

P, b) von den Randbedingungen, ¢) von der Form des Gebletes,
1) von dem gegeben Hdusseren Felde abhingt, ist eg von
tung, die F&lle zu betrachten,in dene

funktion explizit bestimmen, und zwar mittels einer be-

Bedetr-

sich dlie Greensche

schrinkten Anzahl von Integrationen herstellen lHsst, Dies

18t gelungen fUr diejenigen Gebiete, die nur von hdchstens
zwel Geraden begrenzt werden.

Die zu bestimmende Greensche Funktion sei, unter Ver-
tauschung der Punkte P und P_, mit G(P,P ) bezeichnet. Sie
genligt dann sowohl hinsichtlich P als P der Differenzial-
gleichung (2.4a) als der Ozeanbedingung (2.4b). Der Kisten-
bedingung (2.4%c) geniigt sie nur hinsichtlich Poﬁ widhrend mivT
Bezug auf P die homogenisierte Bedingung (1.7), d.h. allge-
melilner

2.6 — + r(8)

= 0 aufl C

K

gilt. Die Funktion G(

o) 1st also picht sy

metrisch, In



unsrem Fall, wo ;S)mt:; auf der Kiste konstant ist, geht
Uber, falls die beiden Argumentpunkte vertauscht

, d.h., von

sle 1in sich
werden, und gleichzeitlig das Vorzeichen von tgy
42 um ge kehrt wird . .
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rundamentalldsungen fUr von hdochstens

Bestimmung vor

zwel Geraden begrenzten Meeren,

Ein wesentlicher Beitrag zur Bestimmung der Fundamen-

calldsungen der Differentialglelichung

......
..........

L .1.7) wurde von

mit homogenen schiefen Randbedlngungen
G.W. Veltkamp (1955) in einer
Mathematilische Zentrum gegeben,

kurzen internen Note fiir das

iber deren Grundgedanken ich
jetzt kurz berichten werde,
Die Fundamentall&sung G(P,P )

, die in der ganzen Ebene

ichung (3.1) genlgt, im gegebenen Punk

m.gm In e (P,P_)+0(1) fur P—P_ und ins

moni-

Wir werden sie, hnlich
schen Funkfionen,

kurz einen Pol (in P,) nennen. Durch Dif-

ferentlation nach dem "Aufpunkte” P_ in eine vorgegebene

Lentung , erglbt sie einen Dipol, durch zwellache Differentia-
tion 1n zwel Richtungen einen Quadrupol, durch k-fache Dif-
ferentiation einen 2K-Pol. Wir

betrachten den Richtungsdii -
ferentialoperator

3 @ _3 D d g f COB

Dle Operatoren D, kommutieren fUr alle Werte v'n a, und sie
erfliillen, wie man leicht einsieht, beil Beschridnkung ilhres An-
wendungsbereic

die Identit8t




jedes k bils auf Bewegungen nur eineArtﬁvon harmonischen 2
Polen gibt; flr ®£0 aber ist das nicht der Fall. Zufolge
(3.4) 1ist die schiefe Randbedingung D =0 entlang der X-
Achse erfillt, falls =D , Y unge -
rade 185, Es ist dann n:miich g=0 flUr y=0, folgllic
2 = 0 entlang der x-Achse, also nach (3.4)

g und g als Funktion von

aucn

ebendort

Halbebene

Um eine Fundamentalldsung von (3.1) in der

zu erhalten, die der Randbedingung

vy >0 mit Pol in zom(xojyo
Do G =0  flr y=0
und 27 g

g ungerade 1n yﬁ folgllch genugt

als (3.6). Diese LOsung besteht

gengesetzten parallelen Dipolen in den Splegel puwuﬁ~
Z v { ), deren Richtung spiegelbildlich

'M‘_“

T,
oy

RBedingung

Well diese LYsung fUr Jjeden Aufpunkt z, der

der Fall, wenn .ian z_ durch

(X -t cos¢ 9 yo+t
cegriert, Dabel

uoer,

sin o« ) fUr alle t >0 ersetzt und

cenht der Dipol in 2 in einen einflachen Pol

sy

wadhrend der Dipol in Z in eine mit gleichen und paral-

lelen Dipolen gleichm&ssig bese
o {ibe
und parallel dieser Halbgerade , so erhalten erstgenannte die

tzte Halbgerade in der Richtung

rgent., Zerlegt man diese Dipole 1n ebensolche senkrecht

Grosse sin 2o« , werden letztere sich zu einem einzigen Pol in

Gimisgikisy

zusammensetzen
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Die
tung der
andere

I

Loésung des Randwertproblems flr einen (

ses Ergebnilis, das Veltkamp auch f{lr belieblge =]
begrenzenden Gerade herleitete, wurde auf etwas

Wege auch von H.A, Lauwerier bewiesen und zur

pelderseits unend-

lichen) Parallelstreifen ausgenutzt (TWBﬂ)m Flir den Strel-

F

['en LX;< 2

wilrd

(unendlich langer Kanal) mit

oG _ 2G . e
S O Y, e (o - { - :
<% MOME + S 51N Y O flr X + @

W

- ';w:( 28 +7‘:Q“K}Chﬁg

woflr auch
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ceschrieben werden kann, (Vgl.Fig.4). Der fir ungerades n

auftretende Faktor Cht”iiléndert einen Pol in einen
{1

T
Dipolschwanz", Flir den

1 Stredfen 0< vy <b mit

Da G = 0 {lr =0, G=0 f{ir y=Db

sodass y=0 eine Kilste Oxm%rv+~g) und y=b eine Qzeanbeg
darstellt, erh&dlt Lauwerier die Ldsung

3.11 = ol

im einfachsten Falle wo der Rand elne Ecke vorzeigt, ndmlich
im Falle wo D ein Winkel ist, z.B. in Polarkoordinaten: _

r >0, Pq <9 <95 Wir werden da die Ldsungen, insbesondere
die Fundamentalldsung der Gleichung (3.1) mit den Randbe-

dingungen

NG oOTE Y1 Sa O fur o

- - s
P”COtg ‘gme fUur *"‘Qm '"“p

betraehten, obwohl wir eigentlich nur die belden Fdlle

f4= Yo (zwel Klsten) und cot gqmo oder cot gng(bine Kiste
und ein Ozeanrand)(im letzteren Falle mi. der Zusatzbedingung
dass dort w=0 sei) bedlrfen, Schon in 1950 hat G.W. Veltkamp
(TW40) das Verhalten einer fiir r — 0 endlich bleibenden Funk-
tion w In der Umgebung der Ecke studlert, die in D definiert
ist, und entweder fUr der Potentialgleichung A w=0 genlgt
(oder allgemeiner gﬁwmw(vwg) fir r—-0) und den Randbedingun-
gen (3.12) (mit w anstatt G; im Falle ¥4= Yp 1ist +"° durch
P“2+8 , &£ >0 zu ersetzen), oder filr *m2#0 den spezilellen
Randbedingungen (3.12) mit ¥,= Yo oder cos p, 208 Y,=0 gé-
nugt. Die Notwendigkeit mehrere verschiedene Fglle zu unter-
chelden liess Wenig Hoffnung, auf diesem Wege durch hefanw
zlehen htherer Niherungen weiterzukommen.
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JUingstens aber 1ist es uns gelungen, das Problem flr

den Winkel vollstédndlg ¢u 1l0sen., Herr Lauweriler's Krankheit
zwang mich, eine schon in 19556 in groben Zigen skizzierte

Methode selbst auszuarbeiten; seit der Wiedergewinnhung seiner
Krdfte hat Lauwerier sodann unabhingig von der meinigen das

Problem nach einer anderen MetThode geldst, und spidter mehrere
wertfolle Zusé&tze zur meinigen angebracht. Lauwerlier'!s Metho-

ht, dhnlich wie es bel den Wiener~Hopf Methoden ge-
schieht, auf der ZurlickfiUhrung des Problems zu elnem HilbertT
c) behandelf er 1n dleser Welse
sich

Methoden auch bei

Problem, In seinem Vortrag

den speziellen Fall eines Vollwinkels., Ubrigens lassen

die wichtigsten Elemente jeder der beiden
der anderen zurlckiflhren, Ich werde deswegen meine eligene

Losung kurz skizzieren.

7. 1st G in D det %( r, ¥ ) f r >0, D, < P <P mit Ausnahme

noéchstens einer endlichen Menge von logarithmisch singuldren
Stellen eine Losung der Gleichung (3.1)
schnell gegen Null geht, so ist

3,43 U(7 59 ) aer ch f @i)-—c: r 57 G(r, N )ar

3.14 U(%,9) = U/,( ¢ tie ) + Uy(-7% +iy )

ZU Schreiben, Dabei.ﬁirmiljlxumj“Ug stlickwelse holomorvh fUr

o < P = 9o aul den Geraden ¢ = konst., die den 5ing

ten von G entsprechen kdnnen U1 und U,2
>ilnd anderseits LhtlnmiILj:ybuckweise holomorph und flr
-
% C s : o
> % 00 (chw )J7U -0 [iir einen gewissen Konstant c, so

genugt, der Lsung von (3.13), (3.14) entsprechend,

g N

ularitd -~

sich unstetig &ndern.

in D der Gleichung (3.13). Die Transformation (3,43_
stimmt im wesentlichen mit einem schon von A.S. Peters7fvw
das "sloping beach" Problem benutzten {iberein.

WWWWWMW=WWWMWWWM

6) H.A. Lauwerier, A uniform windfield on a rotatlng Ses
pvesemce of a semi-infinite barrier,

7) Comm.on pure and appl.math.vol.V(1952), New York Ursv
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2, Den Randbedingungen (3.12) entsprechen zwel Funktlonal-

gleichungen flr U, und U,, die elne spezlelle LOsung

3,16

FUr 5,\.&- §o dagegen
gibt es keine Uberall, einschliesslich r=0 reguldre nicht-
-,

. s C
triviale LOsung. 5)

3., Um die Fundamentalldsung =zu finden, missen wir die
Funktion KO(M/a(P,PO)) in der Form (3.15) darstellen:

e D

3 @20 KQ‘“’"KO( M/J (P:PO) )m_i; f e“i'}'ﬁ ’Pfﬁh?? + 1 I’”Oﬁhﬁg + 1 \U}? “ig)og )d?z @

#
bt

-0

Je nachdem 9 > P oder P < P ist, entspricht also Up oder Uj

der Null, und U,] oder U, der Iunktion ( 4T) Melwpo 36 (?24‘1*? "o ) :

Pordern wir jetzt, da53<3~(2ﬁ)m1KO Uberall regulédr 1st. ES
) durch Multiplikation
P, stlUckwels holomorphen Funk-

e

tionen, die periodisch mit der Periode 21t

entstehen U,i und 1. aus
£

zweler 1m Streifen §Hﬁ51m3§&

sind, und an den

Geraden gpmg%+2m®bzw,a?m2%H i (m gerade) einen Sprung

(o) "N TSN poy () "I TSN G orseigen, Mittels einer

&1l .

Plemelj Formel lassen sich diese Funktiocnen dazu bestimm
Das Endergebnits ist

) Ich verdanke diese Bemerkung Herrn Lauwerier.
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a'}'? AR
= *_jfj’cos(wr Shﬁ?)ain(xrosht)
ew OV O\

v« )
&532 5 una

g e W én h 1 t i S t .

Gemadss Lauwerler's BemerkKung ist die Losung f{lr L}"i < 53”.'?
die einzlge, die flr r=0 endlich bleilbt; fir

Kannm man erreichen, dass sie fiir r=0 Null wird. Die L8sung

3,22 18T dileser PForderung schon angepasst worden,

Weltere Untersuchungen dieser Losung sind augenblick
lich noch im Gange. Leider ist nicht zu erwarten, dass
entsprechend einfache explizite Losung flr beliebige
des Gebietes D anzugeben 1ist.
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o4 . Zeitabhingige Losungen,
wl

In kurzer PForm mdchte ich noch einiges bericnten Uber
die schon anfangs erwdhnten Schwierigkelten sowohl als MOg-
lichkelten bel der Umkehrung der Laplace Transformation,
Herr Lauwerier hat dleses Problem in Angriff{ genommen, und
wir verdanken ihm mehrere recht verschiedene, sel es
immer noch einfache, Fdlle vollstidndige LOsungen, manchmal
ois zu numerischen Resultaten durchgerechnet.

Zundchst (TW35) betrachten wir den Fall, wo D die ganze
unendliliche Ebene 1st, wo also weder Klsten noch QOzeane vor-

nhanden sind. Ersetzen wir in

+ O

| ¢ im. .V b
/ -y *}{\ i C h ﬁ:? -
4.1 K (xr) =5 | e-° - dm
-0 |
| Yo o | 4 e :'2 Iy I - - ]
7 aurcn 7 +1An = und setzen wir {Ur w7 den Ausdruck (ﬂpu)
g
eln, so ergibt sich N iy
L. —wrpe ~sr(p+r)et -5
, K ( R f"):‘:: { €
® J
—_— O

O

ur LoOsung kann man p mit dem Operator — l1ldentifizieren,

ot
und sodann (4.2) aul eine gegebene Funktion der Zeit X(t)

(die auch von den rdumlichen Koordinaten abhingen kann) wir-

kKen lassen, Im einfachsten Palle, wo weder Reibung noch Dre-
hung vorhanden ist (X =) =0) ist wx=p, und (4.1) ergibt

r o
4.3 K (»xr) X(t) m~%ﬁf' A(t-r chn )dn =

- e
K(’_}(W P) X(t) o /\ o 2R

und endlich im allgemeinen Fall
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ein Ausdruck der noch verschiedentlich umgeformt werden kann.
Lauwerier betrachtet speziell den Fall wo, bis auf elne zelT-
lich konstante Funktion, X(t)= (%) et Ejg Ezg ist, d.h.

wo ein Windfeld pl&tzlich einsetzt und dann konstant blelbt.

Insbesondere hat c¢r die folgenden 3Spezialfdlle untersucht:

a. Kein Wind; rotatlonssymmetrisch verteilte Depression., BS

handelt sich dann lediglich um ein Barometergefall, d.h,
>
der Vektor X in

v 1 ist ein Gradient.

b. Rotationssymmetrisches wirbelfreies Feld,(Auch hier ist
R
¥ ein reiner Gradient. )

¢, Rotationssymmetrisches Wirbelleld.
d. Punktauellenfeld konstanter Richtung.

Beliebiges Windfeld konstanter Richtung, das bis auf elnen
beliebigen zeitabhidngipgen Faktor, eine zeitlich konstante
rotationssymmetrische, aber sonst beliebige Vertellung hat,

Schon vorher (TW32) hatte Lauwerier flr den Fall einer
Halbebene ein ridumllich konstantes Windfeld untersucht, das
von der Zelt mittels cines Faktors X(t)dgf mgte“mt (t > 0) ab-
nangt, also anschwilllt, ein Maximum erreicht und wieder ab-
flaut. Die Erhebung w l&sst sich mittels elementarer Metho-
den nur an der Klste berechnen, und wird dargestellt durch

die Konvolution der beiden Funktiocnen

T3
TS 0(t) = sina X(t) - cos x / ™ X(t-v)dr
undad * Ny
e X T ‘:"*t ‘ a3 M*} T
b7 w(t) = e T (Lnt)-q e [ "5y ()T (EN(t-T))AT.
4

Die numerischen R@thungen hierzu wurden von der Rechenabfel-

lung des Mathematischen Zentrums ausgeflhrt und gestatten einc

gute Ubersicht Uber dile Weise, in der die Erhebung w vom Winkel

s ergibt sich, dass die maximale Erhebung flir etwa
<xm1700 maXlmal 1st, so dass die Erhebung an der Klste viel
stdrker von einem zur KlUste parallelen als von einem senk-
recht einfallenden Wind beeinflusst wird, eine qualitativ von



vornherein cinleuchtende Tatsache., Nachdem w(t) sein Maximum

erreicht hat, didmpft es allmihlich in leicht oszillierender

Y
' "' i @) m % . W - - _ d« Tf.h
Welse ab; die Oszillationen haben eline Periode von etwa —=

und korrespondieren analytisch mit den Singularititen der

El

Laplace Transformierten bel p=-2+ 102 . Das I

=.J

rhebungsmaximum

R

kommt viel spiter als das Windmaximum. Das Lrhebungsmaximunm
h&ngt der Grosse nach kaum von L1 ab, in seiner Abhingigkelt
von o« aber (offensichtlich) sehr stark, Auf die wichtigen

Untersuchungen Lauweriers bezliglich eines streifenfdrmigen

Meeres ('"unendlich breite Nordsee!) einzugehen, sowle auf

verschiedene spiterc Ergebnisse, verbletet mir lelder die
Zzelt.

Ich mdechte noch einige Bemerkungen {Uber dile Inversion
der Laplace Transformation im Falle des Streifens, also der

LOsung (3.10) hinzufigen., Der exponentielle Faktor unter dem
Integralzeichen ldsst sich ganz Hhnlich wile oben bheil KO(M:P)

(W

durch Ersetzung von 7 durch » +1n %vb@handeln. Welter 1sT

SE ) F -
ch(n -iy) D+ A -1Crthn

(

durchgefthrt werden, wodurch th» in th(» +1n %} Ubergeht.

Hlerin aber muss noch die obengenanante Verschiebung von »
( (

pt A=-180  ¢ (p+ 2 +14) PP
p+ >+l 2%

Zerlegung in Partialbrlichen ergibt eine ziemlich unangenehme
Abh8ngigkelt von = , da @g? unter dem Wurzelzelchen vor-
kommt .

Man muss aber bedenken, dass bel den wirklichen Anwen-
dungen A nur scehr ungenau bekannt ist, Diec Berechnung der
Relbung beruht ndmlich auf Turbulenztheorien, die nicht alle
das selbe Resultat geben (Schonfeld 1954),

Uberdies 1st die Reibung proportional zum Strom und unabe-
hangig vom Winde angesetzt, was in Wirklichkeit nicht der

Fall ist. Schliesslich ist ‘A abhingig von, und zwar naherungs -
wels umgekehrt proportional mit, der Tiefe. Im Falle derp l
Nordsee nun 1ist die Tiefe keilneswegs konstant. Sie nimmt gen
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Norcden allmd@hlich zu, und ist in der Mitte durch die
gersbank stark beeintridchtigt. Es ist also der Wert von A

nicht nur nicht genau bekannt, sondern nicht mal genau defi-

niert, ja, eben nicht genau definierbar. )

Nun hat ¢s 1In der angewandten Mathematik nicht den min-
desten Sinn, im rein mathematischen Tedil vollkommene Exakt-

helt zu verlangen, wenn man bel der Anwendung aufl sehr un-
exakt bestimmten Grdssen stdsst. Man wird alseo im letzten
Glied der Formel (4.9) (die ich lediglich als Beispicl ge-
wdhlt habe) bedcnkenj dasg Vermehrung des Z&hlers sowie des
Nenners mit - A° lediglich auf eine kleine Enderung des

J

Wertes von h¢nauskommt, also Infolge der geringen Bestimmt-

heit von A dasselbe Resultat ergibt. Nur flir sehr lange an-

haltende StlUrme ist diese Enderung nicht gen
Damit geht (4.9) {iber in

Ugend motiviert.

wo U

4 und 02 nicht von p abhingen

Welche Mdglichkeiten unsere LOsung des Problems vom
Winkel bieten wird, ldsst sich Jjetzt noch nicht sagen. Einige
Bemerkungen aber kann man schon machen

Die Nordsee hat bekanntlich in grober Anndherung die
Form eines Rechtecks. Fir die holldndische Kluste aber werden
beili den hiufigst vorkommenden Stlrmen weder die Ostselte
(Deutsche Bucht, Danmark, Kattegat, Nowweg@n)ﬁ noch die
cn, BEin rechtes

Nordseite (Ozean,, rand") grossen Einfluss hab
Winkel ist deswegen als Modell nicht gar so schlecht, umso-
mehr als Uber den Einfluss des als Senke auftretenden Kanals,

der genligend klecine Dimensionen hat um dort die Corlioliskralt

vernachlidssigbar zu machen, schon eine agusfihrliche Unter-

suchung von Lauwerier vorliegt (TW30).

GiERe S Wik BEBed  oone By QNS QDo oijms  GRRAM chaRd QNG Gim  ARDOP b

7) Ubrigens gilt Entsprechendes auch, sei es 1n@gﬁrin¢erem
Masse, flr die Fortpflan?umgsgemchmlnd1gkelt C= Vgh daerx
ungestdrten Wellen, die wir sogar als Einhclt der Ge-
schwindigkelt gewdhlt haben.




Eine iiber die Nordsee sich bewegende Depression wilird
durch e¢ine Verteilung von Polen wiedergegeben, die sich
nauptséichlich bel der Bahn des Zentrums der Deprcession an-
hiufen., Daneben haben wir die durch Reflexion an den Klsten

i1

entstehenden Pole samt ihre Multipol "schwinze', die hier in

Form der Funktionen v _auftreten, in Betracht zu ziehen, Dic

iNe
grossten, und heute noch nicht Uberschbaren Schwierigkelten

wird wohl die Laplace Invorsion der Haktoren '? berelten.
Wegen der Dimplung werden wiecderholte Reflﬂwmoncn wohl kaum

einen merklichen Beitrag cergeben, e¢s sel denn das Zentrum

der Depression ziehe ganz nahe an den singuliren Ecken vorbel,

ein Tatbestand der sich nur selten (aber doch gelegentlich

mal) vortut. Die Reflexionen an der schottisch-englischen

C
Kiste werden sicher wohl nicht vernachléssigbar seln, 1ins-

besonderec wenn die Depression sich ziemlich nahe und paralla
zUu dieser Kliste slUdwirts b@W@%tﬁ oder wenn sich nahe diesc
Klste ein starker barometrischer Gradient belindet. Belde

Erscheinungcn Traten beim

1

Februarsturm 1953 stark hervor, Dio

Reflexionen an uncercr Kliste schliesslich sind -<fir uns. --

denn eben das bedeutet den Doeichbructl:.

die wichtigsten, insbesondere wenn sic nicht zustande kommen,

Obwchl alsoc die analytische Behandlung von Problemen wie
""" das hier pesprochene ganz erheblichen Einschrankungen unter-

liegt, und kedlnenfalls eine maschinell

numerlsche vollstidndig

ersetzen kann, s¢ hoffce ich doch in diesem Vortrag gezelgt zu

tlk noch keineswegs als Uberholt zu betrachten sind, und in
enger Verbindung

Bellfrag zu unscrem Verstidndnis bileten kdnnen, und dazu noch

methodlisch ganz interessante und flr die Welterentwicklung
reilnen Mathematik nicht unbedeutende Ergebnisse vorzuzeigen

vermag

naben, dass dile¢ klassischen Methoden der angewandten Mathema-

mit den numerischen ¢inen nicht unerheblichen

der
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