ALGEMEEN GEDEELTE

door A. R. Bloemena *¥) UDC 519

dummary
Random associations of points on a graph

Let be given a graph consisting of n points, numbered from I, ..., n, and my
 joins between points t and j. From this graph r points are chosen at random. This
'+ paper deals with the properties of a statistic ¥, being the number of joins between

' Chosen points. Applications are considered to a test for randomness, and to the
order-disorder problem.

Analogous results for other statistics and also for the case in which the points are

sampled independently of each other, are announced. These results are described in
Bloemena, (1960).

1. De probleemstelling

Gegeven n knopen, genummerd van I,..., n en niet-negatieve gehele
getallen m,; (1, j = 1, . . ., n). Men kan m; interpreteren als het aantal draden
tussen knoop i en knoop j. Ondersteld zal worden dat

(1.1) - M;; == My,
Voorbeeld: n = 4
My = O Mgy = O Mgz = O Mgy = O
Mg = 2 Mag = 1 - Mgy =— O
Myz = O Moy = O
Myy = O

welke situatie afgebeeld kan worden als

" ,

i _ it it it S i kbl
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Fen dergelijke combinatie van draden en knopen zullen wij een knoopsel
noemen. Voorbeelden van knoopsels zijn: veelhoeken, stambomen, een kaart
met verkeerswegen, schakelschema’s van elektrische installaties.

Ondersteld zal wordendatvoori=1, ..., n my, = o, dus dat er geen lussen
optreden, en dat geen geisoleerde knopen optreden.

Men kiest in het knoopsel aselect r knopen (r < n). Beschouw nu de kans-
grootheden x,, (1,7 =1, ..., n), gedefinieerd door

‘g’-ii — O | Spr O,

i

- o ———— _ _
#Ulli rerer——— x.*--—muu i

( 1 als knoop i en j beide gekozen zijn
-Y 7" oals dit niet zo is, |

en definieer

(1.2) . X = 2 M.
1y ]
% is tweemaal het aantal draden tussen gekozen knopen.
Het probleem is de kansverdeling van x te berekenen. Eerst zullen twee

voorbeelden van situaties besproken worden, waar deze kansverdeling van
toepassing 1s.

2. Een toets tegen besmettelijkheid van een kenmerk op een populatie

Op een proefveld zal een gewas, bijvoorbeeld aardappelen, worden ver-
bouwd. Volgens een regelmatig patroon, bijvoorbeeld op de hoekpunten van
een rechthoekig rooster, worden de pootaardappelen in de grond gebracht.
Na verloop van enige tijd, als de planten boven de grond verschijnen, bemerkt
men dat van de n planten er r ziek zijn. Onderstellen w1] dat men de ziekte niet
direct kan determineren, dan zal de vraag rijzen, wat men aan de hand van de
geografische verspreiding van de zieke planten kan concluderen ten aanzien
van het mechanisme van de ziekte. Met andere woorden: zijn de zieke planten
aselect verdeeld over het veld of niet? Zijn de planten niet aselect verdeeld
over het veld, maar staan de zieke planten bijvoorbeeld dicht b1} elkaar, dan
zal men dit als een aanwijzing opvatten dat de ziekte besmettelijk is, dan wel
(mede) veroorzaakt kan zijn door zeer locale verschillen in bodemcondities.

Een oordeel over deze kwestie kan men vormen door bij elke zieke plant te
tellen hoeveel van de acht planten er omheen eveneens ziek zyn. Op deze wijze
krygt men voor iedere zieke plant een getal. De som, x, van deze getallen kan nu
als toetsingsgrootheid worden gebruikt voor de hypothese, dat de zieke planten
aselect verdeeld zijn over het proefveld. Indien deze hypothese waar is, is de
toetsingsgrootheid x een waarneming van de kansgrootheid %, gedefinieerd in
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(1.2), als men voor m,; de waarde 1 kiest, als plant i en plant j buren zijn, en de
waarde o, als dit niet zo is. Is de nulhypothese niet vervuld, en 1s de ziekte bij-
voorbeeld besmettelijk, dan zal x systematisch grotere waarden aannemen dan
in het geval de nulhypothese wel vervuld is. Een grote waarde van x zal dus
leiden tot verwerping van de nulhypothese. Deze toets 1s in de literatuur

beschreven door o.a. P. A. P. Moran (1948), P. V. Krishna lyer
(1949). .

Bij besmettelijke ziekten worden evenwel niet alleen de naaste buren van
een zieke plant besmet, maar in mindere mate ook de planten die verder weg
staan. Op grond van deze overwegingen zou men dus ook een andere toetsings-
orootheid kunnen kiezen, welke bestaat uit de som van de bijdragen van ieder
paar zieke planten. De bijdrage van een paar zieke planten zal men groter
kiezen, naarmate de afstand van de planten op het veld kleiner 1s. Door een
geschikte keuze van de getallen m,; in (1.2) kan men dan weer zorgen dat,
indien de nulhypothese vervuld is, de toetsingsgrootheid weer een waarneming
1S van X.

3. Orde-wanorde problemen

In de statistische mechanica kent men een groep van problemen, die men
in de regel de ,,orde-wanorde’ problemen noemt. Prof. Dr.D.van Dantzig
heeft er indertijd op gewezen, dat de bij dit onderzoek beschouwde problemen
hiermee nauw samenhangen.

Fen van de orde-wanorde problemen betreft een model voor ferromagnetis-
me, dat door E. Ising in 1925 is opgesteld. Volgens dit model wordt het
ferromagnetisch materiaal ondersteld te bestaan uit atomen, die zich op de
hoekpunten van een rooster bevinden. Elk atoom bezit een magnetisch moment
iy, dat of wel dezelfde richting heeft als een uitwendig veld H, of wel daaraan
tegengesteld gericht is. De energie van een dergelijk stelsel bestaat uit twee
delen.

1. De energie tengevolge van de wisselwerking van de magnetische momenten
en het uitwendige veld. Elk atoom, waarvan het magnetisch moment tegen-
gesteld gericht is aan het veld H (een —atoom) geeft een bijdrage - 4of1;
elk atoom, waarvan het magnetisch moment gelijk gericht is aan een H
(een -}atoom) geeft een bijdrage —pu .

>. De energie tengevolge van de wederzijdse beinvloeding van de magnetische
momenten onderling. Men voertopdit punt een aantal onderstellingen in, o.a.
dat de totale interactie de som 1s van die tussen de paren atomen, en voorts
dat alleen de interacties tussen die atomen van belang zijn, die directe buren
zijn in het rooster. Zijn twee buur-atomen beide — of beide +-atomen,
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dan geeft dit een energie bijdrage —J; 1s één een -} en de ander een —atoom,
dan geeft dit paar een bydrage /.

Zijn er n atomen in het rooster, en heeft ieder atoom m buren, dan zyn er
dus imn paren, die van belang zijn voor dit deel van de energie van het stelsel.
Stel dat er r +atomen en dus (n—7r) —atomen zijn, dan noemt men

r — (n—r)

S ==

de afstandsorde-parameter.

Bij een gegeven verdeling van de r +atomen en de (n—-r) —atomen ziyn er
nu van de $mn paren naburige atomen x,; paren atomen, die beide -}-atomen
zijn, X, paren atomen, die beide —atomen zijn, en y paren atomen, die een
ongelyjk teken bezitten. Uiteraard 1s

2X, V= rm ' 2Xs + v = (n—r)m.
Men noemt

Xy =+ Xo— 7y  VYX;— 2Tm — Fhm

PP i Wppoplp N p——
U . A g1 a7 L LA P e A ——rmF e s WA g X g T L il g L S e T T [T L RV ENETE S
.

5m %nm

de nabuurorde-parameter. De energie bij gegeven waarden van s en ¢ 1s dus

Het probleem is hier het aantal mogelijke rangschikkingen te bepalen, waarop
resp. r -+ en (n—r) —atomen kunnen worden verdeeld over n roosterpunten,
zodanig dat de parameter ¢ de gegeven waarde bezit. In de literatuur
(zie byv. J. de Boer (1947), G. F. Newell and E. W. Montroll
(1953)) over dit onderwerp wordt aangegeven dat het probleem exactis opgelost
voor een tweedimensionaal rooster. Voor driedimensionale roosters is een
aantal benaderingsmethodes bekend.

Onderstelt men dat de 4atomen en de —atomen aselect verdeeld zijn over
de n roosterpunten, dan 1s bij een gegeven waarde van r (dus bij gegeven s) de
o een kansgrootheid. Zoals uit de resultaten van paragraat 5 af te leiden 1s, 1s de
kansverdeling van ¢ asymptotisch normaal met verwachting s* en variantie
2(1—52)2(nm)~. Dit leidt tot de benadering van J. G. Kirkwood (1938)
voor de oplossing van het orde-wanorde probleem.

4. De momenten van
De kansgrootheden %,;; (1 % j) hebben een verwachting
(4.1) Ex,, = P[x,; = 1] = Plknoop t en j beide gekozen] ==
= P[knoop 1 gekozen]. P[knoop j gekozen| knoop i gekozen] =

Y Y1

n n—1
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Uit (1.2) volgt dan

Kwadrateert men (1.2), dan volgt b1y het nemen van verwachtingen

oo \ * -
(43) EQC . munlklE%-w-—kZ + 4 2 MM E&’Ha:zk +
(1, ], &, 1) 2= (Z, j, k) =&
M 2 2
+2 = 2 Bx, 2
(lv.f)i

waar de indicatie =% bij het sommatieteken inhoudt, dat gesommeerd wordt
over onderling ongelijke waarden van de indices.
Nu 1s voor 1 £

T(T-——-—-—-—-I)

FEx.?2 = Ex.

Ay A X ]

n(n-—-—-—-I)
terwijl voor 1, j en k ongelijk op analoge wijze als voor (4.1) volgt

FEx. x., = T(T“I) (Tmz_)

TR n(n—1) (n—2)

en voor 1, j, k en [ ongelijk:

By g = T —2) 1=3)

- n(n—r1) (n—2) (n—3)
Na enige herleiding vindt men dan uit (4.3):

1'(')’---—-1)

n(n—1) (n—2) (n—3) [(Tmz) (r=3) ( me;)” +
4+ 4(r—2) (n—7r) Zm;my + 2(n—r) (n—-—---'r-—-mx) ___,mwz]

E2.._......

1k gl
en
' 2
r(r—1) (r—2) (n—7 e
(4.4) o0°= 4 ‘“‘““‘“(”““ )¢ ) ( ) =\ &my — 2 T
n(n--—-—-I) (?’1““"2) (n---—-3) i\ J n
ZT(TMI) (n"‘*“T) (” r—1) | ) é
n L inn—r1) Im2 — (Zmy)*.
n2(n—r1)% (n—2) (n—3) i i

De eerste term van o2 stelt dus de biidrage voor van de variantie van het aantal
J g

verbindingslijnen, uitgaande van een punt. Is 2'm;; constant voor alle 4, hetgeen
]
wil zeggen dat in elke knoop evenveel draden samenkomen, dan is deze bidrage

tot o2 gelyjk aan nul. ,
Is r = n, dan worden alle knopen gekozen en er is niets stochastisch meer

over: 0¢ == oO.
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Als r = n—1 wordt de tweede term van 0% gelyjk aan nul. Is ook 2Zm,

j
constant voor 1 = 1, ..., n, dan is ook 6% = o. Met zekerheid 1s ¥ gelijjk aan

2
(I N """") ..ETT'L”.
n i

Het 1s niet moeiljjk, maar alleen moeizaam, om hogere momenten te bere-

kenen.

5. Asymptotisch gedrag van de kansverdeling van x

Wat het asymptotisch gedrag van de kansverdeling van x betreft, indien r
en n beide naar oneindig gaan, dient men een aantal situaties te beschouwen.
W1y zullen slechts de drie mogelijkheden bespreken, die voor praktische toe-

passingen interessant ziyn, nl.

Y r?
I Iim - = o en lim — 2m,; = o
n n?
oy 2
I1: Iim - = o en lim — 2m,; = 2 4 0o << A <C
n n= g -
. T
I11. lim -~ = o o << 0 < I.
n

In situatie [ is ¥ in de limiet met zekerheid geljjk aan nul. Voor de beide
andere gevallen kunnen de volgende stellingen bewezen worden:

Stelling 1

Alsvoork = 1, ..., Zm}; = m,, waar m niet van i en n afhangt; als m, << c0
j, .

en als r en n beide naar oneindig gaan zodanig dat

. T *.,,
lim — = 0, met o << 0 < 1,
n

dan gaat de verdeling van [o{x}]"! (x~—FEx) naar een N(o, 1)-verdeling.
Ex en o{x} zijn gegeven in (4.2) en (4.4).

Stelling 2
Als 2m,; = my, onathankelijjk van 1 en als
?.

. T |
im-m; = o

n
(S'I) { 72
81im-—-mlwzl, o< A< o0,

n
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en voorts voor k = 1, .. .

Sm. ks

t]

1* ¥ L o * %
i .....%....m T My My, < OO (my == 1),

i
en tenslotte -
m;; << M voor alle 1 en j,

waar M niet athangt van n, dan heeft {x asymptotisch een samengestelde
P 01s s on-verdeling met momentengenererende functie
0 7i
lim Ee**% = exp | AX m’— e
2 i =1 1! S

Is m;; = o of 1, en geldt (5.1), dan heeft 1 x een P 01 s s o n-verdeling met
parameter A.

Bij het kiezen van punten in een rooster (zie bijv. van Eeden en

Bloemena (1959)), waarbij meervoudige verbindingen tussen twee punten
niet voorkomen, volgt direct uit deze stellingen, dat $x asymptotisch normaal

verdeeld 1s{alsbyv.lim - = §, o < <1}, of 1 x asymptotisch een P o1 s-
n
, .. T Lo
s o n-verdeling bezit (bgv. alsllm—=o,lm—m < oo) , welke voor grote
n n

waarden van de parameter weer te benaderen is door een normale verdeling.

: : T . Cq
Stelling 2 geldt uiteraard ook als — — 1, maar dan voor het aantal verbindings-
n

l;jnen tussen niet-gekozen punten.

6. Verder onderzoek

Het onderzoek betreffende het kiezen van knopen in een knoopsel wordt
nog voortgezet. '

Kiest men na de r knopen nogmaals s knopen (r -+ s = n) op aselecte wijze
en kleurt men de r knopen wit, de s knopen zwart en de n—r—s niet gekozen
knopen rood, dan i1s dus 3 ¥ het aantal wit-wit verbindingen. Dezelfde resul-
taten als voor 3 x gelden ook voor het aantal zwart-zwart verbindingen. Ook
voor het aantal wit-zwart verbindingen zijn soortgelijke resultaten gevonden.

Men kan natuurlyjk de knopen ook anders kiezen. Bijvoorbeeld kan men
voor elke knoop de kleur laten bepalen door een lotingsproces, dat met kans
p; de kleur wit, met kans p, de kleur zwart en met kans 1—p,—p, de kleur
rood voorschrijft. De lotingen geschieden onderling onafhankeljjk voor 1edere

knoop. Ook voor deze situatie zijn weer analoge resultaten verkregen als die,
welke reeds genoemd zijn.
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Stelling 2 1s een speciaal geval van een veel algemenere stelling, die geldt

voor beide manieren om de knopen te kiezen en ook voor het geval, dat 2m,;
?,

niet constant 1s voor t==1, ..., n. Al deze resultaten zyn beschreven in

A.R. Bloemena (1960); de bewijzen zullen binnenkort worden gepubli-

ceerd.
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