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Enige statistische aspecten van de factoranalyse *

door G. de Leve

Summary
Some statistical aspects of factor analysis.

In this report attention is paid to the hypotheses of Factor Analysis. The
author makes a distinction between Component Analysis and Factor Analysis.
Some statistical objectives of Factor Analysis are formulated and « summary
of some known statistical techniques of Factor Analysis is given.

1. Inleiding

- In dit korte overzicht zullen wij enkele statistische aspecten van de factor-
analyse bespreken. Alvorens wij deze technieken afzonderlijk behandelen,
willen wij eerst enige aandacht besteden aan een probleem, waarbij de factor-
analyse veelvuldig wordt toegepast. De toepasbaarheid van de factoranalyse
blijft echter geenszins tot dit voorbeeld of zelfs tot het gebled, waaraan dit
ontleend is, beperkt. | .

Stel dat wij gelijktijdig aan N personen een serie van n verschillende pPsy-

chologische tests afnemen. Met behulp van deze testresultaten kunnen de

correlaties tussen de verschillende tests berekend worden. Wanneer nu blyjkt,

‘daf deze testvariabelen hoog gecorreleerd zijn, dan ryst direct de vraag of

er misschien factoren zijn (b.v. karaktereigenschappen), die meer dan één
test beinvloeden. Men zou dan de reactie van de persoon op een test kunnen
beschouwen als een functie van een aantal wellicht psychologisch interpre-

teerbare factoren, waarvan er één of meer bij meer dan één test een rol spelen.
In formule:

(I) Zj:Zj(Xll"'!XjJ) (j:IJ"‘lﬂ’)
waarbi) p het aantal factoren aangeeft,

Z; de functie is behorende bij de j-de test en
X; de i-de factorvariabele voorstelt.

Als vervolgens Z;, de score is, welke de k-de persoon in de j-de test behaalt

en Xy de waarde van de i-de factor bij de k-de persoon, dan geldt voor de-
scores Z,;: |

(2) Z:HGI:ZJ?(XIk:”':Xm:) (j:"“I:H-:ﬂ } k=I,..;N).

e
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De rragen, waarop men ceh antwoord toacht o vinden, kunnen als volo
worden samengevat:
1e. Hoeveel factoren X, spelen by meer dan &éntest eon ol
20, Hoe 1s de gedaante van de functie

z‘; ZJ { ‘Yi ey ‘\""i!) ('} - e » )*
s, Welke waarden nemen de variabelen N, aan voor de k-de persoon

De technicken, die wij later zallen bespreken, gaan wit van de vevondey-
stelling, dat de functies Z; lneair zin, manw. dat voor (1) geschreven kan
worden:

(3} ZJ LIJI)\F! % v u T[" {Ijii"xﬂ (J S '[ e v e sy ?1)’

waathiy de constanten a;; vok de waarde nul mogen aannemen.
De betrekking (2) gaat dan over m:

(1) P ay XN La X (=1, .0 k- 1,..., N

De factoren, die bij meer dan ¢én test een rol spelen, zullen wiy in het
vervolg aangeven met de letter F en gemeenschappeliike factoren noemen,
Voor het geval er m gemeenschappelyjke tactoren zijn, gaat de betrekking (4)
Over Imn:

(5) /ij = tljlfq‘ lk'"'["" {I}JI*EA- %' oy o ”’%"’ deEEI*Htk '""}'"’ ﬂ’js,‘;k
waarbij a,S;, dat deel van de score aangeeft, dat niet ,,verklaard” kan worden
door de bijdragen van de gemeenschappelijke factoren. De variabelen 5,
worden in het vervolg specificke factoren genoemd,

Indien er geen specificke factoren worden ondersteld, gaat (5) over

y . 1 L, ..., 1
{ 7o v doFan o QoFan b 0o v ot da 1000 g .
(; ) R J14 1k i J2t 2R { gt mk h e N

Het getal Z,, in betrekkingen (5) en (0) stelt eigenlijk niet de gevonden
testscore van de j-de test bij de k-de persoon voor, maar de mathematische ver-
wachting daarvan. De gevonden testscore zal hier ongetwijteld van ver-
schillen, daar er altijd bijkomstige omstandigheden zijn, die het resultaat
van de test beinvioeden,

Aangezien het model aangegeven in () en (6) berust op de veronderstel-
ling, dat de waarden Fy, en Sy constant zijn, zal men bij verwerking van de
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gevonden testscores in het model extra termen moeten toevoegen om de
stochastische afwijkingen van de verwachting te kunnen verklaren.
Voor de gevonden testscores gelden dan in plaats van (5) en (6) de vol-

gende betrekkingen:

(7) Ly = ayFy 4 apFa oo o+ a,F + a;S g -+ ey
J=1,...,n; k=1,...,N)
en
(8) Zﬂc — a:le]Jc '—E" <. + ai?nka + €51
(J=1,...,n; k=1,...,N).

Daar het echter bij de te bespreken technieken, waarbij de aanwezigheid
van specifieke factoren wordt verondersteld, niet mogelijk is een onderscheid
te maken tussen deze factoren en de storingstermen, zal men toch uitgaan
van het model aangegeven in (5), waarbij dan de waarden S, niet meer
constant behoeven te zijn.

De technieken, die worden toegepast op het model aangegeven in (8)
vormen de Componentenanalyse.

De technieken, die uitgaan van het model aangegeven in (5) behoren tot
de Zuivere Factoranalyse.

De componentenanalyse en de zuivere factoranalyse vormen tezamen
de factoranalyse. De verschillende interpretatie van de laatste termen (resp.
e en a;5;;) als stochastische afwijkingen specifieke factoren (de laatste des-
gewenst als som van specifieke factoren en stochastische afwijkingen) leidt
tot verschil in de mogelijkheden van analyse. In het eerste geval kan men
trachten door het verrichten van duplo-bepalingen (indien deze mogelijk zin)
lets over de verdeling der stochastische afwijkingen te weten te komen en
op grond hiervan het aantal factoren m te toetsen. In het laatste geval hebben
duplo-bepalingen weinig zin, daar de specifieke factoren bij beide bepalingen
dezelfde waarden aannemen en de variantie der duplo-bepalingen slechts op
de, feitelijk in de specifieke factoren opgenomen, stochastische atwijkingen
betrekking heeft. Voor de bepaling van het aantal gemeenschappelijke factoren
moet men dan andere criteria gebruiken. Men kan het verschil ook als volgt
karakteriseren. Afgezien van de stochastische afwijkingen e zijn de Z,,
van (8) algebraisch lineair afhankelijk (de lineaire betrekkingen worden ver-
kregen door eliminatie van de factoren F, en z1] gelden dan voor iedere k),
terwyl dit voor (5) niet geldt.

Aan de variabelen F; en S, in (5) en (8) worden de volgende beperkingen,
— die de algemeenheid niet schaden — opgelegd:
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N N
.
2 Fy == o, 2 Sy =0,
R=1 =1
N N
(9) I ;
— X Py =1 — 2 S;t=1
ik ’ ik '
Nk":"l N!‘\: 22

Men kan gemakkelijk inzien, dat de gegevens verschaft door de testscores
onvoldoende zijn om de waarden ay;, a;, F; en S;; ondubbelzinnig vast te
leggen. Deze grootheden zijn binnen het model zoals het nu is niet identifi-
ceerbaar. Immers ook de waarden, welke de factorvariabelen F; en S; aan-
nemen voor de verschillende personen zijn onbekend. Men zal nu aan de
variabelen F; en S, extra eigenschappen moeten toeckennen om identificeer-
baarheid te verkrijgen en deze eigenschappen zijn in de te bespreken tech-
nieken statistisch van karakter.

Deze weg wordt gevolgd, omdat directe meting der factoren niet mogelijk
is, Was dit wel zo, dan zou men de zoveel eenvoudigere regressie-analyse
kunnen toepassen.

Het identificeerbaar maken, dat nu dus wel door het opleggen van extra
eigenschapper: moet geschieden, geeft geen enkele garantie omtrent practische
interpreteerbaarheid der uiteindelijk verkregen ondubbelzinnige oplossing.
Het is uiteraard zeer wel mogelijk, dat één of meer der factoren of lineaire
combinaties daarvan, gerepresenteerd door de gevonden getalwaarden (schat-
tingen), een practische interpretatie bezitten, doch het is al te optimistisch
hierop zonder meer te rekenen. Alleen indien een factor, waarvoor men een
practische interpretatie meent te hebben gevonden, achteraf toch direct meet-
baar blijkt te zijn, kan men tot verificatie van het resultaat overgaan. Dit
is echter een uitzonderlijke situatie.

In verschillende handboeken over factoranalyse worden niettemin aan-
vullende methoden beschreven met behulp waarvan men, uitgaande van de
op bovenstaande wijze verkregen oplossing, toch het gestelde doel — het
schrijven van de testvariabelen als lineaire combinaties van variabelen, be-
horende bij factoren met psychologisch interpreteerbare betekenis — meent
te kunnen bereiken,

Wanneer men in een m -+ n dimensionale ruimte op de assen van een
orthogonaal codrdinatensysteem de variabelen F; en S; uitzet (één punt voor
iedere k), dan leiden deze aanvullende methoden tot een cotrdinatentrans-
formatie in de door de m gemeenschappelijke factoren voortgebrachte deel-
ruimte. Op grond van bepaalde a priori opvattingen over het verband tussen
de variabelen Z; en de factorvariabelen komt men dan tot een nieuwe on-
dubbelzinnige schrijfwijze, waaraan men dan een psychologische interpretatie
geeft. Tot een directe verificatie van deze interpretatie leiden deze methoden
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echter niet. Wjj zullen ze hier, in verband met hun zeer specialistische karak-
ter, niet bespreken.

Wij kunnen dus onze n X N waarnemingen plaatsen in één van de vol-
gende modellen:

h

i.:I
Hl

(5) L= 2 a;; Fy -+ a,S,, (Zuivere Factoranalyse)
i1
De statistische doelstellingen van de factoranalyse kunnen nu als volgt
worden geformuleerd:

1e. Het opstellen van een hypothese omtrent het minimale aantal gemeen-
schappelijke factoren en het toetsen van deze hypothese.

2e. Het schatten van, en het geven van betrouwbaarheidsintervallen VOOor,
de constanten a,, en a;.

3e. Het schatten van, en het geven van betrouwbaarheidsintervallen voor,
de factorwaarden F,,.

De technieken, die gebruikt worden zowel in de Componentenanalyse
als in de Zuivere Factoranalyse, verschillen van elkaar doordat de extra
eigenschappen, welke men aan de variabelen F; en S, heeft opgelegd, voor
tecdlere techniek niet dezelfde zijn.

2. Componentenanalyse “

Zoals wij reeds eerder hebben vastgesteld, dienen aan de variabelen F,
extra eigenschappen te worden toegevoegd om tot een ondubbelzinnige uit-
komst te komen.

Het opleggen van de extra eigenschappen geschiedt op de meest natuurlijke
wijze 1n de populatie, waaruit de proefpersonen een steekproef vormen. Om
tot eenvoudige schattingsmethoden te komen worden deze eigenschappen
veelal onveranderd opgelegd binnen de steekproef. Het onderscheid hier-
tussen wordt 1in vele boeken en artikelen over factoranalyse verwaarloosd.
 De technieken behorende tot de Componentenanalyse gaan dus uit van

het volgende model:
Ht

(8) L= & a;Fg -+ e,
=1
De oudste methode, welke wij zullen bespreken is afkomstig van H, H o-
telling [1,2]. In het begin van zijn beschouwing neemt hij aan, dat er
eventueel gemeenschappelijke factoren zijn als variabelen Z; en negeert hi;
het bestaan van meetfouten.
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Zin model ziet er dan als volgt uit:
(9) Zﬂﬁzz‘a:ﬁka (jEI,-..,TI;h“ﬁI,...,N).

Alvorens aan te geven welke extra eigenschappen Hotellin g oplegt aan
de variabelen F,, zullen wij zijn methode eerst meetkundig toelichten.
Om te beginnen worden de Z,, gestandaardiseerd over k, d.w.z. verminderd

N N
I L I
met 7, = — X Z, en gedeeld door de spreiding } — 2 (£;,— Z;)>
N =1 - N}G:l
Daartoe voeren wij een orthogonaal assenstelsel in met op de assen de
variabelen Z; uitgezet. Met de k-de persoon correspondeert dan een punt in

deze door n assen voortgebrachte ruimte en wel met de codrdinaten
Z.(G=1,...,n)

De testresultaten kunnen dan worden aangegeven met een puntenwolk van
N punten. Door de standaardisering voor iedere waarde van j ligt het zwaarte-
punt van deze puntenwolk in de oorsprong. Wij voeren nu een nieuw assen-
stelsel in, waarvan de assen, met het zwaartepunt van de puntenwolk als
nieuwe oorsprong, als volgt worden vastgelegd. De eerste as wordt Z0 ge-
kozen, dat zij ligt in de richting van de grootste spreiding. Vervolgens pro-
jecteren wij de puntenwolk op een hypervlak loodrecht op de eerste as. De
in dit hypervlak overblijvende spreiding is dan zo klein mogelijk. Vervolgens
kiezen wij de tweede as in de richting van de grootste spreiding van deze
geprojecteerde puntenwolk. Wanneer wij steeds na het vaststellen van een
richting van het nieuwe assenstelsel de puntenwolk projecteren op een hyper-
vlak, dat loodrecht staat op de reeds verkregen assen, dan vinden wij op
deze wijze de richtingen van de n assen van ons hieuwe codrdinatenstelsel.
Op de assen van het nieuwe coérdinatenstelsel worden nu de variabelen F;
uitgezet. Dit betekent, dat de eerste m gemeenschappelijke factoren gezamen-
lijk de grootste bijdrage leveren, die een m-tal gemeenschappelijke factoren
geven kan. Dit is nu de eigenschap, toegekend aan de factoren I+, Fs, ..
in volgorde, waardoor ondubbelzinnige schattingen verkregen worden.

Ook heeft Hotelling een toets ontwikkeld om na te gaan of de bij-
dragen van de laatste factoren te onderscheiden zijn van meetfouten. Hiervoor
is het noodzakelijk, dat de waarnemingen in duplo of in multiplo worden
verricht,

De Principal Component Analysis van Hotellin g beantwoordt dus in
sterke mate aan onze statistische doelstellingen. |

P. Whittle [3] heeft, voortbouwende op denkbeelden van G. Young

—
v

.-'.‘
»
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een andere techniek voorgesteld, welke het best gezien kan worden als een
reactie op die technieken, waarin verondersteld wordt, dat de factorvariabelen
normaal verdeeld zijn (een onderstelling, die voor de methode van Ho te l-
l1n g ook niet noodzakelijk is). W hittle is van mening dat in de practijk
aan deze veronderstelling niet altijd voldaan is en bovendien is zij vaak over-

bodig.

Hij ziet dan ook F, niet als een waarde, welke de variabele F, aanneemt,
maar als een parameter van de persoon, terwijl a; een parameter is van de
test. De beide parameters komen in het model gelijkwaardig voor en waarom
zouden zij dan ook niet gelijkwaardig worden behandeld?

Ter onderscheiding van de andere technieken zullen wij het model van

Whittle als volgt aangeven:

"
(IO) ZJ'?.: == 2 ajibﬂc + €k

1= 1

Zin techniek komt dan neer op de minimalisering van de volgende vorm:

m

N (Zp— & azby)?

N .
7 =]
(11) [J= 3 X =1_
: =1 kel S i

Met betrekking tot de parameterwaarden a,; en b, waarbij S2, een schat-
ting 1s van de variantie van de meetfoutvariabele ¢;. Hiertoe moeten de waar-
nemingen b.v. in duplo worden verricht, hetgeen echter niet altijd mogelijk
is (zo kan men b.v. een psychologische test niet ,,onafhankelijk’’ herhalen
met dezelfde proefpersoon).

Hierdoor verkrijgt men een aantal betrekkingen waaraan de op een voor-
geschreven wijze genormaliseerde constanten a;; en by moeten voldoen.

Verder zijn Whittle en Young in staat de hypothese omtrent
het minimum aantal gemeenschappelijke factoren te toetsen. Qok kunnen
z1] betrouwbaarheidsintervallen geven voor de parameterwaarden.

De techniek van W hittle en Young past men dus direct toe op

het waarnemingsmateriaal, terwijl door Hotelling eerst de variabelen

worden gestandaardiseerd. Daardoor worden volgens W hittle de meet-
fouten niet gelijkwaardig behandeld. De door W hittle uitgevoerde stan-
daardisering van de parameters heeft dit bezwaar niet.

Oock D. N. Lawley [4] heeft een techniek ontwikkeld, welke men zou
kunnen rangschikken onder de Componentenanalyse. Aangezien deze
methode veel overeenkomst vertoont met een andere techniek van Lawley,

welke wij bij de zuivere Factoranalyse zullen bespreken, wordt slechts met
de vermelding volstaan.




208

3. Zuivere Factoranalyse
De cerste methode, welke wiy zullen bespreken is afkomstig van D. N,

Lawley [5]. Zoals boven is vermeld, ziet het model in de zuivere Factor-
analyse er als volgt uit:

132

(5) | Ly = & a;: Fg + a;54.

7=1

Lawley gaat er by zyn methode vanuit, dat de variabelen F, en S,
alle normaal en onafthankelijk verdeeld zijn op de populatie der proefpersonen.
Verder neemt hij aan, dat deze verdelingen alle ¢ = 1 hebben (hetgeen
mogelijk 1s, daar de spreidingen in de coéfficiénten a;; en a; opgenomen
kunnen worden. De verdeling van de steekproefcovarianties van de Z,'s
worden dan gegeven door de W ishart-verdeling. De kansdichtheid van
deze verdeling kan zo geschreven worden, dat hierin de constanten a,; en a,
als onbekende parameters voorkomen. Deze constanten worden nu zo ge-
kozen, dat de kansdichtheid voor de gevonden waarden van de steekproef-
covarianties maximaal wordt (methode der grootste aannemelijkheid). Weder-
om vinden wij dan een aantal betrekkingen, waaraan de constanten a; en a;
dienen te voldoen. Deze vergelijkingen geven echter geen unieke oplossing.
Lawley vervangt deze betrekkingen dan ook door een ander stelsel ver-
gelijkingen, waarvan niet duidelijk is, welke extra voorwaarden het vertegen-
woordigt, doch dat een ondubbelzinnige oplossing bezit, die ook voldoet
aan het eerste stelsel vergeljjkingen, Later zullen wij bij de bespreking van
R a o’s canonical factor analysis nog een tweede oplossing ontmoeten van het
eerste ‘stelsel vergelijjkingen. Vervolgens heeft LLawley in de loop der
jaren verschillende bijzondere gevallen van zijn methoden bekeken.

LLawley berekent geen factorwaarden, maar behandelt wel een toets
voor de hypothese omtrent het minimum aantal gemeenschappelijke fac-
toren. Bovendien geeft hy betrouwbaarheidsintervallen voor de constanten
a;; en a,.

Tenslotte zullen wij enige aandacht besteden aan een methode, welke
door C. R, Rao [6] is voorgesteld en door hem Canonical Factor Analysis
wordt genoemd.

Om aan te geven welke extra voorwaarden R ao aan de variabelen F,

oplegt, denken wij eerst de variabelen Z, geschreven als lineaire combinaties
van de variabelen X; en §; en wel als volgt: |

(IZ) ijXj'_l‘aij (j: I,...,?’L).

Vervolgens voeren wij twee variabelen U en V in, waarvoor geldt:
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n

(13) ' U= 2 |,Z,
jo==1

=1

en waarbi) zowel [; als g; constanten zin.

Het principe van de methode is nu, dat de correlatie tussen U en V zo
groot mogelijk gemaakt wordt. Deze correlatiecoéfficiént is een functie van
de [; en g, en bezit m extreme waarden. Bij ieder van deze extreme waarden
behoort een stelsel (/;, q,), dus ook een variabele V. Deze m variabelen neemt
Rao nu als de gemeenschappelijke factoren F;. De berekeningen verlopen
volgens een ingewikkelde iteratiemethode, met behulp waarvan de coéfficiénten
a;; en a; geschat worden. Vervolgens kunnen dan ook schattingen van de
waarden der factoren verkregen worden. Men kan bewijzen, dat de constanten
a;; en a; ook moeten voldoen aan de eerste betrekkingen, die Lawley
heeft gevonden, zodat de oplossing van R a o ook meest aannemelijke schat-
tingen geeft, hetgeen deze techniek bijzonder aantrekkelijk maakt.

Ook geeft R a o een toets voor de hypothese omtrent het minimum aantal
gemeenschappelijke factoren.
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