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Vervorming van lagervlakken, 1L,

e ==yl

1. Inleiding.

De hiervolgende berekeningen werden uitgevoerd op verzoek van
het Koninklijke Shell-~Laboratorium te Delft. (Zie Uw inleldende op-
dracht d.d. 15 Maart 1951).

Het onderwerp betreft de elastische vormverandering van lager-
vlakken. Gebruik werd gemaakt van reeds verkregen resultaten , neer-
gelegd 1n de volgende rapporten:

(1) De elastische vormverandering van het oppervliak van een halfrulmte
onder de hydrodynamische drukverdeling behorende blj een parabo-
lische smeerfilm. (IM 524) door H. Blok en J.W. Cohen.

(2) On the elastic hydrodynamic problem of the lubrication of spur
gear teeth., By H. Blok.

(3) Vervorming van lagervlakken.R 51 van de Rekenafdeling van het
Mathematisch Centrum,.

2. Methode en omvang van de berekeningen.

De gespecilficeerde opdracht luldde:

1€ Xy in de omgeving van x = k te bepalen zodanlg dat

y"(x4)= 0, (2,1)
opgave te doen van de waarden

y(xy), v1(x) en ¥"(x,),
en de functie F(x,x,) gedefinleerd door (zie (2) formule (64)):

F(x,xi)=(xwxi)(x+xi~2 z“)+-§mT§—7g£&{xi)- y(xl], (2,2)

voor het gebled x = - 2,0 (0,1) 7,0,

e 14K |

2%, de functle J(G)= —z5—/ 1n {1 - ¢ (6){ dt, (2,3)

e bepalen f
pale 7/

waarin |
?{t):A.t(1+tE)“2 - B+(1+t%) "1 + B(Z - arctang.t), (2,4)
A = 2(14k°) (2,5)
B =1 - 3 k° (2,6)

1+ k° = 1,225T4844 (2,7)
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en wel voor een aantal nader gekozen waarden van de parameter G en
tevens voor N = 0(0,2) 12,2, waarbl] het verband tussen G en N
gegeven wordt door

No=Vek. (1 + kz)“g' ..Gfx(ej%., (2,8)

Afzonderliik diende berckend te worden de waarde van N voor
G m[# (1-3 kg)j ' (Zzie voor de formules (2)).

56. De functie v(x,G) te bepalen, gedefinieerd door
D)

)
y(x,G)= -2—}- / ln['l - Gﬁ;}(t)j'"1 1n (x-—t)Zdt, (2,9)
~K

Voor X = K
en @ dice waarden, welke overeenstemmen met N = 2(2)12,

Tot slot werd nog ultgevoerd de berekening van de cerste en twee-
de afpeleide naar x van de functie y(x,G) voor bovengenoemde waarde
van x en G,

Voor de berekeningen werden de onelgenlijke integralen (2,3) en
(2,9) omgevormd door middel van de transformatle

arccotg t = 2. (2,10)

yD(t) gaat over in de functle p(s)
2

p(s)= - 2 sin b s + 2 2 sin 2 8 + (1-3 k°)s (2,11)
Nu 1is: §+arctang k
¥ (0) WL /:mg[ - @ p(s) (2,12)
en = + arctg k
1 ; e ds
y(x,0)= - & log [1- G pls) 1og/x - cotg S/ - (2,13)
sin®s

G

De integraalC%(G) is in het punt 8 = 0 nlet onelgenlijk, want
1

1 1=~-G
_oi{_—-gp(su}w - G s{“\ -7+9% . } (2,14)

sin

Voor s, = arccotg k bevat de lntegrand van (2,12) een logarlthmil-

sche singulariteit groot
D 1og(s-so)

=
sin
_ S

welke moellijkheid overwonnen 1s op de wijze als omschreven in (3).
De integrand in (2,13) bevat ook een logarithmische singulariteit
]{ ¥ ‘

i

en wel in cotg 5,
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Dit logarithmische karakter van de singularitelt verdwijnt bil]

berekening van de afgeleiden naar x.
Gemakkelijk leidt men afl

/R )
§+arctg Kk
y'(XJG): = "é‘ / 1Q@‘,[1—-G_p'(8)%__ ds (2115)

(x-cotg s)sing

D1t is ecen hoofdwaarde-integraal in de zin van Cauchy.
We ontwikkelen nu de integrand in een reecks

a-~1 2
S—+ag ta;uta,ut oL, (2,16)

waarbl] u = SRy

s, = arccotg X (2,17)
%F+arctg k

is en berekenen nu a_ ; ds analytisch en numeriek, Hetl ver-

schll tussen beide bereKeningswijzen 1s nu de fout, welke gemaakt
wordt door (2,15) via de weg der numerleke integratle te bepalen.

De formule voor yv'"(x,3) is de volgende
-«+arcta K

+2 |
TS x/?/ ogZﬂ Pl 97 © 'J7 (x-cotg s) sin®s
(2,18)

(2,18) wordt bewezen door de integraal (2,15) als volgt te schrilj-

ven
v1(x,q)= - HQ/C/I _EEZE.G P %l! — ds +

(x-cotg s)sin g

S +E¢
. J/ 1og [1-G p(s}:7 ds +

(x~cotg s)sin™s

77
§+arctg K
(x cotg s)
S, ~E

enn dan de differentiatie naar x ult te voeren'

a._.[s.l—glog[(}p(sinzg- ] / —-----—-+a+a1u+ )dti/

(x-cotg s)sincs

d 2 p, _ 2 >
::a-i- 28,08'{‘38.2& +..:-]—-2b05.+3b25 + .

dan

waarin bn = =



- U .

&

g *
d log[1-G p(s)./ i}

e d

Gebrulkmakend van
x - cotg s_ =0

O
ds
vindt men Tﬁg' = - sin2 3, €n dus geeft differentiatie van de eerste
integraal
SHE }
.2 / Log/1-6 p(5)/ _ 45 4 2 108/ 1-G p(55-5). ] o sin%s
0
p (x-cotg s)"sins [%—cotg(sowgl7sin (so— £ )
...,E" 2
) Wi
-+ = flog[%-a p(s)/- log/1-G p(s,-&)/ 25— —(
A sin® (s -&)

P e dS_ o - ’
(x~cotg s)gsin S

Op een zelfde wljze de laatste lntegraal differentlerend en limg&E-~ 0

nemend vinden wij (2,18).
Deze nieuw gevonden integraal is weer een hoofdwaarde integraal

voor het geval x = 0, voor x = K 1s de 1integrand reguller.

. Ngmer&eke regultaten.

‘Alle resultaten zlijn onderworpen aan een fout van ten hoogste een
eenheld van het laatst opgegeven cijfer. Hier en daar bleek het nodig
iets meer cijfers te gebrulken voor de berekening dan nodlg was voor
het eindantwoord in verband met het wegvallen van cljfers,

Voor Xy werd gevonden

Xy = 0,384043
en
Y(xi): ~ 2,5714

y'(xi)z - 2,18004
y"(x,)= 10,53252 .

Hieronder volgen in dé tabellen I, II en IITI de functles F(x,xi),
a/(G) als functie van G en N,en y(x,G), y'(x,G) en y"(x,G).



P A

Q

\s

‘e

L

QL E G S ') I
»

e

-

-

=

LN — —_—
=

‘e

o

" e W W W e -
S O W FEUT OO 0DWOW O = DUV EUON OO O

-

L

- e ‘- - b 4 - - “a \»

s O O 0O O O 0O O 0O O 0O 00O O o o oo o o o o

B %

b

- - -

-

w =

-

OW O~ VU WM = 0W o 0OuU Fu P -

N = A s s
-

F(x,x%y)

5,49315
5,00686
4o oskq4l
4} ,090699
3,07%58
3,27132
2,8903%2
2,53075
2,19276
1,87655
1,58239
1,%1063
1,06163
0,83%600
0,63453
0, 45845
0,31059
0,109416
0, 10949
0,05378
0,02173
0, 00648
0,00110
0,00004
0, 00001
0,00014
0,00164
0, 00694
0,01902
0,0U4001
0,07533
0,12459
0,19057
0,27466
0,37798
0,50130
0,64515
0,80994
0,99594
1,20550
1,43207

P4

R
- o
Ny —

v W o

h'

L T L
N - O W 0O ~N Oyl F A

‘s

o

w e s w e
Oy i\

s

-

‘e - s e ‘o -

‘e

S N N = - - 2 SR G Y AR CY R GV GV G R U A S B U U S DS AV B A O R A DR AV N A0 AV
‘s

> - - A" ‘o

L

L -

o

-

=2 OV O3 0U W= 0V oNOU Fuonn - O 0N

Gy O\t \1 Ul Ul gy U\ U\l Ul
-

-

F(x,xy4)

1,68235
1,95412
2,24735
2,56202
2, 89806
3,25545
3,63410
I, 03398
4, 45501
4,89713
5, 36031
5, 84446
6, 34955
6,87554
7,42235
7,98997
8,57835
9,18745
g,81722
10,46764
11, 13868
11, 83031
12, 54249
13,27520
14,02842
14,80212
15,59627
16, 41088
17,24589
18,10132
18,97713
19, 87329
20,78982
21, 72669
22,68390
23,66140
2L 65020
25,07731
26,71568
27, TT43
28, 85321

P

-

-1 OO O O Oy O Ov O O
w» -
O W o~ OvUl =\ o

‘e

-

- - w

-

F(x,%4)

29,95236
31,07174
32,21136
33,37119
34 ,55125
35,75152
36,97198
38,2265
39, 47349




O,
O
O

O
O

-

la

-

e

)

-

)

0
1

2
3
I
5
6
6
7

.

3

O
O
O
O
O
O
O

,8

8
» 9
0,97
0,98
0,986228583

1,01717
1,03447
1,05192
1,069048
1,08717
1,10498
1,12282
1,14100
1,15919
1,17750
1,19593
1,21449
1,23319
1,25200
1,27004
1,29000
1,3%0918
1,32848
1,34791
1,36746
1,38713
1,4069%
1,42686
1, 44690
1,46706
1, 48735
1,50776
1,52829
1,54894
1,56972
1,59061

G

N D = = =2 00 0 0 O WwWwWwWwWWwWwWw oo oo
e

@)t
-

~ N~ O Oy
- - Y \a a ‘s »
0OV E N O O

s - - - w e w

a

-

o

“ W W W e W% %
F\)OCDG\-F:MOODG\-I:MOCDO\J:[DOOSO\-P'NO

s

e

-

0,98622858

Jf03)

1,61162
1,63275
1,65400
1,67538
1,69687
1, 71848
1, 74021
1, 76206
1, 78404
1,80613
1,82834
1,85067
1,87312
1,89569
1,91837
1,94118
1,96411
1,98716

2,0103%
2,03%62
2,05703
2 ,08056
2,10420
2,12797
2,15186
2,17587
2 ,20000
o, 22427
o, 24861
2,27310

N

12,5202



N O 0O &

A.—A

0, 43360
0,69292
0,84514
0,9300"
0,9719°
0,98580

y(x,Gq)

53,6565
4,7485
6,052
7,623
9,584
12,27

yll (X,G)

12,52

19,57

31,78

57,01
127,08
8,4 x 10°



