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Une nouvelle généralisation
de I'inégalité de Bienaymé

(K uoetrait «'une lettre a M. M. Frechet

par

D. VAN DANTZIG.

Sommaire. — L'auteur généralise des inégalités de Meidell et Camp
en considérant le cas on la densité de praobabilité est dérivable A fois.

Nous avons trouvé a la fin de 1948 une généralisation de I'inégaliré
de Bienaym¢ que nous n’avons pas encore pu publier faute de temps.

L'inégalité que nous démonirerons dépend de deux paramétres numé-
riQ

ues A et fi, et de deux paramétres positifs a et b > a, d’ailleurs
arbitraires. Le cas i = o est celui de Bienaymé. Le cas & == 1 comprend
les 1négalités de Camp (1) el de Meydell (*). L'inégalité de Meydell est
obtenue en posant a = o. Pour un a arbitraire et b = + o (ou & suffi-
samment grand) on obtient une inégalité un peu plus précise que celle
de Gamp. D’ailleurs les démonstrations sont plus simples que celles de

Wil L el

L’idée générale sur laquelle reposent les démonstirations est due &
M. B. H. de Jongh; elle admet bien d’autres applications que celles
données 1c1. G'est aussi M. de Jongh qui a trquvé la démonstration
stmplifice de 'inégalité de Camp-Meydell pour le cas ¢ =0, b = w0, de
méme que I'inégalité nouvelle pour le cas A =2, a =0, b = . Nous
aurons besomn d’'un lemme qui a été démontré par un jeune

('} B. H. Camp, A new generalisation of Tchebycheffs statistical inequality {Bull.
Am, Math. Soc., 28, 1922, p. 427).

() B. MEYDRLL, Sur un probléme du wcalcul des probabilités et les statistiques
mathémaliques ( C. R. Acad. Sc., 175, 1922, p. 806).
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mathématicien, appartenant au Centre Mathématique d’Amsterdam,
M. J. H. B. Kemperman.

Considérons une variable aléatoire, que nous pouvons, en nous
r'e.slreignant aux moments absolus, supposer remplacée par sa valeur
absolue, de sorte que sa fonclion de réparution F(z)=1--P(x) est
zéro pour z << o. Elle est d’ailleurs non décroissante, (o) =1 et

lim P(z) = o. Sotenl
A D oo

(1) o akm__f zdP(z)
| | v

le moment (absolu) d’ordre & (A > o) et Py, =P (z,) la probabilité que
la valeur absolue de la variable aléatoire donnée surpasse un nombre
positif arbitraire .z, Soit donné d’ailleurs un intervalle

[={aLxLb), ol o£La<<bLex,

el supposons que P(z) posséde dans cet intervalle des dérivées jusqu’a
. ’ordre A 1nclus. . '!
~ " Supposons enfin que dans Uintervalle I (——1)/ PV () soit posiuf

pour 0 == j < h et non croissant pour j =/ (donc aussi pour o0 < j <L h).

[l s’agit de trouver sous ces circonslances une borne supérieure, dépen-
dante de o, pour P, lorsque x, €. o .

L’1dée snnple mats fondamentale de M. de Jongh est la suivante (*).
Supposons qu’on peut trouver une fonction de répartition 1 — Q(z)
(qu’on peut supposér — o pour z << o), telle que :

1° Q(z) £ P(x) pour chaque # > 0;
2° Q(=,) =P(z,) =P,; .
3° Le moment (absolu) ﬁ;;xmfx“" d Q(«) surpasse ou est égala un

nombre posilif 3z (qui se laisse calculer d’'une maniére assez simple).

"La condition 1° entraine la relation zsX> 2y, s1 Q(zy) = P(2,),

donc ox> Bi> 7. En posant

*

(2> | )‘h,k — o )

(3) Cf. aussi : R. von Mises, Wahrscheinlichheitsrechnung, p 63-73; M. FRECHET,
Recherches théoriques modernes sur le calcul des probabilités. 1, Generalités sur les
probabilités, variables aléatoires, 17 &d., 1936, 2° ed., 1950.

&% %
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on obtient 'inégalité cherchée

A

| o
(3) Poé lfz,k —% .
>

En prenant pour i = 0, ou les conditions sont satistaites pour @ = o,

b = oo,
( P(xo)  pour o<z <<z,

X)) = 5
QUx) { O pour x > Zy;
on a Br=a; P(2,), donc A s=1. Cest I'inégalité de Bienaymé. En
effet, la démonstration est identique avec celle qu’on connait.
Considérons maintenant le cas A >x 1 et prenons 2z, €. Alors

Po=P(b) + (b — ) f(20) & 5 (b— x0) f(E),

ou
Jo=f(xy)=—P' (z2g)>0 et a, < E < b,

donc ‘
S(E) Lo
11 existe donc un entier A' = A (A'> 1) tel que

(b “mo)fo:—,__} h’(Pg*w P(b)). _

Nous ne devons co’n'sidérerr que les z, pour lesquels A'= A. Puisque les
conditions auxquelles P(z) doit satisfaire dans I restent valables
lorsqu’on remplace 4 par un nombre plus petit, on obtiendra les inéga-
liﬂte’is correspondantes pour un z, € I quelconque en remplacant A par la

. .. (b — z, )fo
~ partie entiére dem.
Soit donc ' o .
' (b— 20) foxx h(Po—P(8)).
- Posons

‘ (r—z9) fo= h(Po— P(&)).
On aura donc ;
| mo-ﬁ.{.réb*

== /

Soit d’ailleurs

| o o T h
Q(2) = P(8) + (Po— P(8)) (=== )
Nous démontrerohs que ' '

Q(z)= P(x) pour =% << .

INSTITUT HENRI FOINCARE, — XII, I. - -
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Posons

r— & =y, . P(z)= P(b)'*“‘?(f)(POmP(b))‘ *

r— I,
LLa démonstration repose sur le lemme suivant.

Lemve. — St (y) possede des dérivées continues jusqu’a l'ordre
I — 1 inclus pour o Ly <c,c>1;st N (o)>o0 pouro<Lj<h—ri;
si WA=N(y) est convexe vers le haut dans cet intervalle et st
J(1) =d/(1)=o0, alors U(y) >0 pour o<y =c. ’

Démonstration du lemme d’aprés J. H. B. Kemperman. — 31 ¥ ()
esl continue pour o<y < ¢ et n'y posséde que deux zéros au plus, -

Six((})éo et SiAé‘._O?alorS
. "'
C(,,,V> = A —I—f X,(}) d_)f
0

ne posséde que deux zéros au plus dans l'intervalle o =<y =< c. En
‘effet () ne peut avoir qu’un zéro au plus entre les deux zéros de y ()
et un zéro au plus entre le zéro de x(y) ayant la plus gra‘nde abscisse,
et ¢. Or, U151 ( y), étant continue et convexe ne peut avoir que deux
zéros au plus. D’ailleurs: ¢#~1) (o) > 0 et $(#=2) (0) > o. Donc -2
non plus ne peut avoir plus de deux zéros au plus. Par induction on
trouve que ¢'(y) ne peut avoir que deux zéros au plus entre o et c.
Or, 1 est un tel zéro, tandis qu’aussi -

Y1) = y(0) + f V(y)dy =o.

Donc, a cause de ¢(o) >0, ¢'(0) > 0, ¢'(y) doit avoir un seul zéro
entre o et 1, et aucun >1. Il s’ensuit immédiatement que ¢(y)>>o0

dans tout l'intervalle (o, ¢).
A cause des conditions imposées a P(z), la fonction

B =o() =yt avee y={T—2%

satisfait aux conditions
'cp(f)(o);.;o pour oL jJ Zh—1,
tandis que '

r—a

W) =9 ()—hL,  (ogyge=1Z2 sox1)
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est non-décroissante, c’est-a-dire $(%—1) ( ) est convexe vers le haut et
continue. D’ailleurs

Q(-To) = Po et Q’(;z:{,)mm

done

2(1)=1, {(N)=h et Y1)=¢(1)=o.

Ie Iemme s’applique donc et prouve que

- | - I — et
s( 1) D our 0 <Z )y <
i(q)/)mt} p "“"”""t-} " rm‘,«x‘mo
> X *
c’esl-a-dire que
Q(x) L P(x) pour L x =1

' Bemdrquons que dans le cas de Camp-ngdelI h—1, P(x) es

0% \\ P*lx)
o\

- convexe, et Q(z) est sa tangente en z,. Dans ce cas, la relation
Q(x) Z P(x) est donc triviale.
- Posons maintenant (¢f. fig. 1)

Plz) pour oéx‘<a sl a > o,

| , | | P — /)
B ' - P(b) pour r <=z <?b,
.\ P(x) pour xxb.

Cette fonction Q(z) satisfait & 'inégalité Q(z) < P(2) pour chaque
2> 0. On peut donc appliquer la méthode esquisse’e'au commencement.
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Or. il va sans dire que les conditions imposées & P(x) ne sonl pas
nécessaires pour quon ail Q(z) £ P(x) pour chaque x> o. Comme
vous l'avez fait dans votre livre, on peut, lorsqu’on veut seulement
‘estimer P(z,) pour un z, déterminé, chercher une courbe du type
de Q(z) qui est toujours < P(z). Toul ce qui va suivre reste valable
lorsqu’il existe une parabole Q(z)=DB + G(r — .:c:‘)/2 du degré A, telle
que r >z, B>o,C>o0,Q(z,)="P(x,) et que P(z) > Q(zx) pour
a:*o.tc;’a;'ér On prendra_alors pour & la plus grande abscisse avec
P(b)=DB et pour a l'abscisse minimum telle que P(z)> Q(x)
pour a £ x = x,, et telles que P (x) satisfasse aux conditions mention-
nées pour a = x £ b. “ '

On aura

(5) pk=mfmxde(x)mwf zk dP(w)—t-—{P(a)--—-—Q(a.)}ak
+fra:k dQ(x)— [w::v/f c‘ZP(x)m‘ﬁzk(a)

v b

+{}3(a)m P(b)— (POMP(b)) ( M )A}aﬁ‘

r— &Ly,
r P,— P(b S ht—1 |
-;-f mk-(——-—(-)-———-—--—g—w&h(r “") dz + Mz (b),
o, r—Iy r— g ' |
ou .
m;t(a)mmf xk dP(:z:),
M,{(b)......--—-f :Dde(a:)mockmmg(b)
Posons
lxompr‘, | az.mcx{vo, "*m-@xoa' a’:mzr.
On obtient
e h(Po— P(b))
| : wnfo

h({Py—P(d)
Br 23" “M‘f EA(I"-E)""“idE

{P(a) — P(b)---- (P — P(b)) (

I---—-ap
I—2p

) }ak-;-. (@) 27"+ Mi(b) 25k

_ . | po— P(5))]I
== (P(az) _—"P(b)) ok - | mk(a)‘—!— Mk(b,) b 25t +- --——-———----—-——-—-—-—-—-—-———-—--( &(IW)Z)/EQCP))
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ou
1 . 1
[(ap)=~1 (1 —E)r1 dE — (1 — ap)hphkak = (1 — E) Bk
Lo 8

h'k' k
(/z-—l—-/i‘)' MZ(_I)] '(}zmj)' k+J(aP)k+]

est un polynome en p du degré 4 —+ k lorsque o 3£ 0, et du degré zéro
lorsque o = o. _

Le polynome ‘I(ocp) reste borné et positif sur Pintervalle o =< p <1,
tandis que le dénominateur p#(1—p)”? est nul aux extrémités de cet

intervalb (suﬁzposé que & 32 0, k2 0). Donc le quotient W pos-

séde un maximum absolu fini, que nous dénotons par I} ;(a). Ce
maximum est atteint par le quotient pour une valeur déterminée o de p.
Pour obtenir cette valeur et celle du minimum, on doit résoudre une
équation algébrique du degré k& 4+ A, a savoir

- 2l (ap) & L
1(a) B e

ou
((k+ /z);--- k)l(axp) -—i~g(1-—-—-g)al’(ap) = 0.

On vérifie aisément que le terme du degré k + A + 1 s’évanouit. On
obtient ainsi :

s pp;. Be= (P(2) — P(8)) ¥+ mx(a) + Mi(3) + (Po— P(8)) =} ~ (Ix(ffz)b

ou, en posant

b
whp=ar— (P(a) — P(8))at— mp(a)— M (b) = — [ (2k— at) d P(z),

A

aﬁs.(Po—-—P(b))

»

Fﬁ&(d)
Cela donne Uinégalité nouvelle
(6) Post P(b) + [ p(x) a5t
ou
- et(r—p)"
Capr(a) = = )
S I(O;P)

ag.mmf (wk— at) dP(z)
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Nous pouvons résumer nos résultats dans le théoréme suivant :

Tutorime. — Supposons que la fonction de répartition 1 — P(x) de
la valeur absolue d'une variable aléatoire posséde pour a = x =< b
(o o.Za<<bLw) des dérivées jusqu'a Uordre h inclus, que
(— 1)y PUi(x) soit positif dans cet intervalle pour o = j < h et non-
eroissant pour J = h; soit pour un x, quelconque avec a < x,b.
h* la partie entiére de '

“’ - *‘r@)f(wﬂ ) dP(’w)‘:

Y ou f(:m)mm Tz

soit d'ailleurs A' = Min(h, 4™),

., Plzy)—P(b)
r= Lo B — ot

o
" mmf (xk— at)d P(z)
&
et

| &. | Y |
Iarp(a) = Max ._mw pour o<« o L1,

Sl Al
@ﬁ?.ﬁkf E'&“i(l"ﬁE)’g‘rdE
Jap

alors h'> 1, Ty () peut étre déterminée au moyen de la solution
d’une équation algébrique d’un degré = h' -k, et P(z,) satisfait &
Pinégalité

P(Wa)ﬁép(b)“*"lw’k(g) =3
. \ "/ Xy

4

Cas particuliers. — Dans le cas spécial a =10 (cas de Meydell
généralisé) le maximum I4x(0), que nous dénoterons par yix, peut

étre calculé explicitement. En effet, dans ce cas, 1(op) = —— %1 o
p ‘ et, dan , 1(ep) (h+k)!est
constante. Donc I'(ap) == o pour chaque p; ’équation qui détermine p
. k h " ~ k
devient x = ———» ce qui donne p = ——— et
> (IMF)’ qui donne p k__{_&et
| (h—+ £)! Ri k|
- I

RUKkD (b4 k)r+k

D’ailleurs @ = o donne mx(o0) = o et

b
oy m-mf xk dP(z).
/y
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L’inégalité (6) elle-méme devient pour a = o

(7) - Po << P(b) —+ va,x0% 25
' Pour A =0 (cas de Bienaymé-Tchebycheff) v, r= (. D'ailleurs on

peut prendre P(b6)=o0 et o} = ay, puisque les conditions auxquelles

~doit satisfaire P(2) sont vérifiées pour @ = 0, b — oo . C’est donc I’iné-
galité de Bienaymé-Tchebycheff qu'on obtient.

Pour A =1 (cas de Meydell) v, = (fé__?)’ Le cas plus spécial &k = 2

donne le coefficient bien connu v, ;= -g- L’inégalité que nous avons

obtenue est toutefois plus précise que celle de Meydell. En effet, s1 2 =1

et &y <2 k_]:_I b (condition admise par Meydell), ou, pour un 2 quel-

1
- conque Xy == b(‘r;z,k)k, on a

z§ P,(b)é“""(h,kakf dP(w)é“Yh,kf ok d P(2) = Ya,r(2r— k),
b - b

donc ‘
Po< Y koo — { Yhe(2k— ap )25k — B} < va ror 23t

- L’inégalité, correspondant pour un /A quelconque a celle de Meydell
elle-méme, aurait été obtenne au moyen du méme procédé que nous
avons appliqué si (toujours dans le cas @ =0) on avait remplacé Q ()
par une parabole du degré /4, tangente a la courbe de répartition au
point z,, et ayant comme ordonnée du sommet la valeur 1 au lieu

de P(b), donc -
- r—a \" _' .
. 0(z) = ’P:O ( ) pour o0 < XS T

r — &y
| O  pour x =7,
hP,
' = &gt .
Jo

Cela donne
' Po <L Y, x2k 25",

Pour 2 — 2 nous trouvons .
‘ ' ‘ o kk(k +1)

Sy ey e

3

coefficient trouvé par M. d e J ongh.
- Le cas spécial £ = 2 donne '
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Pour A — et k constant les coefficients yx . ne tendent que lentement
vers leur limite, qui d’ailleurs n’est pas zéro :

e*—-kk k

lim vz 0=
}I%MY | k!

Notamment & = 2 donne 2e~2= 0,271 tandis que

3 63 - 2.5
Ye2,2 = 'é’ = 0,375, 13,2~ “5"; = 0:3456: V4,27 35

= 0,3202, ....

Pour 4 et k tous les deux trés grands, on trouve en premiére
approximation

Revenons au cas général a = o el démontrons qu'on peut pour un /4
quelconque obtenir une inégalit¢ du type de celle de M. Camp. 1l
s'ensuivra que l'inégalité de Camp est bien moins précise que la ndtre.

Cette inégalité s’obtient lorsqu’on tache d'éviter l'introduction de la

fonction I, ;f(oc)'au liteu du nombre Y, ke [1 faut pour cela remplacer la

partie de la fonction Q(#) pour # < a par le prolongement Q*(z) de
la parabole qu’on a pour @ L X L T- Afin de pouvoir utiliser Q (=), il
faudra remplacer la partie oz <a de la courbe P(x) par une

autre P*(z), qum est toujours > Q° (ac') Une telle courbe P"(x) peut
s’obtenir comme la partie 0 < 2 < a d'une autre parabole du degré A,

ayant aussi son sommet sur la hauteur P(6), el passant par (a, P(a))

de méme que (z,, P,). Donc

P (z)=P(b)+c(s—a) (oLz<La),

avecd
§ — Ty (Pomp(b))h
 Zg— a - @ 1’
(P(a)—P (b)) -—(Po-—--wb))
. Po—P(b)
o (5"""""330)”

En comparaison nous avons

Q@)= PO+ rmg (=@ (o£aZad
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Puisque P*(a) =P(a) > Q*(a) = Q(a), nous trouvons

S — r—«a
o~

: donc s <L r,

L ]

S""—".xo r— Iy

uisque a =~ z, = r et x,<<s.1l s’ensuit que pour1 ZLj < h,0=Lx =
puisq = %y 0 == pour I = j = /t,

- d \J ., . \ Rl (§ — Y=/

Al (r—ax)h—/ _ﬂ( AN
= (P PO) 1 ey — (@) ¥
($ — 2 )i
(s — 2o )%’
x < x,~ s = r. Donc, nous avons, en eflet,

considérée comme fonction de s, étant décroissante pour

P (z)— Q" (z)> o0 pour oLz £ a,

le développement du membre gauche par rapport & @ — z n’ayant que
des coefficients non-négatifs. Alors '

”fax* dQ*(w)é“fa"’k aP*(2) = (Po—P())C;

ou C dépend de a, de & et de z,, et des valeurs de P(z) en ces points,
mais non de f,, donc de r. En combinant cette inégalité avec (4) et (5)
nous trouvons, en remplacant la notation Q*(z) par Q(z), pour
oLz Za '

i — mi(@) — Me(b)s— [ ot dQ () + ak(P(a) — Q(a))

r Al _ a |
a—f wde(x)%-—wf 2t dQ(2) + [ ok dP*(w)
. a 0

P,—PB)h ,r
*(7-:}3)*)“ ), #o—atds

(Po— P(5))% [am(s.__x)émi .

(s — Zo Uy

-

{ Z Xo—~— A NI (6{, — a;)flﬂ'-f-m‘l
h (_a — m)bmimi (CZ — m)/tlmi
e a2 A
ﬁ(mnwa)fl-"?. . (S_xg)l

)/z (a___w)fzmi (3..__&1)&_%.(&"—“.2:)&"1‘

(.frgﬂf 6&)‘& § — Xo (Smxo)fz
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Puisque pour a1 (s —xy) 4+ (2y— a)* = (s—a)” donc

I I s —a \" I
! (8 — @0 )" (o — @)t \$ — Zo — (Te— @)

etque

cela devient

—— D e Pt .

Par substitution nous trouvons enfin
% fp —— m,q(a) — Mz (6)
r Ve A
b [ oty ek ey
. J,

A\

- _ 0
“-—*—"(P" P("‘b))( (r— zo)" + (Lo — @ )”
| | a |
}Z’f $k($9"—-$)k“1 d.Z? |
0

— (P(a)—P(b))

. (330""'"' a)fz

Donc, en prenant le minimum du membre droit par rapport a r, et

en pOS&Ilt
a ,
h [ ak(a— eyt d f
o . .. kkkﬁ a/il"i"fl L
Ay T e S A & —
?=Thik (xg— @)’ 2§ (k4 h)s+h(1—a)k ( = 3’0)’
a |
f .’Jl’}k(a’}o-—- a::)’*“‘i dx - |
Lp""'""- 0 _ Ik-l—-i,fz(a)j

a
f zk(a — x)r—1 da
{
ou '
h—1
1

- ‘ | cL | Z | h-—--- ‘ |
L= gy, Era— =X (T e e,
| 0

nous obtenons enfin

ar— mi(a) —M(b) 1 _ (P(a)—P(b))d
r§ I+ Q I @1

| POé P(b)"i— "1’71,76

(Cest cette 1négalité qui se change en celle de Camp pour 2 =1, en
prenant & = oo, donc P (&) == M4 (b) = o, et enremplacant le terme my(a)

par zéro. Dans ce cas ¢ =1 et le dernier terme devient le ® de Camp.
A cause de l'emploi des inégalités (z,— a) i< (s—a)? i, et
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notamment (s-— )"+ (2, — a)* < (s—a)* (laquelle pour A>. 2 ne
devienl une égalité que sil’'un au moins des termes du membre gauche
est égal & zéro), I'inégalité généralisée de Camp est bien moins précise
que la nétre. On pourrait oblenir une inégalité plus précise, en substi-
tuant plus t6t I'égalité ' ,,

‘1

=2 = (s

et en résolvant une équation algébrique du degré /i pour trouver
P,—P(&). En omettant les détails, nous ne donnons que le résultat.
St A=, s(x, C) est >0 et <1 et satlsf'ut a ’équation

)iz
th

B Al E! L T— A\, ,,
2(“”’ (7= TRy (523) e =6
on a

(8) Poz P(M—l—{%k( “ W }"(Pm)—-— P (8)).

Pourk:r,

Y1,k G+ g

@1:&'(&3 C)m I"'!""b

donne l'inégalité de Camp.

Amsterdam, février rgdo,
Publication du Centre Mathématique.




