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Laplace probabiliste et statisticien
et ses précurseurs’

Lorsqu’on est en voyage il arrive parfois qu’on jette un coup
d’ceil par la fenétre de 'autocar passant sur la grand-route, ou
bien que, de l’avion, on regarde le paysage au-dessous de soi. On
voit, par exemple, un torrent se tortillant entre les versants boisés
d’une gorge profonde. Un peu plus loin, cette gorge se rétrécit et
le torrent se heurte, tantoét d’'un coté et tantot de 'autre, a des
parols arides, et ensuite, il est contraint de contourner un rocher
massif. Puis enfin, il s’élargit en un fleuve plus calme, coulant
dans une vallée paisible parsemée de villages rayonnant sous
le soleil d’été.

Soudain, en regardant mieux, on voit un petit sentier frayé
dans la montagne au-dessus du courant. Voici méme un pont, un
trés, trées vieux pont certainement, qui se dresse au-dessus d’un
abime a peine visible d’aussi haut.

Comme ce doit étre beau la-bas! Un jour peut-étre, pendant les
vacances, quand nous en aurons le temps, nous irons nous prome-
ner par la. C’est vrai, cela, ce n’est que du romantisme. A propre-
ment parler, nous n’avons rien a y chercher, tandis qu’il y a tant
de choses a faire, si importantes actuellement, n’est-ce pas? Mais
nous sommes néanmoins fascinés par le pont, par le petit sentier,
et nous voudrions bien savoir d’ou i1l vient et ou il va...

Dans ses origines, le calcul des probabilités prit sa source en
terre francaise, comme un petit ruisseau caché sous les verdures.

Il ne s’agissait d’ailleurs que d’un passe-temps d’intellectuel,
lorsque Blaise PaAscaAL, I'austére janséniste, et Pierre FErRMAT, le
conseiller réservé, se préoccupaient, dans quelques lettres privées

(*) Ayant été empéché d’étre present a la célébration du bicente-
naire de la naissance de LAPLACE, je tiens a exprimer ma reconnais-
sance envers M. le Professeur J. CHAPELON, qui a eu I’amabilité de lire
ma conférence et d’y faire beaucoup de corrections de style.
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échangées en 1604, des deux problémes sur les jeux de hasard
qu’avait proposés a PASCAL le philosophe a la mode, I’honnéte
resolurent les problemes, la solutlon de PascaL donna d’ailleurs
naissance a son Traité du triangle arithmétique qui contient les
propriétes essentielles des coefficients binomiaux et la méthode
d’induction complete (1) parfois attribuée a Jacques BERNOULLL.
C’est en Hollande, trois ans plus tard, que Christiaan HUYGENS
publia le premier traité systématique du calcul nouveau, qui
devait rester le seul traité pendant un demi-siécle.

Au commencement du xvii siécle, le ruisseau dont nous avons
parle, devint turbulent. Les tourbillons et les cascades se sulvu'ent
rapidement et commencérent a se bousculer.

Au début du nouveau siécle, Jacques BERNOULLI écrivit son
Ars conjectandi. C’est une ceuvre inachevée et posthume, publiée
en 1713, huit ans aprés la mort de ’auteur, par son neveu Nicolas
BERNOULLI. Cet ouvrage contient un commentaire du traité de
HuvGENs, la résolution des cinq problémes proposés par HUYGENS
et celle de bien d’autres questions, la théorie des permutations et
des combinaisons, les nombres et les polyndmes que nous appe-
lons les nombres et polynémes de BErNouLLI. Il contient aussi le
principe de I’induction complete, les premiéres considérations phi-
losophiques sur le calcul des probabilités et notamment la pre-
miere interprétation subjectiviste. Il contient enfin le célébre théo-
reme de BERNOULLI, quelque peu mélangé avec 1’énoncé de la loi
empirique connu sous le nom de Loi des grands nombres.

Par ailleurs, deux autres Francais, Pierre REMOND DE MONT-
MORT et Abraham bpE MoIVRE avaient commencé deux participa-
tions a la construction du sentier. Abraham peE MoOIVRE avait été
perdu pour la France par suite de la Révocation de 1’édit de
Nantes en 1685, ce qui le contraignit a se refugier en Angleterre.
DE MONTMORT et DE MOIVRE réussirent i résoudre un grand nombre
de problémes nouveaux relatifs aux jeux de hasard, et aussi des
généralisations de problemes plus anciens que je n’énumérerai pas
ici. Les recherches de pE Moivre, de 1711 a 1733 conduisirent,
comme celles de PascAL et de BERNOULLI, & divers résultats qul,
depassant de loin la discipline nouvelle pour laquelle ils avaient été

(1) D’apreés Pierre Bourroux (Pascal, CEuvres t. 8, p. 363, note 2)
le principe d’induction compléte remonte a Francesoo MAUROLYCO de
Messine (1494-1575). Je dois cette remarque a M. M. FRECHET.
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inventés, étaient d’une importance considérable pour la science
mathématique dans son ensemble. C’est ainsi que DE MOIVRE intro-
duisit, A propos de la solution du probleme de la durée du jeu et
de celui des itérations qu’il appelle run of events, I’approximation
des factorielles, complétée un peu plus tard par James STIRLING
d’aprés qui on la désigne. DE MOIVRE fut aussi amené a étudier la
théorie des suites récurrentes et son application a4 des problemes
de probabilités, et en particulier a introduire ’approximation de
la distribution de BERNOULLI au moyen de la distribution normale.

Je passe sous silence le prolongement du sentier par les 1mpor-
tantes contributions de Daniel BERNOULLI qui était un autre neveu
de Jacques BERNOULLI, notamment en 1769, et par celles de bien
d’autres auteurs, par exemple de BUFFON par son Arithmétique
morale de 1760, publiée en 1777 et méme par celles de LLAGRANGE.
Je ne retiendrai que les deux notes posthumes de Thomas BAYES
en 1763 et 1765, bases de la théorie des probabilités inverses, et la
critique des principes du calcul des probabilités par D’ ALEMBERT
vers 1757.

Jetons maintenant un regard rapide sur une autre branche <u
torrent. Elle jaillit d'une source différente et sous un chimat tout
autre : c’est la statistique. Le climat est celui de 1’Angleterre, plus
pragmatique, plus concret, d'un esprit plus empirique que celui,
plus rationaliste, de la France. Et la source? La source est toule
différente de ce mélange d’oisiveté et d’esprit, de joueurs et de
bretteurs, de poétes et de philosophes d’ou avait surgi la théorie
mathématique des jeux de hasard. Les phénoménes fondamentaux
de la vie : la naissance et la mort, le sens des responsabilités ten-
dant a adoucir les duretés de la vie pour ceux dont les marquis
et les précieuses du cercle de MERE ignoraient méme | ‘existence,
et enfin tout particuliérement la peur de la peste bubonique, ce
fléau du Moyen Age, tels sont les motifs qui amenérent John
GRAUNT a publier ses observations sur les bulletins hebdomadaires
des morts et des naissances, qui furent a l'origine de la statistique
démographique. Sa petite table de mortalite de 1662, assez gros-
siere, un peu fantaisiste méme, mais fort ingénieuse, fut étudiée
par Christiaan HUYGENS et son frére Lod ewijk. Son estimation tres
ingénieuse de la population de Londres nous rend con scient du
fait qu’aujourd’hui, l’effectif de la population du monde nous
est aussi inconnu que 1’était celui de la population de Londres
et celle de Paris, ou encore, celle de I’Angleterre et celle de la
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France en 1662. Glissons sur le développement ultérieur de la sta-
tistique démographique et économique et mentionnons d’un mot
les premiéres infiltrations réciproques des deux branches. C’est
d'une part le premier calcul d’une rente viagére par Johan DE
WirT en 1671, fondé, au point de vue mathématique, sur le calcul
des probabilités, et notamment sur les méthodes de HUYGENS et,
au point de vue empirique, sur une table de mortalité entierement
hypothétique. Vingt ans plus tard, en 1693, cette table hypotheé-
tique fut remplacée par celle de Edmond HALLEY, établie comple-
tement sur des observations, et le travail de HALLEY est la pre-
miére contribution des astronomes a la statistique. D’autre part,
le besoin de décider de I’avantage de l'inoculation contre la petite
vérole posa un probléme qui tendait a I’entremélement des deux
branches du fleuve et, sur ce sujet, D’ ALEMBERT élevait des objec-
tions s’opposant a 1’étude de Daniel BERNOULLL.

Dans la seconde moitié du xviir® siécle, I'impétuosité initiale
du calcul des probabilités paraissait se perdre dans les marecages
d’une multitude de résultats isolés. Les premiers travaux de
Jacques BERNoULLI, de Pierre pE MoONTMORT et d’Abraham DE
Mo1vRE parurent dans la seule décade 1708 a 1718 et, apres cette
grandiose trilogie, aucun ouvrage d’une importance comparable
n’avait paru. Certes, on avait fait des réimpressions dont cer-
taines contenaient d’importants résultats nouveaux, on avait publié
des travaux dont quelques-uns étaient fondamentaux, notamment
ceux de Thomas BAYES et de Daniel BERNOULLI, mais ce n’étaient
pas 14 de grandes innovations. Un demi-siécle passa ou ’on deve-
loppa des méthodes mathématiques extrémement puissantes dans
le but de résoudre des problémes extrémement futiles. On ne peut
que S’étonner de voir des mathématiciens de premier ordre avoir
la patience d’étudier des jeux de hasard de plus en plus com-
pliqués et de rechercher les probabilités de gains dont, en réalité,
11, est fort probable qu’aucun joueur ne se souclait. Mais les
méthodes élaborées pour ce but étrange pénétrerent toutes les
mathematiques et trouverent leur application partout.

D’un autre .coté, de tres importants problemes démographiques
et sociaux attendaient les meéthodes permettant de les résoudre.
Cette disparité entre les besoins et les moyens amena une tension
dont quelque chose devait évidemment jaillir.
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C’est alors qu’intervint 1’activité de LapLAcE. Dans une période
de treize années, qui va de 1770, date a laquelle il a vingt-et-un ans,
jusqu’en 1783, il écrit une dizaine de mémoires d’une Incompa-
rable importance. Ce n’est qu’une trentaine d’années plus tard,
aprés avoir accompli une ceuvre unique en son genre en mecanique
céleste, que LAPLACE, reprenant 1’étude du calcul des probabilites,
recueille, compléte et élabore ses idées de jeunesse dans son ceuvre
magistrale, la Théorie analytique des probabilités qui fut publiée
en 1812. En 1814, une deuxiéme édition parait, qui comporte une
sintroduction, I’Essai philosophique sur les probabilités, ou LLAPLACE
s’efforce de populariser ses resultats, et cet Essai sera souvent
réimprimé et traduit.

Pour commencer, LAPLACE s’attaque a la question des suites
récurrentes, déja abordée par DE MOIVRE, puls étudiée en relation
avec les équations différentielles linéaires aux différences finies
par LAGRANGE. LAPLACE généralise ces résultats en introduisant
et en étudiant les suites récurrentes a plusieurs indices variables
qu’il appelle suites récurro-récurrentes, et qui correspondent
comme il le montre, aux équations différentielles linéaires aux
différences finies et partielles. LAPLACE applique ses résultats au
célébre probléme de la durée du jeu. C'est déja chez HUYGENS que
se trouvait l'origine de ce probléme, si difficile que les plus grands
probabilistes du xviir® siecle s’en servaient pour aiguiser leurs
armes mathématiques. Des cas particuliers avaient été résolus par
pE MONTMORT; DE MoOIvRE et plus tard LAGRANGE avaient réussi a
donner des solutions générales, mais il fallait attendre un LLAPLACE
pour le péneétrer complétement. I1 est bien remarquable qu’une
généralisation de ce probleme soit revenue au jour a notre epoque
et que son importance pratique soit considérable puisqu’elle est
immédiatement liée a la notion d’analyse séquentielle d’'un échan-
tillon de contrdle de la qualite d'un produit industriel.

. Le probléme général est le suivant. Deux joueurs, A et B jouent
une série de parties. A a la probabilité p de gagner chaque partie
et la probabilité ¢ = 1 — p de la perdre. Aprés chaque partie
perdue, A doit payer & B une somme €. Si au contraire, il gagne
une partie, B doit lui verser la somme B. Enfin, au début du jeu,
A posséde un capital a, et B un capital b. On demande quelle est
1la probabilité que A (ou B) sera ruiné au plus toét a la n°® partie.

Les probabilistes anciens ne traitaient que le cas particulier

ou les gains « et B sont égaux, a un par exemple. HuvGeNns avait
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pose le probléme dans le cas ou les capitaux a et b sont égaux et
ou la durée du jeu est illimitée, c¢’est-a-dire ol n est infini. I don-
nait le résultat, mais non la méthode de démenstration. Jacques
BERNOULLI donna la démonstration et généralisa le probléme en
prenant a, b, p, ¢ quelconques, MoNTMORT et DE MOIVRE intro-
duisirent la restriction relative au nombre des jeux et résolurent
divers cas particuliers, par exemple a = b, ou b infini, etc., et
celut-ci donna la solution, sans preuve, du cas général.

LaPraceE résolut eomplétement le probléme au moyen de ses
fonctions génératrices.

Le cas « % B ne se présenta gu’en 1945, date i laquelke
G. A. BARNARD et Abraham WaLp publiérent les résultats qu'’ils
avaient obtenus pendant la guerre au sujet de la sequential ana-
Iysis. Le gain d’une partie par A ou B correspond & I’acceptation
ou au rejet d'un exemplaire du produit fabrigqué. La ruine de A
ou de B correspond au rejet ou & Paceeptation de la fabrication
entiere. Les nombres a, b, « et 8 dépendent des conditions de qua-
Itté imposées et du niveau de confiance exigé. Ces auteurs ne s’oc-
cuparent que du cas n — o« . Le cas otl n est fini se résout aisé-
ment au moyen de leurs méthodes qui reposent sur Futilisation
des fonctions génératrices de LAPLACE lorsque « : B (ou B : ) est
un nombre entier. On a trouvé, mais non encere publié, la solu-
tion ou ¢, 8, a, b sont proportionnels & des entiers quelconques. Le
cas le plus ardu est celui ott « et B sont des nombres irration-
nels arbitraires : il n’a été résolu que pour a et b tels que
a + b < a + B

Les recherches de LAPLACE de 1770 et 1773 portent sur les
équations aux differences finies et le conduisirent en 1779 & sa
théorie des fonetions génératrices qui est le puissant instrument
permettant la résolution de bien des problémes du ealcul des pro-
babilités et de nombreux autres domaines des mathématiqgues.
Ceci est encore plus vrai pour la transformation de LAPLA CE, inti-
mement liée aux fonetions caractéristiques d’Augustin CavcHY

et de Paul Ltvy. En effet, bien avant €Cavcey, LAPLACE introduit

les fonetions car»actemshques d’ane classe spéciale de distributions

eomcrétes — a~ savoir dans le fameux chapitre IV de son Traité

Anwlytzque — et dedwuit leurs propriétés les plas importantes. Ces
fonctions sont ]:’ms rument indispensable du Cafcul des pro yabi-
lités moderne. ‘ -

Mais les contributions les plus importantes de LAPLACE am




(2) Cf. E. B.
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Aprés LAPLACE, un Américain presque inconnu, Robert ADRMN
découvrit la fonction de la loi normale en 1808, un an avan
publication de Gauss. Mais on peut cependant admettre que G&I}- S
la connaissait déja depuis quelques années.

L ﬁE mcomnut clairement Fimportance fondamentale de m

ablit . que l’mtégrale de l’exponentlelle de —

riquen »em son mtégrale lumtée ﬁ l’abasclsse x et, en
- prer mre table numeérique en fut publiée par le physicien

mot loi, dans les expressions Loi de LAPLACE ou Lox lapla-
mme n mt qu une survivance du passé, qui s’est maintenue

N

> moderne. Aux XvIr® et xix° siécles, on croyait
' grandeur physique a une valeur vraie dont les mesures
des approximations plus ou moins exactes. La différence
re la valeur mesurée (par exemple I’époque de la culmination
d‘mw éﬁf';ﬂf@:) et sa valﬁeur vraie étalt I’erreur de la mesure. On

_ ¢ les ,;-f}acalttés (¢’ est le mot qu emplme LLAPLACE) des
um d«as dwer&&s grandeurs possibles. On sait au jourd’hui
que la variabilité des valeurs mesurées dépend, non seulement
inexadtitude des appareils de mesure, mais
de l'inév -%mhm inexactitude des définitions des grandeurs.
~disant valeur vraie, ne se laisse donc pas definir avec
aiia itée, et il en est de méme par conséquent des

érreurs. L'expression utilisée par les savants du

1eéc iien gqu'on doit prendre entre plusieurs mesure.

ne méme @mzw@aﬂr est @hlc beaucoup plus correcte du point de
1oderne qu ession loi des erreurs, pourvu cependant
mots on doit comme signifiant il est utile de.

ue c'est seulement le terme, non la croyance a
i lle, qui s’est maintenu dans la littérature

Lot de Gauss de la distribution normale est
a part de ce qu’elle n’es.t pas une loi de

_ Lm laplmcmnne n’ &st non
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En effet, Thomas SiMpPsoN avait introduit en 1757 une loi d’er-
reurs linéaire pour détermmer le milieu entre un certain nombre.
d’observations.

Plusieurs auteurs I’avaient suivi. Puis, en 1778, LAPLACE avait
essayé plusieurs autres lois dans un de ses mémoires, parmi les-
quels la distribution exponentielle < 3e—1x1 est la plus importante,
mais non pas la distribution normale. La fonction de répartition
normale figurait seulement comme premier terme du développe-
ment asymptotique d’une loi des erreurs que LAPLACE laissait
indéterminée, et les termes suivants en dérivalent. Dans  son.
mémoire de 1783 aussi, il ne disait pas que la facilité des erreurs
élémentaires était donnée par la fonction de répartition normale,

' 1 a

mais par une autre fonction (a savoir, E‘“ln = pour |x| € a). Par
‘ a X

contre, il démontrait un théoréme beaucoup plus important:
quelle que soit la fonction déterminant les facilités des erreurs
élémentaires en nombre suffisamment grand, la distribution de
leur somme s’approche arbitrairement pres de la distribution nor-
male. C’est, en effet, le théoréme de LAPLACE-LIAPOUNOF mentionne
ci-dessus. Il faut, néanmoins, remarquer qu’un résultat trés voisin
avait été obtenu dés 1770 par LAGRANGE, qui, en employant la
méthode des fonctlons génératrlces avant LAPLACE, avait obtenu
1§ distribution multmormale comme approximation de la distri-
bution multmomlale..

Aussi, quoique la dénomfatlon Lox de LAPLACE ou Loz Iapla-
cienne ne me paraisse pas trés heureuse pour plusieurs raisons,
je crois cependant parfaitement justifiée la revendication des pro-
babilistes francais d’associer a la distribution normale le nom
de LapLAcE plutét que celui de Gauss. Il est en effet incontestable
que, bien avant GAuss, LAPLACE avait trouvé et publié diverses
propriétés fondamentales de cetle distribution et qu’il en avait
clairement reconnu la signification unique, qul s ’exprime en pre-
mier lieu par le théoréme magistral de LLAPLACE-LIAPOUNOF. Il a
aussi connu la loi normale a4 deux dimensions, avec corrélation
que M. FrRECHET appelle la loi de LAPLACE-BRAVAIS.

Je ne peux pas m’arréter longtemps sur les autres résultats de
LAPLACE. En quelques mots seulement, je voudrais mentionner
ses recherches statistiques. Par exemple, dans ses travaux sur les
naissances, il réfute, correctement du point de vue moderne,
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Phypothése de 1’égalité des probabilités des naissances des gar-
cons et des filles. Je signale aussi ses {ravaux sur I'inclinaison
des orbites des comeétes et sur divers autres phénomenes astrono-
ques.
La théorie de la probabilité des causes derivait d’une idée de
BavEs et fut élaborée sous une forme générale par LAPLACE dans
sa jeunesse. Pendant un siecle et demi, elle devait régir toutes
les applications. Aujourd’hui, la plupart des statisticiens ne l’aic-
ceptent plus, et il me semble qu’ils ont raison (3). Cependant,
méme fausse, ou tout au moins insuffisamment justifiée, cette
théorie permit, avant et pendant le XIx°® siecle, 'interpretation de
la statistique empirique et du calcul abstrait. Elle doit étre consi-
dérée comme le pont, bien branlant en vérité, mais pourtant bra-
vant les siécles, qui rejoignit les deux parties du sentier. De méme,
une minorité de statisticiens seulement se hasarde encore a se
confier au principe d’indifférence. Nous savons aujourd’hui qu’il
conduit a des contradictions. Mais il fut un élément indispensable
au développement historique, indispensable parce qu’on n’avait
rien d’autre pour conjecturer une probabilitée inconnue et qu’il ett
ete ’impossible de progresser sans I’aide d’une pareille conjecture.
- Nous passerons sous silence I’aimable idéaliste qu’était le mar-
quis DE CONDORCET, « progressif » avant 1’Age, trop assujetti a
Poptimisme trop facile de son temps qui retentit encore en quel-
ques écoles philosophiques de nos temps, et victime indirecte de la
revolution qu’il admirait, et sa création : la théorie des probabili-
tés des témoignages, acceptée sans critique suffisante par LAPLACE.
On peut dire qu’en général, LAPLACE manquait de sens critique.
Il était trop incliné A accepter les idées nouvelles — qu’elles
vinssent de ses prédécesseurs ou de lui-méme — sans les sou
mettre préalablement a4 une épreuve soigneuse et approfondie.
Aussi son importance en tant que philosophe n’est-elle plus
acfuélle : elle n’a plus qu’un intérét historique. Ce que 1’on admire
le p?gus en lui, ce sont moins ses idées probabilistes au sens strict
du mot, car elles manquent d’un fondement solide, que la vir-
tuosité analytique qui 1’a incité & créer ou a élaborer les méthodes.
mathématiqu es dont ses contemporains avaient besoin et qui nous.

(3) Ll faut néammoins mentionner une interprétation moderne, due
a A. ‘Wald. Celui-ci a su éviter les conclusions erronées en remplacant
les probabilités a priori par des poids, choisis arbitrairement (Contri-
butm@s,; the theory of statistical estimation and testing hypotheses,
Annals Math. Stat., 10, 1939, pp. 299-326). ' :
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