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SUR IL’ANALYSE LOGIQUE DES RELATIONS
ENTRE LE CALCUL DES PROBABILITES
ET SES APPLICATIONS

par
D. VAN DANTZIG
(Unsverssté &’ Amsterdan)

1. — L’analyse des principes sur lesquels le calcul des probabilités
peut étre fondé se compose de deux parties :

1. Le développement d’une théorie mathématique rigoureuse,
admettant ’application aux problémes empiriques ;

2. L'mnvestigation de la structure logique des conclusions qui
menent des données expérimentales par I’intermédiaire de la théorie
mathématique aux conclusions empiriques. ‘

Le premier probléme a été résolu en principe par la réduction bien
connue du calcul des probabilités 4 la théorie des fonctions d’ensembles
(absolument) additives et de leurs intégrales. ‘

Elle est le mieux connue sous la forme axiomatique des « champs de
probabilités » de Kolmogoroff. "* -

Dans les applications la théorie des fonctions additives d’ensemble
est intercalée entre un ensemble de données d’obervations et un systéme
de conclusions empiriques. A part de la structure de la théorie mathé-
matique elle-méme, il y a donc deux transitions 4 étudier : celle des données
empiriques a la théorie mathématique, que nous appelons Vembrayage
de cette théorie, et celle de la théorie mathématique aux conclusions,
que nous appelons son débrayage. Dans la théorie elle-méme, les raison-
- nements sont purement déductifs, mais ce n’est pas ainsi pour les transi-
- tioms. Il s’agit d’examiner la nature des arguments sur lesquels ces tran-
sitions reposent.

- 2. — Remarquons d’abord que tout en général Pembrayage d’une
théorie mathématique tevient a lintroduction dun moddle simplifié
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et régularisé des données empiriques (1). D’ailleurs dans la plupart des
cas le choix d’un tel modéle ne se laisse pas effectuer d’une maniere
formelle ; elle ne dépend pas seulement d’un systéme restreint de des-
criptions d’observations, mais elle peut dépendre aussi d’expériences
précédentes qui n’appartiennent pas a ce systeme, qui peut-étre ne sont
pas complétement décrites, méme peut-€tre pas completement cons-
cientes. D’ailleurs elle sera souvent influencée par les émotions et les
valuations de I'investigateur (par exemple de ce qu’il con51dere « impot-
tant» ou «significatif »), en parts t pat le but qw il wveut- attelr ifr X
Par exemple le choix d’un modele depcndra en général du ”bgr*
tude avec lequel on désire obtenir des résultats. En choisissant un modele
mathématique on cherchera d’ordinaire un compromis entre deux condi-
tions contradictoires, auxquelles on le veut soumettre : celle de simplicite
et celle de conformité avec les données originelles. Plus exactement on
se conforme 2 ces données, plus on trouvera le modéle complexe, en
général, du moins. C’est pour cela qu’on devra se contenter d’un modéle
un peu moins complexe mais assez maniable.

Les données d’observations se laissent grouper en divers «types
d’expérience » au moyen de caractéres qualitatifs. Pour chaque type ils
se laissent grouper en diverses expériences. Pour chaque expérience ils
consistent en 1°) un groupe de nombres, caractérisant les « conditions »
et2°) un tel groupe, donnant les « résultats » de Pexpérience.

Les applications classiques de la mathématique sont celles ol on sait
préciser les conditions d’expérience tellement, qu’il s’en- laisse déduire
des relations, constantes sauf des déviations relativement petites et
attribuées aux inexactitudes de mesure. Sans que le modeéle, obtenu en
négligeant ces déviations, cesse d’étre maniable, ces relations y peuvent
étre trouvées en un nombre suffisamment grand pour admettre les
déterminations des résultats d’expérience au moyen de ses conditions.
Les modéles du type classique, qu’on trouve par exemple dans la géomé-
trie, la mécanique rationnelle, 'optique, etc... peuvent donc servir a
traiter des épreuves, dont on sait préciser les conditions telement qu’elles
déterminent les résultats sans ambiguité. Il faut néanmoins tenir compte
de l'imprécision des quantités mesurées. Autrefois on pensait qu’on
pouvait employer le concept de « valeur vraie » d’un paramétre continu,
qui devait étre un nombre réel completement déterminé, queoiqu’on ne
pouvait mesurer cette valeur vrale qu’imparfaitement. Or, non seulement
la mesure, mais déja la définition d’une «telle wvaleur vraie » n’est pas
possible. Les parameétres ne sont donc pas donnés ou calculés comme
des nombres réels, mais comme petits infervalles. Un modeéle dans lequel

-----
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(1) D. VAN DAN‘T’ZIG Gcne'ral Procedures 0 f Empzmcal Sm ence Synthese 5,
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on se rend compte de cette « inexactitude au sens mathématique » est un
modele plus exact au sens empirique qu'un modele ol cette imprécision
est négligée.

La différence principale entre nos idées et celles plus généralement
acceptées pourrait étre la suivante: i1l ne nous semble pas possible d’in-
troduire un modéle généralement utilisable pour tous les problémes
qui peuvent se rattacher 2 un systéme de données expérimentales. I.’em-
ploi usuel du terme «probabilité » semble impliquer la supposition
qu'un tel modéle, disons «universel », existe. Il nous semble, patr contre,
qu'on commencera pour un probléme déterminé i chercher un modéle
assez simple, qu’on remplacera en étudiant des problémes plus difficiles
par d’autres modeles plus complexes. Or, nous ne voyons aucune indica-
tion, que les modéles obtenus ainsi admettent la construction d’un tel
modele universel, soit comme limite, soit d’une autre maniére. Il serait
donc préférable d’éviter ’emploi du terme « probable » complétement en
ne considérant que des fréquences relatives par rapport aux différents
modeles (correspondant 4 peu prés aux «catégories d’épreuves» de
M. Fréchet, pourvu qu’on admette une interprétation suffisamment
large du terme « épreuve »). Ce n’est que par tradition que nous emploierons
patfois le terme « probabilité » pour ces fréquences relatives.

3. — Faisons d’abord quelques remarques sur la structure du
modele lui-méme, c’est-a-dire sur la théorie des fonctions additives
d’ensemble. Cette théorie est parfaitement rigoureuse du point de wvue
de la mathématique classique. Or, Papplication empirique demande un
peu plus, a savolr que les relations infinitésimales se laissent approximer
explicitement par des relations finies correspondantes. Comparons-la
avec la théorie des équations différentielles qui joue un rdle analo gue
dans la mécanique rationnelle. Lorsque les membres droits des €quations
ditférentielles sont assujettis 2 des conditions peu restrictives, par exemple
du type des conditions de Lipschitz, les théorémes d’existence se laissent
formuler d’une maniére finitiste: lorsque les constantes intervenant
dans les équations et dans les conditions initiales de méme que la valeur
de la wvariable indépendante, prise arbitrairement dans le domaine d’exis-
tence, ne sont pas supposees exactement connues, mais seulement en une
approximation suffisamment serrée, les valeurs des variables dépendantes
peuvent étre approximees autant qu’on le voudra. Il n’en est pas
ainst lorsque les membres droits sont seulement continus, comme dans
le théoréme de Peano (1). Alors il peut arriver qu’on devrait connaitre
une des constantes données avec une précision infinie avant qu’on puisse
commencer P’approximation des fonctions dépendantes. Mais —. en

(1) D. v. DanTzic, On the affirmative content of Peano’s theorem on differential
equations. Proceeding Nederl. Akad. v. Wetenschappen 45 (1942), pp. 367-373.
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laissant de coté la question si cela a un sens du point de vue mathématique,
en tout cas les données empiriques n’étant jamais connues — méme
définies — qu’avec une certaine approximation, un tel théoréme d’exis-
tence n’admet pas d’applications empiriques. La ligne frontiére entre les
théorémes qui admettent et ceux qui n’admettent pas une telle applica-
tion empirique, coincide & peu pres avec celle entre les théoremes qui
admettent et ceux qui n’admettent pas une démonstration satisfaisant aux
demanies de la mathématique intuitioniste, en particulier avec sa partie
fFirmative (1). Quoique la mathématique intt itio: 5:”:'r_'f'5te soit lide avec la
phllosophle idéaliste par des unions personnelles, il me semble que son
importance est beaucoup plus grande en connexion avec le point de vue
empirique qu’avec celui de Pidéalisme philosophique.

La théorie des fonctions additives d’ensemble en sa forme présente
ne satisfait pas aux demandes mentionnces ci-dessus. C’est déja le cas
pour le probléme le plus simple: celui de déterminer la fonction de
répartition F(x) d’une wvariable aléatoire univalente, c’est-a-dire ne
prenant qu’une valeur, par exemple 0, sauf une probabilité nulle:
F(x) =0 pourx <0, F (x) = 1 pour x > 0. Puisqu’on peut définir
d’aprés Brouwer des nombres réels «, dont on ne peut pas décider apres
une approximation finie si @ 2> 0 ou « << 0, on ne sait méme pas pour
un tel « commencer approximation de F («). Ce fait est lié avec les diffi-
cultés quéprouvent parfois les statisticiens prathues lorsqu’il  s’agit
des valeurs d’une fonction de répartition dans un voisinage petit-d’un
point de discontinuité, par exemple IOfsqu afi nombre dobsetvations
d’une variable continue est groupé en intervalles finis, et qu’il y a des
valeurs observées dont la précision de mesure n’admet pas de décider
de quelle c6té d’une discontinuité de la variable groupée elles se trou-
vent. _

Puisqu’une théorie intuitioniste (préférablement affirmative) (2)
des fonctions additives d’ensemble n’existe pas encore (3) nous ne nous
occuperons pas maintenant de cette question.

4. — Passons maintenant au probléme de I’embrayage.

Dans le calcul des probabilités on emploie d’ordinaire un type de
modele que nous appelons une «collection». C’est un ensemble T, 2
chaque élément duquel un sous-ensemble d’un second ensemble M est
adjoint. Les éléments du premier ensemble I' seront appelés des « éven-
tualités ». Ils représentent des objets, des événements réels ou éventuels,

(1) D. v. DaNT21G, On the principles of intuitionistic and a ffirmative mathe-

matics, Proceedings Kononklijke Nederl. Akad. v. Wetensch. el 50 (1947) pp. 919-
929 ; 1092-1108.

(2) Cf. ma communication au Colloque de Logique de ce Congres.

(8) Des contributions importantes ont été données par L.E.J. Brouwer dans
sa théorie intuitioniste de la mesure.
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ou aussi des assertions concernant ceux-ci. Les éléments du second

ensemble M seront appelés des «marques». Ils représentent les pro-
priétés considérées que les éventualités possédent. Dans la plupart des cas
le nombre des combinaisons de marques est de beaucoup inférieur a.
celui des éventualités. On peut aussi remplacer M par Iensemble M’ de
tous ses sous-ensembles, en adjoignant & chaque élément de I' un seul
élément de M’. Cela revient 4 considérer une combinaison de marques
comme une seule marque de nature composée. INous supposerons que
M lui-méme a déja ce caractére, et nous dénoterons un élément vatiable,
parcourant M, par .

Lorsqu’il y a dans une collection T, dont I’étendue (le nombre des

éléments) est N, n éléments possédant une marque p, la proportion

1 . : : 1ol s
— est appelée la fréquence relative de p, ou aussi parfois la probabilité

N |
de p. La transition de ’énoncé «la collection T, consistant en IN éléments,

contient n éléments possédant la marque p» a I'dnoncé «la marque

n
uw a la fréquence relative (probabilité) ~ par rapport a la collection T

d’étendue N » est une transformation grammaticale comparable 2 la
transition de a << b a2 b > a.

Une des opérations les plus importantes que Pon peut effectuer
sur les collections est I’échantillonnage. Etant donnés une collection T
et un nombre naturel n, on forme une nouvelle collection T'™, dont
les éléments sont tous les sous-ensembles de I" de nombre cardinal n.
IL’ensemble M™ de marques (composées) correspondantes sera l'en-
semble de toutes les fonctions numériques n (p) = 0, définies sur M.
Une telle fonction sera adjointe 2 un élément de I'® (C’est-a-dire un
sous-ensemble de I') si et seulement s1 n (@) est le nombre d’éléments
de T, ayant la marque (composée) p, qui appartiennent au sous-ensemble.
Evidemment £ n () = n. Un élément de T'™ sera appelé un échantillon

prEM
d’étendue 1.

Cette opération correspond a ce qu’on appelle dans la langue
quotidienne le «tirage au hasard». Lorsqu’on tire actuellement un
échantillon d’une collection I' d’objets semblables, on exprime par le
terme «par hasard » qu’on n’attribue aucune importance au fait que
'on a obtenu ce sous-ensemble particulier, mais qu’on le considére
seulement comme wun élément de T'™. On exprime cela souvent
en disant qu’on «aurait pu» obtenir «aussi bien» chaque autre sous-
ensemble de la méme étendue, c’est-d-dire chaque sous-ensemble pro-
venant de celui actuellement obtenu par une permutation arbitraire des
€léments de I'. Souvent on soumettra actuellement I' 4 une permuta-
tion, tellement qu’on ne peut plus prédire quel sous-ensemble de T
on obtiendra. La sensation d’impuissance par rapport 2 la possibilité de
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-,

prédire le sous-ensemble particulier qu’on obtiendra est transformé
pat la formalisation en une propriété affirmative du modéle, 2 savoir
la permutabilité de tous les éléments de I', qui se manifeste dans la res-
triction 2 de telles opérations, effectuées sur I', qui sont invariantes par
rapport au groupe de toutes les permutations (ou du moins d’un sous-
groupe transitif) des éléments de I'. Seulement lorsque cette permutabilité
est admise, nous emploierons le terme « collection ». Elle peut aussi étre
considérée comme un « principe de relativité » : on assujettit I’opération
actuelle 2 toutes les permutations qui sont possibles, et ’on se décide
a ne faire aucun usage du résultat d’observation actuelle outre ceux qui
sont invariants par rapport aux permutations virtuelles. Remarquons
qu'on évitera autant que possible l'introduction des permutations vit-
tuelles, en particulier lorsqu’un autre modele, plus simple, suffira, ou
I' peut étre considéré comme un ensemble de beaucoup de permutations

réelles d’une collection T,.

La transformation d’une collection finie I' en un champ de pro-
babilité d’aprés Kolmogoroff peut étre effectuée par exemple en prenant
comme €léments du champ les marques composces et en adjoignant a
chaque marque composée comme valeur de la fonction d’ensemble
additive la fréquence relative avec laquelle cette marque se prcs ente

en I'. Ce champ II peut aussi étre considéré comme une image univoque
de T, elleméme considérée comme champ de prob-ablhte ou lon a
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attribué 2 chaque élément le nombre —— comme vale

additive d’ensemble, N étant Pétendue de T. Alors on 51mphf1era Ie
I
modéle en négligeant IV de méme que (si nécessaire) 1/K, K étant le

nombre de marques composées, et en remplacant (si nécessaire) les
fréquences relatives par d’autres nombres, peu différents de ceux-ci,
qui sont plus faciles 2 manier dans le calcul mathématique. Un échantillon
au sens propre tir€ de I' sera simplifié de cette maniére comme un échan-
tillon Bernoullien tiré de II.

Il pourrait étre utile d’attirer ’attention sur la différence entre les
expressions « en negligeant N » et « en prenant la limite pour N — oo ».
La premicre expression se rattache a un modéle plus ou moins déterminé
d’une nature empirique. La seconde expression implique Iexistence
d’'une sute de tels modéles, construite d’aprés une loi déterminée. Or,
c’est Pexistence d’une telle suite /nfinie dont on pourrait discuter la nature
empmque. C’est pour cela que nous préférons la premiere expression,
qui exprime plus clairement, qu’il s’agit d*une action humaine, 4 la seconde,
qui pourrait mener 2 un pseudo-probléme. En comparant nos idées avec
ceux de M, von Mises, nous pouvons e. a. noter les différences sui-
vantes :
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1. En ne considérant que des modeles finis nous n’avons naturelle-
ment pas besoin d’axiome d’irrégularité, ni d’axiome de limite.

2. Nous ne supposons pas que les collections soient ordonnées.

3. Méme lorsque nous considérons une suite de collection-modéales
s .. , .
d’étendues croissantes N, nous ne supposerons pas que chacune soit
contenue dans la suivante, d’autant moins qu’elle en soit le segment

L » »

1nitial,

Hlustrons ces idées générales par quelques exemples.

1. Dans la théorie cinétique des gaz le modéle le plus simple consiste
€n ce qu'on considére les N molécules du gaz comme les éléments d’une
collection T, les marques composées p, étant de petits volumes dans

> \ . . .

liespace ®, = M, de phase 2 6 dimensions (c’est-3-dire les marques

simples sont de petits intervalles pour les composantes de la vitesse
4z 2 un moment t,-

et du rayon vecteur). Les transitions de 1’état du |

€n ceux a divers moments ty, ..., t, sont considérées comme d
tations des éléments de I',. Dans ce modeéle on peut

aux permutations réelles. 11 est bien connu gu’un Mmoe
le « grand ensemble » de G A
du gaz pendant un certain temps
tion T, les autres étant tous ceux-
ques son
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 pendance des coups et la constance des probabilités. Si ’on ne sait pas
si les probabilités sont constantes ou non et si les coups sont indépendants.
ou non, on remplacera I' par un modele analogue mais moins simple,
dans lequel on considere un ensemble de plusieurs séries de coups, de
longueurs égales, comme un échantillon.

3. Dans la théorie de la mortalité le modeéle suivant est souvent:
employé. On divise la population dun pays (ou d’une ville, d’une
province, etc..) en un systéme catégorique (c’est-a-dire complet et
exclusif) de groupes a4 peu prés homogeénes (par exemple par rapport
au sexe et a I'dge, parfois aussi 2 la prospérité, la santé, I'urbanité, etc...).
On considére chaque groupe homogéne comme une collection T, et
par exemple la partie homogene correspondante d’une société d’assu-
rances comme un €chantillon. Ce modele est souvent un peu trop simple
puisqu’on désire tirer des données statistiques des prédictions sur les
décés futurs, en supposant la mortalité constante. Cette supposition
revient a4 ’introduction d™une coll ant

ection consistant en tous les individus
appartenant a un tel groupe homogene pendant plusieurs années, passées
et futures, et de considérer la partie de ce groupe appartenant au passé
comme un échantillon. Ici aussi la fréquence relative de mortalité observée.
se distingue de la probabilité, c’est-a-dire la fréquence relative par rapport
a toute la collection. On pourrait aussi considérer un modéle beaucoup
plus compliqué, tellement méme, qu’il n’admet point une précision
suffisante atin d’étre d’utilité effective. Néanmoins il semble s’approcher
de ce que certains auteurs (par exemple J. M. Key es) “veulent exprimer
lorsqu’ils opposent la notion de probabilité a celle de fréquence relative.
Dans ce modéle on considére tous les cas ot un individu meurt pendant
une certaine période, ensemble avec toutes les circonstances qui y sont
lies causalement, comme ## sex/ €lément d’une collection T, considérée
comme modéle. Tous les autres éléments de I sont fictifs et s’obtiennent
de I’élément actuel au moyen de transformations des individus ou des
causes, en tenant constantes certaines fréquences de phénomeénes obser-
vables. Par exemple 4 cdté de la place ou un individu s’est trouvé
actuellement a4 un certain instant on considérera d’autres places ou il
caurait pu se trouver», tellement que la distribution de ces places sur
tous les éléments de I' correspond 2 la distribution des places ot cet
individu s’est trouvé actuellement. D’unhe maniére analo gue on per-
mutera les places et les moments d’autres individus, d’orages, d’épidémies,
ou méme de bacilles, etc... Il va sans dire qu’un tel modele est beau-
“coup trop imprécis pour étre utilisable et n’a plus de signification empi-
rique, mais il pourrait peut-€tre s’approcher du « modéle universel Dy
que les probabilistes anciens pensaient pouvoir employer.

T

LI

4. En résumant nos considérations nous pouvons dire qu’une asser-
" tion de la forme « L’éventualité A a la probabilité p » se rattache en appa-
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rence seulement 2 une seule éventualité A. Elle est obtenue par une trans-
formation grammaticale, se référant 4 une collection d’éventualités, tantHt
réelles, tantdt imaginaires. Une telle collection est assujettie 4 un groupe
transitif de permutation. Par P'assertion affirmative de permutabilité on
exprime une émotion de nature plutdt négative, 4 savoir qu’on ne peut
pas ou ne veut pas ticher de prédire une permutation spéciale parmi
toutes les permutations possibles. L’étendue de la collection, ainsi quc
les valeurs précises des probabilités (fréquences relatives), ne sont défini

quapproximativement. On négligera souvent la valeur réciproque de
étendue, par exemple pendant la transition au champ de probabilité,
c’est une simplification du modéle, lequel est remplacé par une collection
«improptre », infinie. En tant que la collection contient des éventualités
non-observées (ou méme fictives), les probabilités ne peuvent qu’étre

estimées plus ou moins grossiérement, et bien par une méthode que nous
discuterons dans le § 6.

Mais passons d’abord au probleme du débrayage de la théorie mathé-
matique.

5. Ayant choisi un modéle déterminé, on a calculé la valeur numé-
rique p de la probabilité d’une éventualité A. Qu’est-ce qu'on en peut
conclure ? Quelle interprétation empirique peut-on donner 3 cette
valeur, et sur quelles considérations cette interprétation est-elle fondée ?
Le modéle contient des énoncés du type P[A] = p (ou < p, etc.)
~ou P[A] est la valeur qu’une fonction additive d’ensemble prend sur

Pensemble A, et 0 < p << 1. En interprétant les ensembles comme mar-
ques composées d’éventualités, il nous manque encore une transition
de ces énoncés 4 ceux qui expriment ce qui arrive réellement, c’est-a-dire
lesquelles éventualités «se réalisent». Introduisant le prédicat R pour
€xprimer qu’une éventualité «se réalise», on tichera d’exprimer R[A]
par des énoncés du calcul. Lorsqu’on poserait

R[A] = (P[A] = 1) N
on reviendrait 2 la théorie classique. M. E. Borel (aprés d’Alembert et
Cournot), a proposé d’introduire ’hypothése que les éventualités ayant
une « probabilité » P[A] qui est trés petite, ne se reahseron.t pas, et a précisé
le terme «trés petite ». Ceci revient é. poser -

(Ofl - Sigﬂif IC -« non » ou 1’ensemble, coniplémentaire), ce q'l]i é qmv, aut A

On ne peut pas éviter complétement un énoncé de ce type, comme M.
Borel I’a montré a plﬁsieurs occasions. Un exemple que j’ai donné (1)

(1) D. vaAN Danrzic, Blaise Pascal en de betekenis der wiskundige denkwijze
- woor de studie van de menselijke samenléving, Groningen, 1949.
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récemment est le suivant : il y a une probabilité positive qu’un arc d’un
pont de chemin de fer s’évapore soudainement (une estimation assez
crue donne un ordre de grandeur d’environ 10— 10%) 11 y a méme une
probabilité encore beaucoup plus petite mais toutefois positive, qu’aptés
quelque temps la vapeur de fer se condense précisément sous la forme
originelle, de maniére que les voyageurs dans le train qui, un peu plus
tard, passe sur le pont n’apprendront que le soir, en lisant les journaux,
a quel danger terrible ils ont échappé si miraculeusement (1).

Ot, cette méthode de debrayage lorsqu’clle est apphquee genera-
lement mene a une difficulté sérieuse.. e

Soit A=A;v...vA, la dls]onctton dc n é entualités exclusives
telles que P[A]] < 8 pour chaque i, tandis que P[A] = i P[Ai] >1 — 3.
On devrait dire qu'aucun des A; ne se réalise, tandis que leur disjonction
se realise. Cela contredit I'usage commun du terme «se réaliser» par
rapport a une disjonction : on dit que Al ou ... ou A, se réalise, lors-

qu’ (au moins) un des Ai se :eahsm
A cause de Paxiome dEudoxe (A

.|,..- .f ?????

, *Eudoxe (' Archi éde) on ne peut donc pas
appliquer le principe de debra.; age. dc Botel a chague éventualité pour
laquelle on a trouvé dans 0dé tle une probabi]ite < 8. Afin d’éviter
cette diff iculté on pro céde de Ia 7 -;--‘ j"ftt-:::l:e smvante L

.n ChOJSIt als : « levcl Of signi-
ficance » €> o, ‘souvent = - 0,0 5 ou = 0,01. On conmde:re un grand

nombre N d’apphcatlons da calcul des probabﬂ.ltes, chacune se rappor—-
tant 2 un modele défini et a un probleér jc pirique. determine

par rapport au 1°™° modéle une probablllté > I — ¢ te]le que l’as--
sertion (souvent une prédiction) ‘A se ralise(ra)’ résout le i®™® probléme
empirique. D’ailleurs on suppose toutes les N applications indépendantes
au sens stochastique.

En écrivant A spr e (a lire: A salva probabilitate ¢) au lieu de
P[A] > 1 — ¢, on a donc obtenu le systéme de « prédictions ».

Ay spr g, ...., A, spre

Alors on forme le produit direct de tous les champs de probabilité
constituant les modeéles particuliers. Par rapport a ce « modele universel »,
on considere I’éventualité By, qu’il y a r différentes parmi les éventua-
lités A;, qui ne se réalisent pas (correspondant a P’ensemble, qui est
la somme de tous les produits de r quelconques, différents, parmi les
compléments des A;. La variable aléatoire r est distribuée selon une loi
de Bernoulli-Poisson du degré N et de probabilités p; < ¢ (i = 1,..., N), .
qu’'on remplace par une loi de Bernoulli avec p = =.

(1) Naturellement cet exemple n’est valable qu’en apparence, parce qu’aucun

- modéle n’a une précision suffisante pour admettre les distinctions entre des
nombres tellement petits et zéro. o
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Enfin, on choisit un «niveau de défiance» 8 > 0, beaucoup plus

petit que &, qui sera le niveau de débrayage d’aprés Borel, et on détermine
le nombre ¢, tel que

BNP‘"'}WQSISPIB

Cette relation correspond avec la prédiction « sauf une probabilité &
il n’y aura que g N prédigtions au plus qui failliront ». C’est cette prédjc-
tion universelle et celle-]a seulement, 2 laquelle on applique le principe
de débrayage d’aprés Borel, en disant que cette éventualité se réalisera,
ou plutét, en décidant qu’on ne tiendra pas compte de la possibilité que
I’éventualité empirique correspondante ne se réalisera pas.

En choisissant par exemple €= 0,05, N = 10.000, 3 = 10~ %, on
conclura qu’on ne tiendra pas compte de la possibilité que parmi 10.000
prédictions indépendantes, faites toutes sur un niveau de défiance de

5 %, il y aura plus que 6 1/2 % qui failliront. Pour & = 3 X 10~ °
on aurait obtenu comme niveau de défiance « effectif » 6 %, pour 8§ =1 %
environ 5 1/2 9%, pour & = 1/2 évidemment 5 %,.

La différence principale entre ’opinion de d’Alembert, qu’une
éventualité de probabilité > '8 est impossible et la nétre (qui, je crois, est
aussi celle de M. Borel) est la suivante :

On ne peut pas attribuer aux éventualités de petite probabilité¢ un
prédicat d’éventualité additif, comme °.... est impossible’ ou ‘... ne se
réalise pas’, puisque un tel prédicat méne a une contradiction, excepte
si on ne applique qu’s une sesle éventualité. On ne peut appliquer 2
toutes les éventualités de petite probabilité qu’un prechcat non-additif
d’éventualités, par exemple : ‘On ne tient pas compte de ...

11 est utile de remarquer, qu’on peut augmenter indéfiniment le
nombre d’éventualités d’un systéme catégorique, contenant un événe-
ment actuel, en augmentant l’exactitude de mesure des grandeurs se
rattachant a4 cet événement. Par exemple en supposant que les moments
de la naissance et de Ia mort d’un individu peuvent étre définisavec une
exactitude de quelques secondes, I'ordre de grandeur du systéme caté-
gonquc des dlverses durées de vies poss:.-bles devient environ I 07 D une

et que sa femme a un 4ge entre y et y —I— dy, qu’ll a deux enfants ayant
les iges entre z; et zy -+ dz; et z; et z; | dz; respectivement, tous

2 Iinstant de sa mort, etc., peut étre rendue arbitrairement petlte en
augmentant le nombre des variables. Donc, lorsquon dirait qu’une
éventualité dont la probabilité est << § est 1mposs1b1e on ne réaliserait
pas, qu’on devrait admettre que 'homme est ortel, puisque pour
Joutes les valeurs des paramétres I’éventualité serait *impossible’.
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6. Revenons au probléme de I'embrayage. Nous voyons déja que
la collection dont les données observées de méme que les éventualités
3 prédire forment des échantillons, souvent n’est qu’incompletement
déterminée et qu’elle est presque toujours partiellement inconnue.
Comment peut-on obtenir un modéle déterminé? Ce probléme peut
étre résolu d’une maniére tout A fait analogue 2 celui du débrayage,
comme lont montté J. Neyman et E.S. Pearson, pourvu que certaines
hypothéses d’une nature générale soient acceptées. Ces hypotheses com-
prennent par exemple 'indépendance des observations donnces, et la
continuité, ou du moins la non-univalence des distributions considéreées.
Remarquo ns d’ailleurs que ces hypothéses-ci ne se laissent démontrer
ni méme confirmer d’aucune manidre. Chaque ensemble de données
expérimentales est également compatible :

1) Avec I’hypotheése que toutes les €preuves sont completement
indépendantes au sens stochasuque et posseédent des distributions incon-
nues, variant d’une épreuve 2 Pautre, et 2°) avec ’hypothese que toutes
les épreuves sont completement dép endantes, et que le résultat d’une
quelconque d’entre elles détermine les résultats de toutes les autres au
moyen d’une loi inconnue, ¢ >est-a-dire que toutes les probabﬂ.ttes condi-
tionnelles,. :relalves 3 un quelconque des résultats, sont ou bien=o,
~ou bien = 1, ou aussi que tous les resultats d’epreuves sont des fonctions
bi-univoques d’une quelconque d’entre eux. Ces deux hyp otheses, appa-
remment si différentes, et dont Pune correspond a une p}nlosophle
indéterministe et ’autre a une ph110 sc)p.‘. - 2
des pseudo-hypothéses, puisqu’on n’en pet“ij ‘rien 00 ;;fif: $ >ut
distributions sont univalentes (3 valeurs inconnues), elles sont n
équivalentes, et d’ailleurs vides de sens. L’univalence n’exprime en termes
mathématiques qu’un cliché qu’on rencontre souvent en termes plus
poétiques, 2 savoir que les épreuves «n’auraient pu» donner d’autres
résultats que ceux qu’elles onr donnés. Et les expressions «il n’y a
aucune loi» liant les résultats, et «il y a une loi completement inconnue »
ne différent que par leur contenu émotif.

Puisqu’on ne peut appliquer le calcul des probabilités qu’aprés avoir
accepté un- champ de probabilité, I’embrayage d’un mode¢le déterminé
ne peut consister que dans le sondage (anglais : « testing ») d’un tel modéele.
On accepte provisoirement un tel modele, et le rejette lorsqu’il engendre
le résultat observé avec une trop petite probablhte. Afin d’éviter un
cercle logique on ne peut donc jamais promver qu’un modele est « correct »
ou « vrai » ou méme « vraisemblable » sur un niveau de défiance déterminé.
On peut seulement prouver qu'un modele ou bien est znacceptable sur
~un tel niveau, ou bien n’est pas inacceptable sur ce niveau. En disant
“par abréviation «acceptable» au lieu de «non inacceptable », on ne doit
-pas oubher que cette notion reste négative en ce sens qu’il y a toujours

une mfimte d’hy'potheses acceptables sur le méme niveau de défiance.
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La notion d’acceptabilité spr e exige encore plus de précision. Soit
donné un ensemble A de données d’observations, et considérons une
hypothese H, par exemple un champ de probabilité déterminé. La méthode
présuppose lexistence d’une hypothese «vraie» H/, c’est-a-dire d’une
collection comprenant les expériences passées et futures, et détinie avec
une précision suffisante afin que les valeurs des probabilités (fréquences
relatives par rapport a4 cette collection) considérées solent définies avec
une précision suffisante. Considérons d’abord la probabilité des données A
par rapport 2 hypothése H qu’on dénote par P [A | H]. Cette méme guan-
%ité est aussi appelée Pacceprabilité (anglais : likelihood) de I’hypothese H
par rapport aux données A. Comme ’a remarqué R.A. Fisher, 2 qui on
doit cette notion, de méme que la théorie de I'acceptabilité maximum,
on ne peut pas remplacer le terme «acceptabilité» par « probabilite »,
puisque la quantité P [A| H] considérée comme fonction de H, ne doit
pas étre additive. D’ailleurs le remplacement du terme « probabiliteé » par
« acceptabilité » n’est qu’une transformation grammaticale de méme que
le remplacement de «a <<b» par «b>an. Proprement dit I'un d’eux
est superflu.

Dans les cas les plus simples nous rejetons donc Hsi P[A| H] <=
Or, dans la plupart des cas cette inégalité aura lieu pour chaque résultat
« possible » (plutdt : éventuel) de l'épreuve, Cest-a-dire P[B| H] <=
pour chaque B, obtenu de A par remplacement des nombres mesures
par d’autres nombres arbitraires, mais déterminés. Dans ces cas on laisse
la plupart des données précises hors considération, et on se borne 2 un
petit nombre de fonctions des observables (définies pour #ous les B éven-
tuels) ne prenant quun petit nombre de valeurs (éventuellement valeurs

logiques).

En remplacant Pensemble des données originales par ce nouvel
ensemble restreint (que nous dénoterons par AN, I « ensemble critique »,
on peut maintenant appliquer la méthode décrite et rejeter H lorsque
A:A’ et P[A’ | H] < e. Remarquons que le choix des fonctions quon
considére, c’est-a-dire de l’ensemble A’ comme fonction de A, n’est
nuilement uniquement déterminé, mais dépendra du bw# de Iinvesti-
gation. Si par exemple A détermine la valeur d’une variable aléatoire
continue, on peut prendre pour A’ une relation de la forme soit X < aj,
soit X S>3, soit ag <x <ay, etc, pourvu que les nombres 2a; Ou az
ou 24 et a, soient déterminés d’une manicre indépendante de la valeur
spéciale x. ' '

Ie reste du raisonnement est fout 2 fait analogue a celui du numero 5.
Nous considérons un ensemble de beaucoup d’embrayages de modeles,
tel que chague modéle et chague to nction A’ (A) s’y trouvent souvent,
et nous déterminons la suite de rejections fausses comme nous le faisions
auparavant avec les prédictions fausses. Nous ne tiendrons donc aucun

5
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compte de la possibilité que la fréquence relative des rejections surpasse
de beaucoup le niveau de défiance e.

Peut-on obtenir un pareil résultat pour les acceptations fausses ?
Cest-a-dire les mnon-rejections d’hypothéses H lorsqu’elles sont
fausses 7 Remarquons d’abord que les H doivent donner des champs
de probabilité déterminés. Si donc les hypothéses considérées dépendent
d’un parameétre continu 6, H doit attribuer une valeur déterminée, disons
0, a 6. Alors, I’énoncé que H est fausse, c’est-d-dire que 6 2 0 n’a pas
de sens empirique. Ceci est seulement le cas si 'on donne une borne
inférieure pour la déviation, par exemple si ’on considére des énoncés
comme | 6| > & ol § est un nombre positif donné. (Ces énoncés sans sens
empirique correspondent d’ailleurs aux assertions qui ne se laissent pas
formuler dans la mathématique affirmative). On devrait donc distinguer
divers degrés de fausseté, correspondant aux valeurs des 8.

Une acceptation correcte, comme nous le disions déja, sera donc
toujours I’acceptation de tout un ensemble (et bien un ensemble ouvert)
d’hypothéses, 4 savoir de foutes les hypothéses non rejetées. Or, une telle
acceptatton comprenant une hypothése H ne peut étre fausse que st la
re]cctlon dc hypcthése vraie H' était fausse. Donc on obtient le méme
résultat pour les acceptations fausses mais effectuées de la maniére correcte
que pour les rejections fausses. o :

Remarquons enfin que le procédé qu on smt p"f'é?ff“" ois dans la pratique
de la statistique mathémath'ue est soumis 2 plusiet f”!“‘"’f'*i*"f‘f%1ecmons D’abord

sur un niveau de défiance £ peuvent augmutcr ce niveau 2 2 & D’ai leurs
le débrayage est souvent effectué par rapport ﬁ une seule hy'pothcse
acceptce. Or, il serait nécessaire de restreindre les prédictions 2 celles
qui correspondent a4 une probabilité >1— e par rapport 2 fostes
les hypothéses non rejetées. Mais dans la plupart des cas le calcul des
probabilités des prédictions n’est possible que sous des hypothéses trés
restreintes. D’ailleurs, fréquemment les présuppositions d’homogénéité et
d’indépendance ne sont satisfaites que trés grossiérement. Tout cela
fait Pusage des niveaux de défiance précis assez illusoire. Pour ces raisons
les méthodes non—parametnques ou méme exemptes (ou presque) d’hy-
potheses sont 4 préférer, qui ménent directement des données empiriques
aux prédictions, en les considérant comme deux échantillons indépendants
d’une méme collection. Or, on n’en connait encore qu’un petit nombre,
et d’ailleurs elles ont le désavantage d’étre parfois peu efficaces (anglais:
efficient). Néanmoins, la réduction d’aprés Borel et d’aprés Neyman
‘et Pearson des prédictions et des rejections 2 tels niveaux est un grand
prog:res en comparaison avec la méthode ancienne des coefficients qu’on

Jugeait tout 2 fait arbitrairement étre « grands», « petits », « négligeables »,
ctc.
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7. Considérons, a titre d’application du prédit, un probleme ana-
logue 4 celui posé par M. Fréchet (1): étant donnée une observation X,
d’une wvariable aléatoire X, que peut-on en conclure ?

Etant donné un niveau de défiance € (>0 et < 1), on peut choisir
une parmi une infinité de conclusions, toutes salva probabilitate e, c’est-
i-dire la négation d’une, choisie arbitrairement parmi ces conclusions,
peut étre rejeté spr e. Le choix dépend du choix de I’ensemble critique,
et celui du but de linvestigation. En voici quelques exemples (2).

Conclusion spr e Ensemble critique
I. F (x) > = I X < x4 ¢
2. F¥ (x)) < 1 — ¢ I X > x
Choisissant un a2 > O et un ¢; < £ on peut aussi conclure
3 e — g <F@E —a)<FE +3)y<1— g

Ici Pensemble critique consiste de
X <%y —a e X <X 4+ 2

S’il est donné que la valeur trouvé de x, est exacte, on peut aussi
conclure spr ¢:

4 F (x;) — F* (x)) > ¢ (Bos. crit.: X = xy)

Si en particulier X ne prend que les valeurs 0 et 1 = X; avec les
probabilités q et p = 1 — q (cas de M. Fréchet) on obtient:
5" ’ P > e SPI A
ce qui est trivial du point de vue mathématique. Ce cas montre tres
clairement qu’il ne s’agit pas d’une conclusion logique, mais d’une
décision, 2 savoir d’accepter ’hypothése p > e, en risquant une proba-
bilité e. ' o o .

S’il est donné que la valeur est exacte sauf une incertitude de
mesure < 0 : ' ' _
6. F(x; +3) —F*(x — 8> e Bns. ait: (| X —x | <)

Si ’on sait quelque chose de plus concernant la fonction de dis-
tribution on peut tirer d’autres conclusions spr e, plus precises. Exemples :

SiF (x) = Fo (mf__:...;_..i_), 8 > 0, F, (y) étant une fonction de

distribution continue donnée :

7. X3 > o« + B ¥y, y1 ctant la solution du F, (y;) = -=.
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Si X suit une loi de Poisson 4 moyenne (inconnue) « (de sorte que
X est un nombre naturel):

8. « > a,a = a (X, &) étant la solution de I'équation transcendante

Q0 an
3 — ¢ e?
x;, N
8. — Nous avons trouvé quatre points ou, selon notre description,

les procédés de la statistique mathématique dépassent les données d’ob-
servation :

1. pat Iinclusion d’éventu
modele ;

2. par le principe de pe:rmutabﬂ_lte 3
. par le choix de l'ensemble critique de rejection ;

4. par le choix d’un ensemble de prédiction :

On se demandera si toutes ces transgressions sont vraiment Inévi-
tables. En fait, il me semble que oui. Quanta 1. : lorsqu on a par exemple
mesuré le rendement d’un champ L’essai emblavé, ce & quoi on s’intéresse
-en réalité n’est pas le produit de ce chs mp d’essai, mais celui de tout un
terrain, ou méme d’une province lors qu’ elle sera semée en cette espece
de blé sous les mémes conditions (autant que possible), donc d’une
éventualité future. Lorsqu’on compare par exemple deux sortes de grain,
on n’emblavera en général le terrain qu’en une espece, 19. e lleure ;
Pensemencement en Iautre sera donc une éventualité fic ve (« virtuelle »)-
Il me semble donc inévitable de considérer celles-ci aussi. Quan 1a per-
mutabilit¢ dans ’exemple précédent elle est contenue dan.s les mots
«sous les mémes conditions, autant que possible ». Or, on se demande
s’il n’est pas possible de démontrer expérimentalement, que cette pet-
mutabilité est une approximation acceptable, comme en effet en plu-
sieurs cas c’es# possible, mais seulement au prix d’un autre principe de
méme nature. En prenant I’exemple précédent, on peut faire cela apres
avoir ensemencé tout le terrain. On essaiera hypothése que par exemple
tous les champs d’une méme étendue de ce terrain sont permutables,
ou aussi qu’il y a un certain type de dépendance ou d’inhomogéncite,
en déterminant la distribution des rendements de ces champs et la compa-,
rant avec toutes les autres distributions qu’on «aurait pu» obtenir 2
cause de cette hypothése. Au lieu de ’ensemble de tous les champs
C’est ici ’ensemble de toutes les distributions possibles sur les champs
(choisis d’accord avec I’hypothése) qu’on soumet 2 un principe de per-
mutabilit¢ non-fondé expérimentalement. Evidemment on peut i1tcrer
ce procédé, mais, en tant que j’y vois clair, toujours en transcendant les
résultats observés ]usque la. Les transgressions 3 et 4 peuvent &tre
discutées d’une maniére analogue, en précisant les considérations déja

données la-dessus aux numéros 5 et 6.

lités futures et méme fictives dans le
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9. — Dans la théorie précédente jai évité, non seulement les
notions trés vagues de hasard ou de « degré de croyance rationnelle »,
en les remplagant par le principe de permutabilité et le degré de défiance,
mais aussi la notion d’infini mathématique, qui n’y figure que comme une
simplification mathématique du modele, C’est-3-dire comme une négli-
gence de 1 par rapport a I’étendue de la collection considérée. Mais on
se rendra compte de ce que cela ne peut pas étre fait conséquemment. La
subjectivité de la théorie se laisse €liminer en partie, en la renvoyant a
la permutabilité et aux choix des ensembles critiques. Mais ceux-ci ne
se laissent pas déterminer d’une maniére « objective » ou formelle, ni en
se basant sur des considérations purement logiques ou syntactiques, ni
aussi en les rapprochant des données empiriques, C’est-a-dire en ajou-
tant des considérations de nature « sémantique» d’aprés la terminologie
de Ch. X. Morris et R. Carnap. Afin de déterminer par exemple les
ensembles prédits, il est nécessaire de connaitre le but de Pinvestigation.
Il ne me semble pas impossible, qu’on pourra réduire la « subjectivité »
5 la connaissance de ce but, Clest-a-dire qu’on réussira 2 donner des
méthodes pour obtenir des résultats univoques, pourvu qu’a part des
données observationnelles (y compris les données non-analysces d’une
nature générale, comme lindifférence de certaines conditions), aussi le
but de Pinvestigation soit donné. Mais une telle théorie n’existe pas encote.
En tenant compte de la nécessité de référer une conclusion statistique a
son but, la probité scientifique demande qu’on ne la donne pas dans la
forme d’une prédiction au sens propre : « Un tel et tel événement arrivera »,
mais dans celle-ci d>un avis : « Si vous voulez atteindre un tel but, si vous
considérez telles et telles éventualités comme permutables et si vous
voulez courir un tel risque, agissez comme suit...>. C’est aussl 4 cause
du fait qu’au moins dans la plupart des cas la connaissance du but est
nécessaire afin de déterminer le modele a embrayer, que le statisticien
doit trés souvent prescrire I’étendue, le groupement et meme la nature
des expériences 2 faire afin de pouvolr essayer une hypothése. Clest
ainsi que le « design of experiment » devient d’aprés R. A. Fisher sa tache

peut-étre la plus importante.

ro. — FEn concluant cette conférence, je veux remarquer quc
analyse donnée ici n’est qu'une composition de résultats bien connus
de beaucoup d’auteurs. En particulier on reconnaitra les idées de Laplace
(dont la notion d’équiprobabilité se retrouve ici dans la forme de la
permutabilité), de Cournot et Borel, de J. Neyman et E.S. Pearson ,de
R_A. Fisher et de tant d’autres. D’ailleuts je ne veux pas dissimuler que
je suis mol-méme aSSeZz mécontent de cet effort de formuler I’analyse
plus précisément que je ne I'al fait auparavant depuis une dizaine d’années.
Ce n’est pas seulement 2 cause de Pimpossibilité d’exprimer des idées
si difficiles en une langue qu’on ne maitrise que trés imparfaitement que
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je considére cet effort comme incomplétement réussi. Mais on aura
remarqué qu’il y a encore trop d’énoncés assez vagues, manque de clarté
et insuffisance de simplicité et de distinction entre les divers systémes et
méta-systémes. Nonobstant I'immaturité incontestable de cette analyse,
jespére qu’elle pourra contribuer 2 débrouiller le tissu complexe de
raisonnements mathématiques et logiques, d’observations et d’actions
pratiques et a2 résoudre le probleme peut-étre le plus difficile de toute la
science: analyser au fond ce que nous faisons nous-mémes et nous
rendre compte le plus clairement possible des considérations souvent peu
consclentes qui nous guident.
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