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mew, apw’w avoIr Me fﬁmpiﬂyw maphmt nent da
' néciaux par A. pE Moivee. La méthode des fomtmm
wmﬂtém%iqu&és qm est intimement liée avee ﬁﬂw a ete
é’ tudjé@ pm‘ A. L Cavcny et s'est anwﬁw

da nains de M. Paul Lﬁw. Beaue
tm des pius beaux, obtenus en Frane
1'au pays dmwm if ur ori ﬁ a ces mﬂhmdm. Un
que organisé pa ndﬁ proba }m listes f ranca 18
d au J@ urd hmy dﬂg dfﬁﬁw‘ ndmus si dign i
précurseurs, peut donc &tre @mmdém% comme ha Wllm
leure opportunité pour mt,mdmw puhhqwmmm une
@%xwmmn de cette méthw-—.; que 3 m dé%wﬂ
de 40 et qui n & été publiée encore que dans le
cours eyt‘:l%tylé% que Jai donnés ti@pum 1946 % I’ uni-
versité d'Amsterdam.

meme qﬂ b |

2. L%Memﬁi@n de la méthode
El’l%&w que j ‘a ppe llera; la méthode ¢ Arou .
l Mm mmdmw d un@ maniere a})‘%tmiw, ﬂu hw}n
1Y'apres iﬁ pw mi¢re maniere les
.-i? ans les équations peuvent étre
i*(}nbldé?’é?& mmmﬁm s gy‘mbmlw ou Mmrqmaw abstraits.
Ier je choisiral la de aniére quorquelle soit un
peu moins générale, (’:nfl ieaw variables sont interprétées
comme de"ﬂ . done restreintes & des valeurs
réelles = 0 et << 1.

§ 1. DériniTiONS DES MARQUES COLLECTIVES.

3. Considérons un systéme A d’éventualités (ou évé-
nements éventuels) (!} A, +Ly,... Appellerons un tei
SYhtémE* complet (sous un sy%ténw détﬁbrmmé de mndltmm

, les «hypotheses n), Ic}mqu 1 est cerialn gu' au moins

un&* d’entre eux se prodwt; excl
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uisque le premier m' ime mieux qu'il s'agit d'un sévénements
qwﬂl PWt W _"ﬁ'ﬁ_f-ﬂ-l w ﬁ*

est infinie) converge. On peut généraliser cette me
en faisant correspondre avec le systeme des p

(2) C==C (4 4. .. ) =pd,

iamqu elles sont in-

uahité» an terme cévenements,

1T F A e
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o+ ' ' " L |
E3

e ar aF e h’? mq’u 1l est

p p%ﬂ Eé avss] bm eveme m une catégorie
ne caté orie so us i h}” pothese

.
que Nmp,=1. D aprw la méthode de Larrice on fait
correspondre avec le systéme des p, la fonction

1) C(A) == 2np, A"

ou A est une variable arbitraire, telle que la série (si elle

!

. la fonetion

olt fes A, sont des variables, dépendantes ou non, telle
que la série (2) converge. Geci sera certainement le cas
lorsque les 4, sont des nﬂmbrm non-négatifs = 1, Les
A e ront ap. vy o » des | 0 X P&“Utv ﬁiﬂlﬂﬂs
interpréter les 4, comme t‘im pmeIhtM et bien de la
maniere suivante. Prenons une suite de loteries A, ol
une éventualité déterminée & (la E@HW pour tous les
AL peut se produire ou non avec une probabilité détw—
minée 1 — A4, ou 4, mﬁpmtwf@m@nt et supposons qu'<
ne peut se pmdmw d’aucune autre maniére. (lonvenons
de tirer un lot de A, s1 et seulement s1 sous |’ hymhé%
¥¢ 1'éventualité A, se réalise. Alors C est la probabilité
ue ¢ ne se réalise pas. Il est souwnt aisé dappeieﬁr
I’éventualité & une (ou la) catastrophe. Alors C est la pro~
babilité que la catastrophe ¢ n'arrivera pas. La fonctmn
C = C(A) = C (4,, 4, ...) sera appelée la marque collec

trve du systéme des .\, ou bien des p,.

4. Considérons maintenant un systéme & w{ s (1)
A @ 0t de catégories oo™ ==} A, ALY, Ll
tous sous la méme hypothése #¢. Les wtéams A ()
peuvent &tre dépendantes ou non. Soit

P mP[M ) M’ A- }

la probabilité¢ que pour chaque m I'n,-iéme évemt‘mllta
de Ja m-iéme catégore se réalise. Pmnans pour chaq




¢ dans ee cas seulement.

pposons d aj leurs q wun tel tira e mene avee une
probabihité 1 — A ;: & une =catastrophe» & (), deper
dante de m senlement, qui ne peut se P roduire d aucune
aunttre maniere. Alors bilité quaucune des catas-
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trophes ¢ ) n'arrive (toujours sous {"hypothese #¢) sera
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1. seront appelées les m ,. -,
M. M. Frécaer da belles recherches
sur «Les probabilitées associées & un systeme d’événe-
ments compatibles et dépendants» a consi déré des
systémes d'éventualités que nous dénoterons par .\, (1)
A, L'éventualité complémentaire de A ™), dési
be par M. Fricuer par E — A, (ou A, correspond avec
e &™) étant dénotée par ALY, les oo () s}

roduit une notation symbolique,
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Soit alors #¢ == | 3¢, ¥C,,...| un systeme exclusif
‘ S S ,
f ﬁ?ﬂ ‘Tﬂﬁ p
éventualité A sous Uhypothese #,. Prenons une loterie
dans laquelle les lots sont ma r(}ués de marques M,
M,, ..., formant un systeme exclusif, et soit X, la proba-
bilité que M, sera tiré. Convenons maintenant de réaliser
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COTTespo ndante avee notre

€. 81 et seulement si dansA' la marque M,
La probabilité qu'un tirage d'un lot de A’
2 I'éventuahité o est alors

CamC(X)==C (X,....) =30 X,p,.

indépendantes ou non, € = ((X) sera appelée la ma-que
collective AU ws&%m@ i‘% p 0 rbﬂités Pas les Xﬁ seront
peldes les marques des #¢,.
Soit enfin #€ = ¢ (1) ¥¢ (1) .. | un systéme de systémes
toeae Y, ... dh

wypothéses, et A un
omme dans le n°® 4, et soit
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Prenons un systéms
et d’ailleurs un systéme de loteries Al et dans chacune

bupp@mng que 1'hypothese g¢i) sera réalisée lorsque

des «catastrophes» & (m)  considérées au n° 4 n’arrive est

(5) C o= C (X, A) == Zky ky e Sy myy o TLX

tive () d’ensemble F, définie p
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de loteries A" comme dans le n° 4,

(f)

d’entre elles un systéme exclusif MP, MP, ... de

arques, ayant les pre babilités respectives A, A}, ...

tirée dans A'Y, Alors la probabilité qu'aucune

)

Les Ay" et les Aff seront appelées des variables ou des
ment; la fonction C = C(X,A) sera dite la marque

. N . , g vyo N,y ovn -
collective du systéme de probabilités p' [17.), ou aussi
du systeme

de premiere et de seconde espece respective-

1 rq Hes

d’hypothéses et d’éventualités correspon-

6. On peut étendre les définitions au cas ou les sys-

témes catégoriques et exclusifs ne sont pas dénombrables,

mais sont des champs de probabilité (ou des sous-en-

sembles de ceux-ci) au sens de M. Kormocororr.

Pour pouvoir décrire ce cas général d’'une maniere
nette, convenons de dénoter par f; la valeur qu'une fone-
tion £, définie pour les éléments d'un ensemble I", prend
sur ['élément A, par FA la valeur qu'une fonction addi-
our les sous-ensembles de

I", prend sur I'ensemble A et par (Ff)A ou, plus explicite-

ment par
FdAs,
j A ‘/

la valeur, pourvu qu'elle existe, que I'intégrale de f par
rapport & F prend sur ]'ensemble A. Nous supposerons
toujours et sans mention explicite que les ensembles A
sont pris dans un corps fermé (3) de sous-ensembles, et
que les fonctions f sont mesurables (*) sur ce corps. L'in-
tégrale, définie comme

ﬁm En I‘*AnﬁA‘/A

£~

,‘

ol A, est un systéme catégorique dénombrable de sous-

ensembles de I tel que la variation sup f) — inf f; de fsur
AEAn AEAn

A, est <& pour chaque n, ol ~ dénote I'Intersection

et o A,eA,~A, existera en tout cas lorsqu’il existe un tel

systéme pour au moins un £=>0 tel que la somme

(*) Tout en omettant le prédicat wabsolument» nous ne consi
dérons que des fonctions d'ensemble dites cabsolument additives».

(3) G’est-d-dire une famille contenant avec chaque sous-ensembie
son complément, et avec chaque suite finie ou infinie de sous-
- les son intersection (donc aussi son union). '

]

Gl § 1 1!1 X _ | | o N

Vest-a-dire que les ensembles des X ol Re f) << x'et Im f3 ﬁ««i} y
ce corps pour chaque pair de nombres réels zety,

) ;i -:' J ™~ . : _— " -

.
: i SR ki | . b LS s . i"‘ i B '-. * f o
P _ P 1) PR N RV e G RN (N A N RSN -
2 : ! - : i 2 o w8 : Th1EN T
e reelie el 1eé coemcient de t d PR




N FAAL g ] est finie,

waiﬁ*ur que la différence des
tives de F prend sur A.

Soit maintenant pour ¢ agque m .\ (M) e gﬂ%g
ensemble arbitraire (non nécessairement d¢
catégorique d’ éwntuahte@ﬁ et |/ mg un mrp% fwgw de
ROUS—eNSe mb ff?ﬂ de 8 Soit d’ailleurs pour ¢ haque
I 3 === 9| un ense mble excl mif ﬁ % rw re d hy po-
thmaﬁs et Hhi un corps fmrw
Supposons donné pﬂur chaq
avec 3\ et chaque Smw d’ense
avec A, ( A (™) ha nM bilité :

gﬁ‘i

parties p@ sitives et né

TR,

(A X Ay X,

j mmwmnmwmﬂ

Loy X m, X,

qm’:a ien%mbl& des hypotheéses  (considéré comme un
¢lément y =12, ) n,X ... de l'ensemble proc

«?‘6 %m X #G) X ...) ameéne ’éventualité A qui
est la conjonction des A,, (considérée comme un SOus-
ensemble A = A, WA, X ... de 1 @n%mb!
. ww%&,f I oA B3 L), Pm conséquence ) =

Ll

aque A et @hﬂqﬂﬂ » est une faneimn (aslum

nt) addmm de A (et de chaque A,), et Py = 1 pour

haque ». Dans le cas ol iM Ao (M) o (@MW A5M) sont
des alh@makw%, une éventualité A dans 'ensemble pro-
dmt est introduite par M. Faécuer (l c., p. 26) sous le
nom de «fonction des événements Ay,

Prenons maintenant sur chaque & () une fonction
arbitraire A (™), =0 et << 1, et considérons la valeur
AW sur un élément & A", comme la probabilité que
la .f~-éflsahmu de* ’éventualité AWE ne méme pas a une
ammstmwm & (m}, indépendamment de ces probabi-
fités res valeurs

pe de m, tellement que
Af,m} est la probabilité que la catastrophe &,

mnﬁismm l’arrivée d’au moins une des catastrophes
C ™), n'arrive pas (sous ’hypothése »). u qlw A=)
est bornée, denc intégrable par rapport a ph ou
chaque smite »=(,, 7y, ...).

A, aussi est intégrable par rapport & p* lwi-méme.
Nous nous restreindrons toujours au cas m‘l les intégra-

tions répétées sont échangeables et équivalentes aux
intégrations multiples.

Alors la probabilité ql‘;m I’ensemble d’hypothéses » ne
mene pas & la catastrophe & est

(5)  Cimy=Cpy (4) =

Prenons d’ailleurs pour c}mqu@ { sur #¢ () une fonction

d’ensemble additive arbitraire X’ﬂ [ =>=0et << 1 et consi-
d‘mn&-«la comme la pmbahlhté qwe (sous une hypothese
@) I"hype -thém H, sera réalisée. Ici aussi nou

det,. . AE:) AQL .
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¥

Pes 80 M& e il 1t

multiples. '
Alors la prol

A= A A, ... arrive

est

(6) (-

¥

probabilité { g C&{ } qu une é%v"@mumgaw

ra (sous I"hypothése généra

= [ X ph

P 'y | h i g i i (‘é

C=C(X, A W[}{

D'ailleurs la

i &
&
\: A
h
%

{

que (sous ["hypothése générale €

vera pas es
o - BB 2 N e I
¢ W R & RGN, 3 o

g.m mrmblm} d@ pwrmér@ Méﬁﬁw et im mieum X} et
ou variables) d@ andeﬁ espeéce ».

3 . I e ¥
i N e ' !
I

tmm urs

0 =< X" == 1,
1 01:1 ,..XM est

ja mi,%m l lembie € w u-&; entier, tandis
que A, est la borne ci% valeurs 4, sur
tout . D’ailleurs C est une fonction(nelle) non déerois—
sante de tous ses arguments.

1. La fonetion € (X, A) étant donnée pour toutes l@ﬁ
X" et A, admises, les pl\, Gy et C* sont déterminées

Posons en effet, les X et A émm des éléments et des sous-

ensembles d’un ensemble arbitraire :
1 8l AeA

0 SI non.

3)®

les valeurs K‘) est une fonction mesurable (par rapport
au corps fermé d’ensembles d’ot les A sont pnsl)J des
éléments A ou «fonction de pmrnlér@ espéce ». Elle est
souvent appelée la fonction caractéristique de i"’ ensemble A.
De méme pour A constant la fonetion 4 (prenant aussj

les valeurs |{) est une fonction Sabsolum@nt) additive
d’ensemble ou mfencmon de seconde espéce»; on pour-
mlt i ﬂpp@l&!‘ la J”* da Péiém@ﬂt l M |

Pour A == A1>(A2>< ey A= =A; X A X ... on a

evidemment s

g 3 et
r. ‘% %} .. i - d . ’ iy - A i, !
- I B it ki | ' 1
{8) . é ; Mt& e
6 - < | ey YEAT Y
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32 -~ D. van DANTZIG.

D’aprés les définitions et l’équivalence‘ supposee des
intégrations multiples et repetees on trouve aussitdt :

C(fr) (A)=C([y, 4)-
C*(X)=C (X, [*).
P?n)m C(lﬂ= !A)'

défini n sera appelé un démarcage sumple de premiére espéce.
Nous nous bornerons au cas ou le nombre des < (@) et
celui des € est fini. f | |
Généralement, soit donné une image univoque de cha-
que (™) sur une catégorie b (™), tel qu’'avec chaque
aneho (") corresponde un B, = @B, (@) Wb (™) et un
seulement, 1’original d'un B,eww™ ou d’un B cw (™)
étant un A,, g ¢ A™ ou un A, 5 ¢ respectivement.

y e . ’ . b A J
D’ailleurs, en définissant les opérations (5-3) et (5:? n

F

par : _ | |
N\ IN v e JAFeN -S4
(13) (.Si) — () /i )m‘mn tel) =/ i)

J
A
(111) X‘é)nm(a)nf(X)mhmw,

DX | P £

pourva que ces imites existent, on a aussi :

"

Com (4) = (;X)n C(X, A)

C* (X) = (B?Z)A G (4, A}).

(17) phy=(53), ;sz C (X, 4)— (5?3‘) (.b?j)nc (X, A).

(19)

(16)

Pour A -----=A.1>< ... 0up =y, X ... o0naura aussi, en
supposant fini le nombre de systémes catégoriques ou
exclusifs : ' |

O VA xA % ... d \4A bﬂ A, -_
(52) 6= (sm) Gaw) "+ €

2\ - d d ,
(ﬁ)nlxnﬁx,.. Cm (aX(l))nt (aX(ﬂ))nﬂ e C'

Sans rechercher les conditions pour que ces relations
restent valides pour des systémes infinis, nous ne consi-
dérons que des cas o elles sont remplies.

(18)

' (19)

S 2. Or£raTIONS SUR LES MARQUES COLLECTIVES.

8. Les opérations principales quon peut appliquer
aux marques collectives sont : le démarcage, la substitution
et le tirage. Nous les considérons dans cet ordre, en laissant
de cdté dans chaque cas particulier les variables non con-
cernées (par exemple les variables de seconde espéce
~lorsqu’il s’agit des variables de premiére espece seule-
ment). s
- Lorsque, en considérant C —= C(4) = ‘[p““Ad,on_ ne
s'Intéresse pas & ceux des p* olt A est un vrai sous-ensem-
ble de Ay, on peut restreindre la variabilité des 4,, en
prenant la méme loterie pour tous les acA,, c’est-a-dire
~en substituant pour tous les 4, avec acA, une méme va-
riable A,. Ge procédé, qu’on peut étendre & un systéme
~catégorique d’ensembles A, et qu'on. peut: appliquer ou

bien aux A = A; XA, X...y-ou bien aux A, d’un ‘rang

Posons A —= B pour chaque a,cA, g, , et soit C'(B)

m m

le résultat de ces substitutions en C'(4). Alors, en omet-

tant les m : | ﬂ,
d \Ag d\B .

20 (52) "= (52)

(21) g =p's.

et ‘

(22)

~Le procédé correspondant, effectué sur les marques de
second espéce s’applique lorsque les Py pour tous les »
pris dans un sous-ensewble H, sont égales. Dans ce cas
on ne définira X™ que pour des ensembles H qui ou bien
contiennent Hy, ou bien ne contiennent aucun élément de
H.. . o -

On peut méme généraliser le procédé lorsqu’on se con-
tente de connaftre les valeurs moyens P, de tous les
Pon avee neH,. ' -

Généralement, soit donné une 1mage univoque de cha-
que 7€) sur un systéme exclusif ¢ ¢, tel qu’avec chaque
me#e () corresponde un g3t et un seul, 1’original
dun §edtl) ou dun Z,coc® étant un H, ¢ “ou

I . .
H;z, ¢ %0 respectivement. Soit pour chaque xgz

+

('(B)= [q¢** Bg—C (A (B)) = [p*2 A,

[}

une fonction (absolument) additive et non négative sur
les sous-ensembles H; de H; ¢, prenant la valeur 1 pour
H,=H; ¢, et définissons : ' j

(23)

;I,'Igl S le AHKI .
Y

<3
pour un H, arbitraire. Posons enfin :

(21) Xg)l = f Y fgz xgz

les Y étant des variables de seconde espéce sur ¢ (),
=0 et <<1, et soit C'(¥) = C(X( Y)) 1e résultat de ces sub-
stitutions en C(X). Alors, en omettantles I :~ =~

(25)

| N
— ) == n(_*
L GRS (),

.

et
(26) C(X(Y))

mf X&?F(ﬂ)“”“_“./jy K:”?P(ﬂ)?‘“”f ch@l(ﬂ)" o
(27) '{t4 = / Tm%n]’ (n) *"""“"""'./ *”féﬂf’ (m)
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sout des valeurs moyennes des p, sur Hy. Le procédé
décrit par (23) — (27) sera appelé le démarcage simple de
seconde espéce. Supposons que pour chaque (MYm 1l y a un
parmi les sous~ensembles Am.B,,» que nous dénoterons
par A,y dont on ne veut plus s’occuper. Alors on peut
poser B{™ = 1, ¢’est-a-dire on prendra la loterie corres-
pondante tellement qu'elle ne méne en aucun cas & la
catastrophe correspondante. Tandis que ((4) et C'(B)
etatent encore des fonctions multilinéaires homogénes,
elle devient maintenant inhomogéne. En dénotant par
&, les a,, n’apparlenat pas & A, , on aura :

C — h[:/". . .])da'ﬂda’g"” Aarl 1‘15\.;2 . @ —I'— /?. . .PAI’O*‘I“;*'" Aar . . e +

2

——f*— J.. . .pdarl*Aﬂ,o“" Aarl . . .-—-I—-. . .+})A1,(}’AQ,O‘”',

De méme, lorsqu’il y a parmi les Hy ¢ un p. e. H;,

dont on ne s’intéresse plus, on prendra }"ﬁf = () sur {,.
Alors les hypothéses appartenant aux H,, n’apparaitront
plus du tout dans C. Ici la fonction multilinéaire reste
homogéne. Remarquons que la substitution equivaut a

Hy, . . b r | \ \
prendre A= 0, puisque ?1(!})‘ etant == 0, cela ameéne
que _Xg)l = 0 pour chaque H,(H,,,

Nous appellerons ce procédé le démarcage simple
complet de premiére ou seconde espéce.

Montrons comment on peut re présenter les fonctions
génératrices des systémes de probabilité introduits

par M. Frécer au moyen de notre € (4JY). Soient les
(™ des alternatives, comme dans la fin du numéro 4.
Dénotons par s, ..., m, la probabilité que les évenlualités
Joy ™), L oL, oy (™), marquées 4,0, L., A () supposées
toutes différentes se réalisent, sans considérer s’il en est
ains1 quant aux A{™ pour ms£m; (1 <1<r), et par
qim,,..m; 12 probabilité que ces éventualités se réalisent
sans qu'ill en soit ainsi pour les A(™ avec m =4 m;.
Alors on voit aisément qu'en démarquant complétement
les ASY on obtient la fonction génératrice dus gm ... m1-
En omettant I'indice 1 on aura (cf. Frécuer, p. 31).

G (Am)) = C (A, 1)
= 2r 2Zmy,...,m, ig[ma

ttttt

Le facteur;—i doit étre adjoint afin de pouvoir étendre la

sommation imdépendamment sur tous les my, ..., m.
On pourrait aussi 'omettre et restreindre la sommation
aux cond.tions m; <<my,<<...<<m,. D’autre part on aura

pour | J 45740
AP, AP =TUP. 6 (j:;)

c’est-a-dire C (4.") se laisse représenter au moyen de

m, __

la fonction génératrice G(4 (). La fonction obtenue par

e T A,

M Le procédé s’applique de méme lorsqu'il.n'y a lieu que pour

quelques-uns parmi les m.
- J. Z2.931087.

démarcage des 4 (™), voire 4 (") = A, est aussi introduite
par M. Frécuer sous Ia dénotation g (u). o
La fonction génératrice des s, ....,m devra étre intro-
duite avec des coeflicients (—-1)"/r!. En dénotant les
variables par B, nous pouvons la présenter par :
H(B™)—=SrSm,...m "W~ pm)

7! T

. Bim,),

Elle se laisse présenfer au moyen des marques collec-
tives G, comme suit (Gf. Frécuer, p. 32) :

H(B™) = G (1 — B™)=C (1 — B, 1).

9. Supposons maintenant qu’il y ait des correspon-
dances bi-univoques entre tous les <& (™), (%) de méme
quon peut faire parcourir tous les a;, a,, ... un méme
ensemble B, les A}, A,, ... parcourront les sous-ensem-
bles de B. Supposons d’ailleurs qu’on ne s’intéresse
quaux sous-ensembles auxquels les éventualités appar-
tenant aux différentes catégories appartiennent, sans avour
regard au numéro d’ordre de cette catégorie. C'est a dire
quon ne considére au lieu de pAirA»-- que la somme
de toutes les probabilités obtenues par permutations
arbitraires des ensembles A}, A,, ... entre eux. Dénotons
cette somme par p | A, ... . '

On peut représenter le systéme de toutes ces probabilités
en convenant de prendre une méme loterie pour tous les

m, cest-a-dire en posant AV — A — . — B,.
Par cette substitution C(40), 4(2), ...), qui est une

fonction multilinéaire des A\, ... passe (lorsque le
nombre des catégories est fini) en un polynéme homo-
gene ((B) par rapport aux B,. Les probabilités p { 4 | ne
peuvent plus étre obtenues d’'une maniére simple par
des substitutions du type (11), mais bien par d:s dériva-
tions du type (16), (18). En effet, & part de la question
de convergence dans le cas d’un nombre infini de caté-
gories (dont nous ne nous occuperons pas ici), on aura :

(28) pm mpiAl,Ag,...: __ (3%)*‘1 (S%__)Aa-

La combinaison de ce procédé avec celui déerit au
numéro précédent sera appelé le démarcage (général)
de premiére espéce.

Gonsidérons un cas spécial. Considérons des catégories
A (™) arbitraires, et prenons de chaque catégorie un sous-
ensemble arbitraire A,,.. Appliquons le démarcage simple

par rapport a tous les m&ﬁ) avec a, € A, et complet par
rapport a tous les autres n,’L;(;:;), c'est-a-dire mettons
A&T = B ™) pour a, A, et

Alm)

. m

.C(B).

=1 pour (ﬁ“am'&: An)-

_ L i, l-—r- rrrrr m_w.m. -I-. I I-. I I. . I " I- F - " ' Y o I-.I-.l. - Ll uy LA Il Il“m.{I Syl II!I ..'ml -l‘m'*.m ﬂm-. ' ' I.

(#) Il est possible d’appliquer le méme procédé lbrsqu"ily a des
correspondances entre des sous-ensembles A, (™) de quelques-uns des
As(™) en se bornant & ceux-ci. ' o -

3
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Appliquons le démarcage général en omettant tous les
indices m, c¢’est-a-dire :

| BaneAn,

4{m) -
2 1 — & &AL,

(29) et

ce qui peut aussl S ecrire :
m)__ (P A
A;";)-—---(B 1) |a:°+ 1.

Par ees substitutions ((A4) passe en une fonction analy-
tique de B : '

(30)

le coellicient p;, dénotant la probabilité quil y a
exactement r entre les catégories, parmu lesquels un
événement se réalise qui appartient au sous-ensemble
A g

Nous nous passerons du procédé analogue qu'on peut
appliquer aux marques de seconde espéce.

10. Nous ne discuterons pas complétement ’opération
de substitution. Nous nous bornerons, aw contraire,
a quelques remarques. Evidemment on peut toujours
substituer une marque collective pour une marque arbi-
traire de premiére espéce, puisque cela ne revient qu’a
un choix spécial de la maniere dont on détermine la pro-

babilité d'une «catastrophe ». Or, lorsqu’on veut éviter

des démarcages nouveaux, il sera nécessaire en général
de choisir un ensemble de variables différent pour chaque
marque collective qu'on substitue pour une marque.
Gonsidérons par exemple le cas de marques collectives
linéaires. Soit C = [ p® A,. Lorsque nous voulons
substituer pour 4, C, = Ua(Bg), on devra donc prendre
pour les Bg des marques diflérentes pour différents a,
¢’est-a-dire on substituera CamCa(Bag), ou les £
parcowrront un ensemble dépendant d’a ou non. Pourvu
alors que C, ne soil pas constante (et, comme nous
supposerons, dépende d’une maniére continue de ses
variables), on ne perd rien de genéralité. En effet,
en choisissant B,z = B,, indépendamment de @,
(., devient une I%nction continue, non constante et
non décroissante de B,; on peut donc choisir 1a valeur
de B, tellement que C, prend la valeur 4., qui peut
- parcourir un intervalle. Lorsque spécialement C, (B@) -
1 q%° Bg aussi est linéaire (et homogene), on prendra

Byg=A4.Cu(1)* ot Ca(l) est la valeur que (y prend
lorsque Bg = 1 pour chaque 8. Lorsque d’autre part :

Ca(Bg) =g+ [ 4sF Bg+ [qP*% Bg Bg,+-. . .

on peut obtenir pour C, une valeur arbitraire A, pourvu
qu'elle soit = C, (0) = e et << Gy (1). Or, en démar-
quant d’algord Bag = Bg, on obtiendrait dans le premier
cas G= [p* [¢iP Bg= [rf Bg avec r® = [p?gB, et on
~ ne pourrait pas en général regagner les [

Lorsque ( n’est pas linéaire on opere d’une méme
maniére. En effet, soit par exemple C ““""._/ f pdand“:zAg;) A&Zl

et supposons que a, et a, parcourent un méme en-
semble et que piid:=pi+4, de maniére qu’on ne perd
rien de généralité en posant Al _ 4{

substituant alors A, = C,(Bg) = U qiﬁvdi@ﬂB‘@lBﬁﬂ, on

ne pourrait plus distinguer entre le paire d’éventua-

Lités (B Bg,, BgBg) et le paire (BgBg, BgBg). Mais

en substituant A, = (,(B,g) on ne rencontre pas cette

difficulté, puisque les produits By, 8,By, B, g.Bs, 5 e

Ba,ﬁlBalﬁsBaﬂﬁgBaﬁﬁﬂ sont différents excepté pour a;, = a,,
a perdre. S
On peut considérer comme un cas spécial d’'une telle

un cas dans lequel il n’y a rien

substitution le remplacement d’une marque dépendante
de plusieurs indices, par exemple Aqp, par un produit,
par exemple A A%’ Ag). Cette substitution ne dimi-

nue en aucun degré la généralité de la representation

jusqu”éi ce qu’on substitue la marque collective en une

autre ou elle figure d’'une maniére non lindaire. En

eflet, de :
0 e Ed,ﬁ,y.n "[Pda’dﬁ‘dy, .

on déduit :

A A(')A(Q)A(-")
a BTy

AT = C (|4, B, lr" ),

done : .

Cmga,@m___f'},da,dﬁ,dy,.,. 4, 8, — fco (ldajldﬁ_’ 7,...) AyBy.. - |

- Mais dans un produit, par exemple €2, on ne pour-

rait plus distinguer par exemple entre (A1) AQ...)

b

(AL A‘g,. ..) et (AL) A 1
placement de A,g... par AlDA (5)' .. doit donc étre consi-

déré comme un démarcage spécial. Le remplacement
réciproque, qu’on ne peut pas obtenir par une substi-

e

tution simple, peut étre considéré comme un marcage
(ou rémarcage). Un cas encore plus spécial est celui, ot

une suite de marques A, par exemple € = 2 paAn est:

remplacéé par une suite de puissances ComZ p A"

]i:tant donné C, on obtient C, par une substitution
simple : 4, = A". Mais étant donné C, on ne peut rega-

gner  quou bien par des différentiations :

C=2 () @],
ou bien par une intégration :
C= [Cy (4) dF (4)
ou F(A) est choisie tellement que : .
A= [A"dF (4).

~ Cette condition n’assujettit An qu'a des inégalitiés,,

(ﬂ)mAa. OI*, en .

B, ]
&

L) (Ac(;) A%) Le rem-
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de sorte que les A, restent des variables indépendantes  on obtient successivement :
gumque dans un intervalle restreint. Quant aux marques
e seconde espece, on voudra substituer aux X* des Clmcl(Am)mC(A;’;))M_fﬁd“‘fig%
marques collectives C¥, dépendant d'une maniére addi- |
tivg des ensembles H. Nous nous bornerons aux substi- Cy= Co( AW, A1) = C('ALI,)C(“J(A&?» m-f Pda'Agc? P ?:f)Aéz}‘
tutions du type spécial :

— { (] 2 3N 1 9 : e
Gy = Cy(4, AB), AB) = C(AC , (ALIC , , (A8)))) =
| . dy, . . N A 1 a) [ (
C* (F)= [ ¥ind& gue— [[ VindE g = [P AR AR Jrie, AL
ol auss; - etc., ou géneéralement :
, = [. .. {pdon--odeg(z) . Ak)_
CH(Y)m;[UdnJ Vizqﬁ’rzv - , (32) Ck J jP kAa: Aak ‘
. | _ avec :
¢ est-d-dire } H.Z mf UimV:. En supposant que pour , o : [
| i n PP q P (53) pAl“"’Akmthdal Jp?:f). ' 'Jp(f:ﬁ...,akﬁl) Sm—
chaque » ¢,z n’évanouit pas identiquement, donc qu’il A A A ,
a une ftonction £ = | — i, pde, d A A
Y V7 l 17 Z i :(’7) 3\760 qﬂn’z(n) —7% O’ O.II PGUt TJ T .,[Pddp(:;)' ' 'P(:,’t...,ak_i) a, " " 'rxﬁ'
prendre Vi, = |7y.qn g, U® =X afin d’obtenir :
VN [ ydn i (e e vm c’estmémd{re la probabilité que les expériments menent
CH(Y) ‘"""“"/ A l-,,.j lg(n) Yt Ing = A, a des événements appartenants 3 A,y ..., A; successive-
ment.
Le démarcage Byg = Bg correspondrait ici avec En décidant chaque fois avec une probabilité auxi-

V, = V?, donc avec VHZ — [Jup=, CH(Y) = C* (U, V)ﬁ haire X si I'on fera I'expériment suivant ou non, on
obtient la marque collective de la suite des expériments
toute entiere :

VZ ind¢ = | V= ‘ >
ver un V*indépendant de », tel que %, f S (34) C=C(X AW, 40, )= BuX (1 — X) C,

= | U™ j Ve gnz. Seulement lorsqu’on pourrait trou-
H

pour chaque #, et ayant une inverse intégrable par rap-

0O

port a X, on pourrait poser [P*mf X" et 'on ob- o) T'on posera C,— 1.

i Remarquons encore que la forme (311) 4 marques
factorisées peut étre trop spéciale. Dans ce cas on la

, o , devra «remarquer» de la maniére mentionnée au numéro
11. Au moyen d’une suite de substitutions succes- 10.

sives, on peut représenter aisément une suite d’expéri-

ments dépendants d’une maniére quelconque des pré- 12. On peut appliquer la représentation (3 [,,) A

cédents.A une foule de problémes. Mentionnons, par exemple,

Soit P(ff__ak) la probabilité que le (k4 1)-iéme expéri- e probléeme de la premiére épreuve favorable ®). Démar-
ment meéne A& une éventualité appartenante & oy,  quons d’abord pour chaque & complétement les marques
suppose que les expériments antérieurs ayent donné des éventualités défavorables, ¢’est-a-dire mettonsA&?m 1
successivement les résultats a,, . . ., a;. La marque collec- | ‘
tive du (k 4 1)-18me expériment sous cette supposition

tiendrait alors aussi CH( V)= X"

pour un a, défavorable et mettons A;’jﬁ = A, pour un
e, favorable.

sera alors : En posant alors 4, = 0, G, deviendra la probabilité
3.) c (A% +1)) y oy, 4kt d’une suite de & expériments consécutifs (de% le commen-
( 1 | (ppeemstp) \ gy, ) 7 P(al,“.,cxk) o/ X cement) étant pris tous et ayant tous un résultat déva-

vorable. Donc Gy — Gy, devient la probabilité ¢xy, que,

L’ensemble parcouru par e, peut dépendre de k-1 expériments étant pris, le dernier est le premier
&, . ., mais peut aussi étre choisiindépendant d’eux,  ayant un résultat favorable. Or, en Jlotissant apres
en joignant les ensembles pour tous lessystémesa,,...a,  chaque résultat defavorable avec une probabilité X
possibles, et prenant P?ak""f. o Zéro hors du sous-en- constante et indépendante des résultats des lotissements

- - | G récédents. gu’'une catastrophe ne se présente pas. la
semble correspondant avec les hypothéses «ay,.. ., a. P 9 P S p . pas, la

Remplacant pour les £ augmentants :

(k1) ' . (k+1 oA BI=) ﬁ -
A7) dans Cyg,... ) par 45,1 Clvom) (Aa,): () Cf. M. Fréchet, 1. c., p. 24.
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probabilité qu’aucune catastrophe n’arrivera Ssera

OO

(3 5) Zka-}-iXkH === }:k Ck — Ck+1 Xkt —

O

o0
= 1 -'-—-—ZkX"(i
O

D’une part, elle est la fonction génératrice ordinaire
selon LarLace des ¢y, ; d’autre part, elle est le complé-

ment par rapport & 1 de la fonction obtenue de (3[1)
au moyen des demaroages mentionnés.

De la méme maniére, on peut résoudre le probléme
de la r-1éme épreuve favorable. Or, on peut obtemr ce
resultat d’'une maniére directe, simultanément pour tous
les .

En effet, posons sous les conditions du commence-
ment de n° 12 4, = A. Alors G, peut s’écrire :

k
Ck == E ;kpkrArs
| - .

ou p; est la probabilité qu’on a obtenu précisément r
épreuves favorables parmi les k (premiers) expériments.

Done (34) devient :

--—-X)Ckm"-ﬂl—-c.

oo .Ic
(36) CkaXk(i — X ErpkrAr-.

Interpretons cette probabilité. Supposons que X
soit la probablhté de jeter pile avec une piéce de monnale,
1-X celle de Jeter face. Des qu'on jette face, le jeu finit.
Toujours lorsqu'on jette pile, on joue le coup suivant
du jeu principal, déterminé par (31); lorsqu’on obtient
un résultat défavorable, disons b, on recommence de
jeter pile ou face. Or, lorsqu'on obtient un résultat
favorable, disons on jette une seconde piéce de monnaie,
avec une probabilité A d’obtenir, disons par distinction
Pile et la probabilité 1-A d’obtenir Face. Ce dermer
resultat sera la « catastrophe ». Nous savons déja que G
est la probabilité qu’elle ne se présente pas.

Donc 1-C est la probabilité totale que la catastrophe
se présente. Comment est-ce qu’elle peut se présenter?
Le dernier résultat sera d’obtenir Face (prob. = 1-4.)
Le résultat précédent doit avoir été une épreuve favo-
rable, disons la r-iéme (r=1). Lorsqu’il y a eu & épreuves
défavorables, la probabilité totale, quant au jeu (31),
“de ce resultat sera celle que nous cherchons, disons
Gy O, auparavant on doit avoir obtenu r~1 fois Pile
?prob = A1), aprés chaque. épreuve favorable préce—»
dente, et £ - r fois pile (prob. = A*), puisqu'on a

‘joué k -+ r fois, sans jamais obtenir face. Donc :

(37) - C_ Zr A1 (1 — A) ZW"’"‘”‘ Yhtr

sera Ja marque collective du systeme des ¢,.ry. avec r = 1.
En substituant 4 = O en (37), c’est-a-dire en prenant
le coeflicient de A°(1-4), on retombe sur (35). |

Enincluant le cas 7= 0 avec ggo =1, g0, =0 pour k= 0
on obtient pour la marque collective, disons C* du
systeme de tous les ¢, -, Y COMPrIS ggp :

s ZIA’( 1 — A) an,.nX” e
—=(1 —A)+ A(1 — C)=1 — AC.

(37)

Remarquonb que les marques de promlore et seconde
espece Y sont échangées, en comparaison avec (36).
Appliquons ce résultat & une suite d’événements indé-
pendants. Soient g et p = 1-g les probabilités d’une
épreuve favorable -A. et défavorable ub respectivement.

Alors (32) devient :
39 Ci—(pB + gAY,

c’est-a-dire la marque collective de la collection de Ber-
~ourtt du rang £. La marque collective € devient :

co — X
C—C(X; A, B) = DXt — D)Cim s

O

(39)

La marque collective (1ci 1a fonction génératrice) C* du
rang de la r-iéme épreuve favorable est d’apres (37) :

=20 0

(o)  C* = Nrd(1 — A) Fng, A" —
— 4 — 4 — A (1“"4)(1“"?X)
L~ X(PA+‘1) 1 — pXA — gX
done :
N m p“x r
anrn fY = (“1 m““é‘“:‘Y
ou :

OQ

S X = ()

O

(81)

d’ou le résultat bien connu de Pascar (pour g =
de MoxtMmoRT et DE MOIVRE :

(ll 2) 4r ktr == (k + ;am l)pqu‘

Remarquons d’ailleurs qu’on peut obtenir (39)
d'une maniére directe. Considérons plus générale-
ment un ohamps de probabilité p*, représenté par
(G, = [p*A, G, est la probabilité qu'un seul tirage
n’ameéne pas de catastrophe. Supposons un nombre
arbitraire de tirages faits sans qu'une catastrophe
soit arrivée. Alors la probabilité d’une catastrophe "
doit encore étre C. D'autre part elle consiste de la

1/2),
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probabilité 1-X qu’on ne tire plus (auquel cas la catas-
trophe ne peut pas arriver conformément 3 ce qui est
convenu) et de la probabilité X qu’on tire, ce qui ameéne
la probabilité €, que la catastrophe n’arrive pas. Alors
on a de nouveau la probabilité C qu'elle n’arrivera
pas plus tard. Donc :

C=(1—X)+XC,C

ou .
(43) C—_‘—4

O .X‘/‘Pdchd

ce qui generalise (39). Gette méthode directe peut tre
appliquée lorsqu’on réussit & introduire un systéme de
probabilités auxiliaires (marques) tellement qu’une
meéme situation se reproduit toujours de nouveau.

13. Passons maintenant & 1’opération de tirage.
Partons d'une boite, contenant » objets (éléments),
dont pour chaque A (1 << A<<k) v, possédent une marque
A). Supposons que chaque objet posséde une marque

| W
et une seulement, donc 2‘)« v, =9, v,=0. En sup-

posant egales les chances de tirer I'un quelconque de
ces objets et zéro la chance de tirer quelqu’autre
objet, la probabilité de tirer un élémeunt A marque A3
est v, /v.

Représentons le contenu de la boite symboliquement
par :
(44) ComI)LIAK)‘.

On peut interpréter ce symbole comme ci-dessus,
en supposant que chaque élément dans la boite avant
que les tirages commencent peut mener indépendamment
de chaque autre & une « catastrophe », avec une proba-
bilité 1-4;; C, sera la probabilité qu’aucune catastrophe
n’arrive.

Lorsqu'un A, est tiré, le symbole C, devient

— 1 3
COAA m;‘;ﬂ: CO'

La probabilité de tirer un tel élément étant wyp,

le produit devient -
g€ =t 2
v, v 470 = PYN ¢, .

Nous devons encore tenir compte : 1° de 1’élément
tire lui-méme; 2° des modifications qu’on peut intro-
duire a la collection d’éléments dans la boite. Quant &
1°, nous supposerons que 1’élément tiré peut mener
a une catastrophe avec une probabilité modifiée, disons

1-4;. La modification du contenu de la bofte peut

étre représentée par un opérateur 3, opérant sur la
' 1

collection restante YR Co- Apré's le tirage la marque

collective est donc devenue -

45 . (= v ZAA'A (04} 3-;-; G,

- J. Z.931087.

ou aussi1 G, = Q'C, avec :

[ N ! ? b
(116) () — pt ZAA)‘ Q) S*A-:

~ La forme de ’opérateur Q) sera déterminée par la
nature de la modification. Lorsque par exemple on laisse
la collection inaltérée, on prendra Q) = 1, donc :

’ -1 ;O
U= Pidigg-

Lorsque I’objet tiré est remis, on doit réinstituer le
facteur perdu 4;; on posera donc Q5 = 4, et :

u ' 4 Y ! ), R < 41 J
(llf)B) Q =y }...‘AAAA;LSX;\MI) EAA}‘M'

(46.A)

Lorsque 1’objet tiré est remis, ensemble avec dy, objets
portants la méme marque, v; — 1 doit passer en v; J-d,
tandis que », pour g =4y doit rester le méme. On aura

’ d+1
donc Qf = AA”L , done :

Py d/\""‘l 0 . dl / o
(46.C) Q' =»— ¥ 14,4 ST, = ZAMTAAMEJA.

Naturellement, on peut aussi considérer des modi-
fications plus compliquées, o Q) ne peut pas &tre
représentee par une multiplication simplement.

Supposons maintenant que le nombre des éléments
dans la boite aprés le tirage sera v,, indépendant de la
marque de 1’élément tiré (briévement : de la marque
tiree). Dans les deux premiers exemples cela sera le cas
avec vy = v — 1 et v; = v respectivement; dans la troi-
sieme exemple seulement si d; = ... = d, (= d), et bien
avec v; = v - d (tirage d’Eccensercer-PoLva). (Dans ce
cas (i, sera un polynéme homogéne de degré 1 par rap-
port aux 4;). Pour un deuxiéme tirage, on peut appli-
quer un tel opérateur comme (2’ & chaque terme de ce
polynéme. En supposant qu’on peut prendre pour les
2} des opérateurs linéaires, on les peut appliquer a la
marque collective (i, toute entidre. On obtiendra alors :

C,—Q.C,—Q'QC,
avec : |

o 1 7 _—
Q = AAAQASZ;‘

Y,

En continuant de cette maniére, on obtiendra apres
n tirages :

(b7) €C.=QC,=QWQr. . .QC,
B) ~(h) O
(48) Q(h)m;f: E)A&)Ql)ﬁz'

Plus généralement, on peut admettre que les 45" dépen-
. . 9 . (}l) | |

dent des marques déja tirées, donc qu'on ait Ajx, .5, .
34



38 D. vax DANTZIG.

terme d'un polynéme, homogeéne ou non. Pourvu que
les opérateurs () restent linéaires, on aura donc géné-
ralement (47) avec :

au lieu de AS{"}. Dans ce cas la marque d’une suite de
tirages Agf'), ‘s A&"] devient :

: ]
Naturellement, on peut admettre aussi que les Q(;f)
dépendent d’une méme maniére de A, ..., As,.

Lorsqu’on ne considére que les nombres des marques
tirées sans se soucier de leur succession, on peut démar-

quer les AW par rapport a h : AP — A, (mais non = 43).

Lorsque d’ailleurs QY est indépendante de %, on aura :

Dans les cas (46 A, B, G), le dernier pour d), = d,

On aura successivement :

(o-4) 0= (o isg)"
(49.b) Q,= ;}; (ZA A 'alnbfii)ﬂ'
(h9.C)

Q,—=—— A A’ ;..._.d "'
IR

Ol NOUS avons posé .
(50) gh=x(zx—1)...(0 —n-1)
de maniere que :

y 2

mg)znm(md)“”v(v—%—d) .. .(:u-[—nd—-—-d).

Remarquons encore que la forme (47) & marques facto-
sirées I I AS{? peut étre trop spéciale. Alors on pourra
IS

les «rémarquer» de la maniére mentionnée au n° 10.
Nous rencontrerons un exemple dans le paragraphe 3.

La méthode décrite jusqu’ici a encore le désavantage
I’&tre restreinte aux polyndémes homogénes. Cela n’est
18cessitée que par les deénominateurs, par exemple »

n (46). Or, comme on a remplacé le numérateur v, par

la diflérentiation 5, on peut de méme remplacerle déno-
A .

niinateur » par une mtégration. Introdusons le symbéle :

(51) Sh =S8 .. .55

Ay,
sigmfiant le remplacement de chaque 4, par B;. Alors G,
étant donné par (44), »= (, peut s’écrire :

(53)  vCy— [XdXSPTCy— [ T arShTC,.

~ ‘Or, Vopérateur dans le second membre restant le
- méme pour chaque degré v, on peut 1’appliquer & chaque

(63) QW= Faapop fo T-dXSAT . StV

En particulier (49) devient :

-« A7 - *l , / v n
(G8) Q=) FoasQgp [ Xraxsyr . sprl”

A
0 n

Cet opérateur peut aussi étre appliqué au cas (46 G) s1

d, est dependant de », quoiqu'on mne voit pas encore

qu'on puisse en tirer beaucoup de profit, & cause de la
non-commutativité des termes.

S 3. ArpLICATION. LE PROBLEME DES ITERATIONS.

14. La méthode des marques collectives 1ntroduite

jusql}’ici n’est au fond qu'une élaboration de la méthode

classique des fonctions génératrices. Les différences prin-
cipales entre notre méthode et 1’ancienne consistent en
une 1nterprétation probabilistique des variables et en
une augmentation de leur nombre. La premiére différence
n'est point du tout essentielle. On peut, mais on ne doit
pas, interpréter les variables de la maniére susdite. Cette
interprétation a le désavantage de restreindre les varia-
bles & 'intervalle unité de 1’axe réel, une restriction qui
ne peut pas étre maintenue toujours. Par contre elle nous
procure 1'avantage de pouvoir parfois déterminer la mar-
que collective d’une maniére directe, sans devoir recourir
aux équations a différences finie, comme le fait Laplace..
Un exemple d'une telle construction directe a été donné a
la fin.du n° 12 ; d’autres suivront ci-dessous. L’introduc-
tion des variables auxiliaires en grand nombre a le désa-
vantage que les démarcages nécessaires ne sont pas déter-
minés uniquement par le probléme donné; ils peuvent
&tre choisis parfois de plusieurs maniéres, et leur choix
dépend du degré de simplicité qu’ils admettent. C’est-a
dire qu’on retombe sur des difficultés d’un type malfamé
dans l'instruction élémentaire, celur des lignes auxi-
liaires. D’autre part, elle a le grand avantage de permettre
de poser le probléme avec tous ses degrés de liberté ce
qui admet la résolution simultanée d’'un grand nombre
de questions.

Nous montrerons ces avantages a 1’exemple du pro-

bléme des itérations.

15. Gonsidérons ici seulement les itérations Bernoul-
liennes. Partons d’un systéme catégorique de marques,

ayant les probabilités p;, 1 << A<< %, py=o, 2 ».=1.

Dénotant les marques par 4, nous obtenons comme mar-
que collective : ' B

(55) | ClmZAPAAA-r '
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Les A correspondent aux A3 du n° 13, les 4; origi- Supposons de nouveau qu'on joue i pile ou face, avec
naux ayant eté flémarqués complétement, mais nous  une probabilité T pour pile, et que chaque fois qu’on
n'avons pas besoin de ces résultats-la. obtient pile ou tire un élément de la catégorie (qu’on

Une suite de n tirages consécutifs peut dtre représentée  remet alors) et que le jeu finit dés qu'on a jeté face pour

par un produit A&‘I)_ .. Ag’z la Eremiére fois.
Appelons une §uite partielle Ag;:i) 3 Ag\hﬁl Avec a marque collective € du systémedes P,)n;sera glors:
Ahpr == ... =y (disons = X) une ttération de longueur - *
. e . pou — n Y mA
[ et de marque X, X servira & abréviation de A;, Al A (57) "’“""'"' z"‘ I" (1 —1T) Z Piaymy, I I IIIMZ’
0 - A l

abréviation de I);; appelons la compléte, lorsque ou bien
h=0 ou bien X 5% X;, et ou bien A+ [ =n ou bien
A = Aplis Dans ce cas nous la dénoterons par la marque
I Lia suite considérée peut-donc &tre représentée par :

ou la seconde somme s’étend sur toutes les valeurs de
M5 ..., My, satisfaisant (56). Le probléeme consiste en
déterminer C comme fonction de toutes ses variables,

[&*}1 .. I&’;), voir T et les I;;. Une fois cette fonction trouvee on peut

avec la développer par rapport a toutes les variables qu’on
L+ =, =1, (1<<i<1), A voudra.

A (1 S e r— 1), 16. Ce probléme peut étre résolu complétement.

A cette fin commengons par «rémarquer» les produits

Il sufht de soumettre les itérations & la condition A®)
: . b o ¢f. n° 10) en les remplacant par A .
d’étre semi-compléte, c’est-a-dire que ou bien A 4 [ = n, IJ &" ( ) pras P Aieeesdn

ou bien A s& 3;,,,. Toutes les 1térations étant semi- Cette marque serainterprétée commela probabilité qu'une

completes, elles sont complétes aussi. Nous ne voulons  suite de tirages XA,, ..., A, ménera & une catastrophe

nous occuper que du nombre d’itérations de chaque type, = déterminée. Factorisons maintenant cette probabilité en

sans nous souclter de 1'ordre de leur succession. Nous  un produit de probabilités indépendantes, 1nterprétons

pourrons donc démarquer les indices supérieures, en I, comme la probabilité, & un instant arbitraire donné

posant [ W — I, Afin d'interpréter ces marques con-  que, lorsqu’au moins [ tirages seront faits encore et lors-
(%)

qu’une itération semi-compléte de marque A et de lon-
gueur [ suivra, une catastrophe déterminée n’arrivera pas.
Toutes ces probabilités sont supposees mutuellement

sidérons les probabilités A(AW__,AM)M, introduites au
n° 13. Supposons-les choisies indépendantes des indices

Ap -« +» Ag-y toujours z‘Iuand Ay = Agei= ... = Aju = indépendantes et 1’on suppose que la catastrophe ne peut
). Ay Alors le produit pas avoir lieu par une autre cause. Alors G est simplement
_ ( ) mo la probahilité, avant un jet arbitraire avec la monnaie,

B Lyeneatl) A( ) ] ? . |
ApreeerAim Il (Ayseeesrpmy)p qu'aucune de ces catastrophes n’arrivera. En effet
h=1 T" (1-T) est 1a probabilité qu’exactement n tirages seront

faits, Paymy, celle qu’ils seront résolubles en le systéme

]—[l“’ (M, +h) d’'itérations spécifié par les nombres m;,, et II [
C—1 |
D= - A(A£“1)Ahv . celle que ce systéme n’aboutira pas en une catastrophe.

Puisque la probabilité que la suite de tirages fusse infinie

o my_, =1, +...+ b, tandis qu'une suite d’indices . ©st zéro & cause de ' << 1 (évidemment on ne peut pas

égaux a été représentée symboliquement par une puis- admettre ici T'= 1), le systéme d’éventualités est exclusif
(h) et complet par rapport a la possibilité d’aucune des

nce. dcial n 1 haly e
SAnEe On’peut spécialiser les Az, enco . pres catastrophes considérées, donc C est la probabilité totale
pourvu qu'elles restent dépendantes du numeéro d'ordre  3o5cyne telle. Evaluons-la d’une autre maniére. '
de 1 lt.,ém.tlon dans laquelle A, parait. it I, est la probabilité de manque de catastrophe sous
Il s’agit alors de déterminer la probabilité ~ la condition : 1° qu’on tire au moins [ fois; 2° qu’on

obtient une itération de marque A et de longueur [;
_ o _ 3° qu’elle so1t semi-compléte. La probabilité pour que 1°
qu,une SU.lte den t.lr&ges 'COI].SéC'lltlfS SE résout en une SOit remplie est T‘!’ ceHe Pour 9° ast Pf\' La Gondition 30

g P w . . . - *
combinaison, contenant pour chaque A et chaque l sera remplie lorsqu'ou bien les tirages finissent & cause

(MYM 1geeesMUfys eee3 My LaenesMEL P(H)MAZ

précisément my, 1térations [y. Evidemment : ~ de V’apparition de face' (prob. 1 —T'), ou bienles tirages
. kS - continuent (prob. T), mais une autre marque apparaft
(56) _ EA Zz lmy=mn, mu=o prob. 1 — p;). Donc la probabilité dela condition 3°est
‘ I - 1 —T)+T(1—p)=1— Tps. Donc la probabilité
~ dessorte que f reste borné. ST - pour une [;; sans catastrophe est (I'p;)' L, et ce e

3 A.



une itération $; semi-compléte de marque A et de lon-
gueur == 1 quelconque (sans catastrophe) est :

e o0

S}Lm ZI(T]?A)‘ IAl(i — Tpl).

1

(58)

Soit d’ailleurs R; la probabilité d’une itération & ; de
marque A et de longueur arbitraire (= 1), semi-compléte
ou non, sans catastrophe. Or S peut arriver parce que
d'abord &, arrive et qu’ou bien elle se révéle comme une
semi-compléte (prob. 1-Tp;), ou bien une itération semi-
compléte de la méme marque (sans catastrophe) suit

(prob. S,). Donc :
(bg) Sr=1R) (1 — Ip) )+ R;S)

¢ est-a-dire :

(60)
ou :

(61)

La relation (60), équivalente 2 :

S5 ©0
Pr= 1 — TPAm Zz (TP)‘)Z or

i

. S

entraine la relation entre les Iy; et les marques collectives
Jyu des 1itérations complétes ou non, pour lesquelles :

OO

Ba= 21 (Tpa) (1 — Tpa) Ju

IAIm 2:11 iiiii lk Jlll. . -JAZk, J}L[m le ----- lk IAI, . . -Iklk,

les sommations étant étendues a tous les &, R A

avec [ =1 et Zlfml (t=1, ..., k).

)mi e i”‘(zls"y ];I?ii"(i fm) —

t
! | (............. 1)’} (SA "l" t}L“ 1) @f;\'{-il .....--::..-_..
L 3! A

Contraire a R), §), etc. @, n’est pas une probabilité.

Soit enfin R la probabilité d’une itération (sans catas-
trophe), semi-compléte ou non, de marque et de longueur
(= 1) quelconques. Donc :

(62) BmZA B).-

Une suite de tirages (en nombre = 0) sans catastrophe
(prob. C) peut provenir ou bien d’un jet de face (prob.
1 — T), ou bien d’une itération de longueur = 1 sans
catastrophe (prob. R), suivie d’une suite nouvelle sans

catastrophe (prob. (). Donc :
| C=(1—T)-}+RC

ou

1 — T
(63) lemB-

En substituant (58), (60), (62) en (64) on obtient
enfin la fonction cherchée (57) -

e

{ — T

SRSy 17 T
o ZA (ZP)E) ?..l
1 2234 (Ip, )t I,

(64) C

17. De la formule (64) [ou aussi de (58), (60), (62),
(64)] ensemble avec (57) on peut obtenir nombre d’ap-
plications. Remarquons d’abord que démarcage complet
des I;; donne naturellement :

(65) Sa=Tps,Ba=Tpy, R=T, @3 —

done C = 1.
D’abord on obtient en développant (64) :

*A

ta

M A e [ | ™M
N ' (— 1) ny— 1 (Tpa)' Dy |
S (So0)t T[S (272) o T L0

ou

Zlmmmsz—}— [ = m,;.
. n

(66) | o P(n)mklm Zsl .

1

Donc, en comparant les coefficients avec ceux de (57) :

A My g - |
U, VRY _C ) Ay — a)imy !
‘ Ek 2 S ; 3}\!(3AM1).'.(mA—-~85\)!IImA;'P}_ |
p | ==1 | | - I |

Puisquen mzz ns estdonné et, > 1, seulement un
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nombre fin1 des valeurs de / apparaissent dans la formule. rapport aux [y, suivies d’un démarcage complet de ces

Les' m), étant les exposants des I;, leurs moments marques.
factoriaux sont obtenus par dérivations successives par Or :
‘ . X 1—TQR  1—T . (1 — T)(Tpy)
( 7) S"j“ —_— :--Ri al m— — .,.._é — - . T é REENALS \g‘
a o (= Bpoly (1= RPE(r 4oL, (v — R (1 @5
2C a (1= T)(Tp,)" (Tpy)"
68 —— —m._______________“_mp . k = .
19%) Mol (1 —RP (1 +@, (1 +¢,° (A p)
#C 2 (1= (Ip) (Tpa)" 2 —=T)(Tp) (Tpp)™ 2 (1= T)(Tp)tim *
6 A S B So? o,V VN L A & 2.V 2 PV —
(69, (L) oLy, (1 — R} (1 4 @;)° (1 — L) (1 + @) (1 — B (1 + ¢! ({1 +@) B =),

Par démarcage complet on obtient tout de suite au moyen de (66), & dénotant I’expectation totale :

XC T+ ) J
C "lklm )1 S gp)k) ( 4 — TPA)Q_

07;: 1 — T

... 2( 2 (Tp,)' (Tp)™ (1 — Tpp)* (1 — Tp,)°

Cmmn— (o7 )=t (e

- a (Tp)hm (1 — Tpy3)* T (1 — p3)

< M ms,, == ﬂw " (l% m).

La derniére expression pour [ = m donne Em3y) au on a aussl :

lieu de &my,;. Les expectations conditionne}les pour un n cx Z T" &« pour chaque variable stochastique z.
donné, dénotées par £, sont obtenues simplement par !~ r _
développement, par rapport & T, des membres gauches, On obtient, en supposant n suffisamment grand (voire

ﬂ;::l-l— 1 en 7'1 1 etn? l—{-— m+2 dans. les autre-scmg)a
et en posant :

divisés par 1 — T.En effet,a cause de (= Z T (1 —T)C,

(70) g=—1—pP) -
— Tpy\2 — e 2 o . )
(11 mﬁ’-‘) m(llmpﬁ—km) —pitopgr X, T +¢3 D (m—+1)T

— T\ n )t )

(71-1) Emmu=a=p} {epaga+(n— I+ 1). ¢} {=paprj2 +(n—1—1) 0t
(71.2) & mMAtMm — S mu=pimgs | 6pi+6paga (n—1—m)F g3 (n —l—m)(n—l—m+ 1)

(71.3) E ) (M — E M) (Mpgm — € (nMim ) — O1m (m)MA1 ==

o

= —pimg2 g3 (I m 1) — (B Imm?) 1 f— opagain - (I4m) f— ap3 |-

Pour 1'écart quadratique o2 = o on trouve donc :
(71-4) 6? —a——p¥qi[g}|n(2l+ 1) — 3P + 1| — apaga (n— 2l) — 2p}].

De (71.3) et (71.4) on peut déduire aisement le  excepté pour p=2 et m= l. Alors S, = R, = Ip, pour
coefficient de corrélation entre M et m3m. D’ung maniere == A, tandis que - o
analogue on trouvera le coefficient de corrélation entre (19) Sp—Tpa— (1 — Tpa) s Ju— (Toaf (1 — B
my et Mym avec A == (L. | | . - B

Lorsqu’on ne veut considérer que les 1terations d'un 3 Ry — Ty} — (1}- Tp)) {IJ}:
seul type Al, on démarquera les autres : [y = i, 1 1 —Jy (1 — Tp))



(1 =T)i1 — S (1 —Tp3)
1 — T4 J5,-Tgy (1 — 1Ip, )
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et :

| 1-—-—-T 1

(/h) | (= =0 - (1 ----1p/) I3,

1-—--1' 1 ---J,,(x — flp))

En développant on trouve, en omettant les indices A et [ :

C 7oy N AT (1= Tp
1;’]1"’“:"’21“"”‘](1“1])); Zm l“Tm(l"""T
O
N CE.‘ m
== J (= Tp) Do Y

{1 — (1= Tp)(Tp) (s — 1) Bm

b Donc la probabilité qu 1l y ait pr écisement fitérations
du type Al dans une suite de n tirages est approximati-
vement égale a

o m
- m m no—ml—m M e+t
(75} Em ?lz(-—-—- 1)m+f(h) (,f)( h )Pi q +
O O

(Tp)' par rap-

ou nous avons négligé le terme J(1-Tp) <<
port a 1.

Pour trouver la distribution de n’importe quel type
on démarquera (incomplétement!) tous les I, : I;;= 1.
On obtient :

~Ipyl
e
Tppl o L Ipp (0 =1
= =gy = 2 (=)
_‘ C 1
70) e

En nous bornant, pour simplifier, au cas p, = ... =yp;
= p, le développement devient :
G TI — apgT?I (1 -~ I)
(79) =1 - P T Tipg (=15 —

. )m

]L + P m m+h T
(})( ) ...._........] (Tq\ T
N\ (RN (N 1 iyl [ Pl g
Zf(h) ( & ><f>\m 1) E - |

(77) PR T T(1—1) T3 — T _ T (p+ ql)
o m;é—Tp(iml)

i — Ty Tl | ST S (1) e

Donc la probabilité qu’une suite de n tirages contienne
précisément r 1térations est : ‘

(75) (ZL> P — (n j ) P (n o 1) P 1qr--1: ‘

(T Y e =
w(r—-—1)p 7

formule bien connue pour k= 2 (p =g = ) La distri-
bution de la longueur moyenne des itérations formant

- . A | * 4
une sulte, c est-d-dire de - ne peut dtre déterminee

qu'approximativement. Elle a éte consuiérée par L. von
BorrkiEwICZ.

Pour le cas £k = 2, pl

(7 6) ) s =p arbitraire, Py =q= 1 — Py |
evien . --

=1+ L[(1— 2qu+ quTI Z ?k 2 (s+k) (s+l> pT s+k qT)“"[

d’ol la probabilité P, qu'une suite de n tirages contienne *préclsément r it‘érations :

n—238

’ |
\.8 f)) - P{u-}-ﬂ), a(s+1)

T -2 8

— ‘;’ﬁ Pn—i—a) _ a(.ﬂ—i)

gpq Ek<s+k> (n-m.s-—k p%‘-f-kqn-s-k n>- 23>0)

ﬂ.ﬂ«ﬁi

s k\ /n—s—k\ o ‘ s-}—k n — 1__9mk) sik nmimsw-}» ', ~~ |
(:n+1 2wt1 T Z ( T )( )Pﬂ.kqn“ kmﬂf’q Z ( )( P q ‘ T

P(:n-hi) a{sh) (ﬂ>2$>0)
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18. Au moyen de la méthode expliquée au n° 12 nous
pouvons déterminer la valeur moyenne du nombre de
tirages, necessaire afin d’obtenir un systéme d’itérations
de types choisis arbitrairement. Dénotons la marque col-

lective de ce systeme par A et la valeur moyenne choisie
par Eu)n. A cause de (37') on aura :

. AC* < . oC
(1) <DT)Tm - ;r Al = A) b =—4 (37’)7':1

¢

—, étant développée par rapport aux puissances de T

et de A. Evidemment Canyn==0 pour r=0; en dividant
par A (1 — A) et substituant A — O on obtient :

R £ '
w4 XT T=1,4=0

relation qu’on aurait pu obtenir aussi de (35). Or :
G\ [ 1
YV ("i’ — R)T..-:l

puisque (=0 pour ¢ = 1, le dénominateur étant ~ O

dés qu'au moins un J;, n’est pas démarqué comple-
tement. Donec :

. 1
(83) Cpyn= (1 — R)T:ri,;l::o

Considérons opar exemple 4 = I3, I, avec [ % m.
On substitue deés le commencement 7= 1 et 1’on obtient

avecp=py, ¢ =1 —p, I,;= 1), I;,» =1I,,touslesautres [
étant = 1 -

(32 )

@Amgmpl__ﬂpm _{__ [l})I"{"Ium's

1

o mb_ aam ! n
1 T A A A

i =i

1— R ¢ pldp — T FIp™

----..,...].'.. _:E______ [ ,.m [ m 2 N M"‘Imf’m)?.
= G—p =)+ Ly | & e

Ici on doit aprés développement substituer zéro pour
tous les termes contenant le facteur A = I} I’ et 1

pour tous les autres; le résultat sera 4)n. Pour s = 0,
donec A = I’; le résultat devient simplement :

43

On aurait aussi pu faire usage de (81) avec A =1, ce
¢qul donnerait :

N I 1 aE 1 I, 1 I
Sttty st Gt tiod

L o

1 1 W p 1 N r
— (_,._ y R ,) r ‘]"]1 + e VJ' ('r' e ‘1) If
Pt g 2-'1 q Ao

donnant le méme résultat (84).

19. Donnons enfin, en le généralisant, la solution d’un
probléme posé par M. Frécrer dans son livre mentionné
ci-dessus, page 105. Puisque pour un ! suffisamment

grand (et py << 1) pil<<p3, on conclut de (71.1) et
(71.4) que 02 — a<<<<a. Ce fait, prouvé par lui pour
un cas trés peu différent, lu1 a mené a conjecturer que la
distribution de I, s’approchera, pour / et n augmentant

indéfiniment tel que npagi-;wa, de la distribution de
Poisson avec la moyenne «. Nous démontrerons qu’il
enn est ainsi, et méme que les distributions des I; avec
les [ suffisamment grands tendent simultanément et

uniformément & des distributions de Porsson mutuel-
lement 1ndépendantes.

Remarquons d’abord que la marque collective de la
distribution de Porsson est :

OO
n

?n e~ z AP == g~al1-4),
s n!
0

On le voit aussi en partant de la distribution de Ber-

NOULLI avec szﬂ I'autre marque étant démarquée, et

passant & la limite pour n — oo :

Iim
N o oy

-EA —}—(flms)gnm Iim 51——?(1 — ) ﬂme-a(:l-fl)

N> oo "

Soit max py = a<<l et 1 << L.
A o
Posons :

Pkmﬁpk et Q=1 — P,.

Soit maintenant pour chaque A (1 < X<k [, =1
st grand que :

(1) PAZA

36
86, o

* 1 ﬁ""’"i
= € In | — .
- <mn(16k’ k )

- Démarquons complétement tousles Iyavee I<<[) —1.

Alors :

o
~
P




Ah D. van DANTZIG.

avec | et @
(87) i (T) — N, (Tp; ) {1 — I). T N (_1 —*ff’i)gﬁ'g (T)-_{-PAB’;(&T)EE“‘"QPAZJ}(T)(1 — 1Ip))
Y 4 )MZ | 1= (T) (1 —Tpy) {*
En supposant O << I, << 1, et en admettant pour T ---3- ( Q3 +p.ic l 2 ) + ap;e 2
des valeurs réelles ou complexes avec | T'| << 8, de sorte LY (T < ZA < il ht <
que | T| py < P, < 1, on aura : - -/1-—803)2 T
\" L+1 .
</ P10} pri)
€ 2 (1—{—-311_]”1-}—2&_{_1 << 10ke << 1.
et
| | - . : C R 1 - .
D= T iD=, B = = Shre,
d’ailieurs :
» l et I'on aura :
. ~ T2 1 9\ -0, (Py +1,05)
173 (1) << ’lpf’xmpf‘t(Qﬂ—]l_Qz)g“m_“““SEO%- ] C -~ *
% ’ R (59) T (1= (1))
Alors : . T étant la racine la plus petite en valeur absolue de
B, — @ — Tp; — yx (1) (1 — Tp;)’ I'équation :
1+ @) 1 — yx(T) (1 — Tpy)
avec : (90) t — 4y (T) =o.
| NG —=Tp)' | _ (7D +Py ; ’ :
| By — Tp;, | = ) = Tpa)?* < AL TN Or, pour un Tavec |T| <Bonaly < ke, done si
l tT 7/\3(7’) (1 =Tp) | = 1= [T (1 +Py) un tel T satisfait & (90) la racine 2 Lale(ﬂ labsolue mini-
— 0+ +P)* ¢, male. est celle qui pour e— 0 tend vers 1. On peut donc
= mS N " appliquer le développement de Lacrance :
Done : ' '- N AG
B 91) SN=/+ Xzl () 7 @y (1],
R=T -y(T)avecy (T)= a2t —Ip) -v ' )
y (1) avee ¥ (1) 2 t—¥x (T) (1 — Tp;) '
(T | < Qx pour trouver le membre droit de (87), ou plutdt son
PAUIEL 21 RS e logarithme. En particulier, en posaxgt y)(")_m )I/)(") (1) :

e N 1 ;i k-1 - ' ' 1 " iz 3 ’
T=1+ 3 ¢ [(;ﬁv 7(73"]T__=_1~—=--1+7+77 -I—(yyﬂ-{—;ygy)—l—(ws—l—;y?yy"—{--é-y-“y”’) +. ..

Puisque, d’aprés (85), toutes les dérivées de y(T) ont  on eut‘conclure la faute relati :
des coefficients = 0, T est un nombre réel et positgp >1, au I];)Ius de 1'ordre (ﬁte:  foute elative faite en (87) est

mais, pour un & assez petit on aura I'<< 1 4+ 2y < 3. i
Les autres racines de (88) ayant la valeur absolue 1T|>p - (“E?:.Z :

D’ailleurs -

T m,m“¢*5>k-iy<T>*y"<T> e a1, o
n(o =y M=t =y) = g (@) S e == ) = Sy ) —

On a donc d’aprés (87) : o
InC, = (n+41)1aT+la (1 — ¥ (T)) ={ (n+ 1)7-—19”54—{(”—%— 1) (Y —<

v d




SUR LA METHODE DES FONCTIONS GENERATRICES. A%

Or:

. Z . % Y305~ 2P, YA0 (N9 — 2520 )

s""".,---.."‘:.."

— o T

1 — ¥ (1 —73q3)°

~ Zl (Y25 — 27apagx) + Zi Y235 (27340 — 37pa)-

Le terme principal de InC, étant — (n 4 1)y + >

nous obtenons donc

N c’?'l . [ - l
(g0) o P“}.m%l(lw-lm) L+ Dpgh—(a—2P)P3I
\_ th ——, T P |

L. & 1 o N/
c:»;'m}-")L };‘l (1=0) L (1 =Py gi+2py o)
o l

ce qui est d’accord avec (71.1) et ce qui prouve qu’'en
premiére approximation les I, avec [ = [, sont distribués
mutuellement 1ndépendamment selon Porsson avec

s = npf\g;\. En particulier on y trouve démontree la con-
jecture de M. Fricrer. Il est d’ailleurs facile de calculer
la seconde approximation.

e A —



