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Inleiding

De in deze syllabus behandelde stof stemt overeen met een aan de Uni-
versiteit van Amsterdam gegeven college partiéle differentiaalverge-
lijkingen van de mathematische fysica in de omvang van een jaaruur.
Dit college sluit aan bij de stof die in syllabus 3.1 behandeld
wordt, maar kan overigens los daarvan als zelfstandig geheel bestu-
deerd worden. Bij dit college ligt het accent op een differentiaal-
vergelijking van het parabolische type zoals deze voorkomt bij proble-
men van warmtegeleiding. Naast hierop betrekking hebbende randwaarde-
problemen worden soortgelijke problemen bij de differentiaalvergelij-
king van de trillende snaar en die van het trillende vlies behandeld.
Wat betreft de in syllébus 3.1 behandelde onderwerpen is er slechts
enige overlapping bij de behandeling van de stellingen van Gauss en
Green en van de Bessel functies. Deze syllabus heeft hetzelfde karak-
ter als de hiervoor genoemde. Ook hier is de theoretische behandeling
beknopt en worden de essenti€le punten zoveel mogelijk aan de hand
van uitgewerkte voorbeelden toegelicht.
Als voorbereidende kennis eisen we slechts bekendheid met de theorie
van gewone differentiaalvergelijkingen van het lineaire type. Voor
uitvoeriger studie kan onderstaande literatuur aanbevolen worden,
welke ook reeds in syllabus 3.1 vermeld werd.
Als inleiding in de theorie van de partiéle differentiaalvergelij-
kingen kunnen dienen
SAGAN, H. Boundary and eigenvalue problems in mathematical
physics. Wiley, 1961.
CHURCHILL, R.V. Fourier series and boundary value problems.
Sec. ed. McGraw-Hill, 1963.
Toepassingen van de hulpmiddelen van de functietheorie vindt men in
CHURCHILL, R.V. Complex variables and applications. Sec. ed.
McGraw-Hill, 1960 (Internat. student edition).
Enige handboeken over de theorie van de partiéle differentiaalver-

gelijkingen zijn



GARABEDIAN, P.R. Partial differential equations. Interscience,
1964 .
SOBOLEV, S.L. Partial differential equations of mathematical

physics. Pergamon, 1964.

TYCHONOFF, A.N. en A.A. SAMARSKI. Differentialgleichungen der mathe-
matischen Physik. Berlin, 1959.

KOSHLYAKOV, N.S., M.M. SMIRNOV en E.B. GLINER. Differential equations
of mathematical physics. Amsterdam, 1964.

COURANT, R. en D. HILBERT. Methods of mathematical physics. Inter-
science.

Naast deze literatuur kunnen we voor de kennis van de Bessel functies

nog het volgende practische boekje aanbevelen.

BOWMAN, F. Introduction to Bessel functions. Dover book
S 462.

Hiernaast noemen we nog

SNEDDON, 1. Special functions of mathematical physics and
chemistry. Univ. Math. Texts, Oliver & Boyd
(1956) .

In dit boekje worden behalve Besscel functies ook andere voor rand-

waardeproblemen belangrijke speciale functies behandeld.



1. Verkenning

Bij de behandeling van een partiéle differentiaalvergelijking
(pdv) zoekt men naar een functie van twee of meer variabelen welke
voldoet aan een betrekking tussen partiéle afgeleiden. In toepas-
singen gaat het veelal om een functie u(x,y,z,t) welke afhangt van
een plaats P(x,y,z) in de ruimte, waarbij x, y en z Cartesische
coordinaten zijn, en van de tijd t. Soms heeft de plaatsbepaling
slechts betrekking op een vlak ix,y) of een lijn (x).

Eenvoudige voorbeeiden van een dergelijke functie zijn o.a. druk,
temperatuur, electrostatische potentiaal, (kleine) verstoring uit
een evenwichtstoestand.

Een pdv voor =en functie u van twee veranderlijken x,y is van

de vorm

(1.1) F(u, u_, uy, u uxy’ uyy’ ...) =0.

De hoogste afgeleide bepaalt per definitie de orde van de pdv. De

veel voorkomende lineaire Pdv van de tweede orde is van de vorm

(1.2) au +bu +cu +du +eu +fu-=g
XX xy yy x y

waarbij de coéfficiénten van x en y kunnen afhangen.
De volgende typen komen in toepassingen veel voor.

De potentiaalvergeli jking

(1.3) u +u_ =0,

of in drie variabelen

(1.4) u +u + u = 0.
XX vy zz

De diffusievergelijking of warmtevergelijking

(1.5) U = U
of
(1.6) u + u =u

XX yy t’



of

.7) u + u + u =u,.

De golfvergelijking

(1.8) u =u

of

(1.9) u + u =u

of

(1.10) u + u + u =u,, .

Een pdvbezit in het algemeen een uitgebreide klasse van oplossingen.
Een specifieke oplossing wordt eerst vastgelegd door zekere aanvullen-
de voorwaarden, randvoorwaarde(n) met betrekking tot de plaats en
beginvoorwaarde(n) met betrekking tot de tijd.

In abstracte zin is er geen onderscheid tussen tijd- en plaatsvaria-

belen en is een beginvoorwaarde ook een randvoorwaarde.

Voorbeeld 1.1

Aan de tweedimensionale potentiaalvergelijking u . + uyy = 0 voldoet
zowel het reé€le als het imaginaire deel van een willekeurige analy-
tische functie f(z) = u(x,y) + iv(x,y). In zekere zin zijn er dus

even veel oplossingen als analytische functies. Eenvoudige functies

als

2 2 2

z = (x" - y) + 2ixy,

z X A

e’ =¢e cos y + ie’ sin y,
-1 X . -y

2 Ty 2ttt T

X +y x +y

leveren al een aantal oplossingen van (1.3).



We houden ons in dit college bezig met lineaire pdv van het
type (1.2) of het analogon hiervan in meer variabelen. Voor een

dergelijke lineaire pdv geldt het superpositiebeginsel volgens het

schema:

particuliere oplossing van inhomogeen lineaire pdv + lineaire
combinatie van oplossingen van homogeen lineaire pdv ==> al-

gemene oplossing van inhomogeen lineaire pdv.

Voorbeeld 1.2
Aan de inhomogene potentiaalvergelijking
u + u =1,
XX yy

2
.

N

voldoet de particuliere oplossing uo(x,y) =

Een algemene oplossing is dus

2

u(x,y) = = x° + Re f(z), f analytisch.

N =

Kiezen we bijvoorbeeld f(z) = - z2 dan komt er de oplossing
12443
2 y 7.

PN

Voorbeeld 1.3

We zoeken een oplossing van de inhomogene potentiaalvergeli jking

u + u =1,
XX Yy

welke voldoet aan de randvoorwaarden
u=0 voor x =0 en x =T,

Door proberen vinden we de particuliere oplossing uo(x,y)

1 k
=-3 x(m - x). Aan de homogene pdv voldoet de oplossing sin kx e y
voor gehele waarden van k. Door lineaire superpositie ontstaat de

oplossing

1 k
u=-3x(m-x)+ ) a, sin kx e Y,

waarbij de coéfficiénten a, willekeurige constanten zijn.

k



2., Warmtegeleiding in een staaf

De warmtegeleiding in een homogeen veronderstelde staaf wordt
bepaald door de temperatuur u(x,t) welke afhangt van één plaatsva-
riabele x en de tijd t. Temperatuurverschillen geven aanleiding
tot transport van warmte en wel is de hoeveelheid warmte q dt
welke in een tijdelement dt door een eenheid van doorsnede op de

plaats x stroomt gelijk aan

Om tot de vergelijking van het warmtetransport te komen maken we de
warmtebalans op voor een staaf met een eenheidsdoorsnede en begrensd
door vlakken x en x + dx.

In dt seconden stroomt door genoemde vlakken de hoeveelheid

du(x + dx,t)

at - k U0t G
9x 9x

K

32u
= K — dx dt.

9x
Deze hoeveelheid is gelijk aan de door het staafelement opgenomen

warmtehoeveelheid

pcf{ulx,t + dt) - u(x,t)}dx = pc %% dx dt,

waarbij p en ¢ de constant veronderstelde dichtheid en soortelijke

warmte zijn. Gelijkstelling leidt tot de pdv

2
J u u
(2.1) k_E—.R’
ax
waarbij
K== .
pc

De temperatuurschaal is hierbij tamelijk willekeurig.



Aangezien een lineaire substitutie
(2.2) u=ou' + B

tot precies dezelfde vergelijking (2.1) leidt kan desgewenst een
willekeurige begintemperatuur als nultemperatuur gekozen worden.
Zolang geen numerieke toepassingen gewenst zijn kan de constante
k door aanpassing van de tijdschaal gelijk aan 1 gekozen worden.

Aldus beperken we ons tot de vereenvoudigde vergelijking (1.5) of

(2.3) —_— = .

Is de staaf begrensd bij x = a dan zijn er de volgende mogelijk-

heden:

a) Voorgeschreven temperatuur bij de rand

(2.4) u=u voor X = a.

Hierbij kan u., een constante zijn of een functie van de tijd.

1

b) Voorgeschreven warmtetransport bij de rand

Ju

(2.5) -4 voor Xx = a,

waarbi j q constant is of een functie van de tijd.

c) Randvoorwaarde van Newton

Deze voorwaarde beschrijft straling aan de rand in een omgeving met

een buitentemperatuur uO volgens
(2.6) Kéﬂ—h(u—u)
: . x (0}

waarbij in het eenvoudigste geval h en u, constanten zijn.

0
In het volgende wordt besproken hoe men in een aantal gevallen
langs constructieve weg tot de oplossing van een randwaardeprobleem

m.b.t. de warmtevergelijking kan komen.



3. Methode van Bernoulli

We beschouwen de warmtegeleiding in een staaf 0 < x < a waarbij

naast de homogene randvoorwaarde

(3.1) u=0 voor x =0 en Xx = a,
ook de beginvoorwaarde

(3.2) u=f(x) voor t =0,

gegeven is.
Volgens de door Daniel Bernoulli aangegeven methode bouwen we de op-

lossing op volgens het superpositiebeginsel uit bouwstenen van het
type

(3.3) u = ¢ (L),

die dus speciale oplossingen van (1.5) zijn waarbij tevens ¢(x) aan
de gestelde randvoorwaarden voldoet. Het is hierbij van essentiéel

belang dat zowel de pdv als de randvoorwaarden homogeen zijn. Sub-

stitutie van (3.3) geeft

g V=8 Voo
zodat
¢xx/¢ = wt/w = constant (= - Az).
Stellen we dus
2 2
3.9) b T A0 =0, v+ 2Ty =0,

dan wordt alvast aan de voorwaarde bij x = O voldaan door de keuze
(3.5) ¢ = A sin Xx.

Opdat ook aan de voorwaarde bij x = a voldaan is moet gelden

(3.6) sin Xa = 0,

zodat voor de tot dusver onbepaald gelaten constante A slechts de

volgende waarden in aanmerking komen



(3.7) An =nr/a , n=1,2,3,...,
Voor ¢ en ¥ vinden we dienovereenkomstig

2
(3.8) ¢n(x) = sin nmx/a , wn(t) = exp - nznzt/a .

De volgens (3.3) bepaalde bouwstenen zijn dus

2 2 2
-nm
(3.9) un(x,t) =e " t/a sin nrx/a.
Door lineaire superpositie kunnen we hieruit de volgende algemene
oplossing afleiden

s -nznzt/ 2
(3.10) ulx,t) = ) 2

a e sin nmx/a.
n=1 n
Voorzover convergentie dit toelaat voldoet de aldus geconstrueerde
oplossing zowel aan de warmtevergelijking als aan de randvoorwaarden
bij x =0 en x = a.
Het sluitstuk is te zorgen dat ook aan de beginvoorwaarde bij t = 0
voldaan is. Door deze eis zijn tenslotte de coéfficiénten an van
(3.10) bepaald. Substitutie geeft zonder meer

©

(3.11) f(x) = z a  sin nmx/a.

n=1
Dit is het probleem een gegeven functie te ontwikkelen in een Fourier
reeks. De theorie van dergelijke reeksen zal heel kort in de volgen-
de paragraaf samengevat worden. Voor de coéfficiénten an vinden we
uiteindeli jk

9 (@
(3.12) a == J £(t) sin nmt/a dt.

We beschouwen hiernaast het overeenkomstige probleem voor een

oneindig lange staaf 0 < x < o,

De randvoorwaarden zijn dan



10

(3.13) u=20 voor x =0,

u=20 voor X > .
De beginvoorwaarde is

(3.14) u f(x) voor t = 0.

In overeenstemming met (3.4) en (3.5) kunnen we trachten de gezochte

oplossing op te bouwen uit bouwstenen van de vorm

A 22,
(3.15) e sin Ax.
Er is voldaan aan de pdv en aan de randvoorwaarde bij x = 0, Voor
x - o deugt deze oplossing niet. Omdat evenwel een periodieke functie
begrensd is en een sinus gemiddeld nul is kan men terecht hopen er
verder mee te komen. In tegenstelling tot de situatie bij een eindige
staaf wordt X niet nader beperkt en kan dus alle reé€le waarden aan-
nemen. Aangezien de sinus oneven is kunnen we ons beperken tot posi-
tieve waarden van A. Lineaire superpositie geeft nu een integraal-
voorstelling

© 2

-2
(3.16) u(x,t) = J gMe t sin Ax d\.
0

Aanpassing aan de beginvoorwaarde geeft

Y

(3.17) f(x) = J g(A) sin Ax dX.

0
Dit is het probleem een gegeven functie voor te stellen als' een
Fourier integraal. De behandeling van dit probleem stellen we uit
tot later, maar we vermelden wel de zogenaamde omkeerformule van
(3.17) waardoor de gezochte coéfficiéntenfunctie g(A) voorgesteld
wordt als een soortgelijke Fourier integraal van de beginfunctie
£(x)

00

(3.18) g = 2 J £(x) sin Ax dx.
0
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4, Fourier reeksen

Bij het probleem een functie f(x) te ontwikkelen in een trigo-

nometrische reeks

(4.1) f(x) =

[N

a_+ ) (a_cos nx + b_ sin nx)
0 -1 n n

beperken we ons tot de klasse van functies van begrensde variatie.
Een functie f(x) heet per definitie een functie van begrensde varia-

tie in het interval (a,b) indien voor alle onderverdelingen

a = x0 < x1 < x2 < e < xn_1 < xn =b
de sommen
n
§ [£Ge) - £, )|

uniform begrensd zijn.

Het is duidelijk dat een monotone functie er een van begrensde va-
riatie is. Ook het verschil van twee monotone functies behoort tot
deze klasse. Men kan, overigens op eenvoudige wijze, bewijzen dat een
functie van begrensde variatie altijd opgevat kan worden als het ver-
schil van twee monotone functies.

In elk punt x = £ van het definitie-gebied van een monotone functie,
en ook van een functie van begrensde variatie, bestaan zowel linker-
limiet als rechterlimiet welke geschreven worden als f(§ - 0) en

f(g + 0). We merken hierbij even op dat een continue functie niet
noodzakelijk van begrensde variatie is. Een differentieerbare func-
tie met een continue afgeleide behoort daarentegen wel tot de ge-
noemde klasse.

We beginnen met het eenvoudigste geval dat het rechterlid van
(4.1) uniform convergeert. De somfunctie f(x) is dan continu en ver-
der natuurlijk periodiek met de periode 2m. Bij de discussie van de
reeksvoorstelling (4.1) kunnen we dus volstaan met een x-interval

van de grootte 27 te nemen. Wij kiezen hier het interval -m <x<m,
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maar we hadden net zo goed ook het interval (0,27) kunnen nemen.

Lemma 4.1

ks
(4.2a) J cos mx cos nx dx = 76 o’ m+n >0,
T
(4.2b) J sin mx sin nx dx = 1§ ,
mn
-m
) T
(4.2¢) J cos mx sin nx dx = O,
-7

waarbij m en n niet-negatieve gehele getallen zijn en waarbij het

Kronecker symbool dmn gedefiniéerd is als

§ =0 wvoor m#n,
mn

(4.3)
8 =1 voor m = n.
mn

Bewijs

De verificatie van de betrekkingen (4.2), berustend op eenvoudige

expliciete integratie, zij aan de lezer overgelaten.

Uit deze zgn. orthogonaliteitseigenschappen volgen voor de reeks (4.1)

de coéfficiénten formules

»
1}
ERE

™
J f(x) cos nx dx,
-1

(4.4)

bn =7 . f(x) sin nx dx.

Is namelijk f(x) de som van de uniform convergente reeks (4.1) dan kun-
nen we bijv. met cos nx vermenigvuldigen en term voor term integreren.
Uit (4.2a) en (4.2c) volgt dat alleen de term met de co&fficiént a

een bijdrage levert waaruit de coéfficiént formule voor an onmiddelli jk

voortvloeit. De formule blijft geldig voor n = 0 en het is om deze
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reden dat in de reeks (4.1) begonnen werd met % a,-

Is evenwel f(x) een willekeurige, integreerbare, functie dan is
het a priori niet zeker of f(x) in het interval (-m,m) wel door een
Fourier reeks (4.1) voorgesteld kan worden. Zo dit wel het geval is

weten we nog niets over de aard van de convergentie van deze reeks.

Voorbeeld 4.1
Uit de bekende reeksontwikkeling

- 1n(1 - w = ) w'/n
n=1

volgt voor w = exp - xi door van reide leden het imaginaire deel te

nemen
[+
arg In(l - exp - xi) = z sin nx/n
n=1
of
1 ¢ si
(4.5) 2 (m - x) = z El%_ﬂi , 0 <x <m,

n=1

De convergentie van deze reeks is niet uniform.
Hoe dan ook, bij een willekeurige integreerbare functie f(x)

kunnen we de volgens (4.4 bepzalde Fourier coéfficiénten vormen en

hiermede de reeks (4.1) samenstellen. Het fundamentele probleem ont-
staat of de aldus ontstane reeks convergeert, en, zo ja, wanneer de
somfunctie met f(x), de uitgangsfunctie, overeenstemt.

Voor de praktijk hebben we meestal voldoende aan de volgende aan

Jordan toegeschreven stelling.

Hoofdstelling
Is f(x) periodiek met de periode 27 en is f(x) over zijn periode van

begrensde variatie dan geldt voor alle x

(4.6)

[N

[£(x+0) + £(x-0)} =

[

(¢4
a. . + a cos nx + b sin nx
0 ngl ( n n )y
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waarbij a bn de Fourier coéfficiénten zijn.

Voorbeeld 4.2

Voor de oneven functie f(x) gedefini&erd door

- % (r - x) voor -m < x <O,
f(x) =
1
3 (M- x) voor 0<x<m,

en verder periodiek met periode 2m geldt volgens (4.4)

a =0, b =1/n.
n

Het resultaat is de reeks (4.5). Volgens de zojuist geformuleerde

stelling convergeert de reeks altijd. Voor x = 0 is f(x) discontinu,
1

maar o {f(+0) + f(—O)} = 0 hetgeen ook de waarde van de reeks, voor

x =0 is.

Het bewijs van de hoofdstelling berust op een aantal resultaten
van de klassiecke analyse met als belangrijkste de zgn. tweede middel-

waardestelling of stelling van Bonnet.

Lemma 4.2 (Bonnet)

Is f(x) monotoon en ¢(x) integreerbaar voor a < x < b dan geldt

6 b

¢ (x)dx + f(b) J ¢ (x)dx,

b
4.7 J f(x)p(x)dx = f(a) J
0

a a
met a < 6 < b,
Bewijs

Het is voldoende om aan te nemen dat f(x) monotoon daalt. De betrekking

(4.7) kan geschreven worden als

b )
J {tx) - £} x)dax = {£(a) - £(0)} J ¢ (x)dx,

a a

en we mogen dus ook veronderstellen dat f(b) = 0 is.
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We stellen
'Y
o(x) = J ¢ (E)dg

a

en merken op dat dit een continue functie is die voor a < x < b
alle waarden tussen zijn minimum m en zijn maximum M aanneemt. We

verdelen het interval (a,b) in n gelijke delen door tussenpunten

a = x, < X, < ... < X1 < x = b. Dan geldt

b n-1 (“k+l n-1 41
j f(xX)o(x)dx = ) J {£x) - f(xk)}¢(x)dx + ) £ J ¢ (x)dx.
a k=0 xk k=0 xk

De eerste som in het rechterlid convergeert tot nul voor n > « als

1
n . Is immers |¢(x)| < K dan heeft men

K(b-a)/n =

n-1 (“k+1 n-1
| "

lfeo - £l loolax < ] () - £

= k=0
k=0 xk

= K(b-a) f(a)/n = O(n_l).
Voor de tweede som in het rechterlid schrijven we
n-1 n
L £(x)) {¢(xk+1) - ex)} = kgl o(x) {£(x,_) - £(xp}.

Vervangen we hierin ¢(xk) door M resp. m dan gaat het rechterlid over
in Mf(a) resp. mf(a).

Samenvattend geldt dus
-1 b -1
mf(a) + O(n ) < J f(x)¢ (x)dx < Mf(a) + O(n 7).
a
b
Voor n + » verdwijnt de orde-term en neemt J f(x)¢ (x)dx/£(a) een
a

waarde aan tussen het minimum en het maximum van de continue functie
®(x). Er is dus een waarde 6 waarbij voor ¢ () de juiste waarde wordt

aangenomen. Er geldt derhalve
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b ]
J f(x)o(x)dx = f(a) J ¢ (x)ax.

a a

Lemma 4.3

Is f(x) van begrensde variatie voor a < X < b dan geldt

b wxi -1
(4.8) J f(x) e dx = O(w ") voor w > ®,
a

Bewi js

Alvorens dit te bewijzen merken we op dat de in (4.8) gebruikte
complexe notatie een handige manier is om een cosinusintegraal en
een sinusintegraal in een enkele vorm samen te vatten. De beteke-

nis van het gebruikte orde symbool is a.v.
gw) =0 {h(w)} voor w > ®

impliceert het bestaan van een positieve constante C zodanig dat

vanaf een zekere wo

|g(w)| < C|h(w)| voor  w > wo.

Het is voldoende (4.8) te bewijzen voor een monotone functie. Beper-

ken we ons tot de cosinusversie dan is volgens (4.7)

¢}
i_,f(a)| I cos wx dx| +

b
J f(x) cos wx dx
a

a

b
+ |f(b)| ’J cos wx dx
8

<2 {lt@] + [tw |}

Lemma 4.4

(4.9)
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Bewi js
Beschouw de functie
00 .
F(a) = J e X SIL X 44 voor a > O.
% Z
0
Zonder bewijs vermelden we dat F(a) continu in a = 0 is, zodat

F(0) = 1lim F(a).
a0
Differentiatie van F(a) leidt tot een gemakkelijk te berekenen

integraal

{>:]
F'(a)=—J e ® gin x dx = —1— .

0 a + 1
Hieruit volgt
F(a) = arc cotg a + C.

De integratieconstante C volgt uit het gedrag van F(a) voor a + «.

Aangezien F(») = 0 is C = 0., Tenslotte is

(S
=2

F(0) = arc cotg O =

Lemma 4.5 (Dirichlet)

Is f(x) van begrensde variatie in het interval O < x < a dan geldt

a .

(4.10) J f(x) 510 WX gy & % m £(+0) voor w > 4+,
0

Bewijs

Het is voldoende deze stelling te bewijzen voor een positieve stijgen-

de functie. We beschouwen eerst het geval f(x) = 1. Dan is

a sin aw sin ® si 1
___wxdx=J __zdx+J__L§dx=_ﬂ_
0 X 0 b 2

Op grond van dit resultaat is het vo’doende om te bewijzen dat
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a .
J [£G) - £(+0)} —S—lﬁ—“’—’f dx + 0.
0

We kunnen dus voor het bewijs van (4.10) ons net zo goed beperken

tot een positief stijgende functie f(x) met lim f(x) = O.
x+0
Zij nu € een willekeurig klein positief getal in (0,a) dan schrijven

we
a sin wx € sin wx a sin wx
J f(x) —— dx = J f(x) —— dx + J f(x) D 0% dx.
0 b'< ) 0 X e x i

Volgens de stelling van Bonnet geldt voor de eerste integraal van

het rechterlid

€ . €
J f(x,ﬂ_%dxl - ) U 51_:_95(1,{‘ i,
0 x 8
Ew si
o |
fw x
¥ sin €
Aangezien de functie J - df in verband met lemma 4.4 uniform
0
begrensd is, zeg door een constante C, geldt de schatting
€ sin wx
J f(x) —~ dx| < 2 C f(e)

(0]

hetgeen voor € > O willekeurig klein kan worden.

Bij de tweede term
a sin wx
J £(x) Z=2% ax
c X

is met f(x) ook f(x)/x in € < x < a van begrensde variatie zodat hier-

op lemma 3 van toepassing is, d.w.z.

a .
J f(x) Eiﬁiii dx > 0
€

vVOoor w > «®,
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Combinatie van beide resultaten geeft

a sin w
J f(x) ==X 4x > 0,
o X

waarmee het lemma bewezen is.
We zijn nu toe aan het bewijs van de hoofdstelling. Het is
hierbij voordelig gebruik te maken van complexe notatie door te

schrijven

o0

(4.11) f(x) = Z e enxi , =T < x<m,

n:.oo

In reéle notatie staat er dus

oo
+ + + i - i .
nzl {(cn c_p)cos nx + i(c - c_ )sin nx}

(4.12) f(x) = <o

Het verband met de notatie (4.1) is blijkbaar

(4.13) c. =+ (a -1ib) , c _ =% (a_ + ib).
n 2 n n -n 2 n n

De orthogonaliteitsrelaties (4.2) zijn in complexe notatie triviaal,

nml.
" i i

(4.14) j et ™ gy =ar 8,

mn

-1

De complexe versie van (4.4) is

m -

(4.15) c = ie j g()e M g,

n 2r | _

m

We vormen nu met de door (4.15) bepaalde coéfficiénten een eindige som
van (4.11) '
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N 11 ey
SN(x) = Z c, et = ;— J f£(t) z en(X )1 dt
n=-N - n=-N
m N . T sin(N + =)t
1 -nt 1
= o7 J f(t+x) Z gt = o J f(t+x) T dt =
-7 n=-N -7 sin 2 t
1 ™ % t sin(N + %)t
== J {£(x+t) + £(x-t)} T - dt.
0 sin 5 t

Op deze integraal is het lemma van Dirichlet van toepassing hetgeen

onmiddelli jk leidt tot

1
sy > 5 {£(x+0) + £(x-0)} .
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5. Trigonometrische ontwikkelingen bij de warmtegeleiding in een staaf

We formuleren nog eens het in §3 beschouwde probleem. Hierbij

kiezen we de lengte-eenheid zodanig dat a = 7., De warmtevergelij-

king is
2
97u Ju
— = 2= < <
2 "53¢ ' O<x<T
9x
Probleem 5.1
u=2~0 voor x =0 en x =T,

"
0]

u f(x) voor t 0.

Separatie en aanpassing aan de randvoorwaarde leiden tot de speciale

oplossingen

2
sin nx exp -nt , n=1,2,3,...

De oplossing schrijven we als

u(x,t) =

Il 0~18

. 2
a sin nx exp -n t.

n=1

Aanpassing aan de beginvoorwaarde geeft

(5.1) f(x) = Z a sinnx , 0<x<m,
n=1 "

een zuivere Fourier reeks, waarbij volgens (3.12) of (4.4)

n
(5.2) a = % J f(x) sin nx dx.

0

Bij het volgende probleem treedt op analoge wijze een cosinus-

reeks op.
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Probleem 5.2

u =0 voor x =0 en x =T,

u = f(x) voor t =0.
De elementaire bouwstenen zijn
2
cos nx exp -nt , n=20,1,2,... .
De oplossing zij
(o]
2
u(x,t) = z a_ cos nx exp -n' t.
n
n=0
De beginvoorwaarde vereist
oo
(5.3) f(x) = ) a_ cos nx,
n
n=0

zodat volgens (4.4), waarbij f(x) als een even functie geinterpre-

teerd dient te worden,

m
(5.4a) a. = 1 f(x) dx
(o] m
0
en
9 m
(5.4b) a = - J f(x) cos nx dx.
n m

0

Het probleem is dat van een aan beide zijden geisoleerde staaf. Voor

t -+ © nadert de temperatuur blijkbaar tot a de gemiddelde begin-

Ol
temperatuur.

Probleem 5.3

u=20 voor X

1]
o

u =20 voor x=m,

u = f(x) voor t = 0.
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De elementaire bouwstenen zijn nu

1 1 2
sin (n - 5) x exp - (n - 5) t, n=1,2,3,... .

De oplossing zij
© 2

. 1 3
ngl a_ sin(n 2)x exp (n 2) t,

u(x,t)

zodat nu

- o
i . 3
(5.5) f(x) = z a_ sin(n - 7)x,
n 2
n=1
hetgeen niet meer een zuivere Fourier reeks is. Met een trucje kan
dit ontwikkelingsprobleem in het keurslijf van de theorie van de
1 .
Yourier reeksen gewrongen worden - ontwikkel bijv. f(x)sin 3 X i.p.v.
f(x) - maar handiger is het om op te merken dat de functies

1
sinfn - E)x aan de volgende orthogonaliteitsvoorwaarde voldoen

T 1 1 1
Jo sin(m - §)x sin(n - E)X dx = 3T Gmn’ m>1,n>1.

Aldus geldt

T 1
(5.6) a = J f(x) sin(n - =)x dx.
n 2

In het vorige probleem kon de theorie van de Fourier reeksen
nog net toegepast worden. In het nu volgende probleem lukt het niet

meer .
Probleem 5.4
u=20 voor x = O,
u_ + hu =0 voor x =1, h >0,

X

u=f(x) voor t =0.
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We merken even op dat dit probleem voor h - O resp. h > « over-

gaat in probleem 5.3 resp. 5.1. De bouwstenen zijn
in A x ex —Az t
s n Py b

waarbij ter aanpassing aan de randvoorwaarde bij x = T vereist is

dat
3 .
(== + h)sin Ax = 0 voor X =T,
9x

zodat

(5.7) tg A\m = - A/h.

Om een idee te krijgen van de aard van de wortels An’ n=1,2,3,...,
van deze transcendente vergelijking kunnen we in het (A,y)-vlak de
tangenslijn y = tg AT snijden met de rechte lijn y = - A/h (zie

fig. 5.1). Grafisch blijken de door de snijpunten bepaalde wortels

A van de aard
n

1
A o= - =+ 6 <8 <
n n 2 n’ 0 n L

te zijn waarbij Gn *> 0 voor n > ©, Een nadere berekening geeft voor

n—)oo
§ = —h + O(nwa).
" o - l)
2
De oplossing is nu
s 2
u(x,t) = Z a, sin Anx exp —Ant,

n=1

hetgeen aanleiding geeft tot het ontwikkelingsprobleem

(5.8) f(x) =

o~ 8

a sin A x.
n n
n=1

Hierop is de theorie van de Fourier reeksen helaas niet meer van

toepassing. Formeel blijft het eenvoudig omdat de functies
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¢n(x) = sin Anx wederom aan een orthogonaliteitsvoorwaarde voldoen,
nml.
n
def
4,0 ) J sin A x sin A x dx = 0 voor m # n.
m’'n o m n

Inderdaad geldt voor m # n

" T T
2 ° J sin A x sin A _x dx = J cos(A -\ )x dx - cos (A _+\ )x dx
0 m n 0 m'n 0 m "n

sin(h - ) )mw ' sin(A  + A )m
m n m

AT A A+ A
m n m n
tg AT - tg T tg AT 4+ tg AT
m n m n\ _
= cos Amn cos Ann { N - S =
m n m n
1 } Am * xn - Am ) An
=4 cos A m cos A m —~— ! = 0.
m n m n
Formeel volgt uit (5.8) dus
T 2 i
(5.9) a J sin” A x dx = J f(x) sin A x dx,
n n n
0 0
of na enige herleiding
1 h " .
(5.10) - (n+ —5—=)a_ = f(x) sin A_x dx.
2 2 2°"n n
h™ + A 0
n
3 13 A

fig., 5.1
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De in het laatste probleem optredende ontwikkeling past niet
in de theorie van de Fourier reeksen, maar wel zijn hierop beschou-
wingen uit de theorie van de Hilbert ruimte van toepassing. Hierbi}j
wordt de klasse C(0,T) van continue functies f(x), g(x), etc., als
een oneindig dimensionale vectorruimte opgevat met een inwendig

product

m
(5.11) (f,g) = J f(x) g(x) dx.

0
In de meetkundige terminologie van een vectorruimte heten de vec-
toren f en g orthogonaal als (f,g) = 0. De kwadraatlengte van een
vector f wordt gedefiniéerd als (f,f). De wortel hieruit heet de

norm

el def /2-

(5.12) g, 60t

Een operator A werkend in deze functieruimte heet symmetrisch indien

voor elk paar f,g voldaan is aan

(5.13) (Af,g) = (f,Ag).

Een dergelijke operator heet bovendien positief indien steeds

(5.14) (Af,f) > 0 mits f # O.

Een operator A heeft per definitie een eigenfunctie ¢ bij een eigen-
waarde A, indien

(5.15) Ad = A4,

Voor een symmetrische en positieve operator gelden de volgende
eigenschappen.

a. De eigenwaarden A zijn redel en positief.

b. De bij verschillende eigenwaarden behorende eigenfuncties zijn

orthogonaal.

Bewi js
a. Uit (5.15) volgt
A9,9) = (A6,9) = A(9,9)
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zodat A reéel is en i.v.m. (5.14)

b. Uit A$ = A¢ en Ay = uy volgt
A,V = (Ad,¥) = (¢,AY) = u(¢,¥),

zodat (¢$,¥) = 0.

Onder bepaalde omstandigheden, waarop we hier niet nader kunnen in-
gaan, vormen de bij een operator behorende eigenfuncties een aftel-
bare reeks ¢n van basisvectoren op een zodanige wijze dat een wille-

keurige vector f te schrijven is als
(5.16) t=) a¢
n=

De convergentie dient hierbij opgevat te worden in de zin van

N
(5.17) £ - Z a¢ || >0 wvoor N o

n=1
Bij theoretische beschouwingen denkt men de eigenvectoren genormeerd
op de lengte 1, d.w.z. (¢n,¢n) = 1. In dat geval volgt uit (5.1€) de

coéfficiéntformule

(5.18) a = (£,¢),
n n

meetkundig dus de projectie van f op de door de eenheidsvector ¢n
bepaalde lijn. Een ander gevolg is de zgn. stelling van Parseval, een
generalisatie van de stelling van Pythagoras

Lo

(5.19) £,0) = § (£,62.
n
n=1
Toepassingen

In het algemene warmtegeleidingsprobleem

2
%:%—,a(x(b’
0x
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met de homogene randvoorwaarden

u -~hu=0 wvoor x=a, h >0,

u + hbu =0 wvoor x=b, h >0,

en met de beginvoorwaarde
u = f£(x) voor t =0,
stellen we volgens de separatiemethode
u = ¢(x) exp -At,

waarmee de warmtevergelijking overgaat in

A = Ao
met
A = 32
=T T/
3x2

werkend op functies welke voldoen aan de bij x = a en x = b geldende
randvoorwaarden.

We laten zien dat de operator A inderdaad symmetrisch en positief is.

b b b
(A¢,w>=—J ¢y dx = = (o' p) +J $' y' dx =
a

a a

b
= hb ¢ (b) Y(b) + ha ¢ (a) y(a) +j ¢' ¢' dx.
a

Uit (¢,Ay) verkrijgt men inderdaad dezelfde uitdrukking. Is in het

bijzonder y = ¢ dan is
2 2 v
(Ad,d) = hb ¢ (b) + ha ¢ (a) + (¢',0") > O.

De eigenwaarden zijn dus reé&el en positief. De ontwikkeling (5.16)
met de coéfficiéntformule (5.18) is daarmede van toepassing.
1. Bij voorbeeld 4.1 is An = n2, n=1,2,3,... met ¢n = sin nx. De

. A . 2 .
genormeerde eigenfunctie is overigens - sin nx.
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L. . 2
2. Bij voorbeeld 5.2 is An =n,n=20,1,2,... met ¢n = cos nx. De
2
genormeerde eigenfunctie is analogg T CcOs nx.
3. Bij voorbeeld 5.3 is An = (n - %) , n=1,2,3,... met
¢ = sin(n - l)x )
n 277"
4, Bij voorbeeld 5.4 is An bepaald door (5.7). De eigenfuncties zijn
sin an. De orthogonaliteit hiervan volgt uit bovenstaande alge-

mene beschouwing.

De boven beschreven abstracte formulering is van veel wijdere
strekking dan hier kan blijken. Ook bij soortgelijke warmtegeleidings-
problemen in twee en drie dimensies heeft men te maken met de ont-
wikkeling van een gegeven functie in een reeks van orthogonale eigen-
functies. In het algemeen is slechts voor een op een begrensd gebied
betrekking hebbend warmtegeleidingsprobleem sprake van een ontwikke-
ling in een reeks van het Fourier type. Voor een zich naar het on-
eindige uitstrekkend gebied treedt er i.h.2. een continu stelsel
eigenwaarden, d.i. een continu spectrum, op. Het ontwikkelingspro-

bleem wordt daarbij van het type van een Fourier integraal.
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6. Fourier integralen

Het continue analogon van een Fourier reeks is een Fourier
integraal. De complexe notatie heeft hierbij geen voordelen en we

noemen dan ook

(6.1) g(y) = J ™Y £(x) ax

-00

de (complexe) Fourier getransformeerde van de reéle of complexe

functie f(x). De integraal in het rechterlid van (6.1) heet een
Fourier integraal. We nemen, zoals gebruikelijk, aan dat f(x) van

begrensde variatie is, en dat
00
J If(x)ldx < o,
-0

Gemakshalve denken we f(x) zodanig genormeerd dat overal
1
f(x) = 3 {f(x-O) + f(x+0)}.
De integraal (6.1) convergeert nu voor alle waarden van y en er

geldt de omkeerformule

6.2) ) = Jd” e Y g(y) ay.

Het bewijs van deze hoogst belangrijke formule berust wederom op

het in 54 bewezen lemma van Dirichlet (formule 4.10).

Bewi js

o] 00

i 1 s .
J e XY g(y) dy = o7 lim [» e XY dy J e1ty f(t) dt =
-0 -0 -

W

¥

0 w

1

o lim j f(t) dt J exp i(t-x)y dy =
> - 00 -w

1
= lim f(t) dt =

wWreo

[+
sin w(t-x)
t-x
-0



31

S

lim

b .
J sin wt
w0

{£(t+x) + £(-t+x)} = dt.

0
De in bovenstaande regels toegepaste verwisseling van integratie-
volgorde is geoorloofd wegens de absolute integreerbaarheid van
i (x) over (-»,»), Het lemma van Dirichlet is nog niet zonder meer
toepasbaar omdat de bovengrens van de integraal niet eindig is.
Was dit wel het geval dan geeft de limietovergang inderdaad volgens
(4.10) f(x) als resultaat. De fout die gemaakt wordt door de boven-
grens © te vervangen door een willekeurig groot getal a is weer we-
gens de absolute integreerbaarheid van f(x) willekeurig klein te
maken. Toepassing van lemma 5 is dus geoorloofd ook met a = =,

In de praktijk heeft men vaak te maken met even of oneven
functies.
Is f(x) even dan kunnen we de complexe Fourier integraal a.v. in
re€le vorm brengen

© . © s o
J ot XY f(x) dx = J (eixy + e 1xy)f(x) dx = 2 J cos xy f(x) dx.
end X}

0 0

Met een kleine wijziging, d.w.z. met verwerking van een factor 2,

kunnen we het paar (6.1) en (6.2) vervangen door

(6.3) gly) = J cos xy f(x) dx,
0
2 00
(6.4) f(x) == J cos xy g(y) dy.
"o

De volgens (6.3) gedefiniéerde functie noemt men de cosinus-getrans-—

formeerde van f(x).
Is f(x) oneven dan komt er op analoge wijze

00

(6.5) g(y) = J sin xy f(x) dx,
0
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(6.6) f(x) =

3 o

00
J sin xy g(y) dy.
0

De door (6.5) gedefiniéerde functie heet de sinus-getransformeerde

van f(x).

Voorbeeld 6.1
2 -
De cosinus-getransformeerde van f(x) = (x + a2) 1.

00 (-]
- 1 -

j cos Xy (x2 + az) 1 dx = 2 J eixy (xz + az) 1 dx =
O .

‘00

= exp - a|y|
2a p MK

Voorbeeld 6.2

2 2,.-1
De sinus-getransformeerde van f(x) = x(x + a ) .
Voor y > O is
® 2 2.-1 a [® 2 2.-1
J sin xy x(x~ + a”) " dx = - — J cos xy (x~ +a’) " dx =
dy
(0] 0
=-4 T exp - ay = = e oY
dy 2a ¥P 7 & =3 :

Voor y < 0 is het resultaat wegens het oneven karakter van de inte-

i
graal natuurlijk - 2 eay.
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7. Warmtegeleiding in een oneindig lange staaf

We beschouwen een oneindig lange staaf -« < x < «, waarin de

warmtevergel: jking geldt

met de beginvoorwaarde
u = f(x) voor t = 0.

Randvoorwaarden zijn er fysisch gesproken niet. Bij het, in feite
geldealiseerde, mathematische model eist men dat u voor x » + o
begrenszd is.

Volgens de separatiemethode kan de oplossing opgebouwd worden uit

de bouwstenen

exp (iAx - Azt),
waarbij ) reéel is maar verder niet aan enige beperking gebonden.
De algemene oplossing verschijnt nu niet in reeksvorm maar in inte-
graalvorm

ikx—lzt
e

(7.1) u(x,t) = J a(A) dx,

-00

met een nader te bepalen coéfficiéntformule a(}).

Aanpassing aan de beginvoorwaarde vereist

£(x) =J o a,

zodat f({x) de complexe Fourier getransformeerde van a()) is. Volgens

(6.2) geldt i.h.a. de omkeerformule

a(l) = %J M ey a.

Substitueren we dit in (7.1) dan komt er
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) 0 X v 2
u(x,t) =;TJ ar J PRI ey aE .

We verwisselen hierin de volgorde van integratie en passen de vol-

gende formule toe.

Lemma 7.1
o 2 2
-2"b 1 i a
7. A A== = - =— , b>0,
(7.2) J cos Aa e d 5 5P "5’
(]
Bewijs
Noem het linkerlid ¢ (a) dan geldt
oo 2 Cd 2
Y -A
@ _ A sin Aa e b dr = 1 sin Aa d e b
da 2b
0 [¢]
o 2
a -2%p a
E A )\:——— .
25 J cos Aa e d %5 ¢

0

De oplossing van de differentiaalvergelijking

d¢ _
2b da + ap =0
is gelijk aan
a2
$(a) = C exp - T

De waarde van C volgt uit de gemakkelijk te verifiéren eigenschap

$(0) = 2 V/%ﬁ.

Als resultaat van deze toepassing vinden we de oplossing in de

vorm

& - x)2

4t dt.

(7.3) u(x,t) =

J f(E) exp -
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De boven gegeven afleiding is alleen geldig voor het geval dat

f(x) voldoet aan de vereisten van de Fourier transformatie, dus
bijv. absolute integreerbaarheid. Men kan zich evenwel gemakkelijk
ervan overtuigen dat (7.3) ook voor een uitgebreidere functieklasse
geldt. Nemen we aan dat f(x) in het oneindige begrensd is dan be-
staat het rechterlid van (7.3) stellig voor t > 0. We laten nu zien
dat inderdaad u(x,t) > f(x) voor t = 0. Daartoe schrijven we (7.3)

in de vorm

G 2
u(x,t) = 21 f f(x - Zuvrg)e H dy -

Vol

1 [0 2
e J f(x)e " dy = £(x).
m -00

De speciale keuze f(x) = §(x), waarbij, zoals gebruikeli jk
in de theorie van de distributies, de zgn. deltafunctie van Dirac

§ (x) gekarakteriseerd wordt door de eigenschap
[oe]

j ¢ (x) §(x) dx = ¢ (0)
—

voor elke continue functie ¢, leidt tot de speciale oplossing

1 x2
(7.4) G(x,t) = exp - 7T -
2Vt
Er geldt dus
(7.5) G(x,t) > §(x) wvoor t = +0.

Het fysisch evidente feit dat de totale warmte bij diffusie in een

oneindig lange staaf constant is volgt mathematisch uit

)
3t

00 00 2G ©
J G(x,t)dx = J — dx = G = 0.
2 X
o0 - 93X -

Dus
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I G(x,t)dx = J §(x)dx = 1.

De speciale keuze f(x) = sgn x, d.w.z. de functie gedefini&erd

als
1 voor x>0
(7.5) sgn x = 0O wvoor x =0
-1 voor x < 0,

leidt na enig eleméntair gereken tot

1 . -1/2
7 Xt 2
u(x,t) = 2 J e—E d&
1 ﬁ -0 ?

of, in de notatie van de error functie

2 [* -2
(7.6) erf x = = J e dg,
Vr o
(7.7) u(x,t) = erf —=— .
2Vt

Van de hierboven gedefini€erde error functie vermelden we nog even
enkele gemakkelijk te verifiéren eigenschappen. De error functie is

oneven en stijgt monotoon van -1 tot +1, dus i.h.b.
erf » =1,

De machtreeksontwikkeling is
1 T erf = -1 X +—=x -
2 X =X 3 e o

Vaak gebruikt men ook de complementaire error functie erfc x welke

gedefiniéerd wordt door

2 7 -2
(7.8) erfc x = —= J e dg =1 - erf x.
Vin /x
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8. Warmtegeleiding in een half-oneindige staaf

Dit probleem wordt beschreven door de warmtevergelijking

uxx = u, in het interval 0 < x

< = met de beginvoorwaarde u = f(x)

voor t = 0 en bovendien een randvoorwaarde bij x = 0. We beginnen

met het volgende probleem
uxx = ut

(8.1) u = f(x

(0]

u

Dit probleem kunnen we gemakke

de vorige paragraaf door gebru

voor 0 < x < =,
) voor t =0,
voor x = 0.

1i jk terugbrengen tot het probleem wzn

ik te maken van het zogenaamde spiege-

lingsprincipe. Daartoe vatten we f(x) op als een oneven functie die

dus voor x < O gedefiniéerd wo

probleem van de warmtegeleidin

rdt als - f(-x) en we beschouwen het

g in een oneindig lange staaf

-© < x < » met de uitgebreide beginfunctie f(x). Dit probleem heeft

de oplossing (7.3). Aangezien u(x,t) oneven is voor een oneven begin-

functie is automatisch aan de

De oplossing van (8.1) is dus

(8.2) ulx,t) = — J
2Vt ‘0

De speciale keuze f(x) =

tot de oplossing (7.7) of

(8.3) u(x,t)

Als curiositeit vermelden we d
andere wijze verkregen kan wor

van de warmtevergelijking van

(8.4) u =

waarbij o en B nader te bepale

randvoorwaarde u = 0 bij x = 0 voldaan.

Ex? (£+x)”

£(€) {exp - P exp - — } ae.

1 leidt via de oneven voortzetting sgn x

X

= erf .
2/t

at deze oplossing ook op een geheel

den. Daartoe zoeken we oplossingen

de zeer specifieke vorm

8

F(xa t),

n exponenten zijn. Stellen we
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o
Z = X 'g
dan kunnen we u = u, herleiden tot
XX t
azzzF +a(@@ - 1)z F B zF
ZZ z _ Z
2 t )

X

Dit gaat over in een gewone differentiaalvergelijking met slechts de

2 .
onafhankelijk variabele z indien de combinatie x /t met z in verband kan
worden gebracht. We kiezen daartoe @ = 2, B = -1, waardoor de volgende

vergeli jking ontstaét

4z F + (z + 2)F = 0.
ZzzZ z

Zonder moeite volgt hieruit

en vervolgens

waarbij ¢ en c' integratieconstanten zijn.
Uit F = 0 voor x = 0 volgt ¢' = O. We kunnen nu schrijven, met een

iets andere constante c,

o]
]

1
f -Vz.
c erf vz

De voorwaarde F = 1 voor t = 0, d.w.z. voor z » » leidt tenslotte
tot ¢ = 1 in overeenstemming met (8.3).

Het probleem

u =u voor 0 < x < o,
XX t
(8.5) u = f(x) voor t =0,
u =0 voor x = 0,
b's

leidt op analoge wijze, maar nu met even spiegeling f(x) = f(-x),
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tot de oplossing

o0 2 2
1 -
(8.6) u(x,t) = J (&) {exp - ngfl— + exp - ié%%l—} dg.
2Vt Jo
Het probleem
u _=u voor 0 < x < o,
XX t
(8.7) u = f(x) voor t =0,
u = hu voor x =0, h >0,

is een generalisatie van de beide vorige problemen die corresponderen
met de speciale gevallen h = © en h = 0. Het spiegelingsprincipe lukt
hier niet meer. Men kan trachten een zodanige voortzetting van f(x)
voor x < O te bepalen dat weer de oplossing (7.3) van toepassing is.

We stellen dus

0

2 2

1 (£-x) \ (E+x)
(8.8) u(x,t) = J {f(E) exp - + g(g) exp - —=———1} dt,
2Vt /0 at 4t }

waarbij g(x) een nader te bepalen functie is.

Uit (8.8) volgt gemakkelijk voor x = O

1 z Ez

u(0,t) = J (f + g) exp - Y dg,
2v Tt ‘0
en
o 2

1 3
u (0,t) = J (f, - g,.) exp - = dE.
x 2fnt Jo B E at

De randvoorwaarde bij x = O eist dat voor alle waarden van t

@ 2
JO {(fE - hf) - (gE + hg)} exp - %; dg = 0,

Hieraan is stellig voldaan als

(8.9) fg - hf = g; + hg.
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Uit deze differentiaalvergelijking voor de onbekende functie g(x)
kan g(x) zonder moeite opgelost worden. Aangezien g(0) = £(0)

volgt uit (8.9)

x hGx-E)
0

(8.10) g(x) = £(x) - 2h J £f(§) dg.

De oplossing van het gestelde probleem is nu bepaald door (8.8) en
(8.10).
Er is nog een andere methode om het probleem (8.7) op te lossen.

Daartoe beschouwen'we
1
(8.11) v=u- ™ u

als nieuwe afhankelijk variabele. Het probleem wordt nu vertaald in

v =v voor 0 < x< o,
XX t

(8.12) v =f - fx/h voor t =0,
\% =0 voor x = 0.

Dit probleem is identiek met (8.1) zodat dus v(x,t) expliciet als
de integraal in (8.2) bekend is. Uit v(x,t) kunnen we u(x,t) terug-
vinden door de differentiaalvergelijking (8.11) op te lossen.
De algemene oplossing van (8.11) is

o

u(x,t) = h J v(x+E,t) e_hg dg + Cehx

0
met integratieconstante C. Uit de fysisch evidente eis dat u(x,t) be-
grensd blijft voor x > » - de randvoorwaarde op oneindig - volgt C = 0.
De expliciete vorm van u(x,t) leiden we nog voor het sueciale geval

f{x} = 1 af., In dat geval levert (8.10)

gx) = -1+ 2 e_hx.

Substitutie in (8.8 geeft
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1 2

1 (g+x)

u(x.t) = erf =— + J exp - {-—-E—— + hg} dg,
2t Vrt ‘0 4t

of na enige herleiding

X

2
(8.13) u(x,t) = erf X _ + erfc { + h\/—t‘} exp(hx + h't).
2Vt 2Vt
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9. Principe van Duhamel

Volgens Duhamel (1833) kan een warmtegeleidingsprobleem, waarbij
de randvoorwaarde van de tijd afhangt, op de volgende wijze worden
opgelost. We beschouwen weer het mathematische model van de half-on-

eindige staaf 0 < x < » beschreven door

u =u voor 0 < x < o,
XX t
(9.1) u =0 voor t =0,
u = ¢(t) voor x = 0.

We lossen dit probleem eerst op voor het speciale geval ¢(t) = 1.
Stellen we u = 1 - v dan geldt voor v precies het probleem (8.1) met
f(x) = 1. De oplossing hiervan was gegeven in (8.3) zodat volgens de
definitie (7.8) van de complementaire error functie (9.1) opgelost

wordt door

X

o/t

De algemene oplossing van (9.1), d.w.z. voor willekeurige ¢ (t), kan

(9.2) u = erfc

gemakkelijk uit de voorgaande speciale oplossing verkregen worden
door lineaire superpositie. Daartoe schrijven we in de notatie van
de gegeneraliseerde functies

00

(9.3) () = J 6(t) §(t-1) dr = J £ 6= ¢() ar,

=00
waarbij 8(t) de eenheidssprongfunctie

1 voor t >0,

(9.4) a(t) =
0 voor t <0,

1
soms aangevuld met de normering 6(0) = PR is. T.a.v. de ontbinding

(9.3) merken we op dat dit in feite de splitsing van ¢(t) in infinite-

simale rechthoekjes voorstelt, zie fig. 9.1.
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‘ o ()
0 ‘o . lm t

d(t-t ) - -
0 $Ct) ~ ) $(ty) dlt-t)

fig. 9.1

Zoals we hebben gezien is de oplossing van (9.1) voor ¢(t) = 6(t)
gegeven door (9.2), laten we kortheidshalve zeggen door F(x,t). De
oplossing van (9.1) voor de uitgestelde sprongfunctie ¢ (t) = 6(t - to)
is natuurlijk F(x t—to). Volgens (9..) is de oplossing voor algemene
$(t) dan

{o2]
(9.5) u(x;t) =J -2—-5 F(x,t-1) ¢(T) dr.

-00
Aangezien bij (9.1 ¢(t) = 0 voor t < 0 en F(x.t) = 0 voor t < O is
het rechterlid van (9.5) in feite een iniegraal met de eindige gren-
zen T = 0 en T = t. Substitutie van (9.2) levert dan expliciet als

oplossing van (9.1)

t 2
u(x,t) = X J o (t) (t-12 exp - Z?%:;T dr,
2V T 0

nlw

of na enige herleiding

0 2 2
o(t - £_§) e—X ar.

2
Ve Jx/z!/? 4\

De verificatie van de beginvoorwaarde en van de randvoorwaarde bij

(9.6) u(x,t) =

deze laatste uitdrukking kost geen moeite.
Uit het bovenstaande blijkt wel dat het principe van Duhamel

als variant van het superpositiebeginsel van zeer algemene aard is
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en bijv. ook toegepast kan worden bij ingewikkelder, twee- en drie-
dimensionale, warmtegeleidingsproblemen. Essenti€el voor de toepassing
van het principe van Duhamel is het nul zijn van de begintemperatuur.
Hoe men moet handelen indien dit niet het geval is leert onderstaand

voorbeeld.

Voorbeeld 9.1

u =u voor 0 < x < o
XX t

u = f(x) voor t =0,

u = ¢(t) voor x = 0,

We stellen u = u1 + u2 waarbi j ul en u2 elk aan de warmtevergelijking

voldoen en waarbij

0 voor t=0, en

f(x) , u

u

1 2

n
o

u, =0 , u d(t) voor be

1 2

Blijkbaar wordt u, gegeven door (8.2) als oplossing van (8.1) en u

1 2

door (9.6) als oplossing van (9.1).
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10. Warmtegeleiding in een eindige staaf

We beschouwen het mathematische model van de warmtegeleiding
uxx = ut in het eindige interval O < x < a met de beginvoorwaarde
u = £f(x) voor t = 0 en met zekere randvoorwaarden bij x = O en x = a.
Problemen van dit type zijn in 85 behandeld met behulp van de theorie
van de Fourier reeksen. In deze paragraaf laten we zien hoe bij deze
problemen het spiegelingsprincipe en het beginsel van Duhamel toege-
past kunnen worden. We beginnen met het probleem dat als 5.1 in §5

reeds opgelost is.

Probleem 10.1

u=20 voor x =0 en x = a,

i
o

u f(x) voor ¢

Als in 88 brengen we dit probleem tot het overeenkomstige voor een
oneindig lange staaf terug door f(x) als een oneven functie op de

volgende wijze periodiek voort te zetten (zie fig. 10.1)
f(-x) = - £(x) , f(x+2a) = f(x) voor alle x.

Deze voortzetting impliceert oneven spiegeling zowel bij x = 0 als bij

x = a. Inderdaad is

f(2a-x) = f(-x) = - f£(x).

[ ™ [ ™~ [ [ fig. 10.1
I S B N R

De oplossing van het gestelde probleem wordt weer door (7.3) gegeven.

We schrijven deze uitdrukking als

® (k+1)a o2
ulx,t) = J £(g) exp - {EX qp,

1
2y 1t k=- ‘ka
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Op grond van de symmetrieén van f(£) kunnen we dit herleiden tot

a © 2
1 ‘VJ £8) ] fexp - iﬁ:ﬁi%ﬁﬂl_ - exp -
2V 1t

0 k=-%

(x+£-zka>2}dg

(10.1) u(x,t) = s

In het speciale geval van een momentane puntbron op de plaats x = xo,

dow.z. f(x) = 6(x - xo), kunnen we met de notatie (7.4) de oplossing

(10.1) schrijven als (zie fig. 10.2)

(e

(10.2) ux,t) = ) {G(x - x

- 2ka,t) - G(x + x. - 2ka,t)].
K=o 0

0

In 85 is de oplossing (10.1) afgeleid in de vorm

a (o]
ks mE 2 2 2
(10.3) u(x,t) = 2 J £(8) Z sin 2= sin 2= exp - n“71°t/a” d&
a a a
0 n=1
of met f(x) = O(x - xo) als
*® nmx 2“2
s
(10.4) u(x,t) = 2 Z sin 2= gin 0 exp - z t .
a a 2
n=1 a
-a 0 x a 2a fig. 10.2

De reeksvoorstellingen (10.1) en (10.3) zijn aequivalent en evenzo
(10.2) en (10.4). Van deze aequivalentie kan men ook een rechtstreeks
bewijs leveren, bijv. met residurekening. In de praktijk zijn reeksen
van het type (10.3) alleen bruikbaar als t niet zo klein is dat vele
termen van de reeks gesommeerd moeten worden om tot een aanvaardbare
nauwkeurigheid te komen. Voor grote waarden van t zorgen de exponen-
tiéle factoren voor een snelle numerieke convergentie. Voor t >0

zijn de rechterleden van (10.3) en (10.4) numeriek ongeschikt. In dat



47

geval zijn juist de reeksvoorstellingen (10.1) en (10.2) bijzonder
bruikbaar. Voor practische berekeningen zijn dus beide voorstellingen

van belang.
Probleem 10.2
u =20 voor x=0 en x = a,

b
0.

u f(x) voor t

De behandeling van dit probleem berust op even spiegelen, d.w.z. op
uitbreiding van f(x) volgens (zie fig. 10.3)
£f(-x) = £(x) , f£(x+2a) = £(x).

De oplossing is

a -]
(10.5) u(x,t) = J £(£) Z {G(x-g—Zka,t) + G(x+£—2ka,t)}d§

0 k=~
of in het speciale geval van de puntbron

o

(10.6)  uGx;t) = ] {G(x-x,-2ka,t) + Gx+x

==00

o-2ka, O}

De in §5 gevonden oplossing was van de vorm

a a

o
nmx nmg nnt
£(&) z cos —= cos —= exp

f(g)dg + gj
8o a1 a

(10.7) u(x,t) = = J
2o

of voor de puntbron
© nnx 2 2

Z cos anx cos 0 ex nT
a a p 2
n=1 a

t

(10.8) u(x,t) =

(SR
[“RIN)

+

Weer zijn de voorstellingen (10.5), (10.6) alleen numeriek bruikbaar

voor kleine t en (10.7), (10.8) alleen numeriek bruikbaar voor grote t.

fig. 10.3
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Probleem 10.3

u=-c voor x =0,

1
u=c, voor X = a,
u = f(x) voor t = 0.

Dit probleem kan tot dat van 10.1 teruggebracht worden door u = v + w
te stellen waarbij v en w beide aan de warmtegeleidingsvergelijking
voldoen en waarbij w een eenvoudige oplossing is die aan de gestelde
inhomogene randvoorwaarden bij x = O en x = a voldoet zodat de over-
eenkomstige randvoorwaarden voor v van homogene aard worden. Het is
het eenvoudigste om voor w een oplossing te kiezen die niet van t

afhangt, d.w.z. zodat

w =0 met w=c, voor x = 0, w=oc_ voor x = a.
XX 1

be hulpoplossing is blijkbaar

(10.9) w=c¢, + —x.
De verdere uitwerking geeft nu geen problemen meer.

Probleem 10.4

u =u voor -m < X <7

met de randvoorwaarden

u =t voor X = -men X =1
en de beginvoorwaarde

u =0 voor t =0.

Dit probleem kan door gebruik te maken van het principe van Duhamel
teruggebracht worden tot een eenvoudiger probleem. Daartoe is het
voldoende de randvoorwaarden bij x = + T te vervangen door u = 1
voor x = + T, Zonder moeite leiden we hiervoor de volgende oplossing

af
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© 2
1
F(x,t) =1 - z a cos(n + l)x exp - (n + ) t,
n 2 2
n=0
waarbi j an uit de beginvoorwaarde volgt volgens
2¢-1)"

T
a = 1 cos(n + l)x dx =
n m 2 1
- m(n + E)

Het principe van Duhamel leidt dan tot

. t d t
u(x,t) = J T — F(x,t-1)dT = J F(x,T)dT,
0 at 0

Uitwerking van de integratie geeft tenslotte

© a

u(x,t) =t - z ————2——5 cos(n + %)x +
n=0 1
+—-
(n 2)
+ Z —n——cos(n+l)xexp— (n+l) t
2 2 2
n=0 (n +l)
2
of nog iets beter
‘ n 1
© (-1) cos(n + =)x 2
1 2 16 1
(10.10) u(x,t) = t - za2 - x*) + 22 | 2 exp- (4P t.

n=0 (2n + 1)
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11. De trillende snaar

De beweging van een trillende snaar welke zich in rust uitstrekt
over het interval O < x < a wordt beschreven door de functie u(x,t)
in de betekenis van de uitwijking op de plaats x en op het tijdstip t.
In het gebruikelijke mathematische model beperken we ons tot kleine

vervormingen waarbij zowel u als ux klein zijn.

u

fig., 12.1

0 X x+Ax a

In fig. 11,1 beschouwen we het snaarelement PQ tussen x en x+Ax.
Heeft de snaar een vervorming ondergaan dan leveren de aan de uit-
einden van dit element werkende krachten een component op welke dit
element naar de evenwichtsstand terugdrijft. Tengevolge van de
spanning T in de snaar werkt op P een kracht 7 sin 6 loodrecht op
de x-as en op Q een overeenkomstige kracht met iets andere 6. De

resultante is

de

(t sin 8) (tr sin 8) = T cos 6 — dx.
X X dx

+AX -
Voor kleine vervormingen geldt bij benadering © & O en verder
0 »tg 6 = du/dx.

De op PQ werkende terugdrijvende kracht is daarmee bij benadering
gelijk aan 1 uxx Ax.

Is p de constant veronderstelde dichtheid van de snaar dan is volgens
de wet van Newton de op PQ werkende kracht gelijk aan p utt IS’
Daarmede wordt de vergelijking van de trillende snaar van de vorm
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(11-1) c —— T ———— )

waarbij

de dimensie van een snelheid heeft.

Is de snaar bovendien onderworpen aan een op elk element wer-
kende uitwendige kracht F(x,t) dan kan (11.1) nog uitgebreid worden
tot

52 22
(11.2) 128 = 28 pex,t).
2 2
X ot

20

Bij problemen betreffende een trillende snaar kiezen we vaak ter
vereenvoudiging dusdanige eenheden dat bijv. ¢ =1 en a =717,

De bij (11.1) resp. (11.2) behorende randvoorwaarden zijn natuurlijk
u = 0 aan de uiteinden.

Voorts moet voor een eenduidig bepaalde beweging als bij elk mecha-
nisch probleem zowel beginpositie als beginsnelheid voorgeschreven
zijn.

Aldus kunnen we het volgende mathematische model formuleren

= -7 < 5 <
(11.3) u S U F(x,t) voor O < x < a,
(11.4) u =0 voor x =0 en x = a,
u = f(x),
(11.5)
u, = g(x) voor t =0,

We beginnen met een beweging zonder uitwendige kracht. Passen
we de in 83 beschreven methode van Bernoulli toe dan zoeken we eerst
speciale oplossingen van u, =u waarvoor u = ¢(x) ¥(t). Dit

tt
vereist

¢xx/¢ = wtt/w = constant.
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Aangezien voor ¢(x) zeker twee nulpunten, bij x = O en x = a, aan-

wezig moeten zijn komt slechts een trigonometrische functie in aan-
. . . . 2

merking hetgeen in het rechterlid een negatieve constante, zeg -\

impliceert. Als in §3 geldt dus
¢ = A sin Ax
waarbi j
sin Aa = 0.

Voor de bedoelde constante komen weer de volgende waarden in aanmer-

king

An =nn/a, n=1,2,3,... .

Voor § vinden we eveneens een trigonometrische functie

Yy =a cos A t+ b sin A t.
n n n n n

Met toepassing van het superpositiebeginsel kunnen we de verlangde
oplossing trachten voor te stellen als

[

(11.6) u(x,t) = z (an cos nmt/a + bn sin nmt/a)sin n"x/a.
n=1

De laatste stap betreft de aanpassing aan de beginvoorwaarde (11.5)

hetgeen leidt tot

[

1.7 f(x) = ) a_ sin nmx/a,
n=1
en
bt anbn
(11.8) gx) = Z” sin nmx/a.
n=1

Evenals dit het geval was bij de warmtegeleidingsproblemen moet uit-
eindelijk een gegeven functie in een Fourier reeks ontwikkeld worden.

Zoals bekend volgen an en bn uit de gegeven functies als
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a
(11.9) a =2 J £(g) sin nmg/a di,
n a o
en
2 a
(11.10) bn =0 J g(£) sin nng/a dg.

0

We hebben nu gezien dat bij een trillende snaar zogenaamde

vrije bewegingen mogelijk zijn van de vorm

(11.11) u = sin 2X oyp WL
a a

waarbij ter bekorting de complexe schrijfwijze is toegepast. De bewe-
ging heet voor n = 1 de grondtoon en voor n > 1 een boventoon. Acous-
tisch verhouden de frequenties zich als 1 : 2 : 3 : ,.,. en correspon-
deren dus resp. met oktaaf, kwint, etc.

We beschouwen vervolgens het probleem van een onder invloed van
een uitwendige kracht trillende snaar. We beginnen met een uitwendige

kracht van de vorm
(11.12) F(x,t) = F(x) exp iwt,

waarbij, ook omdat we niet letten op beginvoorwaarden, weer de com-
plexe schrijfwijze is gebruikt.

Het ligt voor de hand een oplossing te poneren van de vorm
(11.13) u(x,t) = ¢(x) exp iwt.

Substitutie in (11.3) geeft

(11.14) ¢xx + w2¢ = - F(x)

met de randvoorwaarden
(11.15) ¢ =0 wvoor x=0 en x = a.

Voor de oplossing van het probleem (11.14) met de randvoorwaarden (11.15)
kunnen we de techniek van de variatie van de constanten toepassen door

te schrijven
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¢(x) = A(x) sin wx + B(x) sin w(a-x)

waarbij A(x) en B(x) nader bepaald moeten worden. Op de gebruikelijke

wijze leidt dit tot

a X
sin wx J sin w(a-E)F(E)dE + sin w(a-x) J sin wEF(E)dE
X ' 0
w sin wa

(11.16) ¢(x) =

Het probleem is dus nu opgelost mits echter er geen nulpunt van de
noemer is. Is w zodanig dat sin wa = 0, d.w.z. valt w samen met een
eigenfrequentie nm/a, dan vervalt de oplossing (11.16) zodat de
veronderstelling (11.13) onjuist was. Dit is het zgn. resonantiegeval.
Is de uitwendige kracht in resonantie met de ne eigenfrequentie

wn = nm/a dan kunnen we door limietovergang w - wn uit (11.13) en
(11.16) toch een goede oplossing afleiden en wel op de volgende
manier.

Voor w # wn is met (11.13), waarbij ¢(x) door (11.16) gegeven is, ook
¢(x) exp iwt + C sin w X exp 1wnt
een oplossing, en wel voor elke keuze van C.
We beschouwen nu de volgende speciale keuze
iwt | -1 a oyt
o(x) e + w = cotg wa J sin w§ F(£)dE ¢ sin w X e .

(0]

Voeren we de limietovergang w - Wy uit dan komt er

. iw t
. iwt .
-1 a sin wxe - sin w xe
- w cos w_a J sin w & F(§)dE - lim -
n n n sin wa
0 wrw
n
hetgeen leidt tot de oplossing
1 iwnt a
(11.17) u(x,t) = - — (x cos W X + it sin W x)e J sin w & F(£)dE.
nm n n 0 n’.

Deze oplossing stelt een trilling voor met een in de tijd lineair toe-
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nemende amplitude. De trillingen worden tenslotte zo groot dat het
lineaire mathematische model waarbij slechts kleine evenwichtsver-
storingen toelaatbaar zijn niet langer met de werkelijkheid overeen-
komt. In de prakti’k kunnen we bijv. bij resonantie het stuktrillen
van de snaar verwachten. Uiteraard is bij de laatste twee problemen
aanpassing aan beginvoorwazrden achterwege gebleven. Hoe dit ge-

schiedt moge blijken uit de onderstaande voorbeelden.

Probleem 11.1

u =u,, - x cos wt 0 < x <

XX tt ’ ms

u =0 voor x=0 en x =T,
u =u = (o] voor t =0.

De oplossing van dit probleem berust op de reductie tot een soort-
gelijk probleem waarbij differentiaalvergelijking en randvoorwaarden
homogeen zijn. We stellen daartoe u = v + w waarbij v een of andere
oplossing van de gegeven inhomogene differentiaalvergelijking is die
aan de gestelde randvoorwaarden voldoet. De beginvoorwaarde is i.h.a.
niet vervuld. De tweede term w voldoet nu aan de homogens differen-
tiaalvergelijking en aan de randvoorwaarden. Op de boven beschreven

enw, = (u, -v,)

wijze kan w aan de beginvcoorwaarde w = (u - v)t=0 t t ) t=0

aangepast worden.

Het ligt voor de hand om v van de vorm
v = ¢(x) cos wt

te kiezen. Voor ¢(x) volgt dan

met
¢ =0 voor x=0 en x =17,

We kunnen stellen

2
9 = - x/w” + A sin wx + B cos wx
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waarbij de waarden van A en B uit de randvoorwaarden volgen. Het

resultaat is

X T sin Wx
=X, EIROX
w

2 .
w” sin wm

Voor w geldt het randwaardeprobleem

- < < T
Yex T Vit 2 0= x ’

w =20 voor x =0, x =71,
w = - ¢(x) en

we o= 0 voor t = 0.

Volgens (11.6) is w van de vorm
(e
w = Z a_ cos nt sin nx

waarbij.volgens (11.9)

ul
a = -—E——g———— J (x sin wm - T sin wx)sin nx dx
n Tw™ sin wT “0
of na enig gereken
G VR
n n n2 _ w2
Het totale resultaat is
T ei
(11.18) u(x,t) = (- X 18R 00X ) 65 wt +

2

€

W sin wm

v 2¢D"
+ Z ———i—————— sin nx cos nt.

n=1 n(n2 - w2)

De boven beschreven methode faalt formeel voor w = 1,2,3,... d.w.z.
wanneer de frequentie van de uitwendige kracht in resonantie is met

een der eigentrillingen.
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Wat er aan de hand is voor w = 1 kan toch uit (11.18) afgeleid worden

door een limietovergang w * 1, d.w.z.

© n
u(x,t) = Z —gi—ll——— sin nx cos nt + lim {(— EE +
n=2 n(n - 1) w>1 w
+ T sin wx Yeos wt - 2 sin x ;os t}.
w” sin wm 1 -w

Na enig gereken komt er tenslotte

© n
u(x,t) = Z -2_(:L_

sin nx cos nt + © sin t sin x +
2 ;
n=2 n(n~ - 1)

3
+ {E sin x - x(1 + cos x)}cos t.

Probleem 11.2

u =u - sin t O<x<n

XX tt ' !
u =0 voor x=0 en x =1,
u = ut =0 voor t =0.

Dit probleem kan als in het vorige voorbeeld worden opgelost door de
term sin t te vervangen door sin wt en tenslotte de limietovergang
w > 1 uit te voeren. Een meer directe methode, maar slechts aanbeve-
lenswaardig als men over enige ervaring beschikt, is eerst naar een
opiossing van differentiaalvergelijking en randvoorwaarden te zoeken

van de vorm
v=Ctcos tsin x + sin t ¢y (x).
Voor ¥ (x) resulteert dan

Yy +¢Y=-1-2C¢C sin x,
XX

Yy =0 voor x=0 en x =7,

Hieruit volgt
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2
Yy = -1+ cos x - FE cos x
met de waarde C = - 2/7,
We stellen dus
2 2
u=-= t cos t sin x + {(1 - ;E)cos x - l}sin t + vix,t).

Het randwaardeprobleem voor v(x,t) is tenslotte van eenvoudige aard

en levert geen problemen meer.
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12. Problemen in vlak en ruimte

Bij de behandeling van randwaardeproblemen over vlakke gebieden
komen een aantal begrippen en eigenschappen ter sprake welke we
hieronder kort samenvatten.

We beschouwen i.h.a. functies f(x,y) waarbij (x,y) opgevat kan worden
als een punt in een Cartesisch assenstelsel. Bij de toepassingen
kunnen we ons meestal beperken tot gebieden D in het (x,y)-vlak

van ovale vorm waarbij de randkromme bepaald is door een parameter-

voorstelling
(12.1) x = x(s) , y = y(s)

waarbij de afgeleiden x'(s) en y'(s) bestaan en continu zijn, eventueel
met uitzondering van een eindig aantal punten.
Verder nemen we aan dat de rand van D door een willekeurige snijlijn
in juist twee punten wordt gesneden. Aan deze voorwaarden voldoen
bijv. cirkel, ellips, rechthoek, maar geen ringvormige gebieden.
Gewoonli jk kunnen de beschouwingen zonder moeite worden uitgebreid
tot ingewikkelder gebieden mits deze maar op eenvoudige wijze uit de
boven omschreven gebieden samengesteld kunnen worden.

We beschouwen nu i.h.b. een ovaal gebied D met een gladde rand
dD. Bij dit gebied (zie fig. 12.1) kunnen we een binnengebied en een
buitengebied onderscheiden. De randkromme zij door (12.1) gegeven
waarbij s de booglengte is. Bij de rand hebben we te maken met de
raaklijn, gericht volgens toenemende s, en de normaal welke we naar

buiten gericht denken.
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Bij functies f(x,y) definiéren we de richtingsafgeleide in de

richting o als D(a)f waarbij D(a) de volgende differentiaaloperator is

(12.2) D(a) = cos o LI sin a o .
9x oy

In een punt P van de randkromme van een gebied kunnen we i.h.b. diffe-
rentiéren in de richting van de raaklijn en in die van de normaal.
-In het eerste geval kunnen we spreken van de tangentiéle afgeleide.

Aangezien voor de raaklijn in P

S ~ =%y
(12.3) cos a ===, sinoa =4

kan de tangentié€le afgeleide geschreven worden als

3 _3 dx 3 dy
(az.4) 3s  ax ds | 3y ds

hetgeen uiteraard in overeenstemming met de kettingregel is.
In het tweede geval spreken we van de normaalafgeleide waarvoor we

schrijven

8 _3 dy 3 dx
12.5) an  3x ds 3y ds’

Stelling van Green

Voor tweemaal continu differentieerbare functies u(x,y) en v(x,y)

geldt

IV
. + = -— - dxd
(12.6) JJ (uxvx uyvy)dxdy j u on ds Jj upv dxdy,
D 3D D
2 2
waarbij A = 3 + G .
2 2
9x ay

Bewijs (zie fig. 12.1)

) 3
[J (v, + UyVy)dxdy = J[ {S; (uvx) + 3y (uvy) - upvldxdy =
D
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v (x) ,
}dy + j {(uvy)‘ ) }dx - J; vAv dxdy =
yl(x) b

x_ (y

J {v

Yy 4s - axy s - v =
J u(vx d.;)ds J u(vy ds)ds JJ upv dxdy =

xl.g)

aD 3D

= v -

= J u an ds JJ uAv dxdy.
3D

Uit de stelling van Green kunnen we door specialisatie de voléen—

de veelgebruikt- aén Gauss toegeschreven stelling afleiden.

Stelling van Gauss

Voor een tweema'l con:inu differentieerbare functie u(x,y) geldt

du
(12.7) JJ Au dxdy = J T ds.
D D

Bewi js
Kies in (12.6) u 7 1.

Uit (12.6) kunnen nog meer voor de toepassingen nuttige identi-
teiten worden a’gelei<. Aan;ezien het linkerlid van (12.6) symmetrisch
is geldt een ov:reenkomstige formule waarbij in he® rechterlid u en v

verwisseld zijn. Door aftrekking resulteert <¢e gelijkheid

( _

(12.8) !f (ubv - vA:)dxdy = J -y By,
g on an
3D

welke soms ook =1s de stelling van Green aangeduid wordt.

Uit (12.6) volgt voorts door v en u gelijk te stellen

(12.9) JJ uAu dxdy = J u g - JJ (ui + ui)dxdyﬂ

an
oD

Al deze begrippen en e’genschappen kunnen zonder moeite op de
driedimensiona e rui~te overgedragen worden. De stelling van Gauss

bijv. wrordt :eschreven door
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(12.10) JJJ Au & = JJ Q% do,
?aD

D

QU

waarbij A, de operator van Laplace, in drie dimensies gegeven is

door
=9 _ .9 _ ;3 _
(12.11) A=+ 5

en waarbij dT een volumeelement dxdydz en do een oppervlakteelement
voorstelt.
Soms maken we gebruik van een notatie die onafhankelijk is van het

aantal dimensies. De stelling van Gauss wordt dan geschreven als

(12.12) J Au dP = J 34 4p.
on
D oD
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13. Warmtegeleiding in de ruimte

We beschouwen warmtegeleiding in een homogeen verondersteld
driedimensionaal medium dat in alle richtingen dezelfde eigenschap-
pen heeft. De warmtetoestand wordt, bij gebruik van Cartesische
codrdinaten, bepaald door de temperatuur u(x,y,z,t).
Temperatuurverschillen geven aanleiding tot een warmtestroom, en
wel is de hoeveelheid warmte dq welke in dt seconden door een opper-

vlakteelement do stroomt gelijk aan

dq = - K %% dodt,
waarbij 9/9n differentiatie langs de normaal van het oppervlakte-
element aangeeft.
Om tot de driedimensionale warmtevergelijking te komen maken we de
warmtebalans op voor een rechthoekig elementair blokje (zie fig. 13.1)
dat begrensd wordt door vlakken x en x+dx, y en y+dy, z en z+dz.

De netto hoeveelheid die in dt seconden de vlakken bij x en x+dx pas-

seert is
g AUHdX,y,2,8) ogoae - g QUYaZi8) gogag¢
X 99X
32
= Kk &2 dxdydzdt,
2
X

welke warmte dus door het volumeelement opgenomen is en bijdraagt tot
de warmtevermeerdering in dt seconden.
De stroom door de overige vlakken levert analoge bijdragen en er re-

sulteert voor de opgenomen warmtehoeveelheid

2 2
au R 3—%) dxdydzdt .

90X 9y 92z

K (

[

Anderzijds kunnen we hier als in 82 voor schrijven

du

o
¢t

dxdydzdt.



z+dz
s
y+dy ;;;CL _________
7
e

fig. 13.1

Gelijkstelling leidt tot de vergelijking van de warmtegeleiding in

drie dimensies

%)
c
58}
c
@
c
Q

u
+ 2) = —

kY
(13.1) ( + =

= ;E'
Als bij de in 82 beschreven eendimensionale warmtegeleiding kunnen
we door keuze van eenheden o.a. bereiken dat k = 1. Met de notatie

van de Laplace operator

schrijven we (13.1) dan beknopt als

(13.2) Au=u_.

Een warmtegeleidingsprobleem heeft i.h.a. betrekking op een gebied D
dat zich al of niet naar het oneindige uitstrekt en dat begrensd
wordt door een rand 4D.

De bij een randwaardeprobleem behorende randvoorwaarden kunnen van de
volgende vorm zijn:

a) Voorgeschreven temperatuur aan de rand

(13.3) u = ul(P,t) voor Ped D.
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b) Voorgeschreven warmtetransport aan de rand

Ju
(13.4) Ko = ql(P,t) voor  Pe¢dD.

c) Randvoorwaarde van Newton

(13 5) K du = h(u - u,) voor Pe3D.
on 0

Om tot een eenduidig bepaalde oplossing van een warmtegeleidingspro-
bleem te komen moeten voor een zich naar het oneindige uitstrekkend
gebied nog zekere voorwaarden in het oneindige toegevoegd worden.

In de regel is het voldoende te eisen dat u(P,t) voor P -+ « begrensd
blijft.

We laten nu zien hoe in een eenvoudig geval, waarbij D begrensd is,
de eenduidigheid inderdaad bewezen kan worden. We kiezen daartoe de
eerste randvdorwaarde, die van een voorgeschreven temperatuur.
Uiteraard dient ook de beginsituatie vastgelegd te worden. Het ge-

stelde probleem is nu

Au = ut,
u = f(P,t) voor P€3D,
u = ¢ (P) voor t =0.

Nemen we aan dat er twee oplossingen u, en u, van dit probleem zijn

1 2
dan geldt voor het verschil u = u1 - u2 een overeenkomstig homogeen
probleem
Au = ut,
u=20 voor PedD,
u=20 voor t = 0.

Indien we er in slagen te bewijzen dat dit homogene stelsel slechts

de triviale oplossing u = 0 toelaat is bewezen dat uy = u2 hetgeen

eenduidigheid betekent.
Het bewijs van deze bewering loopt a.v.

We beschouwen de integraal
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I= J uz dpP.
D

N

Differentiatie naar de tijd geeft

—_— = J uu dP = J u Au dP.
D D

Volgens de stelling van Green (12.9) kunnen we de laatste uitdruk-

king herleiden tot

al | u du dp - (u2+u2+u2)dP =
dt on D X 'y z

oD

it

2
- J (u +u2+u2)dP < 0.
p XY 2 -

Hieruit volgt dat I(t) een monotoon niet-stijgende functie is. Omdat
I(t) > O krachtens definitie en I(0) = O wegens de beginvoorwaarde
resulteert I(t) = O voor alle t. Dit betekent dan dat u(P,t) = O

voor alle P en t.

We wijzen er even op dat het gegeven bewijs nog een kleine lacune
bevat. We hebben namelijk verondersteld dat I(t) voor t = O continu
is, hetgeen niet uit de gegevens volgt. Om dit bezwaar te onder-
vangen moeten we de beginvoorwaarde u = 0 voor t = O nader preciseren
als u > O uniform voor t > O, of anders uitgedrukt

max lu(P,t)l -+ 0 voor t > 0.
PeD
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14. Warmtegeleiding in een blok

Bij driedimensionale warmtegeleiding kan het voorkomen dat in
bepaalde richtingen geen warmtestroom aanwezig is. Is er bijv. geen
warmtetransport in de z-richting dan hangt u(P,t) niet van z af en
wordt de vergelijking Au = u, gereduceerd tot de tweedimensionale

t
vorm

(14.1) u +u_ =u,.
XX yy t

Is bovendien ook geen warmtestroom in de y-richting aanwezig dan
treedt een verdere reductie op tot de in vorige paragrafen beschouwde
eendimensionale warmtevergelijking uxx = ut.
De complicaties welke optreden bij de overgang van eendimensio-
nale problemen naar meerdimensionale problemen worden al voldoende ge-

illustreerd bij de tweedimensionale warmtevergelijking (14.1).

Voorbeeld 14.1

+ = < < < <
uxx uyy ut voor 0 X a, O y b,
u=20 voor x =0, x=a, y=0,y =hb,
u = f(x,y) voor t =0,

Als in 83 zoeken we naar speciale oplossingen die niet aan de begin-

voorwaarde behoeven te voldoen van het type
u = ¢(x) ¥(y) x().
Substitutie geeft

¢xx/¢ + wyy/w = xt/x = constant.

Het ligt voor de hand om alvast te stellen

2
A =
Xt + X 0

2
waarbij A~ een nog nader te bepalen niet-negatieve constante is. Ana-

loog stellen we
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2
waarbij M + vz = A",

Aanpassing aan de randvoorwaarden bij x = 0 en y = 0 geeft al
¢ = sin ux , Y = sin vy.
Aanpassing aan de randen x = a, y = b geeft als in §3
W=mr/a, V=nr/b, mmn-=1,2,3,... .

De gezochte speciale oplossingen, bouwstenen voor de lineaire super-

positie, zijn

2
sin m"x/a sin nny/b exp - A t,
m,n

o
I

met

A = m?n2/a% + nzﬂz/bz.
m,n

Lineaire superpositie leidt tot de algemenere oplossing

SR
u(x,y,t) = ) a ¢ ! sin mrx/a sin nny/b.
m,n ’

Het sluitstuk is de aanpassing aan de beginvoorwaarde

f(x,y) = Z 2 n sin mnx/a sin nry/b.
m,n
Het probleem is tenslotte gereduceerd tot dat van de ontwikkeling van
een gegeven functie in een tweedimensionale Fourier-reeks. Het is
nauwelijks nodig hiervoor een aparte theorie te ontwikkelen gezien de
evidente analogieén en we volstaan dan ook met de vermelding van de

coéfficiéntenformule

a (b
a = 2 J f(x,y) sin mmx/a sin nry/b dxdy.
m,n ab 0’0o
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Het algemene formalisme , waarbij we ons ter vereenvoudiging
tot een begrensd twcedimensionaal gebied beperken, is als volgt.

We beschouwen het probleem

bu = uy in D,
(14.2) u=2~0 op 9D,
u-=f voor t > 0.

We zoeken eerst speciale oplossingen van het type

u = ¢(x,y) exp —th

waarbij aan de randvoorwaarde voldaan is.

Substitutie levert voor ¢ een zogenaamd probleem van Sturm-Liouville

(L + A2)¢ =0 in D,
(14.3)

¢ =0 op 9dD.
Dit probleem is gekarakteriseerd als een (elliptische) pdv met een
parameter A, Bij dit probleem bestaan er i.h.a. slechts voor beperkte
waarden van A, de zogenaamde eigenwaarden, oplossingen. Men kan ver-
wachten dat bij een begrensd gebied de eigenwaarden een aftelbare
rij Xl 5~A2 j,l3 < ... vormen of m.a.w. een discreet spectrum vormen.
Bij een onbegrensd gebied vormen de eigenwaarden een continue reeks
d.w.z. een continu spectrum. In het hier beschouwde geval kunnen de
eigenwaarden en de bijbehorende oplossingen, de eigenfuncties van het
Sturm-Liouville probleem, met een rangnummer n aangeduid worden.
De functies welke in D tweemaal continu differentieerbaar zijn en die
op D overeenkomstig de gestelde randvoorwaarde verdwijnen verenigen

we gewoonlijk tot een (pre-)Hilbert ruimte door het invoeren van een

inwendig product voclgens

9

Vergelijk de overeenkomstige beschouwingen in §5.
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(14.4) o, 9t J ¢ ¥ ap.
D

Zonder moeite kunnen we ons ervan overtuigen dat bij verschillende

eigenwaarden behorende eigenfuncties orthogonaal zijn. Immers uit
2 2
+ = + =0
A¢m Am ¢m 0 en A¢n An ¢n
volgt
02 =236 ,0) = (6,00 ) - (A6 ,6 ) =
m n’”'m’'n” T “'m’ 'n m’ 'n’

¢ 3¢
B J (¢m on ¢n on )dP = 0,

9D

waarbij een stelling van Green toegepast is.

Er geldt dus
(14.5) (¢ ,¢ ) =0,
m’'n
Alle eigenfuncties kunnen nu tot een orthogonaal stelsel verenigd
worden dat onder zeer ruime voorwaarden volledig is, d.w.z. dat het

mogelijk is een willekeurige functie f uit de genoemde functieklasse

te schrijven als

(14.6) £ =) a ¢ .
n

De coéfficiénten an van deze gegeneraliseerde Fourier reeks zijn

gegeven door de coéfficiéntenformule

(14.7) a = (f,¢n)/(¢n,¢n).

De oplossing van het gestelde warmtegeleidingsprobleem kan tenslotte

onmiddellijk neergeschreven worden als

2
14.8 = -\
( ) u E a ¢n exp nt.

Na deze enigszins schetsmatige behandeling geven we weer een

concreet voorbeeld waarbij geillustreerd wordt welke complicaties
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optreden bij een zich naar het oneindige uitstrekkend gebied.

Voorbeeld 14.2

u + u =u voor 0O<x<m, y>0,

u =0 voor x =0enx=m,
du

3; =0 voor y =0,

u = e—y voor t =0.

De bouwstenen voor de oplossing zijn blijkbaar

2 2
sin mx cos Vy exp - (m~ + V)t

waarbij m een discrete eigenwaarde (m = 1,2,...) en v een continue
; . . 2 2
eigenwaarde (y > 0) is. De samengestelde eigenwaarde m~ + Vv is natuur-

1lijk continu. We stellenj

v ” —(m2+v2)t
u = z sin mx J a (V) cos Vy e dv.
: m
m=1 0
Voor t = O komt er
co {ee]
exp -y = Z sin mXJ a (V) cos vy dv.
m
m=1 0
Wegens
4 sin x sin 3x sin 5x
== + + ..
1 m ¢ 1 3 5 )

geldt dus voor oneven m

” 4
Jo am(v) cos vy dv = wn ©XP Y.

Hieruit volgt tenslotte

a(v)=_§§ 21
m mm VvV + 1

(m oneven).
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15. Het trillende vlies

We beschouwen een vlies dat over een door een randkromme C be-
grensd gebied D opgespannen is. Door vormverandering ondergaan punten
(x,y) van het vlies een (kleine) verplaatsing u(x,y) uit hun even-
wichtsstand waarbij het vlies vlak is. In het algemeen hangt de uit-
wijking ook van de tijd af en schrijven we u(x,y,t) voor de functie
van de vormverandering. Deze functie is het vlakke of tweedimensio-
nale analogon van de in §11 beschreven vormverandering van een tril-
lende snaar. .

Voor de beschrijving van de beweging van een vlies dat eventueel onder-
worpen is aan een uitwendige kracht F(x,y,t) kaneenpdv afgeleid wor-
den welke als generalisatie van (11.2) de volgende vorm heeft

2
(15.1) T (QE% + 33%) =p 2u F(x,y,t).

ox y Btz

We kunnen veronderstellen dat het vlies aan de rand C vastgehecht is.
In dat geval dient aan (15.1) de volgende randvoorwaarde toegevoegd

te worden
(15.2) u=0 op C.

Het kan voorkomen dat het vlies slechts aan een deel C1 van C vast-
gehecht is en aan het complementaire deel C2 vrij kan bewegen. De

randvoorwaarde is nu

u=20 op Cl’
(15.3)
— =0 C_.
op 9
Tenslotte moeten voor de volledige bepaling van de beweging als bij
de trillende snaar zowel beginpositie als beginsnelheid voorge-

schreven worden, d.w.z.

o
i

= f(X:y) )
(15.4)

i}
o

u, = gx,y) voor t
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In deze paragraaf beschouwen we alleen het geval van een

rechthoekig vlies waarbij de rechthoekige rand gegeven is door

X X = a u=0,

1]
o

(15.5)
b u =20,

[}

(=]
~<

L1}

y

De vrije bewegingen van een dergelijk vlies zijn bepaald door (15.1)
met F = 0 en de randvoorwaarde. Kiezen we de eenheden zodanig dat

T = p dan reduceert de pdv zich tot

. : + = .
(15.6) u_ uyy u .

Passen we de methode van voorbeeld 14.1 toe dan vinden we de speciale

oplossingen
sin ux sin vy x(t),
waarbij
2 2
+ v =
L L” +vi)x = 0,
zodat

A sin tV uz + v2 + B cos tV u2 + vz,

>
i}

of in complexe notatie

exp itV uz + vz.

Aan de randvoorwaarden bij x = 0 en y = O is door de keuze van een

X

sinus reeds voldaan. De randvoorwaarden bij x = a en y = b vereisen

als in voorbeeld 14.1
W=m/a, VvV =n/b; mn-=1,2,3,...

De vrije trillingen zijn daarmede van de vorm

15.7) u = sin mmx/a sin n1y/b exp it mzﬂz/a2 + nzvz/bz.

De frequenties
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w = V[;zﬂz/az + n2n2/p2
vormen een discreet spectrum.

In het speciale geval van een vierkant, waarbij we ter vereen-
voudiging a = b = T kiezen, bevat het spectrum vele meervoudige eigen-
waarden. We bedoelen daarmede dat dezelfde frequentie wordt verkregen
bij meer combinaties (m,n). Rangschikking van de vrije trillingen

naar opklimmende frequenties geeft

sin x sin y wo = 2,
. . . . 2
sin 2x sin y , sin x sin 2y w = 35,
. . 2
sin 2x sin 2y w- = 8,
. . . . 2
sin 3x sin y , sin x sin 3y w” = 10,
. . . X . . . . 2
sin 8x sin y,sin 7x sin 4y, sin 4x sin 7y,sin x sin 8y w- = 65,

Een willekeurige vrije beweging van een trillend vlies kan als
een lineaire combinatie opgebouwd worden uit de zuiver harmonische
vrije bewegingen (15.7). Met behulp hiervan kan de oplossing van een

beginwaardeprobleem gevonden worden.

Voorbeeld 15.1

w, uyy =u., voor 0<x<m, 0<yc<m/g,

u =20 voor x =0, x =7,y =0,
u, =0 voor y =T7/8,

u = f(x,y) voor t =0,

u, = 0 voor t = 0.

De oplossing kan worden opgebouwd uit de vrije trillingen

sin mx sin Vy cos Wt
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waarbij

1
v=(n—§)6, w2=m2+v2 m,n = 1,2,...
Hierbij is dus reeds voldaan aan de randvoorwaarden en door de keuze
van cos Wt aan de beginvoorwaarde u, = 0 voor t = 0.

t
De algemene oplossing kan voorgesteld worden als

1 2
u = a sin mx sin(n - =)0y cos t m" + (n - Z) @
m.n m,n 2 2
’

0 geeft

Aanpassing aan de beginvoorwaarde u = f(x,y) voor t
f(x,y) = z a sin mx sin(n - l)ey.
’ m,n 2
m,n
De coéfficiénten worden gegeven door

_4e
am,n T2

m /06 1
j f(x,y) sin mx sin(n - E)ey dxdy .
m

0°0



76

16. Bessel functies

Bij de behandeling van randwaardeproblemen welke betrekking
hebben op cirkelvormige of cylindrische gebieden is het beter ge-

bruik te maken van pool- of cylindercodrdinaten volgens
(16.1) x=rcos 9, y=rsinb , z =z,

Beschouwen we bijvoorbeeld warmtegeleiding in een cirkelvormige plaat
welke beheerst wordt door de pdv

2 2 2
(16.2) u, + uyy =u. ., X +y <a’,

dan moet de Laplace operator A in poolcodrdinaten (r,6) omgeschreven
worden.

Rechtstreekse transformatie volgens

du = 23 or + du 96 = cos 9 u sin 6 l 2y
ox dr 9x 36 9x or r 36

enz.
levert na enig gereken

2 2
3

(16.3) ——% +
or

%)
=1
QL
c

=
Q
I

QU
>

[\
Q
+

+.1_
3 =
r 0

QL

De warmtegeleidingsvergelijking (16.3) kan eenvoudiger nog rechtstreeks
afgeleid worden. We beschouwen iets algemener cylindercodrdinaten
(r,6,z) en maken als in §13 de warmtebalans op voor een elementair
blokje dat begrensd wordt door vlakken z, z+dz, door cylindervlakken

r, r+dr en weer vlakken 6, 6+d6. We vinden

r+dr 6+do z+dz

r do dz + k2 g o4z + K g% r de dr =

S

u

K or

e L

= pc %% + r df dr dz.

Hieruit volgt dus, iets algemener dan (16.3)
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13 u 1 3u_,3u_13u
(16.4) r or ( ar) T2 T2t 2 Tk ot
r 39 3z
. K
waarbij weer k=—.
pc

We beschouwen nu verder alleen de pdv (16.3). Als in 8§14 zoeken

we eerst naar speciale oplossingen van het type
(16.5) u = ¢(r) v(O) x(t).

Op grond van de ervaringen o.a. opgedaan in §14 ligt het voor de

hand om te stellen

. 2
(16.6) ve) = ™M,y =,

waarbij A en u willekeurige parameters zijn. Hierbij is gemakshalve

complexe notatie toegepast. In de reéle schrijfwijze moeten we

Y(6) = a sin pu6 + b cos pud of Y(B) = sin u(6 - 90)

stellen.
Substitutie van (16.5) met (16.6) leidt tot de volgende gewone dv
voor ¢ (r)

2

1d (9% 2 My =
(16.7) TE Rt r2)¢ = 0.

Deze vergelijking welke twee parameters bevat kan door Ar als nieuwe
onafhankelijke variabele te kiezen gereduceerd worden tot de volgende
dv welke bekend staat als de vergelijking van Bessel

1d as u2

— — — + - — - >
(16.8) T ar (r dr) 1 2)f 0O, u2>0.

r

De oplossingen van deze vergelijking zijn lineaire combinaties van

Bessel functies Ju(r) en J_,(r), d.w.z.

(16.9) t(r) = AJ, (x) + BI_ (r).
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De preciese definitie van Ju(r) stellen we even uit, maar we merken
op dat slechts voor u # 0,1,2,... de genoemde twee Bessel functies
lineair onafhankelijk zijn. Voor p = 0,1,2,... neemt men naast Ju(r)
de hiervan onafhankelijke functie Yu(r), de functie van Neumann.

De index y heet de orde van de functie van Bessel, resp. Neumann.

De Bessel functie Ju(r) is gedefiniéerd door de voor alle waarden
van r convergente reeksontwikkeling

o u+2n

) 0" x
(16.10) Ju<r) B nZO n! T(u + n + 1) (2)

Hierbij kan p ook negatieve waarden aannemen. Evenwel geldt voor

gehele orde
(16.11) I @ = D" I .

De Bessel functie Ju(r) is gekarakteriseerd door het gedrag bij r = O
dat, afgezien van een factor, gelijk is aan dat van ru.

De Neumann functie Yu(r) is gedefiniéerd als

cos um J (r) - J_u(r)

(16.12) Yu(r) = sin um
en voor y = 0,1,2,... als de limiet van het rechterlid.
In het bijzonder is
® n 2n
_ (-1)" r
(16.13) Iy = ] e Q)
n:
en
1 1
2 r 2 v n-1 1+ 3 "ot n . r
(16.14) Y (r) == (InG) + VNI () + 2 ) (-1 o )
n=1
waarbij y = 0.5772... (constante van Euler).

Voor kleine waarden van r heeft men genoeg aan de eerste paar termen

van de reeksontwikkeling. Uitgeschreven
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1 2 1 4
(16(15) Jo(r) =1 Z r + -6-:1' r - .o
_ 1 3 1 5
(16.16) Jl(r) =3T- 1T *t3g"* ,
2 r gl rz r

¢ = £ = - — =
(16.17) Yoxr) - 1n 5t - o 1n > + e,
(16.18) Y =-2 +X5 2,

: 3 ST mr T e

De Bessel functies Ju(r) en Yu(r) zijn oscillerende functies die voor

grote waarden van r ongeveer overeenstemmen met harmonische functies
: -1/2

waarbij de amplitude als r langzaam tot nul convergeert.

Zonder bewijs zij vermeld dat

1/2

(16.19) Ju(r) = (%;) cos (r - % um - % m) + O(r 3/2),
1/2

(16.20) Yu(r) = (%;) sin (r - % um - % m) + O(r 3/2).

De nulpunten van de meest voorkomende Bessel functie Jo(r) worden ge-

woonlijk aangegeven met Bn n=1,2,3,... . Numeriek

B, = 2.405, B, = 5.520, B, = 8.654.

Tenslotte vermelden we nog een aantal voor toepassingen nuttige formules.

2
(16.21) Iy @+ J“+1(r) =7 Ju(r)’
(16.22) Ju-l(r) - Jﬁ+1(r) =2 Jﬁ(r),
(16.23) Jb(r) = - Jl(r),
(16.24) Ya(r) = - Yl(r).

In sommige toepassingen komt men de vergelijking van Bessel tegen
in de volgende gewijzigde vorm
2

1d dag TR
(16.25) — G g - a+ rz)f = 0.
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Een oplossing wordt gegeven door Ju(ir). In plaats hiervan gebruikt

men gewoonlijk de reé&le variant Iu(r), een zgn. gemodificeerde

Bessel functie. De definitie is
(16.26) 1) = i¥ 3, G

Uit (16.10) volgt de reeksvoorstelling

v 1 r u+2n
(16.27) Iu(r) = Z n! T(n+ypy + 1) (5)
n=0
In het bijzonder is
1 2 1 4
(16.28) IO(I‘) —-1+ZI' +-6—4r + ...
Jl(r)
J (r)
\Q\\E>y?i;i//4 8 9\U10
fig. 16.1 (zie Bowman p. 2)
1
(r)
Y (r)

2N
8\\10

fig. 16.2 (ib. p.6)
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17. Problemen in cylindercodrdinaten

Het gebruik van de in de vorige paragraaf besproken Bessel

functies lichten we hier toe aan de hand van enkele voorbeelden.

Probleem 17.1

De temperatuur u in een oneindig lange cylindrische staaf r < a,

o < 2 < © is bepaald door de randvoorwaarde u = u, voor r = a en de
beginvoorwaarde u = f(r) voor t = 0. Zonder verlies van algemeenheid
mogen we k = 1 en uy = 0 nemen. Door deze keuze van Uy wordt de
randvoorwaarde homogeen hetgeen de toepassing van het superpositie-
beginsel vergemakkelijkt. Aangezien u kennelijk niet van 6 en z af-
hangt wordt de warmtevergelijking (16.4) gereduceerd tot

du

(17.1) 5"

LRl

3 du, _
ar (r Sr) -

Door separatie verkrijgen we volgens (16.5), (16.6) en (16.7) de
specialé oplossingen JO(Ar) exp —Azt en Yo(xr) exp —Azt. Aangezien .
u(r,t) voor r = 0 zeker begrensd moet zijn vervalt de tweede combi-
natie, die de Neumann functie bevat. We leggen nu aan de overblijven-

de combinatie de randvoorwaarde bij r = a op. Hieruit:volgt

(17.2) J,(ha) =0,

zodat de mogelijke A-waarden gegeven zijn door

(17.3) An = Bn/a , n=1,2,3, ...,

waarbij Sn het n-de nulpunt van de Bessel functie Jo(r) is. De speciale
oplossingen Jo(Ar) exp -Azt leiden door lineaire superpositie tot de

algemene oplossing

(17.4) . u(r,t) =

le~18

2
an JO(Anr) exp —AnF.

n=1

De beschreven methode is in feite dezelfde als die in voorbeeld 5.1.
Evenals daar is het sluitstuk de aanpassing aan de beginwaarde. Voor

t -+ 0 moet dus voldaan zijn aan



82

-5

(17.5) t(r) = ] a_ J (1)
n 0 'n
n=1
De reeks in het rechterlid heeft sterke verwantschap met een Fourier
reeks zoals (5.1) en heet dan ook Fourier-Bessel reeks. Aan de diepere
theorie van dit type reeks gaan we stilzwijgend voorbij. Formeel berust

de bepaling van de ontwikkelingscoéfficiénten an op de orthogonaliteits-

relaties
a
(17.6) J (A r) JJOA r)rdr=0 voor m #n,
0 O ' m O n
en
& 2 1,2 2
a7.7) J QA r)rdr =< a 0] a)
0 0" n 2 1

Hieruit volgt derhalve

a
2 J f(r) Jo(Anr)r dr

0
(17.8) a = .
n a2 JZ(A a)
1 n

Het bewijs van (17.6) is a.v.

Aangezien ¢ (r) = J (A _r) voldoet aan
n 0" n

en analoog ¢m, geldt

2 2 d¢

A€~ A = —fy _ z —).

( m n)r ¢m ¢ ¢m dr (r ) ¢ (r )

Integratie tussen O en a levert na partiéle integratie van het rechter-

1lid

2,2 Ja d¢ d¢ a
A, - n) 0r¢ o dr—r(¢m3;—’—¢na;—) = 0.
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Het bewijs van (17.7) is a.v.

a 1 (® 2 d¢n a 5 d¢n
r ¢ dr=—§ ra-;‘—dr=— ¢n-(Fd=
0 0 0
d d d 2

- \"2 2 r L (r ¢n) B oar =122 ( _fE) ? =

n dr dr dr 2 dr

0 0

_Ll. 2 2 _1.2 2
=52 {Jo(Ana)} =38 J,0 )

Probleem 17.2
We beschouwen de trillingsvormen van een trillend cirkelvormig vlies

r < a, Het probleem is bepaald door

2 2

] 9
l_g_(r? +_15__l§1=__; r<a,
roer r r® 28 3t

met de randvoorwaarde
u=20 voor r = a,

We zoeken hierbij naar speciale oplossingen van het, complex geschre-
ven, type

u = ¢(r) exp i(n6 + wt).

Als bij (16.7) voldoet ¢(r) aan

2
2L W?-tye=o.
r
Aangezien u(r,0,t) een eenwaardige periodieke functie in 6 is komen
voor y slechts geheeltallige waarden ¥ = m = 1,2,3,... in aanmerking.
De functie ¢ is derhalve een Bessel functie van de orde m. De fysische
betekenis van de oplossing levert de eis dat u begrensd bij r = 0 is

en sluit de Neumann functie dus uit. Aldus is

o(r) = Jm(wr).
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Oplegging van de randvoorwaarde leidt tot

J (wa) = 0,
m

waaruit een reeks w-waarden, de frequenties van de vrije trillingen,

volgt. Voor elke m doorloopt wa de nulpunten van de Bessel functie
Jh(r). De laagste trillingsvorm is die met m = O.

Daarbij zijn de vrije trillingen van het type

JO(Bl/a) exp iBt/a,

waarbij B een nulpunt van Jo(r) is. Deze trillingen hangen niet van ©

af en zijn dus circulair symmetrisch. Het aantal knopen en buiken,

bijv. het aantal cirkels waarop u = 0 voor r < a, neemt toe met het

rangnummer van B. Voor B = B_ is u = O alleen op de rand, voor B = B

1
is ook u = 0 voor r = Bla/B2 enz.

De trillingsvorm met m = 1 kent ook rondlopende golfvormen als

Jl(Br/a) sin (8 - Bt/a).

Probleem 17.3
We beschouwen de stationnaire temperatuurverdeling in de eindige

cylinder, r < a, 0 < z < b met de randvoorwaarden

u=20 voor z =0 en z = b,

u f(z) voor r = a.

Uit (16.4) volgt door weglating van de termen met 6 en t de verge-

1ijking

We zoeken naar speciale oplossingen van het type ¢(r) ¥ (z) waarbij

Y(0) = ¥(b) = 0. Het blijkt gemakkelijk dat ¥ van de vorm
Y(z) = sin nnz/b

is. Terwille van de eenvoud nemen we b = T,

2
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Voor ¢(r) resulteert dan
1d dé 2
r dr (r dr) n¢ =0,

zodat

¢(r) = I (nr).

Superpositie levert de algemene oplossing

a I (nr) sin nz,
n O

c
I
Il ~18

n=1

Het sluitstuk, aanpassing aan de resterende, inhomogene, randvoor-
waarde is in dit geval een Fourier ontwikkeling van het normale trigo-
nometrische type

o]

f(z) = Z a I (na) sin nz.
n 0
n=1
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18. Het probleem van Stefan

Van bijzonder belang voor de praktijk zijn warmtegeleidingspro-
blemen waarbij een overgang van een vloeibare naar een vastefase
plaats vindt. Dergelijke problemen zijn het eerst systematisch door
Stefan (1891) bestudeerd en worden gewoonlijk naar hem genoemd.
Slechts in enkele eenvoudige gevallen is het mogelijk een expliciete
analytische oplossing af te leiden.

We beschouwen hier het geval van een eendimensionaal medium 0.-< x < ©
waarbij het deel 0 < x < X vast en het deel x > X vloeibaar is.

Door warmtegeleiding zal de grens tussen beide fasen i.h.a. verschui-
ven en daarmede een functie X(t) van de tijd zijn.

We nemen aan dat op het begintijdstip t = O alles vloeistof is met

de temperatuur V en dat vanuit x = O afkoeling plaats vindt waardoor
stolling optreedt. De temperatuur en de warmteconstanten in het stol-
lingsgebied duiden we aan met de index 1, die in het vloeistofgebied
met de index 2. Verder nemen we ter vereenvoudiging aan dat door de
stolling geen volumeverandering optreedt zodat Ol = 02 = p. Indien de
smelttemperatuur met S en de stollingswarmte met L wordt aangeduid

kunnen we bijv. het volgende probleem formuleren

2
9 uy Bul
(18.1) kl 3 = -gt—- voor 0 < x < X(t),
9x
Bzuz Buz
(18.2) k2 3 = S-t— voor X(t) < x < o,
9x
(18.3) u, = 0 voor x =0,
(18.4) u =u, = S en
au, . Ju
1 2 dX
(18.5) K, P X, pral Lo 3¢ voor x = X(t),
(18.6) X(t) =0 en u, =V voor t = 0.
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Gesteund door de kennis opgedaan bij de problemen bij een half-
oneindige staaf (verg. 7.7) kunnen we de oplossing proberen te

vinden in de vorm

A erf X

1 2Vk t ,

1

(18.7) u

V - B erfc —= __ .

2 2V k_t

2

(18.8) u

Voldaan moet nu nog worden aan de voorwaarden bij x = X(t) welke

functie zelf nog onbekend is. Dit betekent o.a. dat moet gelden

A erf X =V - B erfc - S =S,

2V k. t 2V k2t

1

en wel voor alle waarden van t. We moeten dus stellen
(18.9) X(t) = 2V kit

met een nog onbekende factor A.

De voorwaarden (18.4) en (18.5) worden hiermede

k
(18.10) Aerf A =V - B erfc AV . s,

k
2

(18.11) K A exp(-12) - K,B(V Kk /k,) exp(—Azkl/kz) =2 Lk o/ .

Eliminatie van A en B leidt tot een transcendente vergelijking waar-
uit de onbekende A opgelost kan worden.

We beschouwen als voorbeeld de situatie bij ijs en water waarbij

%

i

0.0053 , k =0.0115 , LP = 73.6,

K k= 0.00144.

2 2

De bedoelde transcendente vergelijking is
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2 2
-\ -8\
Se /Jerf A -0 77(V - S)e 8 /erfc 2\V 2 = 283 A,

Voor enkele waarden van S en V waarbij de buitentemperatuur ul(O t)
als nultemperatuur gekozen is wordt in onderstaande tabel de oplos-

sing gegeven

s v A
5% ¢ vorst 5 9 0.117
4° ¢ vorst 4 8 0.104
3% ¢ vorst 3 7 0.090
2° ¢ vorst 2 6 0.073
1° ¢ vorst . 5 0 050

Hieruit volgt bijv. dat "ij vorst van 50 C een ijskorst gevormd wordt

waarvan de dikte toeneemt al. X:t) = 1.5V t cm met t gemeten in uren
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