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V 

Voorwoord 

Het grootste deel van de hier gepresenteerde vraagstukken is gebruikt 

tijdens een op het Mathematisch Centrum gehouden cursus Wetenschappelijk 

Rekenen A. De notatie in de vraagstukken is gelijk aan die van de eerste 

twee deeltjes van deze syllabus Lineaire Algebra, geschreven door P.S. 

Stobbe. Veel vraagstukken zijn speciaal voor de bovengenoemde cursus ont­

worpen, waarbij de bijdragen geleverd zijn door L. Ammeraal, J.W. de Roever, 

P.S. Stobbe, D.T. Winter en de samensteller van deze bundel. Verder zijn 

vraagstukken ontleend aan andere bronnen nadat de notatie en de stijl werd 

aangepast. Zo zijn vraagstukken ontleend aan het Nieuw Tijdschrift van Wis­

kunde, de MO-A examens en de vraagstukkenverzameling die gebruikt wordt op 

het practicum van het Mathematisch Instituut van de Universiteit van 

Amsterdam. Van vrijwel alle vraagstukken wordt in het tweede deel de oplos­

sing gegeven. De verwijzingen zijn als volgt: S II.2.12 verwijst naar het 

betreffende nummer in de twee deeltjes van de syllabus van P.S. Stobbe, 

V III.3.13 and O III.3.13 verwijzen respectievelijk naar een vraagstuk en 

de oplossing daarvan in dit deeltje. 
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VRAAGSTUKKEN 

I. Opmerkingen vooraf 

§ I.1. Verzamelingen 

I.1.1 Laat de verzameling M gedefinieerd worden door M {2,3,4,5,6}. Gana 

welke van de zes volgende beweringen juist zijn. 

a) 3 e: M; b) 3 c M; c) {3} e: M; d) {3} c M; e) {3,6} c M; 

f) {5} c {4,5} c M. 

I. 1.2 Van de drie verzamelingen A, B en C is bekend dat A een deelverzameling 

is van Ben dat Been deelverzameling is van C. Veronderstel verder 

1 e: A, 2 e: B, 3 e: c, 4 ,i: A, 5 t B, 6 ,i: C. Verifieer of de volgende 

beweringen juist zijn. 

a) 1 E C; b) 2 e: A; c) 3 <E A; d) 4 € B; e) 5 <E A; f) 6 <E A. 

I.1.3 Beschouw de verzamelingen A= {1,2,3,4,5}, B = {1,3,5,7}, en 

C = {2,5,6,7}. Bepaal dan 

a) A u C; b) A u {BnC}; c) (AUB) n (AUC); d) A n B n c. 

Merk op dat de verzamelingen in b) enc) aan elkaar gelijk blijken te 

zijn. 

I.1.4 A, Ben C zijn drie verzamelingen. Toon aan dat 

a) An (BUA)= A; b) Au (BnC) = (AUB) n (AUC). 

I.1.5 A, Ben C zijn drie verzamelingen. Bewijs de volgende uitspraak: 

Ac C dan en slechts dan als Au (BnC) = (AuB) n c. 

I.1.6 Bepaal het aantal verschillende deelverzamelingen van een eindige 

verzameling van n elementen (n e: JN). 

I.1.7 Geef voor elk van de diagrammen a, b enc aan of het een afbeelding 

van A= {p,q,r} in B = {x,y,z} definieert. 
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a. 

b. 

c. 

Als er sprake is van een afbeelding noem deze dan f. Geef in dat ge­

val aan waaruit Im(f) bestaat. 

I.1.8 In de volg~nde 6 onderdelen is steeds een afbeelding gedefinieerd. 

Gevraagd wordt, of deze afbeelding in-, sur- of bijectief is, en of 

het misschien een endo-, iso- of automorphisme is. 

a) f: {1,4,9,16,25} + {1,2,3,4,5}, 

f(v) = Iv' 1 

b) f: {1,2,3} + {1,2,3}, 

f(i) = -!(3i2-11i+4) 1 

c) f: {1,2,3,-1,-2,-3} + {1,2,3}, 

f(i) = i als i > O, f(i) = -i als i < O; 

d) f: V n W+ V (Ven w twee verzamelingen, V ~ W), 

f(u) = u; 

e) f: V+V u w (Ven W twee verzamelingen, W f V), 

f(u) = u; 

f) f: JN ➔ JN, 

f(n) = n + 1. 

I.1.9 Beschouw de afbeeldingen f: ~ ➔ Zeng: ~ ➔ Q gedefinieerd door 

f(O) = 0, f(p/q) = p + q(p E :ii, qa:, p*O, q*O, p en q hebben geen 

gemeenschappelijke delers), g(z) = z/(z2+1). Bepaal fog en g 0 f. 
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I.1.10 Notatie: Zij f: x ➔ y een afbeelding en Ac X. Onder f(A) zullen we 

verstaan de deelverzameling van Y die bestaat uit die elementen van 

Y die het beeld zijn van een element uit A onder de afbeelding f. 

Anders genoteerd: 

f{A) {b I b E Y en er is een a E A met f (a) b}. 

We noemen f(A) het beeld van A onder f. 

Gana dat f(A) = Im(f) dan en slechts dan als A x. 

I.1.11 Beschouw de afbeelding fin vraagstuk I.1.8 f). Wat is f{lN)? 

I.1.12 Gegeven zijn f: V ➔ Weng: W ➔ X, zowel f als g is injectief. Be­

wijs dat de afbeelding (g 0 f): V ➔ X eveneens injectief is. 

I.1.13 Gegeven zijn f: V ➔ Weng: W ➔ X, zowel f als g is surjectief. Be­

wijs dat de afbeelding (g 0 f): V ➔ X eveneens surjectief is. 

I.1.14 Gegeven is (g 0 f): V ➔ X, de samenstelling van f: V ➔ Weng: W ➔ X, 

is injectief. Bewijs dat f injectief is. Is noodzakelijk g injectief? 

Zo nee, geef een tegenvoorbeeld. 

I.1.15 Gegeven is (g 0 f): V ➔ X, de samenstelling van f: V ➔ Weng: W ➔ X, 

is surjectief. Bewijs dat g surjectief is. Is noodzakelijk f surjec­

tief? Zo nee, geef een tegenvoorbeeld. 

I.1.16. Gegeven is de afbeelding f: X ➔ Y. Bewijs dat f injectief is, dan en 

slechts dan als f(AnB) = f(A) n f(B) voor alle deelverzamelingen A 

en B van X. 

I.1.17 Construeer een isomorphisme en zijn inverse voor 

f: {q I qEIQ,. q~O} ➔ {q I qEIQ, O~q<l} • 

I.1.18 Construeer een isomorphisme en zijn inverse voor 
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f: g) + {q I qEg), q?O}. 

I.1.19 Gegeven zijn de verzamelingen A {1,2,3} en B {3,4}. Schrijf alle 

elementen op van de verzameling A IT B. 

I.1.20 A,B,X en Y zijn verzamelingen. Dan is 

a) {AUB) IT X = (AITX) 1,J (BITX) i 

b) (AnB) IT (XnY) = (AITX) n (BITY). 

I.1.21 Gegeven zijn de verzamelingen V-= {1,2,3,4} en W = {1,4,9,16} en 
. 2 

bovendien de afbeelding g: V + W, met g(v) = v. Gana dat deaf­
-1 

beelding f: V IT W + V IT W gedefinieerd door f(v,w) = (g (w), g(v)) 

een automorphisme van V IT W is. 

I.1.22 Laat de volgende afbeelding gegeven zijn: 

f: :l IT {n I nE JN, n>O} + il, 

f(z,n) z/n. 

Wat voor type afbeelding is f? 

I.1.23 Definieer: 

f: !QIT!Q+Q, 

Wat voor type afbeelding is f? 

Definieer verder: 

f: !Q + !Q, q E !Q, 
q 

Wat voor type afbeelding is f ? 
q 

I.1.24 Als de vorige opgave, maar nu met 
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I.1.25 Gegeven zijn twee verzamelingen Ven W met evenveel (eindig veel) 

elementen. Laat zien dat 

1) als f: V + W injectief is, dat f dan ook surjectief is; 

2) als f: V + W surjectief is, dat f dan ook injectief is. 

5 

Blijven de redeneringen ook opgaan als Ven W oneindig veel elemen~ 

ten bevatten? 

I.1.26 Gegeven is de volgende afbeelding: 

f: lR Il lR + lR Il lR, 

Is f een isomorphisme -1 
? (hint: probeer f te vinden). 

I.1.27 Dezelfde vraag voor: 

g: lR Il lR + lR Il lR, 

I.1.28 Dezelfde vraag voor: 

h: lR Il lR + lR Il lR, 

I.1.29 Gegeven is de afbeelding f: :JR3 + 

a E JR. 

Voor welke waarde(n) van a is f een isomorphisme? 

I. 1. 30 Dezelfde vraag voor f: JR3 + JR3 , 
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a E JR. 

I.1. 31 Waaraan moeten a en f3 voldoen (a € lR, f3 € lR) opdat de afbeelding 
3 3 

f: lR ➔ lR , 

een isomorphisme is? 

I. 1. 32 Ga na of de afbeelding f: JR3 + JR3 , 

een isomorphisme is. 

I.1.33 Opmerking: Met behulp van de theorie die later ontwikkeld wordt kun­

nen de vraagstukken I.1.26 tot en met I.1.32 heel snel geverifieerd 

worden. In hoofdstuk III, paragraaf 3 wordt hier nader op ingegaan. 

§ I.2. Permutaties 

I.2.1 Gegeven zijn de 4-tupels [1,3,4,1], [2,3,1,4] en [3,4,2,3]. 

Gana welke van deze tupels 4-permutaties zijn. 

I.2.2 Bepaal van de volgende 3-permutaties [2,3,1], [1,2,3], [3,1,2] en 

[1,3,2] de inversen. 

I.2.3 Schrijf het schema van alle 4-permutaties en hun inversen op. 

I.2.4 Gegeven zijn twee 4-permutaties a en T, gedefinieerd door de schema's 

[1,3,2,4], respectievelijk [4,1,2,3]. Bepaal het schema van croT en 

van Toa. 

I.2.5 Beschouw de 6 3-permutaties a 1 
a4 = [2,3,1], a5 = [3,1,2], a6 

[1,2,3], 02 = [1,3,2], 03 = [2,1,3], 

[3,2,1]. Bepaal voor alle natuur-

lijke getallen i en j met 1 $ i $ 6, 1 $ j $ 6 de permutaties 

pij = cri 0 crj. Druk pij uit in een van de permutaties crk en maak een 

tabel. 

I.2.6 Zij V de verzameling {1,2,3}. Noem de 3-permutaties weer a 1 ,a2 , •.. ,a6 
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I.2.8 

I.2.9 

VRAAGSTUKKEN 

zoals in het vorige vraagstuk. 

Definieer nu 36 afbeeldingen p,. (1SiS6,1SjS6) als volgt 
l.J 

p .. :VIIV+VIIV, 
l.J 

7 

a) Laat zien dat p,. een automorphisme van V n Vis. Beschouw voorts 
l.J 

de verzameling w-= {1,2,3,4,5,6,_7,8,9} en de afbeelding 

T: VII V + W, 

3v1 + v2 - 3. 

b) Laat zien dat voor iedere i en j, 1 :,; i $ 6, 1 $ j $ 6, de af-

beelding 0 -1 bestaat 9-permutatie is. T pij 0 T en een 
-1 c) Wat is de inverse van T 0 pij 0 T ? 

-1 d) Voor welke i en j is T 0 pij 0 T -= idW ? 

Laat gegeven zijn de verzameling V van 3-permutaties en de ver­

zameling W van 4-permutaties en definieer f: V + W als volgt: als cr 

een 3-permutatie is met schema [cr(1),cr(2),cr(3)] dan heeft f het 

schema [cr(3),cr(2),4,cr(1)]; wat voor type afbeelding is f? 

(4) (7) (5) 
Schrijf het schema op van de verwisselingen , 1, 3 , , 2 , 3 en , 4 , 5 . 

Welke 3- en 4-permutaties zijn verwisselingen? 

Zijn er nog andere 3- c.q. 4-permutaties met de eigenschap 

a o a-= a0 (de eenheidspermutatie)? 

I.2.10 Schrijf de 4-permutatie met schema [2,4,1,3] als samenstelling van 

verwisselingen. Doe hetzelfde voor de 6-permutatie met schema 

[2,5,1,4,6,3]. 

I. 2. 11 Schrij·f de inversies op van de permutaties met de schema's [ 1, 4, 3, 2], 

[6,2,3,1,4,5], [2,1,3,4,6,5,8,7], en bepaal het teken van de per­

mutaties. 

I.2.12 Noteer van de 4-permutaties de waarde van de sign-functie. 

I.2.13 Schrijf de permutaties, waarvan de schema's hieronder zijn ge-
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schreven, als samenstelling van verwisselingen: 

a) [2,8,7,3,1,4,.6,51; 

b) [7,3,1,5,9,2,8,6,4]; 

c) [1,3,5,7,9,2,4,6,8,10]. 

Wat is het teken van deze permutaties? 

Welke inversies horen bij deze permutaties? 

§ I.3. Matrices: Combinatorische aspecten 

I.3.1 

I.3.2 

I.3.3 

I. 3.4 

I.3.5 

I.3.6 

I.3.7 

Schrijf van de matrix f: R214 ➔ :m, f(i,j) 

j e: {1,2,3,4}, het schema op. 

Wat zijn de 4-grepen uit R414 ? 

Wat is het sign van deze 4-grepen? 

i + j, ie: {1,2}, 

Laat V de verzameling {1,2,3,4} zijn; welk schema hoort dan bij de 

matrix f: V II V ➔ lN, gedefinieerd door f(vl'v2 ) = v~ + v 2 ? 

Maak een lijst van roostertransformaties van (2x2)-roosters en ga na 

welke transformaties even zijn en welke oneven zijn. 

Laat n een positief natuurlijk getal zijn, V de verzameling 

{x \ x e: JN, l~x~n} en cr 1 en cr2 twee n-permutaties. Definieer nu 

p: Vl'I V ➔ VII Valsvolgt: p(v1 ,v2 ) = (cr 1 Cv1),cr2 Cv2ll. 

Laat zien dat 

a) peen automorphisme is; 

b) peen roostertransformatie is; 

c) sign (p(W)) = sign (cr 1).sign (a2).sign (W), waarin W een n-greep 

is. 

Is de transpositie te schrijven als een afbeelding p zoals deze 

voorkwam in de vorige opgave? 

Beschouw een matrix f: R414 ➔ V uit een verzameling Ven noem de 

elementen van f v ... Zij cr de 4-permutatie met schema [4,1,3,2] en 
l.J 

1 de 4-permutatie met schema [3,1,4,2]. Bepaal dan de matrix 

f o K0 o R1 : R414 ➔ V. 
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§ I.4. Determinanten: Combinatorische aspecten 

I.4.1 Bereken de determinanten van de matrices 

I.4.2 

I.4. 3 

I.4.4 

I.4.5 

I.4.6 

I.4. 7 

I.4.8 

I.4.9 

(
-1 
-2 

1 
-1 
-2 (-l 

-1 
4 
0 

Als in een (nxn)-matrix A uit ~ de i-de en de j-de kolom 

(ifj, i,j E {1,2, ..• ,n}) aan elkaar gelijk zijn dan is det(A) 0. 

Bewijs dit. Een analoge uitspraak geldt voor rijen. 

Bereken det(f) voor f uit opgave I.3.3. 

Laat V de verzameling {1,2,3,4} zijn; definieer f: V TI V ➔ JN als 
2 volgt: f(v 1 ,v2) = (v1-v2) Wat is det(f)? 

Beantwoord dezelfde vraag voor het geval dat V 

f: V TI V ➔ ~,en f(v 1,v2) = 1/(v1+v2-1) is. 

{1,2,3}, 

Gegeven is de (nxn)-matrix f uit JN met f(i,j) = i + j. Wat is 

det(f) voor n respectievelijk 1, 2 en 3? Wat is det{f) voor n > 3? 

Gegeven is een (nxn)-matrix f uit lR met f(i,j) = -f{j,i). Laat zien 

dat det(f) 0 als n oneven is. 

Laat gegeven zijn een willekeurige {2x2)-matrix f uit lR en de 

{2x2)-matrix g, gedefinieerd door 

g(l,i) a f(l,i) + b f{2,i), 

g{2,i) c f(l,i) + d f{2,i), 

voor i 1 , 2 en a, b, c , d E lR. 

Toon aan dat 

det(g) = det{f)•det (: ~) • 

Gegeven is het volgende schema van een {2x2)-matrix f 
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f: 

Beschouw nu de 2-permutaties a0 ,a1 met schema's [1,2], respectieve­

lijk [2,1], en de daaruit voortvloeiende rij- en kolompermutaties 

R , R , K , K Definieer nu: 
ao al ao al 

zo zijn dus gedefinieerd f 00 , f 01 , f 10 en f 11 • Bereken nu de deter­

minanten bij deze matrices en vergelijk het antwoord met respectieve­

lijk det(f), sign(a0) en sign(a1). 

I.4.10 Van een (2x2)-matrix f uit lR is gegeven dat det(f) = 0. Laat zien 

dater twee reele getallen a en b zijn, die niet allebei tegelijk 

0 zijn, zodanig dat 

a f(l,1) + b f(l,2) 0 

en 

a f(2,1) + b f(2,2) 0. 

I.4.11 Van de (nxn)-matrix fn uit JN is gegeven dat fn(n-i+l,i) = 1, 

i = 1,2, •.• ,n en fn(i,j) 0 voor alle andere paren (i,j). (Dus 

voor n 2 ontstaat 

voor n 3 

etc.) 

Bereken voor elke·n ~ 2 det(f). 
n 
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II. Vectorruimten en lineaire afbeeldingen 

§ II.1. Vectorruimten 

II.1.1 Gana in welke van de volgende gevallen er sprake is van een binaire 

operatie zoals gedefinieerd in s II.1.2. 

a) V JR, m(x,y) X + y; 

b) V JN, m(i,j) i - j; 

c) V !a' m(i,j) i j; 

d) V :;, m(i,j) ij; 

d) V JN, m(i,j) .j 
l. • 

II.1.2 Ga na aan welke voorwaarden (S II.1.5, (i), (ii), (iii) , (iv)) van 

de definitie van abelse groep is voldaan door de onderstaande paren 

(V ,ml , waarin Veen verzameling en m een binaire operatie op Vis. 

a) V JR, m(r,s) rs; 

b) V {x E JR, X t- O} m(r,s) rs; 

c) V JN, m(i,j) i + j; 

d) V lll', m(i,j) i + j. 

II.1.3 Definitie: Zij Veen verzameling en m: V ITV ➔ Veen binaire opera­

tie op V. 

(i) Een element e E Vis een nul-element voor m als voor elke 

a E V geldt m(e,a) m(a,e) = a. 

(ii) m heet commutatief als voor elk tweetal elementen v, w E V 

geldt: m(v,w) = m(w,v). 

(iii) m heet associatief als voor elk drietal elementen u, v, w E V 

geldt m(m(u,v),w) = m(u,m(v,w)). 

II.1.4 Gana dat definitie S II.1.5 met behulp van de vorige definities 

als volgt geformuleerd kan worden. 

Definitie: Als Veen verzameling is en m: V ITV ➔ Vis een binaire 

operatie op V die voldoet aan de volgende vier voorwaarden: 

(i) · m bezit in Veen nul-element v0 ; 

(ii) m is commutatief; 

* er is bij ieder element v E Veen element v E V zodat (iii) 

* m(v1v) = v0 ; 

(iv) m is associatief; 

dan heet het paar (V,m) een abelse groep. 
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II.1.5 Zij V de verzameling van alle reele polynomen van de graad 2 (of 

lager) in een variabele x; d.w.z. 

Beschouw op V de binaire operatie m: V ITV+ V met 

2 
X • 

Is (V,m) een abelse groep? 

II.1.6 Zij V de verzameling van alle geordende rijtjes reele getallen 

(a1, •.• ,an) die voldoen aan a 1 + ••. +an= 0 (n mag per rijtje ver­

schillen). Definieer als binaire operatie m: V ITV+ V met 

Is (V,m) een abelse groep? 

II.1.7 Zij V = lR en m: V ITV+ V de binaire operatie op V gedefinieerd 

door m(x,y) = x + y - xy. 

a) Ism commutatief? 

b) Ism associatief? 

c) Is er een nul-element voor m? Zo ja, welk element? 

d) Is (V,m) een abelse groep? 

II.1.8 Bewijs dater voor een binaire operatie op een verzameling V geen 

twee verschillende nul-elementen bestaan. 

II.1.9 Beschouw de verzameling bestaande uit vier standen van een vlak, die 

ontstaan door dit vlak om een vast punt linksom te draaien over 

hoeken van 0°, 90°, 180° en 270° Deze standen noteren we respec­

tievelijk met Q, .!_, ~. 2, dus V {Q, .!_, ~. l_}. Als binaire operatie 

(+) definieren we het na elkaar uitvoeren van twee draaiingen. Zo 

is bijvoorbeeld .!_ + l_ = Q. 
Bereken, door onderstaande tabel in te vullen, voor alle mogelijke 

paren (u,v) E V ITV hun som u + v. 
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0 1 2 3 - - - - a) Is er een nul-element? I~ 
0 -

b) Heeft elk element van Veen inverse 

in V? Zo ja, bepaal deze. 

1 c) Is Veen abelse groep? -
2 -
3 -

II.1.10 Beschouw nog eens de verzameling Ven de binaire operatie m uit 

V II. 1. 5. Voeg hier aan toe de reele opera tie o: lR II V + V, met 

Is V hiermee een lineaire ruimte? Is Veen vectorruimte? 

II.1.11 Zij V de verzameling van alle geordende rijtjes van n reele getal­

len (a1, a2 , ... ,an) (n2:1) die voldoen aan a 1 + a 2 + .•. + an = 0, 

d.w.z. 

V O}. 

Oefinieer de binaire operatie m: VII V + V met 

en de reele opera tie o: lR II V + V met 

Gana dat Veen lineaire ruimte is. Is Veen vectorruimte? Probeer 

een stelsel van n - 1 vectoren {v1,v2 , .•• ,vn-l} te vinden zodat elk 

element v E V te schrijven is als v = A1v 1 + •.• + An-l vn-l met 

A1, .•. ,An-l E lR. 

II .1.12 Laat zien dat de verzameling F van functies f: [O, 1 J + lR een 

lR-lineaire ruimte is. Neem als optelling {f1+f2}(x) f 1 (x) + 

+ f 2 (x) en als scalaire vermenigvuldiging {Af}(x) = Af(x). 
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* II.1.13 Bereken x en y als (x,3) (2,x+y), waarin beide leden tot ]R2 be-

horen. 

II.1.14 Bereken x, yen z als 

(-~) ( 
1 

)+ ( 
1 

) ( ~ ) X 1 y 1 +;z 
4 1 0 0 

x, y, z € lR en de vectoren behoren tot JR3 . 

II.1.15 In ]R3 is gegeven 

a = (-~), b ( ! ) , C = (-i). 
8 -1 0 

a) Bereken X = a + b + c. 

b) Bereken y >-a + µb + vc, met A 2, µ = -3, \) 4. 

c) Zij z X + y; druk z uit in a, b en c. 

d) Gana of er reele getallen Cl,, s en y zijn (niet alle gelijk 0) 

zodat aa +Sb+ ye= 0. 

II.1.16 Beschouw de lineaire ruimte M2,3 ( lR) • Gegeven is 

(~ 0 ~), (~ 2 ~), (~ 0 ;), (~i 3 
1~). A 

3 B 
0 

C 
0 

M 24 

Druk M uit in A, Ben C. 

§ II . 2 . Dimensie 

II.2.1 De vectoren in dit vraagstuk zijn elementen van JR2 . Bewijs: 

a) G) is een lineaire combinatie van c(~), (~)J1 

b) G) is een lineaire combinatie van c(;). G)J; 

c) (~) is een lineaire combinatie van c(i)• (~)]; 



II.2.2 

II.2.3 

II.2.4 

II. 2.5 

II. 2 .6 
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'1) (3\ d) c(2 , 6;] is een lineair afhankelijk stelsel van lR2 ; 

e) c(;), (!)] is een lineair onafhankelijk stelsel van lR2 . 

Defini tie: Zij V een lF- vectorruimte en zij [ a 1 , .•. , am J een m-tupel 

uit V. Een vector v E V heet lineair afhankelijk van [a1, •.• ,am] 

als er getallen A1, ••• ,Am in lF bestaan zodat v = A1a 1 + .•. + Amam. 

Opmerking: We zeggen ook dat v een lineaire combinatie is van 

[a1 , ••• ,am]; zie S II.2.15. 

Een vector v E V heet lineair onafhankelijk van [a1 , ..• ,am] als v 

geen lineaire combinatie is van [a1 , •.• ,am]. 

* Is in JR5 de vector (1,2,3,1,0) te schrijven als een lineaire com-

binatie van [(1,2,0,0,0), (1,2,3,0,0), (0,0,1,1,0), (0,0,-1,0,0) ]? 

Zo ja, geef deze lineaire combinatie. 

Laat zien dat in JR3 de vector 

op meer dan een manier als lineaire combinatie van 

te schrijven is. 

Het tupel 

is een basis voor lR3 • Bewijs dit. 

Beschouw in lR3 het tupel 
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II.2.7 
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a E JR. 

Ga na voor welke a het tupel een basis van JR3 is. 

Als Veen 4-dimensionale JR-vectorruimte is met basis [a1,a2 ,a3,an], 

dan is ook [a1,a2,a3 + Aa 1,a4 ] voor elke A E JR een basis van v. 
Toon dit aan. 

II.2.S Als 

II.2.9 

een basis is van JR3 , dan is 

J 

een basis van JR4 • Bewijs dit. 

Bewijs dat in JR4 het tupel 

{1} 0) · G) l 

een lineair onafhankelijk stelsel is. Vul dit tupel aan tot een 

basis van JR 4 • 

II.2.10 Zij V de JR-vectorruimte van polynomen van de graad :S 3 in de 

variabele t. Gana of [u,v,w] lineair afhankelijk, danwel lineair 

onafhankelijk is met 

a) u = t 3 - 3t2 +St+ 1, 

b) u 

+ 9t + 5; 

t 3 + 4t2 - 2t + 3, 

- St+ 7. 

V t 3 - t 2 +St+ 2, w 

V t 3 + 6t2 - t + 4, w 

II.2.11 Zij V de JR-lineaire ruimte van continue functies f: JR -->- JR. Ga 
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na of [f,g,h] een lineair onafhankelijk stelsel is, als 

a) f{t) e2 t g{t) = t 2 , h(t) = t; 

b) f(t) cos 2t, g(t) = sin2t, h(t) 1. 

c) Gana of Veen vectorruimte is. 

17 

II.2.12 In een lF-lineaire ruimte Vis [v1, •.• ,vm] lineair onafhankelijk, 

maar [v1, ••• ,vm,w] lineair afhankelijk. 

a) Toon aan dat w een lineaire combinatie van [v1 , .•• ,vm] is. 

b) Geef een voorbeeld van een lineair afhankelijk stelsel 

[v1,v2 ,v3 ,wJ, waarbij 

{i) [v1 ,v2 ,v3 ] lineair onafhankelijk is en 

(ii) w lineair afhankelijk is van [v1 ,v2 ,v3 J en 

(iii) v 1 niet lineair afhankelijk is van [v2 ,v3,w]. 

c) Als b), maar nu met als derde voorwaarde 

(iii) vl is lineair afhankelijk van [v2 ,v3,w], 

v2 is lineair afhankelijk van [v1 ,v3 ,wJ, 

v3 is lineair afhankelijk van [v1 ,v2 ,w]. 

II.2.13 Laat [u,v,w], een lineair onafhankelijk stelsel zijn in een 

lF-lineaire ruimte V. Laat zien dat [u+v,u-v,u-2v+w] ook een 

lineair onafhankelijk stelsel is. 

II.2.14 Is het tupel [(1,1,1), (2,2,2), (1,0,0)] een stelsel voortbrengenden 

* van JR3? 

II.2.15 Zij V de lR-vectorruimte van polynomen met reele coefficienten van 

de graad S 3 in de variabele t. Bepaal de dimensie van deze vector­

ruimte. 

II.2.16 In een 3-dimensionale lR-vectorruimte V zijn gegeven de vectoren 

a, b, c, end zodat het tupel [a+2b, a+c, c] een lineair onaf­

hankelijk stelsel is. Welk van de volgende tupels vormt een basis 

voor V? 

(i) [a+b+c, a+2b, c-b]; 

(ii) [a,b,c]; 

(iii) [a,b,c,d]. 

II.2.17 Gegeven is een lF-vectorruimte V; a, b, c end zijn vectoren uit V. 

Bewijs de volgende uitspraken. 

(i) [a,b,c] is lineair afhankelijk als [a+b,b+c,a+c] lineair 



18 VRAAGSTUKKEN 

afhankelijk is. 

(ii) [a,b,c] is lineair onafhankelijk als [a+b,b,c] lineair onaf­

hankelijk is. 

(iii) Als a f 0 lineair afhankelijk is van [b,c] en bis niet 

lineair afhankelijk van [a,c], dan is c lineair afhankelijk 

van [a]. 

(iv) Als [a,b,c] een lineair onafhankelijk stelsel is end is 

lineair afhankelijk van [a,c] en ook van [b,c], maar niet van 

[a,b], dan is d lineair afhankelijk van [c] enc is lineair 

afhankelijk van [d]. 

II.2.18 Gegeven zijn in lR4 vijf vectoren a, b, c, x, y; x is lineair on­

afhankelijk van [a,b,c] en y is lineair onafhankelijk van [x,a,b,c]. 

Onderzoek of [a,b,c] een lineair afhankelijk, dan wel een lineair 

onafhankelijk stelsel is. 

II. 2 .19 Gegeven is in JR3 de verzameling vectoren { aA I A E lR} met 

en bovendien de vectoren 

(i) Onderzoek voor welke waarde(n) van A de vector aA lineair af­

hankelijk is van [b,c]. 

(ii) Voor welke A is c lineair afhankelijk van [aA,b]? 

§ II.3. Lineaire deelruimten 

II.3.1 Beschouw de verzameling vectoren {aA j A E JR} met aA gegeven in 

V II.2.19. Onderzoek of deze verzameling een lineaire deelruimte 

van JR3 vormt. 



II.3.2 

II.3 .3 

II.3.4 

II.3.5 

II.3.6 

II.3.7 
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Voor welke A E lR is 

* een lineaire deelruimte van lR4 ? 

Als a, b en c vectoren zijn van een lF -vectorruimte V, dan is 
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W ={a+ Ab + µc I A,µ E lF} een lineaire deelruimte van V dan en 

slechts dan als OE w. Bewijs deze uitspraak. 

* Bepaal of de volgende deelverzamelingen van JR3 lineaire deel-

* ruimten van JR3 zijn: 

a) { (xl ,x2,x3) x1+xz+x3 O}; 

b) {(x1,x2,x3) x1+x2-x3 1}; 

c) {(x1,x2,x3) x2-x -x 1 2 3 
O}; 

d) {(x1,x2,x3) x1+x3+x3 o en 2x1+x2-x3 O} 

Toon aan dat de verzameling 

een lineaire deelruimte van lR4 is en bepaal de dimensie van W. 

U en V zijn lineaire deelruimten van een lF-lineaire ruimte A. 

Zijn U\V = {v I VEU, v{v}, U u Ven Un V ook lineaire deelruimten 

van A? 

Laat U en W de volgende lineaire deelruimten van JR4 zijn: 

u O}, W 0 enc 2d}. 

Bepaal een basis van U, van Wen van Un W. 
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II.3.8 Beschouw in M212 (JR) de lineaire deelruimte W opgespannen door 

[ ( 1 
-4 

-s, ( 1 
2/' -1 

-4) ( 1 
7 ' -5 

-7) 1 ]. 

Bepaal de dimensie van Wen zoek een basis van W. 

II.3 .9 Bepaal een basis van de lineaire deelruimte W van JR5 gegeven door 

Wat is de rang van 

II.3.10 Bepaal de rang van het tupel 

II.3.11 Het tupel [a,b,c] is een basis voor een JR-vectorruimte V. Zij 

II.3.12 

p E lR en x = pa + b - c, y = p (b-a) + 2c en z = p (c-a) - b. Bepaal 

voor alle waarden van p dimensie van {Ax+µy+vzlA,µ,VElR}. 
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is voor zekere reele a een lineaire deelruimte van JR3 • Bepaal a 

en een basis voor V. 

II.3.13 o1,o2 en o1 u o2 zijn lineaire deelruimten van een lR-vectorruimte 

V. Bewijs dat D1 c o2 of D1 ~ D2 . 

II.3.14 Notatie: Laat A en B deelverzamelingen zijn van een lF-lineaire 

ruimte V. We schrijven A+ B voor de verzameling van alle elementen 

a+ b met a EA en b E B: 

A+ B {vEV Iv a+b met aEA en bEB}. 

II.3.15 Als A en B lineaire deelruimten van een lF-lineaire ruimte V zijn, 

dan is ook A+ Been lineaire deelruimte van V. Bewijs dit. 

II.3.16 Bepaal een basis van U + W met U en W uit V II.3.7. 

II.3.17 Zij A een lF-vectorruimte en Been lineaire deelruimte van A. 

(i) Bewijs dater minstens een lineaire deelruimte C van A is met 

de eigenschap 

A= B + C, B n C = {0}. 

(ii) Veronderstel dat zo'n C gekozen is. Toon aan dat elke vector 

a EA op een en slechts een manier geschreven kan worden als 

a= b + C met b E Ben C E c. 

II.3.18 Zij Veen lF-vectorruimte en A en B lineaire deelruimten van V. 

Bewijs dat 

II. 3 .19 Beschouw in de JE3 de punten E1 ,E2 ,E3 , gegeven door de matrices 

+ 
B 

1 

Beschouw verder de deelverzameling 

V {p + AQ I AElR}, 
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waarin Pen Q punten zijn gegeven door P 

Q = 2El + E2 - E3 • 

a) Is V een lineaire deelruimte van E 3 ? 

b) Wat stelt V meetkundig voor? Probeer V te tekenen in lE3• 

c) De punten R en S uit lE 3 zijn gegeven door 

R 

Gana of R €Ven S € v. 

d) Bepaal de 1-dimensionale lineaire deelruimte van lE3 {dus de 

rechte door O, de oorsprong van het carthesisch assenstelsel), 

die evenwijdig is aan V. 

e) De voorstelling van V in{*) heet een vector-voorstelling van 

Ven de vector Q heet een richtingsvector van V. 

Gee£ een vectorvoorstelling van de rechte W door het punt 

D = -E1 + 3E2 + 2E3 , die evenwijdig is aan de rechte {AT 

met T = E1 + 2E2 + E3 • Wat is een richtingsvector van W? 

f) Wat is de vectorvoorstelling van de rechte door de punten 

A€lR}, 

A= El+ 2E2 + 3E3, B 

vector is de vector C 

2E1 - E3? {Aanwijzing: een richtings­

A - B). 

g) Gana dat de verzameling U = {R+AQ+µT I A,µ€lR} een vlak voor­

stelt en dat dit vlak het vlak is door V evenwijdig aan w. 
h) Zij nu een willekeurig punt van het vlak U gegeven door de 

matrix 

Bij dit punt horen zekere A enµ uit lR zodat voldaan is aan 

De coordinaten x, yen z en de parameters A enµ voldoen dus 

aan het stelsel van drie lineaire vergelijkingen 



5 + 2:.\ + )J, 

4 + :.\ + 2µ, 
-2 - :.\ + µ. 
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Eliminatie van:.\ en )J geeft een (lineaire) vergelijking voor 

x, yen z. Stel deze vergelijking op. Deze vergelijking heet 

de vergelijking van het vlak U. 

i) Geef een vectorvoorstelling van het vlak M door de punten E1, 

E2 , E3 • Geef ook de vergelijking van dit vlak. 
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j) Als een vlak N in de JE 3 gegevE;n wordt door de vergelijking 

3x + 4y - z = 6, geef dan een vectorvoorstelling van dit vlak. 

Wat is de vergelijking van het vlak evenwijdig aan N door O? 

En die van het vlak evenwijdig aan N door het punt 2(E1+E2+E 3)? 

k) Ligt de rechte met vectorvoorstelling {E1+>-(2E 1-E2+2E3) I A E lR} 

in vlak N? Is deze rechte evenwijdig aan N of snijdt hij Nin 

een punt? 

1) Bepaal het snijpunt van V met N en dat van W met N. 

m) Geef de vergelijking van het vlak F door de punten Ten 

4E2 - 2E3 , en evenwijdig aan de rechte {:.\PI AElRL 

n) Geef een vectorvoorstelling van G = {FnM}, G is de snijlijn van 

de vlakken Fen M. De vergelijkingen van Fen M worden, als 

stelsel, de vergelijkingen van de rechte G genoemd. 

o) Gana dat de vergelijking van een vlak, op een faktor na, een­

duidig bepaald is. De vectorvoorstelling voor vlak en lijn zijn 

niet eenduidig, evenals de vergelijkingen van een lijn. 

II.3.20 Gegeven zijn in de JE 3 de punten A, B en,C, zodat het tupel 

[A,B,C] een basis is voor ]E3. Gegeven zijn 

het vlak V {A-B + ;\(A-2B+C) + µ(A-C) I :.\,µElR}, 

het vlak w {B-C + :.\(2A-B-3C) + µ (A-2C) I :.\,µElR} en 

de rechte p {B-A + ;\(A-B-C) AElR}. 

a) Stel een vectorvoorstelling op van de snijlijn van Ven W. 

b) Onderzoek of Pde vlakken Ven W snijdt. Indien Peen vlak 

snijdt, druk dan het snijpunt uit in A, Ben c. 
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§ II.4. Lineaire afbeeldingen 

II.4.1 

II.4.2 

II. 4. 3 

Laat zien dat de volgende afbeeldingen JR-lineair zijn. 

a) <j, : JR2 + JR2 gedefinieerd door 

b) <j,: JR3 + JR gedefinieerd door 

2x - 3y + z. 

Gana of de volgende afbeeldingen JR-lineair zijn. 

a) <j,: JR2 + JR gedefinieerd door 

b) <j,: JR2 + JR3 gedefinieerd door 

c) <j,: JR3 + JR2 gedefineerd door 

JR-lineaire afbeelding zijn met <j,(!) = 3 en 

dat <j, hiermee volledig bepaald is en bepaal 

JR2 • Bepaal ook Ker ( <j, ) • 

II. 4. 4 Als de JR -lineaire afbeelding <j,: JR3 + JR3 bepaald wordt door 



II.4.5 

II.4.6 

II.4. 7 

II. 4. 8 
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bepaal dan een basis van Ker($) en van Im($). 

Als nog een tweede lR -lineaire afbeelding 1j,: lR3 + lR3 gegeven 

wordt door 

/ 1 1 
1/i· 1) = ( o), 
'o '-1 

bepaal dan Im(lj, 0 $). 

Voor welke reele waarden van cr is.er een lR-lineaire afbeelding 

? 
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Voor welke van deze waarden is $cr volledig bepaald? Voor welke van 

deze waarden is $cr surjectief? 

Notatie: Zij Veen F-vectorruimte en$ EMF (V,V) (zie S II.4.34). 

Onder $2 verstaan we het lF-lineaire endomorphisme $ 0 $: V + V. Dus 
2 k 

$ (x) = ($ 0 $) (x) = $($(x)). Analoog wordt onder $, met k ~ 2 ver-

staan 

k keer 

Van een F-lineair endomorphisme $ van een vectorruimte Vis ge­

geven dat voor iedere x E V de vectoren $(x) en $2 (x) lineair af­

hankelijk zijn. 

Bewijs dat iedere x E V geschreven kan worden als x 
2 

u E Im($) en v E Ker($). 

Zij $ E ~ (lR4 , :IR3) gedefinieerd door 

(
x-y+s+t ) 
x+2s-t • 
x+y+3s-3t 

Vind een basis van Im($) en Ker($). 

u + v, met 
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II.4.9 

II.4.10 
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Vind een lR -lineaire afbeelding q,: JR3 ➔ lR4 zodat Im(q,) wordt 

voortgebracht door 

* * * Zij q,: lR3 ➔ JR3 een lR -lineair endomorphisme van JR3 , gegeven 

door q, ( 1 , 0 , 0) = ( 1 , 2 , 1 ) , q, ( 0 , 1 , 0) = ( 2 , 2 , 1 ) , q, ( 0 , 0 , 1 ) = ( 0 , - 2 , -1 ) . 

a) Bepaal q, ( 1 , 1 , 1) en q, ( 2, 1 , 3) . 

b) Bepaal Ker(q,). 

c) Bepaal Im(q,). 

* d) Bepaal alle x E JR3 die afgebeeld worden op de vector (2,2,1). 

II.4.11 Zij q, E MlF (JR4 , JR2). Bewijs dat 

dim]R ( Ker ( q,) ) ~ 2 • 

II.4.12 Laat Veen lF-vectorruimte zijn met basis [a1,a2,a3]. Zij W een 

lF-vectorruimte met basis [b1 ,b2 , ••. ,bn], met n ~ 4. Zij 

q, E MlF (V, W) gegeven door 

Bewijs dat Ker(q,) = {O} en dat dimlF (Im(q,)) = 3. 

II.4.13 Zij Veen lF-vectorruimte met basis [a1,a2 ,a3]. Zij <j,: V ➔ Veen 

lF-lineair endomorphisme gegeven door 

Voor welke A1,A 2,A 3 E ]F geldt ,\lal + ,\2a2 + A3a 3 E Ker(q,)? 

Voor welke A1 ,A2 ,A3 E lF geldt \a1 + ,\2a2 + A3a 3 E Im(q,) ? 

II.4.14 Zij Veen lF -vectorruimte met basis [a1,a2,a3,a4]. Zij <j,: V ➔ V 

een lF -lineaire afbeelding met 
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Bepaal voor elke A E JF een basis van Im(,P) en een basis van 

Ker (,P). 
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II.4.15 Ven W zijn JF-vectorruimten, <PE M(V,V) en o/ E M(V,W). Bewijs dat 

<Peen isomorphisme is dan en slechts dan als Ker(,P) = {O}. Geldt 

een dergelijke uitspraak ook voor o/? 

II.4.16 Zij Veen n-dimensionale JF-vectorruimte en <PE MJF (V,V) waarvoor 
2 geldt <P = ,P(,P heet dan een projectie). 

(i) Bewij s dat Ker (,P) n Im (,P) = -{ O}. 

(ii) Toon aan dat V = Ker(,P) + Im(,P). 

II.4.17 U, Ven W zijn JF-vectorruimten, <PE MJF (V,W) en o/ E MJF (W,U). 

Toon aan dat (zie voor de notatie V I.1.10) 

Ker(o/) n Im(,P). 

II.4.18 A is een lR-lineaire vectorruimte. Van het endomorphisme 

<P E MlR (A,A) is gegeven, dat voor iedere vector x E A, met x ,f. 0, 

het stelsel [x,,P(x)] lineair onafhankelijk is.Also/= <P + idA, 

bewijs dan dat voor x ,f. 0 ook het stelsel [,P(x), o/(x)] lineair on­

afhankelijk is. 

II.4.19 In :JR3 is gegeven de verzameling V door 

a) Ga na of V een lineaire deelruimte van :JR3 is. 

b) Voor elk paar (a, S) is het lR -lineaire endomorphisme <P van lR3 

gegeven door 

(-1+2S) 
l+S , 

3 

Bepaal voor elk paar (a,S) een basis van V n Im(,P). 

II.4.20 Voor elke a E lR definieren we <Pa E MlR (lR3 , lR3) door 
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Verder is 

a = 

(i) 

(ii) 

Bepaal voor elke a dimlR (K_er (<Pa) ) • 

Los <Pa(x) = a op voor elke a. 

II.4.21 In de lE2 kiezen we de basis [E1 ,E2 ], waarbij E1 en E2 gegeven 

zijn door de matrices 

(~), respectievelijk i2 

Men beschouwt de lR-lineaire endomorphismen o,£ en p met de volgen­

de werking: 

o(E2) = 

£(E2) = 
p(E2) = 

(draaiing van :JE2 over ½1r); 

(de identieke afbeelding idlE ) ; 
2 

Bepaal de meetkundige betekenis van 

(i) o3 ; (ii) o4 ; (iii) o + £; (iv) (p-£) 0 o O (p+E); 

2 
(v) oo (p-£) • 

II.4.22 Vis een lF-vectorruimte en <PE M (V,V); a, b enc zijn vectoren 
]F 

uit V, alle ongelijk 0. Er is verder gegeven dat <jl(a) = a, 

-b, <jl(c) =0. <P (b) 

(i) 

(ii) 

Bewijs dat [a,b,c] een lineair onafhankelijk stelsel is. 
5 

Bereken <P (a+3b-2c). 

II. 4. 23 V is een lF -vectorruimte en <P E MF (V, V) . 
2 

(i) Bewijs: Im(<P) c Ker(<P) dan en slechts dan als <P = 0. 

(ii) Geef een voorbeeld van een endomorphisme van JR.2 zodat 

<Pt- 0 en cp 2 = 0. 

II.4.24 Zoek een <P E MJR (JR4 , JR4 ) zodat dimJR (Im(<P)) 2 en 
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Ker (<j,) n Im(<j,) 

Bewijs dat dimlR (Im(<j, 2)) = 1. 

II.4.25 Fis de lR-vectorruimte van polynomen van graad ~ 4: 

II.4.26 

II.4.27 

F a.E:IR.}. 
1. 

Eis de deelverzameling van F bestaande uit de polynomen van F 

waarvoor a 4 = 0. 

(i) Bewijs dat E een lineaire deelruimte van Fis. 

Definieer o: F + E en TI: E + F door 

(ii) Toon aan dat o en TI lR-lineaire afbeeldingen zijn. 

(iii) Bepaal Ker(o), Im(o), Ker(TI) en Im(TI). 

(iv) Laat zien dat o O TI= idE, maar dat TI O of idF. 

<j, is een lF -lineair endomorphisme van een lF -vectorruimte 

Toon aan: 

(i) Ker(<j,) 2 
C Ker(<j, ). 

v. 

(ii) Ker(<j,) 2 dan als Ker(<j,) Im(<j,) Ker(<j, ) dan en slechts n 

3 Vis een lF-vectorruimte en <j, EM (V,V) met <j, = <j,. 
lF 

Toon aan: 

(i) Ker(<j,) 

(ii) Im(<j,) 

(iii) Ker (<j,) 

Ker(<j, 2). 

Im(<j, 2 ) = Ker (idv - <1>
2). 

n Im(<j,) = {O}. 

(iv) Elke vector v E Vis op een en slechts een manier te 

schrijven als v = u + w, met u E Im(<j,), w E Ker(<j,). 

II.4.28 Zij [a1, ••• ,an] een basis voor een lF-vectorruimte V, n ~ 4. 

We definieren <j, E MlF (V,V) door <j,(ai) = ai+l voor 1 ~ i < n en 

<j,(an) = 2an. k 

(i) Bepaal Ker(<j,) voor k 1,2,3. 

29 

{O}. 
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(l.·1.·i ~2, l 3( l Los op~ x = a 3 en$ y a 3 . 

(iii) Bewijs dat $n = 2$n-l_ 

II. 4. 29 Gegeven is een lF -lineair endomorphisme $ van een lF -lineair 

vectorruimte V zodanig dat $3 = idv. Stelb= a+ $(al + $2 (a), 

voor zekere a E V. 

Toon aan dat 

(i) $(b) = b. 

(ii) Ker($) = {O}. 

(iii) $(U) U, als u = {A(3a-b) + µ $(3a-b) I X.,µElF}. 

II.4.30 Zij a: lR.n ➔ lR een lR- lineaire afbeelding. Zij a een (vaste) vec­

tor uit Ker (a). 

Zij verder $: lR.n + lRn gedefinieerd door 

$(x) x - o(x)a. 

(i) Bewijs dat $ een lR -lineaire afbeelding is. 

(ii) Bewijs dat Ker($)= {O}. 

(iii) Bewijs dat 

dimlR ( (Im(idlR -$)) :;; 1. 
n 

(iv) Bewijs dat $ een inverse heeft en dat $- 1 (x) = x + o(x)a. 

II.4.31 Zij A een lF-vectorruimte, Ben C lineaire deelruimten van V met 

de eigenschap A B + c, B n C = {O}. (Zie V II.3.17). De af-

beelding $:A ➔ A is gedefinieerd door de eigenschap, dat wanneer 

a= b + C met b E Ben C EC dan is $(a)= b. 

(i) Bewijs dat $ een lF-lineaire afbeelding is. 

(ii) Bepaal Ker($). 

(iii) Toon aan dat $2 = $. 

II.4.32 Zij $ E M(lR , lR ) waarvoor geldt 
n n 

Toon aan dat $ een lR -lineaire automorphisme van lR.n is. 
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II.4.33 Zij Veen JF-vectorruimte en$ E M(V,V) met de eigenschap $2 = $. 

Veronderstel $ f i¾· Toon aan dat $ geen JF-lineair automorphisme 

van Vis. 

§ II.5. Matrices en lineaire afbeeldingen 

II.5.1 

II.5.2 

II.5.3 

Terminologie: Onder de standaardbasis van lRn verstaan we het tupel 

[e,e2 , ..• ,en], met 

1 
0 
0 

el e2 

0 
0 

* Analoog voor lR • n 

Schrijf de vectoren 

G), (-D, (-;) 
-3 

uit JR.3 
a) als vector van 

CJR.3 , c(:), (~), ( g)J>, 
0 3 -1 

b) als vector van 

(lR.3' c(i), (-~), (=~)J>. 

Schrijf de vectoren 

0 
1 
0 

... , 
0 
0 

e n 

0 
0 
0 

0 
1 
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* E (JR4, [ (1,1,1,1), (1,0,1,0), (1,1,0,0), 

(0,0,0, 1)] 

* als vectoren ui t ( lR 4 , [ ( 1 , 2, 1 , 2) , ( 1 , 1 , 1 , 1) , ( 0, 1 , 0, 0) , ( 3, 0, 0, -1) J) • 

II. 5. 4 De twee lR -lineaire afbeeldingen 

zijn gegeven door de matrices 

B = 0 D 
(yx) Bepaal voor elke vector E. JR.2 de beelden 

vervolgens Ker(~), Ker(~), Im(~) en Im(~). 

II . 5 . 5 De lR - lineaire afbeelding ~ = ( m.; , [ ( 1 , 2, 2) , ( 0 , 1 , 0) , ( 0 , 0 , -1 ) ] ) ¾ 

(JR.2 , c(i), (-i)J> is gegeven door de matrix 

A = ( 1 
-1 

4 
0 

Bepaal de matrix B bij de lR -lineaire afbeelding 

Bepaal ook Ker(~) en Ker(3.~). 

II.5.6 Beschouw de vector 

* E (lR.4' [ (1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,0), (1,1,1,1) ]) • 
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* Bepaal een basis [v1,v2,v3,v4 ] van lR4 , zodat v te schrijven is 

als 

II.5.7 Bepaal de matrices voor de afbeeldingen uit V II.4.1 a) en b). 

Gebruik de standaardbases van JR, ~ 2, lR3 • 

II.5.8 Bepaal de matrix voor de afbeelding uit V II.4.3. Gebruik de 

standaardbases van lR en lR2• 

II.5.9 Bepaal de matrix voor de afbeelding uit V II.4.8. Gebruik de 

standaardbases van lR3 en lR4 • 

II.5.10 Bepaal de matrix voor de afbeelding 

uit V II.4.12. 

II.5.11 Bepaal de matrix voor de afbeelding 

uit V II.4.14. 

II.5.12 Ven W zijn JF-vectorruimten met bases [a1,a2,a3], resp. 

[b1,b2,b3,b4J. De JF-lineaire afbeelding ~= V + W wordt ten op­

zichte van deze bases gegeven door de matrix 

Bepaal de matrix A' in 

33 



34 VRAAGSTUKKEN 

Bepaal voorts de beelden onder $ van de vectoren 

Bepaal Ker($). 

II.5.13 Bepaal het produkt van de volgende paren matrices 

a) 
(1 
,2 
'o -D n 

b) (!\ 
1/ 

(1,0,1). 

c) (1,-1,1,4), 

(3 
\1 

2 
2 
2 

2 
2 

1\ 
3)' 

0 
-2 

0 
0 

II.5.14 De lR-lineaire afbeeldingen 

en 

B 
~ = (W,[2b1,b2, .•• ,b6 ]) + 

1\ 
1) 

(U,[c1 ,c2 ]) 

zijn gegeven door de matrices 

·{l 
3 2 0 0 1 

D· B 

0 0 1 0 -1 
0 1 0 0 1 
2 0 1 0 -2 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

6 0 
3 1 

1 
0 
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Bepaal de matrix c in 

II.5.15 Bepaal de matrices Den P voor de afbeeldingen 

0 
2 3 4 D 2 3 (F,[1,x,x ,x ,x ]) ➔ [E,(1,x,x ,x ]) 

2 3 P 2 3 4 
11 = (E,[1,x,x ,x ]) ➔ (F,[1,x,x_ ,x ,x ]) 

uit V II.4.25. Laat nog eens zien dat o O 11 

11 °of idF, door de matrices A en Bin 

i~, maar dat 

1T O 0 2 3 4 A 2 3 4 (F,[1,x,x ,x ,x) ➔ (F,[1,x,x ,x ,x ]), 

2 3 B 2 3 o O 11 = (E,[1,x,x ,x ]) ➔ (E,[1,x,x ,x ]) 

te berekenen. 

II.5.16 Gegeven is de lR-lineaire afbeelding 

$ <1R2, cO), (_~)Ji 

door de matrix A=(~ 
Bepaal de matrices van 

-1) 0 • 

ten opzichte van de basis waarmee $in(*) is gedefinieerd. Be­

paal Ker($ 2+$4). 

II.5.17 Vis de lR-vectorruimte van polynomen van de graad S 2 en W de 

lR-vectorruimte van polynomen van de graad s 3. Zij verder 

$: V ➔ W een lR -lineaire afbeelding bepaald door 

$ ( l+x) 
3 

X +1, $(1-x) 
3 2 2 3 2 

3x +2x -1, $(x) = x +x. 

Bepaal de matrix A in 

35 
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2 A . 2 3 
cp = (V,[1,l+x, (l+x) ]) ➔ (W,[1,x,x ,x ]) . 

II.5.18 Gegeven zijn de vectoren in de JR3 

d 

Zij U, V en W lineaire deelruimten van JR3 opgespannen door de 

tupels [a,b], [a,c] en [b,c]. Zij cj, een JR-lineair endomorphisme 

van JR3 dat de lineaire deelruimten U, V en W, in zichzelf afbeeldt 

(d.w.z. cj,(U) c u, cj,(V) c V, cj,(W) c W). Verder is 

cj,(d) = G)-

Bepaal de matrix A in 

<P 

waarin [e 1 ,e2 ,e3 ] de standaardbasis van JR3 is. 

II.5.19 cj, E M(JR4 , JR3 ) is gegeven door de matrix 

1 
0 
3 

1 
1 
2 

t.o.v. de standaardbases van JR4 en JR3 ; 1jJ E M(JR3 , JR3) is gegeven 

door 

A E JR. 

Bepaal Ker(1}! 0 cj,) en Im(1}! 0 cj,) voor elke A E JR. 

II.5.20 Vis de lF-vectorruimte van alle veeltermen van graad ~ 3. De 

lF-lineaire afbeelding cj,: V ➔ Vis gegeven door 
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(i) Bepaal de matrix A in 

cp 2 3 ¼ 2 3] v,[2,1+x,1+x ,1+x ]) (V,[2,1+x,1+x ,1+x ). 

(ii) 
3 2 Bepaal Ker(cj>) en Im(cj> ). 

II.5.21 De lR-lineaire afbeelding cj>A: JR3 + JR3 wordt gegeven door de 

matrix 

t.o.v. de standaardbasis van lR3 • 

37 

Bepaal voor iedere A€ lR de dimensie van Im(cj>A) en bereken in die 

gevallen, waarin de dimensie niet gelijk aan 3 is de kern en het 

beeld van de afbeelding. 

II.5.22 Gegeven zijn de matrices uit lR 

0 
0 
1 

B 
( 1 -13 

v'3 1 
\ 0 0 

Bereken voor all n € lN: A3n+2, s6n en c6n. 

0 
-2 

0 

13) 0 • 
1 

II.5.23 Bepaal voor elke waarde van a€ lR de dimensie van de kern van de 

afbeelding cp a: lR 4 + lR 4 gegeven door de matrix 

2 
0 
1 
a 

-1 0 
a O 
1 a-1 

-a 0 

t.o.v. de standaardbasis van lR4 • 

II. 5. 24 Gegeven is de lR -lineaire afbeelding cj>: JR3 + lR3 door de matrix 

A 
1 
0 
0 
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t.o.v. de standaardbasis van JR3 . Bepaal de matrix van $2n t.o.v. 

de standaardbasis van lR3 • 
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III. Lineaire endomorphismen 

§ III.1. Multilineaire functies 

III.1.1 Gegeven zijn de afbeeldingen 

a) f: (lR.2) 3 + JR. 

* b) f: JR.4 + JR., 

c) 

d) 

f: (JR. *>2 + JR., 
4 

f: (lR.)3 +JR., 
2 

Gana in welke gevallen f een multilineaire functie is. 

III .1. 2 Zij V een F -vectorruimte. Elke bilineaire functie f: v2 + lF is 

de som van een symmetrische (zie Def. S V.3.9) en een antisymme­

trische bilineaire functie. Bewijs dit. 

III .1. 3 Zij V een F -vectorruimte en f: Vn + lF een antisymmetrische 

lineaire functie op V. Zij [a1,a2 , ••• ,an] een basis van V met 

de eigenschap f[a1, ••• ,an] 0. Bewij dat f identiek O is. 

III.1.4 Kies in JE2 drie vectoren P, Q en R, zeg gegeven door 

+ 
R 

Zij a de hoek tussen de rechter PQ en PR, gemeten vanaf PQ in de 
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richting tegen de klok in. Noteer IPQI (resp. IPRI) voor de lengte 

van het lijnstuk PQ (resp. PR). Dan is! IPQl•IPRI sin a de opper­

vlakte van 6 PQR. Definieer nu de afbeelding 

f: (lE) 3 +lR 
2 

met 

f[P,Q,R] 

Toon aan dat f een antisymmetrische trilineaire functie op lE 2 is. 

III.1. 5 Zij V en W JF -vectorruimten, <P: V + W een lF -lineaire afbeelding 

en f: Wn + JF een n-lineaire functie op w. Definieer g: ~ + JF 

door 

a) Toon aan dat g een n-lineaire functie op Vis. 

b) Als bovendien gegeven is dat f antisymmetrische is, geldt dit 

dan ook voor g? 

III .1 .6 Zij V een lF -vectorruimte en f: Vn + JF een n-lineaire functie op 

V. We noemen f alternerend als f(v 1 , ••• ,vn) = 0 telkens wanneer 

twee aangrenzende componenten gelijk zijn; d.w.z. telkens wanneer 

er een index j < n bestaat zodat vj = vj+l" 

a) Bewijs dat een antisymmetrische multilineaire functie op een 

vectorruimte V alternerend is. 

b) Als f: Vn + JF een alternerende n-lineaire functie op Vis, 

bewijs dan dat f[v 1, .•• ,vn] = 0 als vi = vj, ii J• 

c) Gana dat uit a) en b) volgt dat de begrippen alternerend 

en antisymmetrisch equivalent zijn. 

§ III.2. Determinanten 

III.2.1 Zij Veen n-dimensionale F-vectorruimte met basis [a1 , ••• ,an] en 

<P: V +Veen JF-lineair endomorphisme van V gegeven door een 
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(rum) -matrix A uit F volgens 

Zij f: Vn ➔ lF een antisymmetrische n-lineaire functie. 

Toon aan dat 

waarin [v1, ••• ,vn] een willekeurig n-tupel uit Vis. 

41 

III.2.2 Zij V een lF -vectorruimte en f: vn + F en g: Vn + lF twee anti­

symmetrische n-lineaire functies, beide niet identiek nul. Dan is 

voor twee bases [a1 , ..• ,an] en [b1 , ..• ,bn] steeds 

f[a1 , ••. ,an] 

g[al, ..• ,an] 

Bewijs dit. 

f[b 1 , .•. ,bn] 

g[bl, .•. ,bn] 

III.2.3 Bereken de determinant van de matrices 

III.2.4 

III.2.5 

a) 

c) 

e) 

C 
-2 

0 
-7 

-2)· 5 , 

-1 
0 
5 

1 
0 
2 
2 

b) 

0 n 2 
-3 

0 

(a-b a ) 
\ a a+b; 

d) 
-1 

1 
2 

"U 
Bepaal de waarde van k waarvoor 

B is de matrix 

(i -1 

D· -3 
-6 

0 -1 
-1 2 

0 -1 
1 -1 

det(: 

i} 
~k) 0. 
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III.2.6 

III.2. 7 
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Bepaal de waarde(n) van A waarvoor det(B-AI3) 0. 

Bewijs dat 

a) 

b) 

c) 

2 a a 
det c2 b2 b D = (a-b) (b-c) (a-c) cc det : b 

1\ 

!J C C C 

Ga na dat 

X y 1 

det (xp Yp 1 \ - o, 
\xQ YQ 1) -

waarin xP,YP,xQ,YQ gegeven 

van een rechte in lE2 door 

Q = (;~) voorstelt. 

reele getallen zijn, de vergelijking 

de punten Pen Q met P = (xp\ en 
\YP/ 

Toon aan dat de punten P, Q en R uit JE2 met matrices resp. 

(_!),(_~)en (=1o) op een rechte liggen. 

Wat stelt (in JE3) de vergelijking 

X y z 1 

xl Y1 zl 1 
det 0 

x2 Y2 z2 1 

x3 Y3 z3 1 

voor? 

Hierin zijn xi,yi,zi gegeven reele getallen (i 1,2,3). 

III.2.8 Toon aan 

X P1 P2 P3 1 

a 1 x ql q2 1 

det al a2 X rl 1 (x-a1 ) (x-a2 ) (x-a3) (x-a4). 

al a2 a3 X 1 

al a2 a3 a4 1 

Breid dit uit (nxn)-matrix. 
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III.2.9 Zij f: lil ➔ lR en g: lil ➔ lR twee afbeeldingen. Van een (mm)­

matrix (n~2) is het algemene element a .. = f(i)g(j). Bewijs dat 
l.J 

de determinant van de matrix gelijk aan O is. Beschouw eveneens het 

geval waarin a .. = f(i) + g(j). 
l.J 

III.2.10 De (nxn)-matrix An met elementen aij is gegeven door aii = 2 cos$ 

aij 1 voor i-j = ± 1, terwijl de overige elementen van An gelijk 

aan 

a) 

b) 

D 
n 

0 zijn. Schrijf Dn = 
Gana dat D1 = 2 cos 

Bewijs de recurrente 

det(An). 
2 

$, D2 = 4 cos$ - 1. 

be trekking 

n > 2. 

Hieraan is ook voldaan voor n 

c) Toon aan dat 

2 als we D0 

D 
n 

sin(n+1)$ 
sin $ ' 

n 0,1,2, •••• 

1 nemen. 

III.2.11 Bereken de determinant van de (nxn)-matrix met elementen a .. , waar­
l.J 

voor geldt aij = 1 als i-j = O, 1 of -1, terwijl de overige 

elementen O zijn. 

III.2.12 Van de (nxn)-matrix An zijn alle elementen 1 behalve: 

III.2.13 

a nn 0. 

Bereken det(An) voor alle n ~ 1. 

Beschouw de (nxn)-matrix V(x1, .•. ,xn) met algemeen element aij = 
- j-1 
- xi , waarin xi E ~- V wordt de matrix van Vandermonde genoemd. 

Trek de eerste rij van ieder der volgende rijen af en ontwikkel 

daarna de determinant van de nieuwe matrix naar de eerste kolom 

(waarvan alle elementen op het eerste na tot O gemaakt zijn). 

Gana dat 
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Dit proces kan op V(x2 , .•• ,x ), een (n-1) x (n-1) matrix met 
. 1 n 

a = x~- 1 , herhaald worden. Gana dat ontstaat ij J.+ 

het symbool in het rechterlid betekent dat het produkt gevormd 

wordt van alle termen x.-x., met i < j, en i,j = 1,2, ••• ,n. 
J 1 

Uit het resultaat volgt dat de determinant van een Vandermonde 

matrix V(x1, .•• ,xn) dan en alleen dan gelijk aan O is, als onder 

de getallen x 1 ,x2 , ... ,xn minstens 2 gelijke voorkomen. 

III.2.14 De (nxn)-matrix A met elementen aij is gegeven door a 1j j 

(j=l, ••• ,n), a = 1 (i=l, •.• ,n), a k k 2 = 1 (k=O, .•. ,n-2) en 
il n-, + 

a .. = 0 voor alle andere paren (i,j). Bereken det(A). 
1J 

III.2.15 Zij A een (nxn)-matrix waarvoor A2-A+I 
n 

det(A) ,f 0. 

0. Bewijs dat 

III.2.16 Notatie: Zij [k1, .•• ,kn] een n-tupel uit lFn (zie S IV.1.1). 

De elementen kj kunnen dan gegeven worden door 

alj 

) k. a .. E ]F, i,j 1, .•• ,n. 
J 1J 

a 
nj 

Onder det(k1 ,k2 , ••• ,kn) verstaan we dan de determinant van 

matrix 

a 
nn 

III.2.17 Zij [k1, .•• ,k] een n-tupel uit lF . Bewijs dat det(k1, ••• ,k) = 0 n n n 
dan en slechts dan als [k1 , ..• ,kn] een lineair afhankelijk stelsel 

is in lF • 
n 
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III.2.18 Bet vorig vraagstuk behelst het volgende: als van een (nxn)-matrix 

A de kolommen opgevat worden als elementen van lR.n of en, dan 

geldt det(A) = O, dan en slechts dan als de kolommen een lineair 

afhankelijk stelsel van lR.n (of Cn) vormen. Een analoge uitspraak 

geldt ook voor rijen. Ga dit na. 

III. 2 .19 In JR.4 zijn de lineair onafhankelijke vectoren a, b, c en d ge­

geven met de eigenschap det(a,b,c,d) = 1. Bepaal de vectoren 

x € JR.4 , die voldoen aan het stelsel vergelijkingen 

{det(a,b,c,x) = 2, 
det(a,b,x,d) = -4. 

III.2.20 Bereken de determinant van de (nxn)-matrix Bn' waarvan de elementen 

aij gegeven worden door aij 1/(i+j), i,j = 1, ••• ,n. (Bn wordt 

een Hilbert-matrix genoemd.) 

§ III.3. Automorphismen en basistransformaties 

III.3.1 

III.3.2 

III.3.3 

Zij [a1,a2,a3] een basis van JR.3 en cj> een lR-lineair endomorphisme 

van JR.3 gegeven door 

met 

Gana of cp een lR -lineair automorphisme van JR.3 is. 

Bereken de inverse (als deze bestaat) van de volgende matrices 

(~ ~), G !), 
1 . 0 

~), D = G 0 l) A B C = (! 2 2 
1 2 

Bepaal de matrix Bin 
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III.3.4 

III.3.5 

III.3.6 

III.3. 7 

III.3.8 

(*) 
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voor de afbeelding $ uit V III.3.1. 

Gana voor welke waarde(n) van A het tupel 

een basis van JR3 is. 

In een 3-dimensionale lF-vectorruimte V zijn gegeven de vectoren 

a, b enc zodanig dat [a,b,c] een basis voor Vis. Welke van de 

volgende tupels is een basis voor V? 

a) [a+b+c, a+2b, c-b]; 

b) [lla-3b-c, -8a+2b+c, -10a+3b+c]; 

c) [6a+4b, a+c, -2b+3c]; 

d) [5a+4b, a+c, -2b+5c]. 

Gegeven in JR3 is de basis [a,b,c] en de vectoren x, y en z ge­

geven door x = a+c, y = 2a-b+3c, z = 4a+3b+2c. Gana of [x,y,z] 

een basis is, en zo ja, schrijf dan a, b enc als een lineaire 

combinatie van [x,y,z]. 

Gegeven is: A = ( 2
1 - l) e 

2 ' 1 
(0,1) en 

b 1 = 2e1 + 3e2 , b 2 
B = s-1 AS en 

e 1 + 2e2 • Bepaal de matrices Sen B, z6 dat 

Zij A een (nxn)-matrix uit lR van de vorm 

a 0 0 
0 

A B n ~ 3, a ,; O, f3 'f O. 

0 
0 0 f3 
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a) Bewijs dat A regulier is, dan en slechts dan als B regulier is. 

b) Zij B equivalent met een (n-2)x(n-2)-matrix C. Bewijs dat A 

equivalent is met de matrix A1 die uit A in (x) ontstaat door 

B te vervangen door C. 

c) Bewijs, dat.als C equivalent is met een diagonaal-matrix, ook 

A equivalent is met een diagonaalmatrix. 

d) Als det(B) = b, welke waarden nemen dan det(A), det(A1) en 

det(C) aan? 

Wat is de algemene gedaante van een (2x2) -matrix A uit lR, die de 

eigenschap heeft, dat de enige matrix die met A equivalent is, A 

zelf is? 

III.3.10 Gegeven zijn de twee (nxn)-matrices A en B uit lR, met At- on, 

B t- On (zie S V.1.27), AB =on.Toon aan dat A en B beide singu­

lier zijn. Geef voor n = 3 een voorbeeld van twee zulke matrices 

A en B. 

a) Bepaal de matrices A en Bin 

idlR (lR3, [el,e2,e3]) 
A 

( ]R3 ' [ f 1 ' f 2 ' f 3]) ' ➔ 

3 

idlR ( ]R3 ' [ f 1 ' f 2 ' f 3 J) 
B 

(lR3' [el ,e2,e3]). ➔ 

3 

b) Gana dat inderdaad A= B-l 

c) Zij <P een lR -lineair endomorphisme van :JR3 gegeven door 

met 
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Bepaal de matrix Din 

d) Bepaal de matrix E in 

en de matrix Fin 

III. 3 .12 Zij cp een lR -lineair endomorphisme van een drie dimensionale lR­

vectorruimte v, gedefinieerd door 

A 
0 
A 
1 

A E JR. 

a) Ga na voor welke A cp een :R -lineair automorphisme van V is. 

b) Bepaal voor alle A waarvoor dit mogelijk is de matrix Bin 

Bewijs dat [b1,b2,b3 ] inderdaad een basis van Vis. 
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d) 
-1 

Bepaal de matrix s (en S ) zodat 

en 

-1 
i<\, = (V,[a1,a2 ,a3] ~ (V,[b1,b2 ,b3]). 

e) Zij v € V gegeven door v = Al~l + A2a 2 + A3a 3 met Ai€ :JR. 

Bepaal dan µi € :JR zodat 

g) Bepaal de matrix Min 

Kies daarbij in A A= -1. 

h) Zij nu 1jJ een :JR -lineair endomorphisme van V bepaald door 

Gana dater een A is zodat 

met 
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III.3.13 Gegeven zijn de twee (2x2)-matrices uit q; 

A ( c?s 8 -sin 8 ) 
Sl.n 8 COS 8, 1 

B o ·e\ 
e -i )' 

waarin 8 een reel getal is. Toon aan dat A~ B. 

III. 3 .14 Zij V een lF -vectorruimte en zij cj, en ljJ twee lF -lineaire endo­

morphismen van V. We vragen ons af: bestaan er bases [a1 , •.• ,an] 

en [b1, ••. ,bn] van V zodat, als 

A 
cj, (V,[a1 , ••• ,an]) + (V,[a1, ••. ,an]), 

B 
ljJ (V,[b 1, .•• ,bn]) + (V, [b1, ••. ,bn]), 

A= B. Bewijs dater twee van die bases bestaan dan en slechts dan 

als er een lF-lineair automorphisme cr van V bestaat zodat ljJ = 
=croq,ocr -1 

III.3.15 Maak de vraagstukken V I.1.26 tot en met V I.1.32 nog eens met 

behulp van de theorie uit § III.3. Zie ook V I.1.33. 
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IV. Lineaire stelsels en· vergelijkingen 

§ IV.1. De rang van een matrix 

IV .1.1 

IV.1.2 

IV .1.3 

IV.1.4 

IV.1.5 

IV.1.6 

IV .1. 7 

IV.1.8 

Bepaal de rang van de volgende matrices 

a) 

c) 

-2 2 
-4 0 

0 1 

(2
1 2 3 4 5 6 7) 

3456798, 
3 4 5 6 7 8 

b) 

d) 

1 2 
4 0 

-2 4 

1 
2 
3 

3 
0 
6 

-2) 
-8, 

4 

Bepaal de rang van de volgende matrices voor verschillende waarden 

van a 

a a-1 
1 0 
1 0 
2 3 

Als A en B (3x3)-matrices zijn uit lF en r (A) 

dan dat AB ,,f o3 • 

r(B) 2, bewijs 

Als A en B twee (nxm)-matrices uit lF zijn, bewijs dan dat 

lr(A) - r(B) I s; r(A+B) s; r(A) + r(B). 

Als A en B twee matrices zijn uit lF waarvan het produkt gevormd 

kan worden, wat is er dan te zeggen over r(AB)? 

A is een (3x3)-matrix uit lF en Bis dezelfde matrix met een extra 

kolom toegevoegd. Is dan r(B) = r(A)? Zo ja, bewijs; zo neen, 

geef een tegenvoorbeeld. 

Als A ~ B, dan is r (A) = r (B). Bewijs \ 

Zij Ven W twee lR-vectorruimten met bases [a1,a2 ,a3 ,a4 J, resp. 

[b1,b2 ,b3]; zij ~= V + W een lR-lineaire afbeelding gedefinieerd 

door 
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IV.1.9 

IV.1.10 

IV.1.11 

IV .1.12 

cp 

met 

A (_~ 
\ 5 

-1 
6 

12 

3 
4 

-2 
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a) Bepaal dan de rang van A. 

b) Bepaal de dimensie van de lineaire deelruimte van V opge­

spannen door [v1,v2 ,v3J. 

c) Bepaal de rang van het tupel [cj>(v1),cj>(v2),cj>(v3 )J. 

Als A een reguliere (nxn)-matrix is uit :IF en Been (mxn)-matrix 

uit F, bewijs dan dat r(B) = r(BA). Een analoge uitspraak geldt 

als B regulier is. 

A en B zijn (nxn) -matrices uit :IF met r (A-In) 

Toon aan dat r(AB-In) s p + q. 

q. 

Zijn U, Ven W drie F-lineaire ruimten met bases [u1, ••• ,un], 

[v1, •.• ,vm] en [w1, ..• ,wk] en zijn cj>: U ➔ Ven~: V ➔ W twee :JF­

lineaire afbeeldingen met 

A 
cp (U,[u1 , ••• ,un]) ➔ (V,[v1, ••• ,vm)], 

~ (V,[v1, ••• ,vm]) 
B 
➔ (W, [w1, ••• ,wk]), 

en is X = Ker(~) n Im(cj>), dan is dim:JF (X) 

deze uitspraak. 

r(A) - r(BA). Bewijs 

A,B en C zijn 3 matrices uit F zodat het produkt ABC bestaat. 

Bewijs dat r(AB) + r(BC) $ r(B) + r(ABC). 



IV.1.13 

VRAAGSTUKKEN 

2 
Als Pen Q twee (nxn)-matrices zijn uit F, waarvoor geldt P 

PQ = QP = on, dan is r(P+Q) = r(P) + r(Q). Bewijs! 

IV.1.14 Als Pen Q reguliere matrices zijn en A een matrix is zodat het 

produkt PAQ bestaat, dan is r(PAQ) = r(A). Bewijs! 

IV.1.15 Een (nxn)-matrix A uit lF is regulier dan en slechts dan als 

r(A) = n. Bewijs! 
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P, 

IV.1.16 Gegeven is een (mxn)-matrix A uit lF. Beschouw alle reguliere vier­

kante submatrices die ontstaan door kolommen en/of rijen in Ate 

schrappen. Toon aan dat de rang van A gelijk is aan de rang van de 

grootste reguliere submatrix van A. 

IV .1.17 Gegeven zijn de F- vectorruimten V, W en U, met bases respectivelijk 

[a1 , ... ,am], [b1,. •• ,bn] en [c1 , ... ,cr·J, en de lF-lineaire af­

beeldingen ~: V + W, ~: W + U en de matrices A en B zodat 

Voorts is gegeven dat ~ surjectief is en dat ~ 0 ~ 

dat r(A) + r(B) $ n. 

IV.1.18 Gegeven zijn twee (nxn)-matrices A en B. Er geldt: 

AB 

Zij r(B) n-1. Bewijs dat r(A) < n. 

§ IV.2. Homogene stelsels 

IV.2.1 Los de volgende homogene stelsels vergelijkingen op 

a) { xl 
+2x3 0 

b) r + 
4y 2z 0 

-x2 + x3 0 13x + 14y - 4z 0 
2x1 +Sx2 - x3 0 -7x - Sy + 3z 0 

llx + 13y - 3z 0 

O. Toon aan 
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IV.2.3 

IV.2.4 

IV.2.5 

IV.2.6 

IV.2.7 
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c) f' + 2x2 
0 d) J xl + x2 + 2x3 + 3x4 - 2xs 0 

0 l2xl + 4x2 Sx5 0 
-2x1 + x 2 2x2 + 4x3 + 6x4 + 4x5 0 

2x1 + x2 0 
-xl + x2 0 

Als A en B twee (nxn)-matrices uit lF zijn en A~ B, zijn dan de 

oplossingsruimten van de door A en B geinduceerde homogene stelsels 

gelijk aan elkaar? D.w.z. zijn de door A en B geinduceerde homo­

gene stelsels equivalent? 

Zie Opgave S IV.2.12. 

Zij A een (mxn)-matrix uit JR en zij OS de oplossingsruimte van het 

door A geinduceerde homogene stelsel S. In S komen m vergelijkin­

gen voor (in de onbekenden x 1 , ... ,xn). Stelsel S kan opgesplitst 

worden in homogene stelsels S 1 , ••• ,Sm (elk bestaande uit een ver­

gelijking) met bijbehorende oplossingsruimte OS , ... ,OS. Welk ver-
1 m 

band is er tussen OS en OS , ••• ,o5 ? 
1 m 

Zij A een (mxn)-matrix uit lF en V en W twee lF- vectorruimten met 

bases [a1, .•• ,an] en [b1 , ... ,bm]. Zij cp de lF- lineaire afbeelding 

gedefinieerd door 

Zij OS de oplossingsruimte van het door A geinduceerde homogene 

stelsel S. 

Is er verband tussen Ker(cjl) en OS? 

In welke geval is Ker(,P) = OS? 

Gegeven is de matrix 

•·( 2 1 0 4 1 ) 2 1 1 2 3 
6 3 2 8 7 
1 1 1 1 1 

Bepaal de dimensie van de oplossingsruimte OS van het homogene 

stelsel met matrix A. Vergelijk Voorbeeld S IV.2.20. 

Bepaal de oplossingen van het homogene stelsel 
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J: + 3b + 4c + d + 3e 0 
+ 3b + Sc+ 2d + Se 0 

l2a 
+ 6b 4c + 3d 0 

3a + 9b + 4d + 3e 0 

Bewijs de omkering van S IV.2.9. D.w.z., bewijs de volgende uit­

spraak.. Als Sen S 1 twee equivalente homogene stelsels zijn van m 

vergelijkingen inn onbekenden en A en A' zijn de matrices van S 
I I 

en S, dan kan A uit A verkregen worden door toepassing van een 
I I 

lineaire handeling op de rijen van A (en evenzo kan A uit Aver-

kregen worden). 

Zijn de volgende JR.- lineaire homogene stelsels equivalent? Zo ja, 

schrijf dan elke vergelijking in elk stelsel als een lineaire com­

binatie van de vergelijkingen in het andere stelsel. 

0 
0 

0 
0 

IV.2.10 Onderzoek de volgende stelsels zoals in het voorgaande vraagstuk. 

0 
0 
0 

b) 
0 
0 

§ IV.3. Lineaire stelsels 

IV. 3 .1 Als de (nxn)-matrix A uit lF regulier is, dan heeft het lF- lineaire 

stelsel 

een en slechts een oplossing [a1 , •.• ,an] met 
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Bewijs dit. 

Maak opgave S IV.3.9. 

Gana voor welke a,b,c E lR het volgende stelsel een oplossing 

heeft 

{
ax + ay + bz 1 
ax + cy + bz 1 
bx + by + az 1 

Gegeven is het stelsel 

met 

b 
0 
a 
0 
0 

0 
b 
0 
a 
0 

a) Onderzoek voor welke reele paren (a,b) dit stelsel precies 

een oplossing heeft. 

b) Gana of het stelsel oplossingen heeft voor de andere reele 

paren (a,b). 

Bepaal voor iedere waarde van a E lR de oplossingen van het stelsel 

A • 
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1 
a 
2 
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-1) 
1 . 
a 

Gegeven zijn de reele getallen a 1 , ... ,an. Bepaal alle oplossingen 

van het stelsel 

waarin de elementen van de (nxn)-matrix A (met n > 0) gedefinieerd 

zijn door aii = O, i = 1, ..• ,n en aij = 1, i r j, i,j 1, ... ,n. 

a) Bewijs dat, als a, b, c verschillende getallen zijn, het stelsel 

F X 

+ ay + 
+ by + 
+ cy + 

1 
1 
1 

een en slechts een oplossing bezit en bepaal die oplossing. 

b) Laat x0 < x 1 < x2 en y0 ,y1,y2 gegeven getallen zijn, en laat 

P(x) = a0 + a 1x + a 2x2 , waarin a0 ,a1,a2 nog onbekende getallen 

zijn. We willen er voor zorgen dat P(xi) = yi, i = 0,1,2. Toon 

aan dit aanleiding geeft tot een stelsel van 3 lineaire ver­

gelijkingen voor a0 ,a1,a2 dat een en slechts een oplossing bezit. 

Is aan de vergelijking: 

n 
+ a X 

n 
0 

voldaan door n verschillende waarden van x, dan zijn de getallen 

a0 ,a1 , ••• ,an alle 0. Bewijs dit. 

Beschouw in de JE 3 een willekeurig punt gegeven door de matrix 
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In V II.3.19 is de vergelijking van een vlak, zeg V, in lE 3 gein­

troduceerd: 

ax +by+ cz d, 

waarbij a,b,c end gegeven reele getallen zijn. Beschouwt men ver­

gelijking (*) als een niet-homogeen lineair stelsel en lost men 

dit stelsel op, dan kan men de oplossing in verband brengen met de 

vectorvoorstelling van het vlak V. Ga dit na. Beschouwt men nog 

een vlak W gegeven door de vergelijking ex+ fy + gz = h dan kan 

de verzameling van oplossingen van het niet-homogene lineaire stel­

sel 

d 
h 

in verband gebracht worden met de snijlijn van Ven W. Gana wat 

het, meetkundig gezien, betekent als het stelsel (**) geen op­

lossing heeft. 

IV. 3 .10 In de lE2 zijn twee rechten gegeven door de vergelijkingen 

a 1x 1 + b 1x2 + c 1 0 

a 2x 1 + b 2x2 + c 2 0. 

Stel een nodige en voldoende voorwaarde op opdat de rechten een 

en slechts een punt gemeen hebben. Bereken in dat geval het snij­

punt. 

IV. 3 .11 In de lE2 zijn drie rechten gegeven door de vergelijkingen 

o, i 1,2,3. 

Toon aan dat de rechten door een punt gaan dan en slechts dan als 
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v. Eigenwaarden 

§ V.l. Eigenwaarden en eigenvectoren 

V.1.1 

V.1.2 

Beschouw de door de (3x3)-matrices 

A 

1 
-1 

3 
B 

1 
1 
0 

geinduceerde lR -lineaire endomorphismen 

cp 

l/1 

Bepaal de eigenwaarden van cp en l/J en de bijbehorende eigenvectoren. 

Zij A een (nxn)-matrix uit lF met eigenwaarden A1 , •.• ,Ak en be­

schouw het door A geinduceerde lF- lineaire endomorphisme 

a) Zij l/J het door AT geinduceerde JF-lineaire endomorphisme 

l/1 

T 
A 

(lR , [e 1, ... ,e ]) -->- (lR , [e 1, ••• ,e ]) • 
n n n n 

Bewijs dat l/J en cp dezelfde eigenwaarden hebben. Hebben l/J en cp 

dezelfde eigenvectoren? Zo ja, bewijs, zo neen, geef een tegen­

voorbeeld. 

b) Bewijs dat o.A, o.ElF, de eigenwaarden O.Ai' i = 1, .•• ,k heeft. 

Wat is het verband tussen de eigenvectoren van cp en o.cj>? 

c) Bewijs dat de matrix AP, pElN, de eigenwaarden Aip' i 1, ..• ,k 

heeft. Wat is het verband tussen de eigenvectoren van cp en cpP? 

d) AlsA regulier is, dan heeft A-l als eigenwaarden A~ 1,i = 1, .•. ,k. 
;L, 

Bewijs dit. Wat is het verband tussen eigenvectoren van de 
-1 

automorphismen cp en cp ? 

e) Bewijs dat A+ o.In de eigenwaarden Ai+ o. heeft. Wat is het ver­

band tussen de eigenvectoren van cp en cp + o.idlR ? 
n 
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f) Als A2 = I dan kunnen slechts +1 en -1 als eigenwaarden van A 
n 

voorkomen. Bewijs dit. 

V.1.3. Gegeven is de veelterm 

V.1.4 

V .1.5 

f(A) 

Beschouw de (nxn)-roatrix uit lF 

-al -a2 -a3 

1 0 0 

0 1 0 

A (-1) n 0 0 1 

0 0 0 

-a 
n-1 
0 

0 

0 

1 

-a 

0 

0 

0 

0 

a. E lF. 
]_ 

n 

Bewijs dat de karakteristieke veelterm van A gelijk is aan f(A). 

Gegeven is de matrix 

A 
-1 

2 
1 

en het door A geinduceerde lR-lineaire endomorphisme 

a) Bereken de eigenwaarden van A. 

b) Bewijs dat elke vector in Im(~) een eigenvector van~ is. 

c) Bereken A7 . 

Zij Veen lF-vectorruimte met basis [a1 , .•• ,an]. Zij ~: V ➔ Veen 

lF-lineair endomorphisme van Ven zij A de (nxn)-matrix uit ~ zodat 

A 
~ (V,[a1 , ..• ,an]) ➔ (V,[a1, ••• ,an]). 
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Veronderstel dat AO een eigenwaarde van$ is en dat det(A-Ain) = 

= (A-AO)P g(A), waarin 1 ~ p ~ n en g(A) een veelterm is van graad 

n-p, g(A0) f O. We noemen p de algebraische multipliciteit van A0 . 

Veronderstel dat de eigenruimte van$ bij AO dimensie k heeft. We 

noemen k de geometrische multipliciteit van A0 • 

Bewijs dat k ~ p. 

Van een (nxn)-matrix A uit lR is bekend dat r(A) = r < n. 

a) Bewijs dat O een eigenwaarde van A is met algebraische multipli­

citeit niet kleiner dan n-r. 

b) Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de algebraische multipli­

citeit groter is dan n-r. 

Gegeven is de (nxn) -matrix A ui t lR met als eigenschap 

al 
0 ~ \ a2 

A2 = 

met 

a) 

0 0 :) 
ai > O, i = 1, ••• ,n, ai * aj voor alle i * j. 
Bewijs dat (voor elke i, i = 1, ••• ,n) precies een van de twee 

getallen ./i;,, en -./i;,, een eigenwaarde van A is. 
l. l. 

b) Welke gedaante heeft A en hoeveel mogelijkheden zijn er voor 

A? 

De (nxn)-matrix An met elementen aij is gegeven door aii = a, aij= 

= 1 voor i - j = ± 1 (i,j=1, ••• ,n), terwijl de overige elementen van 

An gelijk aan O zijn. Bepaal de eigenwaarden van An. 

(Zie V III.2.10). 

Geef een voorbeeld van een lR- lineair endomorphisme 

(i) dat geen reele eigenwaarden heeft, 

(ii) dat twee gelijke reele eigenwaarden heeft, 

(iii) dat twee verschillende reele eigenwaarden heeft. 
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De matrix 

A. t'l -12 0 ,n 16 0 
0 16 
0 12 

induceert het lR -lineaire endomorphisme 

Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van$. Geef lineaire deel­

ruimten W van lR4 zodat $ (W) c w. 

V.1.11 Zij Veen vectorruimte met basis [a1 ,a2 ,a3]. Zij $: V ➔ V het 

JF-lineaire endomorphisme van V gegeven door $(a1) = -2a1 + a 2 , 

$(a2) = a 1 -2a2 + a 3 , $(a3) = a 2 -2a3 . Bepaal de eigenwaarden en 

eigenvectoren van$. 

V.1.12 Zij A, Ben C de in V III.3.8 geintroduceerde matrices. Als 

A1, ..• ,An_2 reele eigenwaarden van B zijn, wat zijn dan de reele 

eigenwaarden van A? Wat is Tr(A) en Tr(C) als Tr(B) = t? 

V.1.13 a) Bepaal alle eigenwaarden van de matrix (0 is reeel) 

A (
1+sin20 
sin~cose 

sin0cns0 
1+cos2e 

0 

b) Als Veen JF-vectorruimte is met basis [a1,a2 ,a3J en$: V ➔ V 

het JF- lineaire endomorphisme gegeven door 

bepaal dan alle eigenvectoren van$. 

c) Kan er een basis [b1 ,b2 ,b3] van V gekozen worden die geheel uit 

eigenvectoren van $ bestaat? 

d) Zo ja, bepaal de matrix Bin 
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V.1.14 a) Bepaal de eigenwaarden van de matrix 

b) 

A 

<P 

Als V een JF- vectorruimte is met basis [a1 ,a2 ,a3 J en als 

<P: V + V het JF- lineair endomorphisme is gegeven door 

bepaal dan alle eigenvectoren van <j>. 

c) Vindt een bovendriehoeksmatrix B die equivalent is met A. 

V.1.15 Van een (2x2)-matrix A uit lR is gegeven: 

Tr(A) t, det(A) d. 

a) Waaraan moeten tend voldoen opdat A 

(i) twee reele gelijke eigenwaarden heeft? 

(ii) twee verschillende reele eigenwaarden heeft? 

(iii) geen reele eigenwaarden heeft? 

b) Als A twee gelijke reele eigenwaarden heeft, bepaal deze. 

V. 1 .16 A is een (nxn) -matrix ui t lR, waarbij n even is. Bovendien is 

det(A) < 0. Bewijs dat A twee reele eigenwaarden heeft. 
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V.1.17 Zij A een (nxn)-matrix uit JF met n eigenwaarden A1, .•• ,An in JF. 
n-1 Bewijs dat c 1 = (-1) (A 1+A 2+ .•• +An)' waarin c 1 de coefficient van 

An-l is in de karakteristieke veelterm van A. 

V.1.18 Zij A een (nxn)-matrix uit lR met n verschillende reele eigenwaarden 

A1•···,An. 

a) Bewijs dater een reguliere (nxn)-matrix P uit lR bestaat met 

k e: lN, 

waarin Deen diagonaalmatrix is. Specificeer Dk nader. Gana dat 

(*) ook juist is voor k = -1, als alle Ai i 0. 
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b) Zij voorts f(x) = a0xm+ •.• +am een veelterm en f(A) de matrix 
m -1 

a0A + ••. +amin. Bewijs dat f(A) = P E P, waarin Pde matrix is 

uit a) en E een diagonaalmatrix is met diagonaalelementen f(Ai), 

i = 1, ... ,n. 

c) Zij nu f(A) = a0 An+ .•• +an de karakteristieke veelterm van A. Be­

wijs dat f(A) = on. 

V.1.19 Bepaal de eigenwaarden van de matrix 

V.1.20 

A 
1 
2 
0 D 

en ga na dat A equivalent is met een diagonaalmatrix D. Bepaal Sin 

A= s-1 D s. Toon aan dat A3 - 6A2 + 11A - 6I3 = o3 . 

ZiJ" A de (nxn)-matrix met elementen a .. gedefinieerd door a 
1J i,i+l 

andere paren (i,j). i = 1,2, •.• ,n-1, en a .. = 0 voor 1) 
a) Bewijs dat A nilpotent is. 

b) Bepaal k E JN 
k-1 

* waarvoor A 0 Ak = 0. 
n' n 

(We noemen het gehele getal k dat hieraan voldoet de index van 

A.) 

V.1.21 Zij A een (nxn)-matrix uit lF met index k (zie V V.1.20). Zij Veen 

lF- vectorruimte met basis [a1, .•• ,an] en zij 

V .1.22 

cp 

het door A geinduceerde JF-lineaire endomorphisme van V. Zij a zo­
k-1 

danig dat cj, (a) * 0. 
k-1 

a) Bewijs dat [a,cj,(a), .•. ,cj, (a)] een lineair onafhankelijk tupel 

van Vis. 

b) Bewijs dat k:,; n. 

Zij A de (6x6)-matrix 

A•( 
0 0 0 0 1 0 

)-
0 0 1 1 0 -1 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 -1 
0 0 0 0 0 0 

1, 
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a) Bewijs dat A nilpotent is. 

b) Bepaal de index van A. 

V.1.23 Vis de vectorruimte van reele veeltermen van de graad $ 3. Zij 

$: V + V de afbeelding die elke veelterm afbeeldt op zijn afgeleide 
2 3 2 (d.w.z. $(a+bx+cx +dx) = b + 2cx + 3dx voor elke element 

a+ bx+ cx2 + dx3 E V). 

a) Bewij s dat $ een lR- lineaire afbeelding is. 

b) Bepaal de matrix A in 

2 3 A 2 3 $ = (V,[1,x,x ,x ]) + (V,[1,x,x ,x ]) • 

c) Toon aan dat A nilpotent is en bepaal de index van A. 

d) Bepaal de eigenruimtes van $k, k = 0,1,2,3 bij de eigenwaarden 

van $k. 

V .1. 24 Zij A een (nxn)-matrix uit :JF zodat Ak 

aan dat An= O. 
n 

O voor zeker k > n. Toon 
n 

V.1.25 Zij [a1, ... ,an] een basis van een :JF-vectorruimte Ven zij 

$: V + V het :JF-lineaire endomorphisme gedefinieerd door $(a1) 0, 

$(a2) = a21al, $(a3) = a31al + a32a2,···•$(an) = anlal + •.. + 
n 

+ a 1a 1 , met a .. E :JF. Toon aan dat $ = 0. 
n,n- n- iJ 

V.1.26 Zij A een (nxn)-matrix uit :JF met eigenwaarden A1, ... ,Ar' r $ n. 

Veronderstel dat van elke eigenwaarde de algebraische multipliciteit 

gelijk is aan de geometrische multipliciteit. Bewijs dat A equiva­

lent is met een diagonaalmatrix. 

V.1.27 Zij A en B twee (nxn)-matrices uit :JF. Toon aan dat AB en BA de­

zelfde eigenwaarden hebben. 

V.1.28 Als A een reguliere (nxn)-matrix is uit ]F dan is de coefficient van 

A in de karakteristieke veelterm van A gelijk aan 

(-l)n-l ldet(A) ITr(A- 1). Bewijs dit. 

V.1.29 A en B zijn (nxn)-matrices uit :JF zodat AB 

waarde A* 1. Toon aan dat r(A) < n. 

A en B heeft een eigen-
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V.1.30 Zij Veen lR-vectorruimte met basis [a1,a2,a3,a4 J. Het lR-lineaire 

endomorphisme $: V +Vis bepaald door $(ail ai + ai+l' i = 1,2,3 

en $(a4) = a 4 . 

a) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van$. 

b) Zij 1/J: V + V het lR- lineaire endomorphisme van V gegeven door 

1/J = $ - idv. Toon aan dat de matrix Bin 

voor elke basis [b 1,b2 ,b3 ,b4 ] van V nilpotent is en bepaal de 

index van B. 

§ V.2. Complexe matrices 

V .2 .1 

V.2.2 

V.2.3 

Zij Veen c-vectorruimte en (W,[a1, •.• ,an]l het reele deel van 

(V,[a1 , •.• ,an]), waarin [a1 , ••• ,an] een basis van Vis. Zoals be­

kend is W c Ven zijn de dimensies van Ven W gelijk. Verklaar 

waarom toch niet V = W. 

Bepaal de rang van de matrix 

3i 
i-1 

0 

en los het ~-lineaire homogene stelsel op: 

Laten w1,w2 ,w3 de reele delen zijn van de ~-vectorruimten 

* (C3 , [ (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) ]) , 

* (c3 , [ (i,0,0), (0,i,0), (0,0,i) ]) , 

* (<t3 , [ (l+i,1-i,0), (0,1,i), (0,0,1) ]) 
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* en laten de C-lineaire endomorphismen ~.~,n van c3 ten opzichte van 

de basis [(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)] gegeven zijn door de matrices. 

A 
i 
i 

2i 

i/2) 
0 , 
0 

B 
0 
4 
2 

C 

* 

2 
-3i 

1 

l+i) 
2-i • 

i 

a) 

b) Bepaal of ~.~,n reele endomorphismen zijn van c3 ten opzichte 

* van de drie bovengenoemde bases van c3 • 

* Zij Whet reele deel van de C-vectorruimte cc3 , [(l+i,0,0), (0,1,0), 

(0,0,1) ]) • Schrijf de vectoren (1,0,0), (i,i,1), (l+i,l+i,1) in de 

vorm b + i c met b E W, c E w. 

* Zij de vector b E ~ 4 gegeven door 

b (1+i,1+i,1-2i,3+i). 

a) Wat is de complex geadjungeerde vector van b ten opzichte van 

de basis 

[ (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1) ]. 

b) Idem ten opzichte van de basis 

[(1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,0), (1,1,1,1)]. 

c) Idem ten opzichte van de basis 

[(1,0,0,0), (i,i,0,0), (1,1,1,0), (0,0,0,i)]. 

* Laten a en b twee vectoren uit c3 gegeven zijn door 

a= (i,2,-i), b (1+i,-2i,5). 

Bepaal het hermitisch inproduct n(a,b) in 

* (c3 ,[(1+i,i,0), (0,0,i), (0,1+2i,0)]) 

en in 
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V.2. 7 

V.2.8 

V.2.9 
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* ('1: 3 , [1-i,-i,O), (0,0,-i), (0,1-2i,O) ]) . 

Zie S V.2.15. 

Zij 

en zij TI: a::3 IT c3 ➔ q: het hermitisch inproduct in (t3 ,[a1 ,a2 ,a3]). 

Bepaal een element x E t 3 dat voldoet aan de drie betrekkingen 

1; 

alsmede het element y E a:: 3 dat voldoet aan 

Bewijs: 

a) AB = AB, waarin A en B (nxn)-matrices uit a: zijn. 

b) (AB)H = BHAH, waarin A en B (nxn)-matrices uit a:: zijn. 

c) Als A een hermitische (nxn)-matrix uit ~ is en Q een wille­

keurige (nxn)-lliatrix uit a::, dan is QHAQ weer hermitisch. 

d) Alle eigenwaarden van de matrix 

32-i 
97 

29-4i 

zijn reeel. 

14+6i\ 
29+4i) 

111 

V.2.10 Zij [e 1 , •.• ,en] de standaardbasis van tn en TI: a::n rra:n ➔ a:: het her­

mitisch inproduct in (a:: ,[e1 , ... ,e ]) • Zij a een vaste vector in a::, 
n n n 

a* O, a= a 1e 1+ •.• +anen. 

Zij de afbeelding ~: a::n ➔ a::n gegeven door 
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$(x) x + n(a,x)a. 

a) Bewijs dat $ een ~-lineaire afbeelding is. 

b) Bepaal de matrix A in 

A 
-->-

c) Bewijs dat A hermitisch is. 

d) Bepaal Ker($). 
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e) Bewijs data een eigenvector is van$ en bepaal de correspon­

derende eigenwaarde. 

f) Bewijs dat A= 1 een eigenwaarde van$ is en bewijs dater bij 

deze eigenwaarde precies n-1 onafhankelijke eigenvectoren zijn. 

§ V.3. Reele matrices en inwendige producten 

V.3.1 

V. 3 .2 

V .3 .3 

V.3.4 

Voor elk tweetal vectoren a en b uit lR3 noteren we <a,b> voor het 

inwendig product in (lR3 , [e 1,e2 ,e3]). 

a) Bepaal twee lineair onafhankelijke x,y E JR3 zodat < u,x > O, 

< u,y > = 0 met u = e 1 + e 2 + e 3 • 

b) Toon aan dat het tupel [u,x,y] lineair onafhankelijk is. 

Zie opgave S V.3.8. 

Laat u = (~~) E lR2, v = (~1) E lR2• Bepaal in welke van de volgende 

gevallen $ : lR2 IT lR2 -+ lR ien bilineaire functie is. Welke biline­

aire functie is symmetrisch? Welke is anti-symmetrisch? 

a) $(u,v) 2u1v 2 - 3u2v 1 
b) $(u,v) ul + v2 

c) $ (u, v) 3u2v 2 
d) $(u,v) ulv2 - u2vl 

e) $(u,v) ulu2 + vlv2 

f) $(u,v) 1 

g) $ (u, v) 0 

h) $(u,v) ulvl + u2v2. 

Stel voor de functies $ uit a, c, d, h van V V.3.3 de matrix op die 

voorkomt in de notatie 
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V.3.5 

V.3.6 

V.3.7 
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en ga nog eens via de matrix na of cj, symmetrisch is. 

Gegeven is de functie cj,: JR2 ll JR2 -->- JR gedefinieerd door 

cj,(x,y) = 3x1y 1 - 2x1y2 + 4x2y2 voor alle 

a) Bewijs dat cj, een bilineair functie op JR2 is. 

b) Bepaal de matrix A en Bin 

A fo) cp (JR2, [al ,a2] ]] (JRl, [al,a2]) - JR, al \1 , a2 

cp = (JR2' [bl ,b2] ll (JR.2, [b1 ,b2]) 
B (D, - JR, bl b2 

c) Bepaal de matrix S in 

s -
en ga na dat A 

T 
S BS. 

Zie opgave S V.3.20. 

(-D, 

(D 

Laat cj, een bilineaire functie zijn op de JF- vectorruimte V met 

bases [a1, ••• ,an] en [b1, ... ,bn] en laat A en B matrices zijn zodat 

cp 

Zij verder de matrix S gegeven door 

Bewijs dat A T 
S BS. 



V.3.8 

V .3 .9 

VRAAGSTUKKEN 

Voor x, y E :JR3 stelt < x,y > het inwendig· product voor in 

(lR3 , [e1 ,e2 ,e3 ]); a en b zijn vectoren in :JR3 . 

a) Als voor alle x E :JR3 geldt < a,x > = < b,x >, dan is a= b. 

Toon dit aan. 

b) Definieer de functie cp: :JR3 II :JR3 ➔ lR door cp (x, y) = 
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= < a,x > < b,y >. Waaraan moeten a en b voldoen opdat cp een sym­

metrische bilineaire functie op :JR3 is? 

Zij r = e 1 + 2e2 + 2e3 E :JR3 en cp: - :JR3 ➔ :JR3 de JR- lineaire af­

beelding gegeven door 

1 
9 < x,r > r, 

waarin < > het inwendig product in (JR3 , [e 1 ,e 2 ,e 3 ]) is. 

a) Toon aan dat cp 2 = cp. 

b) Bepaal de eigenwaarden van cp en de bijbehorende eigenvectoren. 

c) Bepaal de matrix A in 

V.3.10 Zij Veen 3-dimensionale lR-vectorruimte met basis [a1 ,a2 ,a3 J. Be­

schouw de functie cp: V JI V ➔ lR, die als volgt gedefinieerd is: Als 

x, y E V, zeg: 

dan is per definitie 

cp (x,y) 

a) Is cp een bilineaire functie op V? 

b) Is cp een symmetrische bilineaire functie? 

c) Is cp een positief definiete functie? 

d) Bepaal de matrix A in 
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e) 

f) 
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A 
cp (V, [a1,a2 ,a3 ]) Jl (V, [a1,a2 ,a3 ]) ➔ lR. 

-1 
Bepaal A . 

Wat is de door A-l geinduceerde bilineaire functie ~ (t.o.v. de 

basis [a1,a2 ,a3])? 

g) Gana of~ symmetrisch en/of positief definiet is. 

V.3.11 Zie S V.3.23. Gana of [a1,a2 ,a3J een orthogonaal 3-tupel is in 

(V,[b1 ,b2,b3 ]) en in (V,[a1 ,a2 ,a3]). 

V.3.12 Zie opgave S V.3.25. 

V.3.13 Zij Veen 3-dimensionale lR-vectorruimte met basis [a1,a2 ,a3J. Zij 

b 1 a 1 - sa2 + 2a3 , 

b 2 2a1 a 3 , 

b 3 a 1 + a 2 + 2a3 . 

a) Is [b1,b2,b3 ] een orthogonaal 3-tupel in (V,[a1,a2 ,a3 ])? 

b) Is [a1,a2 ,a3 J een orthogonaal 3-tupel in (V,[b1,b2,b3])? 

c) Bepaal getallen A1,A2 ,A3 zodat [A 1b 1,A 2b 2 ,A3b 3]) een orthonormaal 

3-tupel in (V,[a1,a2 ,a3]) is. 

(i) Gana of de volgende tupels orthogonaal zijn in (lR3 , [a1 ,a2 ,a3]). 

a) [a1,a2 ,a3J. 

b) [a1 ,a2 ,a1+a3 J. 

c) [-e2+e3 , 2e1 +e2+e3 ]. 

d) [e 1+2e3 , e 1 , -e 1 -e2 J. 

(ii)Beschouw de orthogonale 2-tupels in (lR3 , [a1,a2 ,a3 ]): 

Vul deze 2-tupels aan tot orthogonale 3-tupels van 

(lR3, [al ,a2,a3]). 
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V.3.15 Gegeven is de lineaire deelruimte 

V {>..a + µb I A,µ e lR} 

van lR.3 met a 

d = 3e1 • 

e 2 - e 3 . Zij verder gegeven de vector 

a) Gana dat d { V. 

b) Bepaal een vector c E :R3 , zodat < c,v > = 0 voor elke v E V; 

< > is het inwendig product in (lR.3 , [e 1 ,e2 ,e3 Jl · 

c) Ga na dat [a,b,c] een basis voor lR.3 is en bepaal A, µ en v zo­

dat d = Aa + µb + vc. Noem x = Aa + µb, met de gevonden A enµ. 

d) Toon aan dat x het element van Vis waarvoor II x - d II minimaal 

is; hierin is II v II de norm van de vector v in (JR3, [e1 ,e2 ,e3]). 

V.3.16 Beschouw het lineaire stelsel vergelijkingen 

+ y 
S: 

y 

3 

+ z 0 
- z = o. 

a) Gana dat dit stelsel geen oplossing heeft. 

b) Beschouw nu de lR- lineaire afbeelding 

waarin A de matrix van het lineaire stelsel Sis. 

Bepaal Im(~) en Ker(~). Merk op dat Im(~)= V, V uit V V.3.15. 

c) Bepaal een tupel [a1,a2,a3 ] dat "zo geed mogelijk" voldoet aan 

het stelsel S; "zo geed mogelijk" in de zin dat het tupel z6 

gekozen wordt dat 

minimaal is; hierin is II II de norm in ( JR3 , [e1, e 2 , e 3 J) • 

Is er een zo'n tupel? 

d) Ga het verband na met V V.3.15. 
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Zij < > het inwendig product in (lR4 , [e 1,e2 ,e3 ,e4 JJ. 

a) Gana dat [b1 ,b2 ] orthonormaal is in (JR4 , [e 1,e2 ,e3 ,e4 JJ, 

b) Breid het tupel [b1,b2 ] uit tot een orthonormale basis 

[b1 ,b2 ,b3 ,b4 ] van (JR4 , [e 1 ,e2 ,e3 ,e4 ]) . 

V.3.18 Zij Veen lR-vectorruimte V met basis [a1 , ... ,an] en<> en 1111 het 

inwendig product, respectievelijk de norm in (V,[a1, ..• ,an]). Be-

wijs, als x en y elementen van V zijn, dat 

II X 11 2 + II II 2 = 
2 -

a) y 11 x + Y 11 dan en slechts dan als < x,y > 

b) II X + y 11 2 + II x - Y II 2 = 2 II x II 2 + 2 II Y II 2 ; 

c) zij 0. € lR en y * O; II X - 0. y II is minimaal voor o. 

= < x,y >/ II Y 11 2 ; voor deze o. is < x-o.y,y > = 0. 

Gee£ een geometrische interpretatie van de beweringen in a), b) en 

c) • 

V.3.19 Zij Veen lR-vectorruimte met basis [a1 , ••. ,an] en W een lineaire 

deelruimte van V. Zij < > het inwendig product in (V,[a1, .•• ,an]). 

Bewijs dat er een lR- lineaire deelruimte U van V bestaat met de 

volgende eigenschappen: 

a) u n w { O}; 

b) V U + W (voor deze notatie zie V II.3.14); 

c) voor elk paar (u,w) met u EU, w E W is< u,w > = 0. 

U wordt wel het orthogonale complement van Win (V,[a1, .•. ,an]) 

genoemd. Notatie: U = W~ (spreek uit: W-loodrecht), m.a.w. 

w~ = {wlw E v, < w,u > 0 voor alle u E w}. 

V.3.20 a) Bewijs dat de verzameling W~ uit V V.3.19 een lineaire deel­

ruimte is van V. 

b) Bewijs voorts dat W = (W~)~. 

V.3.21 Zij W de lineaire deelruimte van lR4 opgespannen door het tupel 

[b1 ,b2] uit V V.3.17. Bepaal W~. 

V. 3. 22 Beschouw het lR- lineaire endomorphisme cj>: JR3 + JR3 gegeven door 

O; 
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met 

A•(: 
12 - 1 -fi) 12 -12 
½12 -12 

a) Bewijs dat $ een orthonormaal endomorphisme is van 

(JR3 , [e1 ,e 1+e2 ,e1+e 2+e3 J) maar niet van (JR.3 , [e1 ,e2 ,e3]). 

b) Bewijs dat A equivalent is met-een orthonormale matrix B. 
-1 

c) Geef een reguliere matrix S, zodat S AS een orthonormale 

matrix is. 
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V.3.23 Zij Veen F-vectorruimte met basis [a1 , ... ,an]. Zij $: V ➔ Veen 

F- lineair endomorphisme van V en A een (nxn)-matrix uit F, zodat 

geldt 

A 
$ (V,[a1 , ..• ,an] ➔ (V,[a1 , •.. ,an]). 

Stel, er is een basis [b1, ... ,bn] van V, zodat $ een orthonormaal 

endomorphisme is van (V,[b1 , ... ,bn]). Toon aan dat ldet(A) I= 1. 

V.3.24 In JR2 zijn gegeven de vectoren 

(4\ 
7/' 

a) Geef een basis [a1 ,a2 J (met a 1*b1 ,a2*b2) voor JR2 , ;wdat 

[b1 ,b2 ] een orthogonaal tupel is in (JR2 , [a1 ,a2 J). 
b) Geef een basis [a1 ,a2 J (met a 1*b 1 ,a2*b2 ) voor JR2 , zodat [b1 ,b2 ] 

een orthonormaal tupel is in (JR2 , [a1 ,a2 J). 

V. 3. 25 Gegeven is de bilineaire functie $ op JR3 gegeven door 

met 

A 
½ 
1 
0 
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a) Bewijs dat ~ een positief definiete symmetrische bilineaire 

functie is. 

b) Geef de matrix Bin 

V. 3. 26 Beschouw in JR4 de vectoren 

[b2,aJ een orthogonaal tupel van (lR4 , [e 1,e1+e2 ,e 1+e2+e3 , 

e 1+e2+e3+e4]) is. 
I I J I J 

(ii) Schrijf b in de vorm b b 1 + b 2 , waarbij b 1 a 1a(a1ElR) en 
I 

[b2 ,a] een orthogonaal tupel van (lR4 , [e 1 ,e2 ,e3,e4 ]) is. 

(iii) Geef een basis [c1,c2 ,c3 ,c4 J van lR4 , zodat [a,b] een ortho­

gonaal tupel in (lR4 , [c1 ,c2,c3 ,c4]) is. 

V.3.27 Zie opgave S V.3.45. 

V.3.28 Zie opgave S V.3.46. 

V.3.29 (i) 

Zoek een basis [a1 ,a2,a3 ,a4 J voor lR4 die orthonormaal is in 

(lR4 , [e1 ,e2 ,e3,e4 J), zodat de respectievelijke tupels 

dezelfde lineaire deelruimten opspannen als de tupels 
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Dezelfde vraag als b 1 = e 1, b 2 

b4 = e1 + e2 + e3 + e4. 

V. 3. 30 Beschouw het :JR- lineaire endomorphisme cp: :JR3 + :JR3 dat gegeven 

wordt door 

(i) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van cp. 
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(ii) Kies drie eigenvectoren van cp, zeg [b1,b2,b3], zodat 

[b1,b2 ,b3 ] een orthonormale basis is van (:JR3 , [e1,e2,e3]). 

(iii) Geef een diagonaalmatrix D die equivalent is met de matrix A 

gedefinieerd door 

(iv) 

(v) 

-1 
Geef een reguliere matrix s zodat D = S AS. 

Bewijs dat S orthonormaal is. 

V.3.31 Beschouw de symmetrische (3x3)-matrices 

5/4 
!13 
0 

¼13 
7/4 

0 

50/49 
0 

413/49 

0 
! 
0 

Bepaal orthonormale (3x3)-matrices Sen T zodat 

en 

diagonaalmatrices zijn. 

V.3.32 Beschouw de symmetrische (3x3)-matrices 

A 
-2 

2 
-2 

-6 
8 

-4 

4~49 l 
97/49 
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Bepaal orthonormale (3x3)-matrices Sen T zodat 

-1 
S AS en 

diagonaalmatrices zijn. 

V.3.33 (i) Zij n een oneven natuurlijk getal. Zij A een orthonormale 

(nxn)-matrix met det(A) = 1. Bewijs dat A de eigenwaarde 1 

heeft. 

(ii) Het endomorphisme cj,: lR + 
3 ]R3 wordt gegeven door 

Geef een vector a E JR3 die voldoet aan cj, (a) = a. 

V.3.34 Zij Veen lF-vectorruimte met basis [a1 , ••. ,an]. Zij < > het in­

wendig product in (v, [a1 , ... ,an]). Zij cj,: V IT V + lF een symmetrische 

bilineaire functie op Ven A een (nxn)-matrix uit lR, zodat geldt 

Dan geldt: cj, is positief definiet, dan en slechts dan als alle 

eigenwaarden van A positief zijn. 

V.3.35 Onderzoek of de volgende bilineaire functies op JR3 positief defi­

niet zijn: 

3x1y1 - 2x1y2 - 2x2y1 + 2x2y2 - 2x2y3 -

- 2x3y2 + X3Y3• 

9x1y 1 - 6x1y 2 + 2x1y3 - 6x2y 1 + 8x2y 2 -

- 4x2y3 + 2x3y 1 - 4x3y2 + 4x3y3 • 
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V.3.36 Onderzoek van de volgende bilineaire functies ~ op JR3 of zij sym­

metrisch en positief definiet zijn. Zo ja, bepaal een basis 

[b1,b2,b3] voor JR3 , zodat deze symmetrische positief definiete 

functie het inwendig prodµct is in (V,[b1,b2,b3]). 

(i) 3x1y1 + 2x1y2 - x1y3 + 3x2y2 + x2y3 - x3y1 + x3y2 + 3x3y3 , 

(ii) 3xly1 + X1Y2 - X1Y3 + X2Y1 + 3x2y2 + X2Y3 - X3Y1 + X3Y2 + 

+ 3x3y3 • 

V. 3. 37 Zij V een lR -vectorruimte met basis [a1, ••• , an]. Zij A een (nxn) -

matrix en~: V ➔ V het lR-lineaire endomorphisme, zodat geldt 

Zij ~T V ➔ V het lR-lineaire endomorphisme gedefineerd door 

Zij < > het inwendig, product in (V,[a1, ••• ,an]). 

(i) Bewijs dat voor ieder tweetal vectoren c, d € V geldt: 

(ii) Bewijs dat voor ieder tweetal vectoren x, y € V geldt 

T 
< ~ o ~(x), y > = < ~(x), ~(y) >. 

(iii) Ga na of de bilineaire functie o: V II V ➔ lR gegeven door 
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positief definiet is. 

(iv) 
T 

Toon aan dat de eigenwaarden van de matrix A A reeel en niet-

negatief zijn. 

V.3.38 Definitie: Zij Veen lR-vectorruimte met basis [a1 , •.• ,an] en zij 

< > het inwendig product in (V, [a1 , ••. ,an]). Een lR- lineair endo­

morphisme $: V + V heet symmetrisch als 

<$(c),d> < c, $ (d) > 

voor ieder tweetal vectoren c, d E V. 

V.3.39 Zij Veen lR-vectorruimte met basis [a1, ..• ,an]. Zij A een (nxn)­

matrix uit lR en zij $: V + V het lR -lineair endomorphisme gegeven 

door 

Zij < > het inwendig product in (V,[a1 , .•. ,an]). Bewijs dat $ sym­

metrisch is dan en slechts dan als A symmetrisch is. 

V.3.40 Toon aan dat een lR-lineair endomorphisme $: V + V symmetrisch is 

dan en slechts dan als $ = $T (waar $Tin V V.3.37 is gegeven). 

V.3.41 Zie opgaven S V.3.41 en S V.3.42. Ga ook na dat uit de bewering van 

S V.3.42 volgt dat II $(a) II = II a II voor elke a E V, als II II de 

V.3.42 Toon aan dat de eigenwaarden van een orthonormale (nxn)-matrix uit 

lR voldoen aan IAI = l; als A bovendien symmetrisch is toon dan aan 

dat A = ± 1. 

V.3.43 Gegeven is een (nxn)-matrix A uit lR. Vat de kolommen k 1, ••• kn van 

A opals elementen uit (lRn' [e 1, .•• ,en]). Bewijs dat A orthonormaal 

is dan en slechts dan als [k1 , •.. ,kn] een orthonormaal tupel in 

(lR, [e 1, .•. ,e ]) is. Analoog voor rijen. 
n n 

V. 3. 44 Zij $: lR3 + lR3 het lR- lineaire endomorphisme gegeven door 

$ (x) < a,x > b - < b,x > a, 
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waarin < > het inwendig product in (JR3 , [e1 ,e2 ,e3]) is en [a,b,c] 

een orthonormaal tupel is in (JR3 , [e 1 ,e2 ,e3]). 

(i) Gana of~ een symmetrisch endomorphisme is. 

(ii) Bepaal de matrix A in 

~ (JR3 , [a,b,c]) ¾ (JR3 , [a,b,c]). 

(iii) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van~-
3 

(iv) Bewijs dat ~ = -~-

V.3.45 Bepaal een orthonormale (3x3)-matrix waarvan de eerste rij een 

veelvoud is van (1,1,1). Bepaal daarna de eigenwaarden van de ge­

vonden matrix. Verifieer of inderdaad de reele eigenwaarden ± 1 zijn 

en dat de overige in absolute waarde 1 zijn (zoals beweerd in 

V V.3.42). 

V. 3. 46 Zij gegeven de JR -lineaire afbeelding 

~ 

met 

A (-1~ 
- 8 

-16 
7 
8 

Bepaal een orthonormale basis [b1 ,b2 ,b3] van JR3 die geheel uit 

eigenvectoren bestaat. Bepaal een matrix P zodat PTAP de diagonaal­

vorm heeft. 

V.3.47 Zij Veen JR-vectorruimte met basis [a1, ... ,an]. Zij < >, 1111 het 

inwendig product, respectievelijk de norm, van (V,[a1 , ••. ,an]). Ge­

geven is verder een orthonormaal tupel [b1, .•• ,bn] in (V,[a1, •.• an]). 

Bewijs: 

(i) Voor elke v E Vis 

V 

(ii) Als u orthogonaal is ten opzichte van alle bi dan is u 0. 

(iii) Voor elke v E Vis 
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n 2 
l < v,bi > . 

i=l 

V.3.48 Bepaal voor de lineaire deelruimte W van lR4 die opgespannen wordt 

door [u1,u2 ,u3] met 

een orhtonormale basis [v1,v2,v3J. Bepaal tevens w~. 

V.3.49 Gana of de volgende matrices orthonormaal zijn: 

1 ( 7 
25 -24 

-24) -7, 
(
-7 

.!. 4 
9 4 

4 
-1 

8 
.!. (-~ 
3 -2 

2 
2 

-1 

V.3.50 Geef een classificatie van de orthonormale endomorphismen van lE 2 
door na te gaan welke mogelijkheden er zijn voor de eigenwaarden. 

Geef ook een geometrische interpretatie voor elk van de mogelijk­

heden. 

V.3.51 Geef ook een classificatie van de orthonormale endomorphismen van 

lE3 met een meetkundige interpretatie. 

V.3.52 In lR.3 zijn gegeven de vectoren at O, b en c. Er geldt voor elke 

:)[ E ]R3 

< a,x > 
2 

met<> het inwendig product in (lR.3 , [e 1 ,e2 ,e3]). Toon aan dat 

[a,b,c] een lineair afhankelijk tupel is. 

V.3.53 Zij Veen lR-vectorruimte met basis [a1,a2,a3 ,a4 J en q,: V + V het 

lR-lineaire endomorphisme gegeven door 
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a) Bepaal de matrix A in 

cp 

b) Bewijs (zonder berekeningen) dater een orthonormale basis in 

(V,[a1,a2,a3 ,an]) is die geheel uit eigenvectoren bestaat. 
v'S±l 

c) Gana dat de vier eigenwaarden van cj, zijn 1± - 2-. 

d) Bepaal de corresponderende eigenvectoren. 
-1 

e) Bepaal de matrix S zodat A= s_ OS, waarin D de diagonaalvorm 

heeft. 

f) Bewijs dat < x,cj,{y) > = < y,cj,{x) > voor elke x,y E V, waarin 

< > het inwendig product in (V,[a1 ,a2 ,a3 ,a4 J) is. 
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V. 3. 54 Gegeven zijn twee :JR -lineaire endomorphismen van de n-dimensionale 

lR-vectorruimte V, cj,: V ➔ V, w: V ➔ V. Zowel cp als w hebben n ver­

schillende eigenvectoren. Bewijs: 

a) Als cp en w dezelfde eigenvectoren hebben dan is cp O w= w O cp. 

b) Als cp O w= w O cp dan hebben cp en w dezelfde eigenvectoren. 

V.3.55 Zij Veen lR-vectorruimte met basis [a1 ,a2 ,a3 ,a4 ] en cj,: V ➔ V het 

lR-lineaire endomorphisme gegeven door 

cp 

met 

A et E lR. 

a) Toon aan dat de karakteristieke veelterm van cp gegeven is door 

{(1-,\)2 _ a2}2. 

b) Gana voor welke waarden van a cp een automorphisme van V is en 

bepaal voor alle a de dimensie van Ker(cj,). 

c) Bepaal voor alle a de eigenvector en van cj,. 

d) Bepaal alle orthonormale matrix s, -1 
voor a een zodat SAS een 

diagonaalmatrix is. 
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V; 3. 56 Gegeven zijn in :JR3 de vectoren 

V.3.57 

a = en b 

[e1 ,e2 ,e3 ] is de standaardbasis van :JR3 en<> is het inwendig 

product in (:JR3 , [e 1 ,e2 ,e3]). 

(i) Zoek een vector c E :JR3 zodat < a,c > = < b,c > = 0. 

Ga na dat het tupel [a,b,c]-een basis voor :JR3 is. 

( ii) Beschouw het ]R -lineaire endomorphisme q,: :JR3 -+ :JR3 gedefini­

eerd door 

q, (a) b, q,(b) a, q, (c) -c. 

Toon aan dat Ker(q,) = {O}. 

(iii) Bepaal de matrix A in 

(iv) Bepaal zonder berekeningen de matrix A- 1 • 

( al\ 
Als we met x = a2 }, y 

geven dan definieren we 

= (:!) willekeurige elementen van :JR2 aan­

de volgende bilineaire functies op :JR2 . Ga 

na in welke gevallen de functies symmetrisch en in welke gevallen 

de functies positief definiet zijn. 

a) q, (x,y) a 1t3i - 2a1s2 + ai2· 
b) q, (x, y) alSl 3a 1s2 3a2S1 + a 2s2 . 

c) q, (x,y) 4a1S1 - 3a1S2 - 3a2s1 + 9ai2· 
d) q,(x,y) alSl - a1S2 - 3ai1 + 4a2s2 • 

Bepaal in de gevallen waarin q, symmetrisch en positief definiet is 

een basis [b 1 ,b2 ] van JR.2 zodat q, het inwendig product is in 

(JR.2 , [b1 ,b2 ]). (Gebruik eventueel een methode die afwijkt van die 

uit S V. 3 . 56 • ) 

V. 3. 58 Op :JR3 met standaardbasis [ e 1 , e 2 , e 3 ] is de bilineaire functie 

</l: JR.3 II :JR3 -+ :JR gegeven door de matrix 
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Bewijs dat $ een positief definiete symmetriscbe bilineaire functie 

is en zoek een basis [b1,b2,b3] zodat $ bet inwendig product is in 

(lR3, [bl ,b2,b3]). 

V.3.59 Zij V de lR-lineaire vectorruimte van de polynomen in x van graad 

< 3, d.w.z. de verzameling van alle polynomen van de vorm 

f(x) = a0 + a 1x + a2x2, a0 ,a1,a2 e: lR. Definieer $: v IT v-+ lR door 

$(f,g) = J1 
f(x)g(x)dx 

-1 
voor alle f,g e: V. 

a) Bewijs dat $ een symmetriscbe positief definiete bilineaire 

functie op Vis. 

b) Kies een basis [f1,f2,f3J van V zodat $ bet inwendig product in 

(V,[f1,f2,f3 ]) is. 

V.3.60 Zij de bilineaire functie op een lR-vectorruimte V met basis 

[a1,a2 ,a3J gegeven door 

met 

~ ;) . 
5 11 

a) Toon aan dat $ een symmetriscbe positief definiete bilineaire 

functie is. 

b) Gana dat $(x,y) = 0 met x = 2a1 - a2 , y = -sa1 + a2 + a3 • 

c) Zoek een vector z e: V zodat $(x,z) = 0 en $(y,z) = 0. 

d) Bepaal een basis [a,b,c] van V zodat $ bet inwendig product in 

(V,[a,b,c]) is. 

V.3.61 Gegeven is de (3x3)-matrix uit lR 
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\J 
2 

1-µ 

Bepaal A en µ E JR zodat AA,µ orthonormaal is. 

V.3.62 Zij A de (4x4)-matrix 

( 
2 0 1 -2 

)· 2 -1 0 2 
1 2 -2 0 
0 2 2 1 

al Gana of A orthonormaal is. 

b) Bereken de inverse van A. 

V.3.63 Zij Veen JR-vectorruimte met basis [a1 ,a2 ,a3J en< > het inwendig 

product in (V,[a1,a2 ,a3J). 
Zij ~: V ➔ Veen JR-lineair endomorphisme van Ven [a,b,c] een 

orthogonaal stelsel eigenvectoren van~- Toon aan dat ~ symmetrisch 

is (zie V V.3.38). 

V. 3 .64 Van een symmetrisch endomorphisme ~: V ➔ V zijn de eig.enwaarden niet 

negatief. Bewijs dater een symmetrisch endomorphisme ~: V ➔ V be­

staat zodat 

~ 0 ~ ~-

V. 3 .65 Definitie: Zij V een lF -vectorruimte en ~: V ➔ V een lF -lineair 

endomorphisme van V met de eigenschap ~ 0 ~=~-Dan noemen we~ 

een projectie. 

V. 3 .66 Beschouw de JR -lineaire afbeelding ~: JR3 ➔ JR3 met 

voor elke 

Toon aan dat ~ een projectie is. 

V. 3 .67 De JR- lineaire afbeelding ~: JE3 ➔ JE 3 heeft als eigenwaarden O, 1 

en 1 metals corresponderende eigenvectoren respectievelijk 
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Toon aan dat $ een projectie is en geef een geometrische inter­

pretatie. 

Toon aan dat $ symmetrisch is. 
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V.3.68 Bewijs dat een projectie slechts Oen 1 als eigenwaarden kan hebben, 

en dat, als Ogeen eigenwaarde is, de afbeelding gelijk is aan de 

identieke afbeelding. 

V.3.69 Zij Veen lR-vectorruimte met basis [a1, .•. ,an] en zij < > het in­

wendig product in (V,[a1, ... ,an]). We veronderstellen voorts dat het 

lR- lineaire endomorphisme $: V ➔ V een projectie is. 

a) Toon·aan dat Ker($) n Im($)= {O}. 

b) Bewijs dat elke vector uit V op een en slechts een manier ge­

schreven kan worden als v 1 + v 2 met v 1 E Im($) en v 2 E Ker($). 

c) Gana dat de opsplitsing bedoeld in b) aangegeven kan worden met 

x = •<x) + {x-$(x)}. 

d) Bewijs dat $ symmetrisch is dan en slechts dan als Ker($) het 

orthogonale complement van Im($) is. 

e) Zij • symmetrisch, dimlR.(Im($)) = r, r $ n. Stel dat 

[u1,u2, ... ,un] een orthonormale basis is van Ven dat 

[u1 , ••• ,ur] een orthonormale basis is van Im(.). Gana dat voor 

elke V € V geldt: 

en bepaal de matrix A in 

v.3.70 Zijin JE3 gegeven de vectoren P = E1 + E2 - E3 , Q = E1 + 3E2 - 2E3 
en het vlak W = {AP + µQIA,µ E JR}. Inwendig product en norm worden 

beschouwd in (JE3 , [E1 ,E2 ,E3]). Zij •: JE3 ➔ JE 3 een lR- lineair endo­

morphisme van JE3 zodat W een eigenruimte van• is bij de eigen­

waarde 1 en W~ een eigenruimte is bij de eigenwaarde -1. 

a) Kies een orthonormale basis [P 1,P2 ,P3 ] in JE3 die uit eigen­

vectoren van$ bestaat en bepaal de matrix A in 
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b) Geef een meetkundige beschrijving van de afbeelding. 

c) Bepaal de matrix Bin 

<P 

V.3.71 Zij A een symmetrische (3x3)-matrix ~et rang 1 en 

Zij 

het lR-lineaire endomorphisme met 

Norm en inwendig product worden beschouwd in (lR3, [e 1 ,e2 ,e3]). 

(i) Wat is Im(<f,) ? 

(ii) Toon aan data een eigenvector van <P is. 

(iii) Toon aan data E {Ker(<f,)}~. 

(iv) Bepaal alle eigenwaarden en eigenvectoren van <f,. 

(v) Bepaal de matrix A. 
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AANWIJZINGEN EN/OF OPLOSSINGEN 

I. Opmerkingen vooraf 

§ I.1. Verzamelingen 

I.1.1 

I.1.2 

I.1.3 

I.1.4 

I.1.5 

I.1.6 

I.1. 7 

a), d), e) en f) zijn juist. 

a), e) en f) zijn juist. 

a) {l,2,3,4,5,6,7}; 

d) { 5}. 

b) {1,2,3,4,5,7}; c) {1,2,3,4,5,7}; 

a) we tonen aan dat An (BUA) c A en An (BUA) ~ A. Zie s I.1.11. 

Als X E A n (BUA), dan is X E A en X E B u A, dus X E A. Dus 

A n (B~_A) C A. Neem nu X E A, dan is X E B u A, dus X E A n (BUA), 

zodat ook de tweede relatie bewezen is. 

b) Noem X =Au (BnC), y (AUB) n (AuC) • We bewijzen eerst X e: Y. 

Als X E. X, dan is X E A of X E B n c. Als X E A, dan is X E A u B 

en X E A u c, dus X E y. Als X E B n c, dan is X E B en X E c, 

maar dan is ook x E A u B en x E A u c, dus x E Y. Het bewijs van 

Y c X verloopt analoog. 

Noem X =Au (BnC), Y = (AuB) n C. Er moeten twee uitspraken be­

wezen worden: a) Ac C impliceert X =Yen b) X = Y impliceert Ac C. 

Bewijs van a): A c C. Volgens V I.1.4a) is X 

Ac C, dan is AU C = C (ga na), dus X = Y. 

(AUB) n (AuC). Als 

Bewijs van b): X = Y. 

Neem a E A, dan is a E X, dus a E Y. Maar dan is a E A u B en 

a E C, dus a E C. 

2n. Bewijs met volledige inductie. 

a. Neen; aan q wordt geen beeld toegekend; 

twee elementen toegevoegd; c. Ja; Im(f) 

b. Neen; r wordt aan 

{x,z}. 
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I.1.8 a) b) c) d) e) f) 

injectief ja ja neen ja ja ja 

surjectief ja ja ja neen neen neen 

bijectief ja ja neen neen neen neen 

endomorphisme neen ja neen neen neen ja 

isomorphisme ja ja neen neen neen neen 

automorphisme neen ja neen neen neen neen 

I.1.9 
2 fog(z) = z + z + 1 als z # 0 en -fog(O) = O; g 0 f(p/q) 

2 2 
T (p+q)/p +2pq+q +1) als p # 0, q f O, g 0 f(O) = O. 

I.1.11 De verzameling JN zonder het element O. 

I.1.12 Neem v 1, v2 € v, v 1 f v2 . Noem w1 = f(v 1), w2 = f(v2). Dan is 

w1 f w2 • Noem x 1 = g(w1), x2 = g(w2). Dan is x 1 f x2 . Dus 

g(f(v1)) f g(f(v2)). 

I.1.13 Bij elke x € X is er een w € W met x = g(w). Er is dan ook (omdat 

f surjectief is) een v € V met w = f (v). De samenstelling is dus 

ook surjectief. 

I.1.14 Neem v 1 I v2 uit V. Noem w1 = f(v 1), w2 = f(v2), x 1 = g(w1), 

x2 = g(w2). Dan is x 1 f x2 . Dus w1 f w2 , aangezien w1 = w2 tot een 

tegenspraak leidt. Ook g meet injectief zijn. 

I.1.15 Bij elke x € X is er een v € V met g(f(v)) = x, met f(v) € W. Hier­

uit volgt de surjectiviteit van g; f hoeft niet surjectief te ?ijn. 

Neem maar V = {O}, W = {0,1}, X = {O}, f(O) = 1, g(O) ='g(l) = O. 

Dan is g 0 f surjectief, maar f niet. 

I.1.16 Noem C = f(AnB), D = f(A) n f(B). Er moeten twee uitspraken bewezen 

worden: a) C = D impliceert de injectiviteit en b) f is injectief 

impliceert c = D. Bewijs van al: C = D voor elke A en B. Neem xl, 

x2 € x, x 1 f x2, A= {xl}, B = {x2}. Dan is C = 0, dus D = 0 
= {f(x1)} n {f(x2)}. Dus f(x 1) f f(x2). Bewijs van b): f injec-

tief. We bewijzen eerst cc D. Als C = 0, dan is cc D. Als C f 0, 

neem dan een c € c. Er is een x € A n B met f(x) c; X € A en 

XE B, dus f(x) € f(A) en f(x) € f(B), dus f(x) = cE D. (De injec­

tiviteit van f is niet gebruikt). Nu nog D cc. Als D = 0 dan klaar, 

zo niet, neem d € D. Dus d E f(A) en d E f(B). Er is dus een a € A 
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en b € B met f(a) = d, f(b) = d. Maar f is injectief, dus a 

dus a€ A n B, zodat f(a) e: C, ofwel de: c. 
b en 

I.1.17 Neem f(q) 
-1 

q/(l+q), dan is f (q) = q/(1-q). 

I.1.18 Neem f(q) = q/(q-1) voor q s Oen f(q) = q + 1 voor q > 0. Dan is 

f-l (q) = q/ (q-1) voor 0 s q < 1 en f-l (q) = q-1 voor q ;;: 1. 

I.1.19 A II B = {(1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,3), (3,4)}. 

I.1.20 a) Zij z e: (AUB) II x, dan is z = (c,x), met c e: A u B, x e: x. Dan 

is z € A II X of z € B II X, dus z € (AIIX) u: (BIIX) • Voor het 

andere deel van het bewijs de volgorde van het bovenstaande 

bewijs omkeren. 

b) Zij z € (AnB) II (XnY). Dan is z = (c,w), C € A n B, w € X n y. 

Dus c € A en c € B, w € X en w € Y, dus z € (AIIX) en z € ( BIIY) 

etc. Andere deel weer analoog. 

I.1.21 Bepaal alle 16 elementen van VII w en alle 16 elementen van 

f (VIIW). 

I.1.22 f is surjectief, maar niet bijectief: bijvoorbeeld f(l,2) = f(2,4). 

I.1.23 f is surjectief, maar niet bijectief; f. is een automorphisme, 
-1 

q 
f fq • q 

I.1.24 f is surjectief, maar niet bijectief; f is een automorphisme, mits 
-1 q 

q ~ 0; als q ~ 0, dan is f (p) = p/q. Als q = 0 is f niet sur-
q ' q 

jectief. 

I.1.25 Noem de elementen van v: v., i = 1, ••. ,N, en die van W: w .• 
1 1 

1) f is injectief, dus in {f(v1), f(v 2), ••• ,f(vN)} komen geen gelijke 

elementen voor, dus f is surjectief. 2) Omdat f surjectief is zijn 

er precies N elementen f(v1) e: W. Deze zijn dan noodzakelijk ver-

schillend. Voor oneindig veel elementen: f: lN -+- lN, f (n.) 

n + 1: bijectief, niet surjectief; f: ·:N-+- lN, f(0) = 0, f(n) n-1 

(n ,!j,) is surjectief, niet bijectief. 

I.1.26 Noem f(r1,r2) = (s1,s2), dan is r 1 = (2s 1-s2)/3, r 2 = (2s2-s1)/3. 

Dus voor elk paar (s1,s2) is er een en slechts een paar (r1,r2) zo-
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-1 dat f(r 1,r2) = (s 1,s2). Dan is f een isomorphisme en f (s 1,s2) 

= ((2s 1-s2)/3,(2s2-s1)/3). 

I. 1. 27 Neen: f(0,1) f(½,0) = (1,2), dus f niet bijectief. 

I.1.28 

I.1.29 Noem f(r 1,r2 ,r3) = (s1 ,s2,s3), dan is, als a i 1, r 1 = (s 1-s2)/(a-1), 

r 2 = (as2+s2-s1-s3)/(a-1), r 3 = (s3-s2)/(a-1). Dus als a f 1 is f 

een isomorphisme, als a= 1 niet (~ is niet bijectief). 

I. 1. 30 Voor elke a f 1, -2 is f een isomorphisme. 

I.1.31 a Sf 0. 

I.1. 32 Ja. 

§ I.2. Permutaties 

I.2 .1 [2,3,1,4]. 

I. 2 .2 Voor het eerste tupel: o(l) = 2, o(2) = 3, o(3) = 1; dus o- 1 (2) 1, 
-1 -1 -1 o (3) = 2, o (1) = 3; het schema van o is dus [3,1,2]. De 

overige: [1,2,3], [2,3,1], [1,3,2]. 

I.2.3 [1,2,3,4], [1,3,2,4], [3,1,2,4], [3,2,1,4], [2,1,3,4], [2,3,1,4], 

[1,2,4,3], [1,4,2,3], [4,1,2,3], [4,2,1,3], [2,1,4,3], [2,4,1,3], 

[1,4,3,2], [1,3,4,2], [3,1,4,2], [3,4,1,2], [4,1,3,2], [4,3,1,2], 

[4,2,3,1], [4,3,2,1], [3,4,2,1], [3,2,4,1], [2,4,3,1], [2,3,4,1]. 

De inversen van de laatste rij zijn: 

[4,2,3,1], [4,3,2,1], [4,3,1,2], [4,2,1,3], [4,1,3,2], [4,1,2,3]. 

I.2.4 oo,(1) = o(,(1)) = o(4) = 4; oo,(2) = 1, oo,(3) = 3, oo,(4) = 2. 

Dus o 0 , heeft als schema [4,1,3,2]; ,oo heeft als schema [4,2,1,3]. 



I.2.5 

I.2.6 

I.2.7 

I.2.8 

I.2.9 

I.2.10 

I.2.11 

i 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

a) 

b) 

c) 

d) 
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j 1 2 3 4 5 6 

01 02 03 04 05 06 
02 01 05 06 03 04 
03 04 01 02 06 05 
04 03 06 05 01 02 

05 06 02 01 04 03 
06 05 04 03 02 01 

N~~m pij(v1,v2) = (w1 ,w2), met w1,w2 e: V. Dan is oi(v1) ~ w1, 

oi (w1) = v 1• Bij elk paar (w1 ,w2) kunnen we dus een en slechts 
~ -1 -1 ~en paar (v1,v2) vinden (met v1 = oi (w1), v2 = oj (w2)) zodat 

Pij(v1,v2) = (w1,w2). Dan is pij een automorphisme. 
Gana dat, surjectief is, door ,(VITV) te bepalen. Dan is Teen 

-1 isomorphisme (zie V I.1.25). Dus, bestaat en en daarom even-
-1 eens, op,. o, . Deze samengestelde afbeelding is een afbeel­

l.J 
ding van W naar Wen dus een 9-tupel. Bovendien is de samenstel-

ling bijectief, want,, ,-l en p,. zijn isomorphismen. Volgens 
-1 l.J 

S I.2.6 is dus T O pij O T een 9-permutatie. 
. -1 -1 -1 De inverse van pij is p .. (v1,v2) = (oi (v1), o. (v2)). Als 

-1 l.J -1 J -1 
T O pij O T (w1) w2 , dan is dus w1 = T o pij O T (w2). 

Alleen voor i = j 1. 

f(V.) bestaat uit de 4-permutaties T met ,(3) 

[3,2,1,4], [1,3,2,4,5,6,7], [1,2,3,5,4]. 

4. 

V I.2.5: o2 , o3 , 06 • Bij de 4-permutaties 6 verwisselingen. Ja. 

, (4) (4) T (4) en T (6) (6) (6) (6) 
3,4 ° '2,3 ° 1,3 5,6 ° '3,6 ° '2,3 ° '1,3· 

{4,3}, {4,2}, {3,2}. {6,2}, {6,3}, {6,1}, {6,4}, {6,5}, {2,1}, 

{3,1}. {2,1}, {6,5}, {8,7}. 

Tekens steeds -1. 

I.2.12 o I.2.3 eerste rij: 1, -1, 1, -1, -1, 1; tweede rij: -1, 1, -1, 1, 1, -1. 

I.2.13 a) (8) (8) (8) (8) (8) (8) 0 = '6,7 ° '5,8 o T o 
'3,4 ° '2,5 ° '1,5' sign (o) 1, 4,6 

N [o] = 14. 

b) o = T ( 9) o T (9 ) o T ( 9 ) o (9) (9) (9)' (9) 
sign (o)= 7,8 6,8 5,9 '4,9 D '3,6 ° '2,6 ° '1,3' 

-1, N [o] = 17. 
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§ I. 3. 

I.3.1 

I. 3.2 

I.3.3 

I.3.4 

I.3.5 

I.3.6 
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(10) (10) (10) 
cl O = '8,9 ° '6,8 ° 's,6 

(10) (10) 
0 '4, 7 · 0 '3,6 

(10) 
0 '2,6, sign (o) 

1, N [o] = 10. 

Matrices: Combinatorische aspecten 

(: 3 4 :) 4 5 

Construeer ze met behulp van s I.3.19 en 0 I.2.3. Er zijn dus 24 

4-grepen. Het sign volgt uit s I.3.21 en 0 I.2.12. 

(: 
3 4 

.:)-6 7 

11 12 

7 18 19 20 

Er zijn 8 roostertransformaties van R212 : n 1, ... , n8. 

nl n2 n3 n4 ns n6 D,7 n8 

( 1, 1) ( 1, 1) (1, 1) (2, 2) (2,2) (2, 1) ( 1,2) ( 2, 1) ( 1, 2) 

(2,2) (2 ,2) (2,2) ( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 2) ( 2, 1) ( 1, 2) ( 2, 1) 

( 1, 2) (1,2) (2,1) ( 1, 2) (2, 1) (1, 1) (1, 1) (2,2) (2, 2) 

(2, 1) (2, 1) (1,2) (2, 1) ( 1, 2) (2, 2) (2 ,2) ( 1, 1) (1, 1) 

nl is de identieke afbeelding, n2 is de transpositie van R2 2 . 
I 

De eerste 4 zijn even, de andere oneven. 

a) Aangezien o1 en o2 twee n-permutaties zijn is p injectief, dus 

ook bijectief (S I.3.29 of V I.3.25). Daarom is peen auto­

morphisme. 

b) Merk op dat we een n-greep W = {w1,w2 , ••• ,wn} kunnen schrijven 

als {(1,o(l)), .•. ,(n o(n))}, met o een n-permutatie; dus 

wi = (i,o(i)). Dan is p(wi) = (o 1(i), o2oo(i)); maar o2oo is 

weer een n-permutatie, dus p(W) is een n-greep. 

c) Volgt uit S I.3.21 en het voorgaande. 

Neen. Er zou moeten gelden p(l,1) = (o 1 (1), 0 2 (1)) 

p(l,2) = (o 1 (1),o2 (2)) = (2,1). 

(1,1) en 



OPLOSSINGEN 95 

I.3. 7 Het element vij wordt veranderd in vT(i),o(j)" 

§ I.4. Determinanten: Combinatorische aspecten 

I.4.1 

I.4.2 

I.4.3 

I.4.4 

I.4.51 

I.4.6 

I.4. 7 

I.4.8 

I.4.9 

3 X 2 - 1 X 1 = 5 1 5, (-2+0-18) - (0-16+3) = -7, 50. 

Gebruik S I.4.18 (respectievelijk S I.4.24): det(A) = -det(A). 

Niet de 24 4-grepen berekenen. Merk op dat de elementen van opvolgende 

kolommen steeds 1 verschillen. Pas S I.4.12, S I.4.15 en het vorige 

vraagstuk toe. Antwoord: 0. 

0. 

Volgens S 1.4.13 is 

det (: 

6 20 ) det (f) 1 4 15 
1 

6 .12 .60 = 2160 
3 12 

n = 1: 2, n = 2: -1, n = 3: 0. Voor n > 3 eveneens 0. 

De elementen van corresponderende rijen in fen fT zijn elkaars 

tegengestelde. Gebruik S I.4.14 en S I.4.17. 

Alle determinanten uitrekenen, of herhaald toepassen van S I.4.12, 

S I.4.13 en V I.4.2 op de determinant van g. 

I.4.10 Als f(l,2) = f(2,2) = 0, neem dan b = 1, a= 0. Als f(l,2) I 0 neem 

dan b = -a f(1,1)/f(1,2) en a= 1. Als f(l,2) = 0, neem dan 

b = -a f(2,1)/f(2,2), etc. 

I.4.11 Verwissel de kolommen zodat de eenheidsmatrix ontstaat. Voor n = 2,3 

een verwisseling, voor n = 4,5 twee verwisselingen, etc. Antwoord: 

det(f) = (-l)[n/2J,waarin [x] h t t t h 1 t 1 kleiner of n e groo s e gee e ge a 

gelijk x is. 
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II. Vectorruimten en lineaire afbeeldingen 

§ II.1. Vectorruimten 

II.1.1 

II.1.2 

II.1.5 

II.1. 7 

a), c) en e). 

a) niet aan (iii) voor het getal 0; b) aan alle; c) niet aan 

(iii); d) aan alle. 

Ja. Het nul-element is a 0 + a 1x +- a2x2 met a 0 = a 1 = a 2 = O; m is 

commutatief, want m(a0+a1x+a2x2 ,b0+b 1x+b2x2 ) (a0+b0 ) + (a1+b 1)x + 
2 _ 2 2 + (a2+b2 )x - (b0+a0 ) + (b 1+a1)x + (b2+a2 )x m(b0+b 1x+b2x ,a0+ 

2 ) . k . . f d . 2 + a1x+a2x ; m is oo associatie en e inverse van a 0 + a 1x + a 2x 

is -ao. 

Neen. Er is geen nul-element, m is niet commutatief en niet 

associatief. Er is geen inverse te definieren. 

a) Ja, m(x,y) = x + y - xy = y + x - yx = m(y,x). b) Ja. 

c) Ja, 0. d) Neen, het element 1 heeft geen inverse; de inverse 

van x f 1 is x/(x-1). 

II.1.8 Vergelijk het bewijs in S II.1.10. 

II.1.9 V 0 1 2 3 a) Ja, 0. 

u b) Ja, volgt uit tabel. 

0 0 1 2 3 
c) Ja. 

1 1 2 3 0 

2 2 3 0 1 

3 3 0 1 2 

II.1.10 Vis een lineaire ruimte en een vectorruimte. De eindige deelver-
2 

zameling uit S II.1.29 kan zijn {1,x,x }. 

II.1.11 Vis een vectorruimte; neem v 1 = (1,-1,0, ••. ,0), v2 

( 1, 0, -1, 0, ••. , 0) , ... , v n-1 = ( 1, 0, ... , 0, -1) ; alle v i € V, 

i 1,2, ..• ,n-1. Zij a= (a1 ,a2 , ... ,an) € V. Kies A1 = -ai+l' 

i 1,2, ... ,n-1; dan is a= A1v 1 + ... + "n-lvn-l" 

II.1.12 De binaire operatie heeft als nul-element 0, de functie met de 

eigenschap f(x) = 0, voor alle x € [0,1]; de binaire operatie is 



II.1.13 

II.1.14 

II.1.1S 

II.1.16 
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commutatief want £1 + £2 = £2 + £1, hetgeen volgt uit f 1 (x) + 

+ f 2 (x) = f 2 (x) + £1 (x) en is associatief. Als inverse bij f nemen 

we -f. De scalaire vermenigvuldiging voldoet ook aan de gestelde 

eisen. 

X = 2, y = 1. 

X = 4, y = -7, z = s. 

a) x •O), b) y = E:O c) z 3a - 2b + Sc; d) Neen. 

M =BA+ liB + SC. 

§ II.2. Dimensie 

II.2.3 Ja. De getallen in de lineaire combinatie zijn bijvoorbeeld 0,1,1,1. 

II.2.S Vergelijk S II.2.29 of gebruik S II.2.39. 

II.2.6 Voor a I 1. 

II.2.7 a 3 + >.a1 I O voor elke >. € JR. (Ga na) • Gebruik S II. 2. 31. 

II.2.8 Bewijs dat het nieuwe tupel lineair onafhankelijk is. 

II.2.9 Neem de vector 

II.2 .10 

II.2.11 

a) lineair onafhankelijk; b) Su - 2v - w = 0. 

a) Zij ae2t + at2 + yt = 0, voor elke t € lR en zekere a, S, 

y € lR. Neem t = 0; dit geeft a = 0; neem t = -1; dit geeft 

bovendien S - y 0; neem t = 1, dit geeft ook nog S + y = 0, 

zodat a= a y 0. 

b) f = h - 2g voor elke t; dus [f,g,h] is lineair afhankelijk. 

c) Neen. Veronderstel dat V wel een vectorruimte is, met dimensie 

n(< 00). Beschouw het tupel [1,t,t2 , ••• ,tn]; dit is lineair 
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onafhankelijk, maar bestaat uit n + 1 vectoren. In tegenspraak 

met S II.2.40. 

II. 2 .12 a) Er zijn getallen "i E JF, niet alle gelijk aan O, zodat "ow + 

+ '., + + A v = O· als A = 0 dan volgt uit het gegeven dat Alvl ••• n n ' 0 
"i = O,i = 1, ... ,n. Dus "of 0. Er kan dus door gedeeld worden. 

b) Neem V = JR3 en v 1 = (1,0,0), v2 = (0,1,0), v 3 = (0,0,1), 

w= (0,1,1). 

c) Neem v 1,v2 ,v3 zoals in b), maar w = (1,1,1). 

II.2.13 Zij A(u+v) + µ(u-v) + v(u-2v+w) = 0, A, µ, v e: JF. Dan is (A+v+µ)u + 

+ (A-µ-2v)v + vw = O. Uit het gegeven volgt v = 0 en dat ook 

A=µ= 0. 

II.2.14 Neen. 

II.2.15 De dimensie is 4; een basis is [1,t,t2 ,t3J. 

II.2.16 Merk op dat [a+2b,a+c,c] een basis is (S II.2.39). 

(i) a+ b + c = (a+2b) + (c-b); dus geen basis. 

basis, gebruik S II.2.31. (iii) Geen basis. 

(ii) Wel een 

II.2.17 (iii) a= Ab + µc, "-, µ E JF. Als A,/ O, dan is b = }<a-µc), in 

strijd met gegeven. Dus A= 0 en a= µc. Als µ = 0, dan is 
1 

a= 0, maar a f 0. Dus c = - a. 
µ 

(iv) d aa + ye, a= Sb+ oc, a,S,y,o e: JF. Dus o:a - Sb+ 

+ (y-o)c = 0, zodat 0, = S = Y - o 

eveneens dat y ,;. 0. 

0. Uit het gegeven volgt 

II.2.18 Er zijn getallen "i' i = 1, ... ,5, niet alle gelijk aan 0 

"la+ A2b + A3c + A4x + "-sY = O; "sf O geeft een tegenspraak; 

A4 f O ook. [a,b,c] is lineair afhankelijk. 

II.2.19 (i) A 2 en A 3. (ii) A 3. 

§ II.3. Lineaire deelruimten 

II.3.1 Neen; er is geen A zodat aA 0. 

II. 3.2 A -1. 



II.3.4 

II. 3.5 

II.3.6 

II.3.7 

II.3.8 

II.3.9 
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a) ja; b) neen; c) neen; d) ja. 

De dimensie is 2. 

O t U\V, dus U\V is geen lineaire deelruimte; U u Vis i.h.a. geen 

lineaire deelruimte; Un Vis wel een lineaire deelruimte. 

Basis van U: {i} U} U) J , 

van W: {D{~}· 
en van Un W: {i}-
De dimensie is 2, een basis is 

Een basis is 

de rang van het andere tupel is 3. 

II.3.10 De rang is 3. 

II.3.11 2 De rang van [x,y,z] is 2 als p(p -1) 

II.3.12 a= 3 en een basis is 

2 0 en 3 als p(p -1) t 0. 
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II.3.13 
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Aangezien D1 c Dl u D2, D2 c Dl u D2 geldt dimlR (D1 ) $ dimlR 

(D1uD2) en dimlR(D2) s dim]R(DluD2). Als in een van de re-

laties het geldt is de uitspraak bewezen, want in dat geval is 

Dl Dl U D2 of D2 = Dl U D2 (zie S II.3.11) en dus D2 c Dl of 

D1 c D2 . Veronderstel nu dat dimlR(D 1) s dimlR(D1uD2) en dimlR(D2 ) 

s dim]R(DluD2). Dan is er een x E Dl, x ,j: D2 en y E D2, 

y ~ D1 • Deze x en y komen voor in D1 u D2 , dus ook x + y E D1 u D2 

(want D1 u D2 is een lineaire deelruimte). Maar x + y E D1 u D2 

impliceert x + y E D1 of x + y E p 2 , hetgeen in beide gevallen tot 

een tegenspraak leidt. 

II.3.15 Verifieer S II.3.1. (i) Zij v 1 ,v2 E A+ B, dan is v 1 = a 1 + b 1 , 

v 2 = a 2 + b2 , a 1 ,a2 EA, b 1 ,b2 E B; v 1 + v2 a 1 + a 2 + bl + b 2 , 

met a 1 + a 2 EA, bl + b 2 E B. Dus v 1 + v2 EA+ B. (ii) Analoog. 

(iii) A en B zijn niet leeg. 

II.3.16 U + W = lR4 • 

II.3.17 (i) Zij de dimensie van A en B respectievelijk n en m. Kies een 

basis [b 1, .•. ,bm] van Ben vul deze basis met k = n - m vectoren 

[c1 , ... ,ck] aan tot een basis van A. Kies voor C de lineaire 

deelruimte die opgespannen wordt door [c 1, •.• ,ck]. 

(ii) Zij a= bl + c 1 = b2 + c 2 , b 1 , b 2 E B, c 1 , c2 E C; dan is 

b 1 - b 2 = c 2 - c 1 , met b 1 - b 2 E B, c 1 - c2 E C; dus bl = b 2 
en c 1 = c2 , want B n C = {0}. 

II.3.18 Zij [e 1 , ... ,e J een basis voor An B, r ~0, en zij m = dimlF(A), 

n = dimlF'(B). Dan is m ~ r, n ~ r. Vul de basis van A n B tot, 

bases voor A en B. Zij [e 1 , ••. ,er, fr+ 1 , ••• , fm], [e1 , ... ,er, 

gr+1 , ..• ,gn] bases voor resp. A en B. Dan is [e 1 , •.• ,er, fr+ 1 , ... , 

fm' gr+1 , ••. ,gn] een basis voor A+ B. Bewijs: Het tupel is een 

stelsel voortbrengenden van A+ B. Het tupel is eveneens een lineair 

onafhankelijk stelsel van A+ B, want als a1e1 + •.. + arer + 

+ Sr+l fr+l + ..• + Smfm + Yr+l gr+l + ••• + yngn = 0, dan is L yigi 

- L aiei - r Sifi. Het linkerlid behoort tot B, het rechterlid 

tot A. Dus r y i gi E A n B, zodat er o 1 , ... , or te vinden zijn met 

r yigi L oiei. Hieruit volgt weer r Sifi + L (ai - oi) ei = 0, 

zodat Si 0, i r+l, .•• ,m. Maar dan is ook r aiei +::: yigi = 0, 

zodat ai 0, i 1, ••• ,r en yi = 0, i = r+l, ••• ,n. Het tupel is 



II.3.19 

OPLOSSINGEN 101 

dus een basis en bestaat uit r + (m-rl + (n-r) = m + n - r vector­

en. Dus dimlF(A+B) = m + n - r = dimlF(A) + dimlF(B) - dimlF(AuB). 

al Neen. b) Rechte lijn. cl R € V, s ~ v. d) 0.Q I A e: JR.}. 

e) W = {D + AT I A e: JR.}; T is de richtingsvector. 

f) {A+ A (A-B) I A e: JR.}. g) U //W: er zijn geen >.,µ,a e: lR 

zodat: R + AQ + µ'1' = D + aT. vcu: voor elke y e: lR is er een A en 

µ e: lR zodat: R + AQ + µT = P + yQ. h) x - y + z -1. 

i) M = {E 1 + A (E2-E1) + µ(E 3-E 1)!; X + y + 

punten van het vlak, bijvoorbeeld 2E 1, -6E3 

= {2E1 + A (2E1 + 6E3) + µ (2E1 - f E2) I A, 

= O; 3x + 4y - z 12. k) evenwijdig. 

z 1. j) Zoek 
3 

en ~ 2 , zodat N = 
µ € JR.}; 3x + 4y -

1) 
1 

IT (E1 + 17E2 + 
1 10 (-11E1 + 28E2 + 19E3). m) F {T + AP + µ (T-4E2+2E3) 

3 

z = 
SE3); 

I A, µ e: JR.}; vergelijking van F: - 6x + 3y + 4z = 4. n) Bepaal 

F' n M', met F' en M' vlakken door o evenwijdig aan F resp. M. De 

lineaire deelruimten F' en M' hebben als basis [E1+2E2, E1-2E2+3E3], 

resp. [-E1+E2 , -E1+E3]. F' n M' heeft als basis [E1-10E2+9E3]. Nu 

nog een gezamenlijk punt van Fen M zoeken: E3 • Dus G = {E3 + 

A(E 1-10E2+~E3) I A e: JR.}. Kan ook gevonden worden door de ver­

gelijkingen van Fen M als een stelsel te beschouwen. 

II. 3. 20 al v n w = {A (B-C) I >. e: JR.}. b) p n V = {B-A}, p n w ~-

§ II.4. Lineaire afbeeldingen 

II.4.1 a) 

II. 4. 2 

II.4.3 

Dus de eerste voorwaarde van S II. 4. 1 is geverifieerd. De tweede 

gaat analoog. 

a) Neen; b) Neen; c) Neen. 

c(D, (~) J is een basis voor JR.2 en dus is .p dan bepaald (S II.4.15). 



102 OPLOSSINGEN 

II.4.4 

{x\ x {l\ + (y-x) ( 0 ), dus $ (x}\ = 3x - 2(y-x) = Sx - 2y. Ker($) 
\y/ \1/ \1 \Y 

volgt uit Sx - 2y O, dus Ker($) {(;) I Sx - 2y = o}. 

( x\ _ {x-z) 
$ Yj - y • 

z \ y 

Een basis van Ker($) is dus 

Een basis van Im($) wordt bepaald door uit het tupel 

een maximaal aantal lineair onafhankelijke vectoren te nemen. Een 

basis is dus 

Im(ijJ 0 $) wordt bepaald door de werking van 1jJ op de basis van Im($). 

Dus Im(1/J 0 $) bestaat uit de nul-vector. 

II.4.5 Als 

een basis van JR3 is, dan is er zo'n $a· Voor a= 1 en a= -2 is 

het tupel echter geen basis. Voor a= -2 bestaat er geen lineaire 

$a' voor a= 1 wel. Voor alle a* -2, a* 1 is $a surjectief. 



II.4.7 

II.4.8 

II.4.9 
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Neem x E V; er zijn (bij deze x) a, S E lF (niet beide 0) 

a$(x) + S$2 (x) = O. Zij a= 0. Dan is S$2 (x) = O, dus x E 

Neem dan u = 0 en v = x. Zij a i O, dan is $(x) + f $2 (x) 
Ct 
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zodat 
2 Ker($ ) • 

= $(x+f $(x)) = O, dus y = x + §_ $(x) E Ker($). Als y E Ker($) 
Ct 2 Ct s 

dan 

is ook y E Ker($); dus X = u + v, met U = - a $(x) en V = y. 

Een basis van Im($) is 

. ( 1) (0\ [ 0 , 1 , ] 
-1 2/ 

en van Ker($) : 

kies bijv. A= x enµ y, dan ontstaat 

II.4.10 a) (3,2,1), (4,0,0). b) Ker($) = {~(2,-1,1) A E lR}. 

II.4.11 

II.4.12 

II.4.13 

c) Een basis van Im(~) is [(1,2,1), (0,2,1)]. d) Niet alleen 

(0,1,0) maar ook deze vector+ vector uit Ker($). Dus alle vec-

toren x (0,1,0) + A(2,-1,1), A E lR. 

Volgt uit S II.4.24 en dimlR (Im($)) s 2. 

[b1,b2 , ••• ,bn] is een basis dus [b1,b2+3b3 ,b4] is een lineair on­

afhankelijk stelsel. Dus Im(~) heeft dimensie 3. Uit S II.4.24 

volgt Ker(~)= {0}. Anders: Zij $(Aa1+µa 2+va3) = 0, dan is 

Abl + 3µb 2 + 3µb 3 + vb4 = 0 zodat A=µ= v = 0. 

0. 



104 OPLOSSINGEN 

II.4.14 Voor elke A E lF is [a1,a2 ,a3J een basis van Im($). Voor elke A E lF 

is [(\-2)a1-a2+(1-\)a3+a4] een basis voor Ker($). 

II.4.15 De uitspraak voor $ volgt uit S II.4.23 en S II.4.27. Voor o/ is de 

uitspraak waar dan en slechts dan als de dimensies van Ven W gelijk 

zijn. 

II.4.16 (i) Zij X E Ker($) n 

$ (y) Dan is 

Im($); dan is 

$2 (y) = $ (x), 

cp(x) = 0 en er is €en y E V met 
2 $ = $, dus x = cp(x) (= 0). = x. maar 

(ii) Voor elke x E V geldt x = X" - $ (x) + cp(x), met 

X - cp(X) E Ker($) en $ (x) E Im($). 

II.4.17 Zij x E cp(Ker(o/ocp)). Dan is x E Im($) en er is een y E Ker(o/ 0 $) met 

cp(y) = x. Ook geldt o/ o cp(y) = 0; d.w.z. o/($(y)) = o/(X) = 0, dus 

x E Ker(o/). Dan is dus x E Im($) n Ker(o/). Zij nu 

X E Ker(o/) n Im($); dan is o/(X) = 0 en er is een y E V met $ (y) 

dus o/ (x) = o/(cp(y)) = 0, dus y E Ker(o/ocp) zodat x cp(y) E 

$ (Ker (o/ocp)). 

II.4.18 Zij \cp (x) + J.Jo/ (x) 0 voor zekere \, j.J E JR. Dan is (A+µ)$ (x) + 

+ j.JX = 0, dus µ = 0 en ook \ = 0. 

II.4.19 a) Ja. 

b) Als $ een isomorphisme is, dan is Im($) = JR3 . $ is een isomor­

phisme d.e.s.d. als af3 f O. Een basis van V n Im($) is dan bij­

voorbeeld de basis van V. Er volgen nu nog 3 gevallen: 

(i) a = f3 = O, (ii) a = O, f3 t O, (iii) a f O, f3 = 0. Een 

basis van Im($) n Vis 

Im($)), 

II.4.20 (i) Als a(a-1) t O dan is dimlR (Ker(cpa)) = O, als a(a-1) = 0 dan 

is de dimensie 1. 

(ii) Als a(a-1) t O dan is $a een isomorphisme; er is dan een 

en slechts een oplossing, te weten 

x; 
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Als a= 0 dan is er geen oplossing, als a 

A E lR de vector 

1 dan is voor elke 

een oplossing. Merk op dat voor a 

spannen door 

1 Ker($) wordt opge-

II.4.21 (i) Draaiing van JE2 over 3rr/2; (ii) draaiing over 2rr, de 

identieke afbeelding; (iii) draaiing over ¼rr, terwijl de lengte 

van de vector wordt vergroot met een factor /2; (iv) noem de 

afbeelding $,$(E1) = O, $(E2) = 
2 veelvoud van E1 ; merk op dat $ 

~, ~(E1) E2 , ~(E 2) O. 

-2 E1 , dus elke vector wordt een 

= 0; (v) noem de afbeelding 

II.4.22 (i) Zij Aa + µb + vc = 0, dan is $(Aa+µb+vc) = 0, dus Aa - µb 0, 

dus $(Aa-µb) = Aa + µb = O. Er volgt nu A=µ= v = 0. 

(ii) a - 3b. 

II.4.23 (i) Zij Im(~) c Ker($). Zij x E v, noem y = $(x); y E Im($), dus 

(ii) 

2 2 
y E Ker($); dus $ (x) = $($(x)) = $(y) = 0. Zij $ = 0, neem 

X E Im($). Er is 

$2 (y) = 0, dus 
1 0 

$(0) = O, $(1) 

dan een y E V met ~(y) = x. Dan is $(x) = 

X E Ker($) • 
1 

<ol • 

II.4.24 {D 

II.4.25 (iii) Ker(o) is de lineaire deelruimte van F met a 1 = a 2 = a 3 
= a 4 = 0; voor Im(o) geldt a 4 = 0; Ker(rr) = {0} en voor Im(rr) 

is ao = 0. 
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(iv) 

II.4.26 (i) 

(ii) 

OPLOSSINGEN 

1 2 1 3 1 4 
o (a.ox+2a.1x +3a.2x +4a.2x ) 

o(l) 11(0) = 0 t- 1. 

Zij X E Ker(<P), dan is <P (x) 0 
2 

en eveneens <P (x) O, dus 
2 

X E Ker(<P ) • 

Zij Ker(<j>) 2 
en x E Ker (<Pl n Im(<j>). is dan een = Ker (<P ) Er 

y E V met <j>(y) = x en er geldt eveneens <j>(x) = 0, zodat 

<j>(x) <P 2 (y) = O; dus y E Ker(<P 2), dus y E Ker(<j>), dus 

<j>(y) x = 0. Zij nu Ker(<j>) n Im(<j>) = {O} en zij x E Ker(<P 2). 

Als aangetoond is dat x E Ker(<j>) dan volgt (met i)) het 

gestelde. Welnu, noem y = <j>(x). Dan is, wegens x E Ker(<P 2), 

<j>(y) = O, dus y E Ker(<j>) maar ook is y E Im(<j>), dus y = 0. 

II.4.27 (i) O; dus <j>(x) = 0, 

zodat x E Ker(<j>). De rest volgt uit V II.4.26 (i). 

(ii) Im(<P 2) c Im(<j>) geldt voor elk lF-lineair endomorphisme. We 

bewijzen nu Im(<P) c Ker(idv-<P 2). Zij x E Im(<j>), dan is er 

een y E V met <j>(y) = x. Verder is (idv-<P 2) (x) = x - <P 2 (x) = 
= <j>(y) - <j> 3 (y) = 0. Dus x E Ker(id -<P 2 ). We bewijzen verder 

V 
nog Ker(id -<P 2 ) c Im(<P2). Zij x E Ker(id -<P 2), dan is x = 

2 V 2 V 
<P (x), dus x E Im(<P ) . Nu is alles bewezen. 

(iii) volgt uit (i) en V II.4.26; 
2 2 (iv) Neem u <P (v) en w = v - <P (v). Zie ook V II.3.17. 

II.4.28 (i) Ker(<Pi = {µ(a -2a 1) [ µ E JF}, Ker(ll = {µ(a 1-2a 2) + 
n n- n- n-

+ v(a -4a 2)[µ, v E JF}, Ker(<P 3) = {.>,.(a 2-2a 3) + 

II.4.29 

n n- n- n-
+ µ(a 1-4a 3) + v(a -Ba 3)} [ .>,.,µ,v E lF}. 

n- n- n n-
(ii) x = a 1+z, waarin z E Ker(<P 2); de tweede vergelijking heeft 

geen oplossing. 

( l.. 1.· 1.·) • • , , n-1 ( 2 2n-1. ) Zl.J x = A1a 1 + ••• + Anan, <P (x) = .>,. 1+ .>,. 2+ ••• + An an, 

etc. 

2 2 
(iii) <j>(3a-b) = 3 <j>(a) - b; <P (3a-b) = 3 <P (a) - b 3(b-a-<j>(a)) 

- b = 2b - 3a - 3 <j>(a) = b - 3a + b - 3 <j>(a) b - 3a + <j>(b-3a). 

Dus <j>(U) en U worden beide opgespannen door [(3a-b), 

<P (3a-b)]. 

II.4.30 (i) Aangezien cr een lR-lineaire afbeelding is geldt <j>(x+y) = 

= (x+y) - cr(x+y)a = x - cr(x)a + y - cr(y)a = <j>(x) + <j>(y). 

Evenzo geldt <j>(J,.x) = .>,. <j>(x). 
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(ii) Zij E Ker($), dan is x - o(x)a = O, dus x = o(x)a, zodat x 

een lineaire combinatie is van [a]. Dus x E Ker(o), maar dan 

is o(x) = O, dus x = Oa = 0. 

(iii) 

(iv) 

Im(id~ -$) wordt opgespannen door 

$ heeft een inverse omdat Ker($) = 

[a]. 

{O}, zie V II.4.15. De 
-1 -1 -1 

gegeven $ voldoet aan $0$ = $ 0$ = idlR , namelijk 
-1 -1 -n 

$ 0 $(x) $ (x-o(x)a) = (x-o(x)a) + o(x-o(x)a)a = x want 
-1 

o(o(x)a) = o(x) o(a) = O. Evenzo $ 0$ (x) = x. 

-
II.4.31 Merk eerst op dat $ eenduidig gedefinieerd is omdat er bij a 

slechts een b E Bis met a= b + c. Zie v II.3.17. 

(ii) Ker($)= c. 

II.4.32 Gebruik V II.4.15. Veronderstel Ker($) f {O}. Dan is er een x f 0 

met $(x) = O; dus $(x) - $ 2 (x) = 0. Uit het gegeven volgt $(x) -
2 

- $ (x) = x. Tegenspraak. 

II.4.33 
-1 -1 

Veronderstel $ bestaat. Dan is $(x) = $ o$o$(x) 
-1 

$ 0$ (x) x, 

voor elke x E v. Dus$= idv. Tegenspraak. 

§ II.5. Matrices en lineaire afbeeldingen 

II.5.2 

II.5.3 

G 2/3) (-4/3) 7/3 7/3 
11/3 -2/3 E 

-1/3 -1/3 

* [ JR 4 , [ ( 1 , 2, 1 , 2) , ( 1 , 1 , 1 , 1) , ( 0, 1 , 0, 1) , ( 3, 0, 0, 0-1) J) • 

II.5.4 

$(yx) = (\2µA) E (-1\ (2\ _ (-2A+2µ\ = I (2x-5y\_ 
(lR3' [\ 2/' 2/]) - 4A+2µ) 3 '\-x+7y/' 
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II. 5. 5 

(x\_ifY) 
ijJ y/ - 2 \2y. 

Ker($) = {O}, Ker(ijJ) 

A E ]R}. 

OPLOSSINGEN 

/1\ I {\oj A E JR.}, Im($)= :JR.2 , Im(ijJ) 

_ /12 18 15\ 
B - \12 -12 -3)" Ker($) 0 ( 12, 19, 20) I >- E JR.} = Ker ( 3. $) . 

II • 5. 6 v = ( 4, 1 , -1 , 0) . Neem v l = ( 2 , 0 , 0 , 0) , v 3 = ( 0 , 1 , -1 , 0) en v 2 en v 4 
- * 

II.5.8 

I!.5.9 

zodat [v1,v2,v3,v4 J een basis is voor :JR.4 , bijvoorbeeld v 2 = 

(0,1,0,0) en v4 = (0,0,0,1). 

(5 -2). 

(1
1 -1 1 1) 

0 2 -1 
1 1 3 -3 

II.5.10 1 0 0 

II.5.11 

II.5.12 

0 1 0 
0 3 0 
0 0 1 
0 0 0 

0 0 0 

(l 0 0 1 

) 1 0 1 
1 1 '-
0 0 0 

Gebruik S II.5.16 en S II.5.19 

A' 

2 

1 
-1 

0 

: ) -2 i 
2 

2b1-2b2+6b3+6b4 ; 3b1-2b2+8b3+7b4 ; 

Ker($) = 0 (-3a1-2a2 +a3) I >- E JR.}. 



II.5.13 

II.5.14 

II.5.15 

II.5.16 

II.5.17 

II.5.18 

OPLOSSINGEN 

-2 
2 

-2 

gedefinieerd. 

3 
8 

8 0 
7 5 

0 
0 

7 
-1 

0 0 
1 0 
0 1 
0 0 
0 0 

b) ( 2) ; 

12) 
22. 

p = 

H) 
(-1 o) ( o 011\, (1 o\} (-1 
\ 0 -1 '\-1 0 1 ' 2 

e) (3 

0 0 
1 0 
0 ½ 

-0 0 

0 0 

-2) 
-1 • 

3) ; 

0 0 
0 0 
0 0 
1 0 
j 
0 

2 4 Ker (q> +q> ) 
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e) niet 

q>(a) = aa + Sb, q>(a) = ya + oe voor zekere a,S,y,o; aangezien 

[a,b,e] een basis is, is a= y, S = o 0. Dus is er een a E lR 

met q>(a) = aa. Zo ook q>(b) = Sb, q>(e) ye voor zekere Sen y E lR. 

d = a-b-e; 

q>(d) aa - Sb - ye=(~) 
1 

dus a= 2, S = -1, y = 3. De matrix Bin q> 

(lR3 , [a,b,e]) is dus 

B = 
0 

-1 
0 

( -3 
A= -11 

'-13 

-2 
-6 
-7 

B 
(JR3 , [a,b,e]) + 

II.5.19 Voor A -1 is een basis voor Ker(~ 0 q>), resp. Im(~ 0 q>) gegeven door 
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Voor At- - 1 is een basis gegeven door 

II.5.20 (i) 

C 
-1 -1 -n A= 2 1 1 

0 1 0 
0 0 1 

(ii) Ker(</) 3 ) 
2 3 

{a1+a2x +a3x la1,a2 ,a3 E JF}. 

Im(</) 2) 2 31 {a2x +a3x a 2 ,a3 E JF}. 

II.5.21 Voor A2 t- 1 is de dimensie 3; voor A 1 is de dimensie 1, voor 

A= -1 is de dimensie 2. 

A 1, Ker(<f>A) {v r:) + µ r~\ I V, µ E JR.}, 
\ 0 \ 1 / 

Im(</)A) {v (~)I V E JR.}• 

-1 

A 1, Ker(</)A) 
( 1\ 

V E JR.}, {v ,-2; I 
1 

Im(</>A) {v c, (°1 2. + µ 1 . I v,µ 
1/ ol 

E lR}. 

II.5.22 (~ 1 0\ 6n 6n 
0 1 I I 2 I3' 2 r 3 . 

1 0 ol 

II.5.23 De dimensie is 0 als 2 2 als a= 0, 1 als 
2 

1. a(a -1) t- O, a 

II.5.24 u 0 2n) 
1 2n 
0 1 
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III. Lineaire endomorphismen 

§ III.1. Multilineaire functies 

III.1.1 a, bend. 

III.1.2 f[v,w] = !(f[v,w] + f[w,v]) + ½(f[v,w] - f[w,v]). 

III.1.3 Volgt uit S III.1.13 met A o. 

III.1.4 f[P,Q,R] 

III.1.5 a) Volgt uit de lineariteit van~ en uit de multilineariteit van f. 

b) Ja. 

III.1.6 a) Volgt uit S III.1.9. 

b) Als li-jl 1, dan is f[v1, ••• ,vn] = 0, want f is alternerend. 

Zij nu i + 2 = j; f[ vl, ••• , v. , v. 1 'v., ••• , v ] = f[ vl, •••. , v. + 
1 1+ J n ·1 

+vi+l'vi+l'vj, •.• ,vn] - f[v1,···,vi+l'vi+l'vj, .•• ,vn] = 

= f[v1,···,vi+vi+l'vi+l'vj, ••• ,vnJ = f[v1,···,vi+l'vi+l + 

+ v.,v., ••• ,v J = O, want v. = v .• Zo kan (bijv. met volledige 
J J n 1 J 

inductie) het algemene geval bewezen worden. 

c) Volgt uit a) en b) en uit S III.1.9. 

§ III.2. Determinanten 

III.2.1 

III.2.2 

III.2.3 

III.2.4 

Noem f[a1, .•. ,an] = A; dan is A f O. Beschouw de antisymmetrische 
n -1 

n-lineaire functie d: V + lF, gedefinieerd door d = A f. Dan is 

d[~(a1), ••• ,~(an)] = det(A), zie S III.2.19, zodat f[~(a 1), ••• , 

~(an)]= A det(A). Het gevraagde volgt nu uit de lineariteit van 

fen~ en dat elke vector vi een lineaire combinatie is van 

[a1, .•• ,an]. 

Zij A= f[a1, •.• ,an], µ = g[a1, ••• ,an] end de antisymmetrische 

n-lineaire functie op V met d[a1, ••• ,a] = 1. Dan is A f 0, µ f 0 
-1 -1 n -1 

end= A f = µ g. Hieruit volgt f = Aµ gen tevens het gestelde. 

a) 23; c) -45; d) 28; e) 1; f) 3. 

k ":' 2, k = 0. 
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III.2.5 

III.2.6 

III. 2. 7 

III.2.8 

III.2.9 

OPL0SSINGEN 

-1 
-3->-
-6 

a-b 
b 
C 

0 

A 2, -2, 4. 

(
a+b 1 

(a-b) det b 22 b 
C C 

voor 

a) Merk eerst op dat de vergelijking lineair is. Substitutie van 

x = xp, y = Yp, resp. x = xQ, y = yQ in de determinant levert 

twee gelijke rijen, zodat voor deze waarden van x en y aan de 

vergelijking is voldaan. Dus P, resp. Q ligt op de rechte. 

b) Gana dat 

-4 
-2 o. 
10 

c) De vergelijking is lineair. Voorts is aan de vergelijking vol­

daan voor x = xi, y = yi; z = zi (i 1,2,3). De vergelijking 

is dus de vergelijking van het vlak door de drie punten Pi met 

matrix, 

i 1,2,3. 

Trek de 5de rij van de overige rijen af, ontwikkel naar element 

(5,5) en gebruik verder S I.4.29. 

Gebruik S I.4.13 en S III.2.2. Voor a .. = f(i) + g(j) is voor 
1) 

n = 2 de determinant gelijk aan {f(2)-f(l)}{g(l)-g(2)} en voor 

n > 2 gelijk aan 0. Bewijs dit door de determinant als de som van 

2n determinanten te schrijven. 

III.2.10 b) 0ntwikkel de determinant naar de laatste rij of kolom. 

c) Met volledige inductie en b). 

III.2.11 Een speciaal geval van V III.2.10 met cos~=!, d.w.z. ~ = TI/3. 

III.2.12 Toon aan dat det(A) 
n 
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de de de Trek de 2 , 3 , ••• ,n kolom af van de eerste. Ontwikkel dan 

naar het nieuwe element a 11 = 1 - l~=2 i = 1 - l(n+2)(n-1). Er 

ontstaat een (n-l)x(n-1)-matrix waarvan een diagonaal alle 

elementen gelijk 1 heeft; de overige elementen zijn O. Verwissel 

van die matrix de eerste en (n-1)-ste kolom, de 2de en (n-2)-de 
m kolom etc. Er ontstaat (-1) In-l met m = 0 als n = 1,2,S,?,9, 

ra (n-1)=2 
10, ••• , m = 1 als n = 3,4,7,8, ••• , ofwel (-1) = (-1) • • 

Antwoord: 

(-l)m (l _ (n+2) ~n-1) ) • 

III.2.15 Uit het gegeven volgt A - A2 =I. Dan is 1 = det(A-A2) = n 

III.2.17 

det[A(In-A)] (volgens S II.5.27) = det(A).det(In-A) (volgens 

S III.2.20). Dus det(A); o. 

Volgt uit S III.2.14. Neem V 

Fn). 

F 
n 

ei (standaardbasis van 

III.2.19 Uit het gegeven en S I.4.13 volgt dat det(a,b,c,x) = det(a,b,c,2d) 

en dat det(a,b,x,d) = det(a,b,-4c.d). Dus x - 2d Ala+ µlb+ 

+ v1c, x + 4c = A2a + µ2b + v2c, waaruit (A 1-A2) a+ (µ 1-µ 2) b + 

+ (v1+4) c + (2-v2) d = O. Uit de onafhankelijkheid volgt dan dat 

x = Aa + µb - 4c + 2d, A,µ € JR. 

III.2.20 det(H) = [1!2! ••• (n-1)!]3/[(n+l)!(n+2)! n (2n) !]. Trek de 

laatste kolom af van alle vorige. Haal per rij gemeenschappelijke 

factoren uit de noemers en per kolom uit de tellers van de ele­

menten. De laatste kolom b~vat dan louter "enen". Trek de laatste 

rij van alle overige rijen af, haal gemeenschappelijke factoren 

weg en ontwikkel naar de plaats (n,n). Er ontstaat een deter­

minant det (Hn_ 1). Verder met recursie. 

§ III.3. Automorphismen en basistransformaties 

III.3.1 Gebruik S III.3.3. Ja, want det(A) = -1. 

III.3.2 -1 _ ( -2 
B - 3/2 

( 
0 -1 2 ) 

c-1 = o 1 -1 , 
1/3 1/3 -2/31 

bestaat niet. 
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III.3.3 B = A-l cl -8 
-1D -3 2 • Volgt uit s III.3.22. 

-1 1 

III.3.4 Gebruik S III.3.23. 

(~ 4 !); A 
3 6 

det(S) 4A2 - 24A + 32. Dus (A-2) (A-4) ,f, 0. 

III.3.5 a) Neen; b) Ja; c) Neen; d) Ja. 

III.3.6 De matrix Suit S III.3.23 is A uit V III.3.1. Sis regulier, dus 
-1 [x,y,z] is een basis. S via V III.3.3 geeft met S III.3.25 

a = s-1 G) E: (JR.3 , [x,y,z]) = 11x - 3y - z, 

b = - 8x + 2y + z, 

C = - 10x + 3y + z. 

III.3.8 a) Gebruik S III.2.7. 

b) Er is een reguliere (n-2) x (n-2) matrix Suit lR zodat 

B = s-1 c s. Noem 

T = 

Dan is T regulier en uit S III.3.18 volgt 

-1 = (~ b ~) T •L:_J• 
• 0 
0 • 0 1 
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-1 
Gana dat T AlT = A. 

c) Er is een reguliere (n-2) x (n-2) matrix U uit lR 

(n-2) x (n-2) diagonaalmatrix Dn-Z uit lR zodat c 

Dan is B ~ Dn-Z' d.w.z. er is een reguliere (n-~) x 

en een 
-1 u Dn_ 2u. 

-1 
matrix v uit lR met B = V Dn_2v. 

(n-2)-

Noem D de (nxn)-matrix uit 
n 

lR die ontstaat door Dn-Z te "randen" met nullen, behlave op 

de plaatsen (1,1) en (n,n) waar resp. a en S komen. Gana dat 

V analoog veranderd kan worden in een (nxn)-matrix door op de 

plaatsen (1,1) en (n,n) het g~tal 1 te plaatsen en dat A= 

= W-lD W. 
n 

d) det(A) = det(A1) a Sb, det(C) = b. 

Voor elke reguliere S moet kennelijk gelden A 

= AS. Noem 

A s 

-1 
S AS, dus SA 

dan ontstaat een aantal vergelijkingen voor a .. , waaraan voldaan 
l.J 

moet worden voor elke reguliere s. Gana dat hieruit volgt A= 

= A 1 2 , A e: lR. 

III.3.10 Veronderstel A-l bestaat; uit AB 

Tegenspraak. Voor n = 3, neem 

On volgt dan B 0 • 
n 

III.3.11 a) fl 

e3 

A 

D 

0 
0 
0 

el 

fl 

0 
1 (~ 

1 -1 

-1 
BCB 

B = (~ 
0 

+ e2 + e3, 

- f2. Dus 

-D, 

-3 
0 
1 

f2 

B 

1 
2 
0 

el + e2, f3 

/1 1 i) . \ 1 1 
1 0 

el, el f3, e2 f2 - f3, 
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-1 1 -1 d) E =AD= ABCB = CB- = CA, F =DB= BCB B = BC; 

(4 
F = \3 

3 

III.3.12 a) A f 0,1. 

b) Voor A f 0,1 is 

c) 

det 

d) 

s = G ~ D· 
e) Zie s III.3.25 

f) 

s 

dan is det{S) f O, det(T) f O. 

g) Zie S III.3.27, 

-1 (1 6 1) M = T AS= 0 -3 -i 
1 5 li 

h) Aangezien det(D) = O, zal A de waarde O of 1 moeten aannemen. 

Neem A= O, dan is $(a1) = a2 , $(a2) = w(a3) = a 3 • Zoek een 

basis [£1,£2,£3], zodat $(£1) = $(£2) = -£1 + £2 + £3 , $(£3) 

= £3• Neem £3 = a3 • Even proberen levert £2 = a 1, £1 = 
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a 1 - a 2 + a 3 • (Ook kan een reguliere S gezocht worden, zodat 
-1 

D = S AS en met S kan dan [f1,f2,f3 ] gevonden worden.) 

III.3.13 Kan aangetoond worden door een reguliere Suit~ te zoeken zodat 

B = s-1As. Een andere aanpak is: Noem $ de ~-lineaire afbeelding 

van c2 die door de matrix A t.o.v. de standardbasis [e1,e2J van 

t 2 gedefinieerd is. Zoek dan een tupel [a1,a2J uit ~2 , zodat 
i6 -i0 . $(a1) = e a 1 , $(a2) = e a 2 , zodat [a1,a2] een basis is van ~2 . 

Een keuze is a 1 = (_~), a 2 =(~)-·Gana dat hiermee het gestelde 

bewezen is en dat de hierboven genoemde matrix S gelijk is aan 

( ~ ~)--1 1 

III.3.14 Zij A= B voor zekere bases. Definieer cr via cr(ai) = bi, 

i = 1, ••• ,n. Dan is (ga na) ~ = cr $ cr- 1• Zij nu~= cr $ cr- 1, voor 

zeker automorphisme cr. Zij [a1, ••• ,an] een willekeurige basis 

van Ven [b1, ••• ,bn] de basis met bi= cr(ai). Dan is A= B, want 

~(bi) cr o $ o cr-1 (bi) = cr o $(ail= cr (a1ia1+a2ia2+ .•• +anian) 

a 1ibl + + anibn' als aij de elementen van de matrix A voor­

stellen. Evenzo, als bij de elementen van B voorstellen, is 

~(bi)= blibl + •.• + bnibn. Hieruit volgt aij bij voor 

1 $ i,j $ n. 
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IV. Lineaire stelsels en vergelijkingen 

§ IV.1. De rang van een matrix 

IV .1.1 

IV .1.2 

IV .1.3 

IV .1.4 

IV.1.5 

IV.1.6 

IV .1. 7 

IV.1.8 

a) 2, b) 2, c) 2, d) 3. 

Als a(a-1) # 0 dan 4, als a= 0 dan 3, als a 

a(l-a) (a+2) # 0 dan 4, als a= 0 dan 3, als a 

a= 1 dan 2. 

1 dan 2; als 

-2 dan 3, als 

A 
Definieer het lF-lineair endomorphisme $ = (V,[a1 ,a2 ,a3]) + 

(V,[a1,a2 ,a3]), waarin [a1,a2 ,a3] een basis is van een lF-vector­

ruimte V; definieer w via B. We tonen aan dat $ 0 wt O. Uit 

S IV.1.6 volgt dat de dimensies van Im($), Im(w), Ker(<P) en 

Ker($) en Ker(w) resp. 2,2,1 en 1 zijn. Neem X E Im(w), X F 0. 

Er is een y E V, y t O zodat w(y) = x. Er zijn nu twee mogelijk­

heden (ga na) (i) Ker($) n Im(w) = {O} of (ii) Ker(<j>) c Im(w). 

In (i) is x E Im(w), dus x f Ker(<j>), dus <j>(x) = $ 0 W (y) t Oen 

ook in (ii) kan x zo gekozen worden dat x f Ker(<j>). Dus ook nu is 

<P O w<y> t o. 

r(A) is de dimensie van de lineaire deelruimte van lFm die voort­

gebracht wordt door den kolommen van A. Analoog r(B) en r(A+B). 

Noem deze deelruimten K(A), K(B), K(A+B). Dan is K(A+B) c K(A) + 

+ K(B). Uit V II.3.18 volgt dan dimlF (K(A)) + dimlF (K(B)) 

dim]F (K(A) nK(B)) + dim]F (K(A) +K(B)) ~ dim]F (K(A+B)). 

r(AB) s max{r(A),r(B)). Zij A een (nxm)-matrix en Been (mxk)­

matrix. Introduceer lF-vectorruimte U, Ven W (van dimensie resp. 

k,m en n) en lF-lineaire afbeeldingen w: U + V, $: V + W die bij ge­

geven bases resp. via Ben A gedefinieerd kunnen worden. Dan is 

r{B) = dimlF (Im(w)), r(A) = dimlF (Im($)), r(AB) = dimlF (Im($ 0 W)). 

Im(<1> 0 w) = <j>(Im{w)l C Im(<j>); dus r(AB) $ r(A). Tevens is 

dimlF ( <P ( Im ( w) ) ) S dimlF ( Im ( w) ) ( zie S IV. 1 . 4) • 

Neen. Neem A= o3 • 

Via S III.3.33 en S IV.1.6. 

a) 3; b) 3; c) 3. 
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IV .1.14 

IV.1.15 

IV .1.16 

IV .1.17 
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-1 
Uit V IV.1.5 volgt r(AB) S r(B). Verder is B = A (AB), zodat 

(weer via V IV.1.5) volgt r(B) S r(AB). Klaar. 

Uit V IV.1.4 en IV.1.5 volgt r(AB-In) = r(AB-A+A-In) 

+A-In) S r{A(B-In)) + p S max (r(A),q) + p sq+ p. 

r(A(B-I )+ 
n 

Zij [p1, ••• ,pi], i Sm een basis voor Im($). Beschouw de lF­

lineaire afbeelding a: Im{$)+ W gedefinieerd door a= (Im($), 

[p1, •.• ,pi]) + (W,[w1, ••• ,wk]), dan is X = Ker(a) en volgens 

S II.4.24 dimlF (Im(a)) + dimlF (Ker(a)) = dimlF (Im($)). Nu is 

Im(a) = Im(W 0 $), zodat dimlF (Im(a)) = r(BA). 

Introduceer lF-vectorruimten U,V,W,X en afbeeldingen 
C 

a,13,y zodat 

~ y = (U,[u1,·••1U ]) ➔ (V,[v1,·••1V ]); t3 = (V,[v1,·••1V ]) 
p q A q .. 

(W,[w1, ••• ,wr]); a= (W,[w1, ••. ,wr]) + (X,[x1 , ... ,x 5 ]); defim.eer 

¥ = Ker(a) n Im(t3) en Z = Ker(a) n Im{f3°y). Dan is Z c Y (ga na). 

Dus dimlF (Z) s dimlF ( y) • Maar volgens V IV. 1. 11 is dimlF ( y) = 

r(B) - r(AB). Analoog kan bewezen worden (ga na!) dat dimlF (Z) 

r(BC) - r(ABC). Uit r(BC) - r(ABC) $ r{B) - r(AB) volgt het ge­

stelde. 

2 Neem in V IV.1.12 A= P, B = P + Q, C = Q, dan volgt r(P) + r(Q) 

S r(P+Q). Neem verder AB PQ2 , BC= Q, B = Q2 , dan is ABC = PQ2c, 
2 2 2 2 dus r(PQ) + r(Q) S r(Q) + r(PQ C), zodat r(Q) s r(Q). De twee 

ongelijkheden geven dus r(P) + r(Q) s r(P+Q), zodat in verband 

met V IV.1.4 het gestelde bewezen is. 

Volgt uit V IV.1.9. 

Volgt uit S IV.1.6 met V W(en m=n) en S III.3.3. 

Zij r(A) 

p = r(A) 

p. Construeer een (mxp)-matrix B als in S IV.1.12, met 

r(B). Door soortgelijke handelingen op de rijen van B 

ontstaat een (pxp)-matrix c, zodat r(C) = p. Er kan dus een regu­

liere submatrix gevonden worden met rang gelijk aan die van A. 

Een grotere reguliere submatrix kan niet voorkomen; anders zou de 

bovenstaande constructie omgekeerd kunnen worden, waarna ge­

constateert moet worden dat r(A) > p. 

Er is een lineaire deelruimte X van W zodat W = X + Im($) en 

X n Im($)= {O}; dan is dimlF (X) = N-r(B) (zie V II.3.17 en 
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V II.3.18). Definieer een afbeelding ~•: X ➔ u, met ~•(x) = ~(x) 

voor alle x EX. Gana dat ~• een lF-lineaire afbeelding is, en 

dat ~• surjectief is. Uit S II.4.24 toegepast op~• volgt dan het 

gestelde. 

2 Uit het gegeven volgt det(AB) = det(A ). Dus det(A) det(B) = 
det{A). det{A). Aangezien r(B) = n-1 is det(B) = O, dus det{A) 

o. 

§ IV.2. Homogene stelsels 

IV.2.1 

IV.2.2 

IV.2.3 

IV.2.4 

IV.2.5 

IV.2.6 

IV.2.7 

IV.2.8 

Een basis voor de oplossingsruimte is: a) [[-2,1,1]], 

b) [[2,-1,3]], c) [OJ, d) [[-4,2,1,0,0], [-6,3,0,1,0], 

[0,2,0,0,1]]. 

Neen. 

Volgt uit S IV.2.11. 

OS = OS n OS n OS n • • • n OS • 
1 2 3 m 

Merk op dat Ker(cp) c Ven OS c lFn. DimF (Ker(cp)) = dimF (OS). 

Formeel kunnen de twee deelruimten gelijk aan elkaar gesteld 

worden als V = lF • 
n 

De dimensie is r{A) = 3. 

De oplossingen zijn veelvouden van het 5-tupel [-3,1,0,0,0]. 

Uit S IV.2.17 volgt de juistheid voor m = 1. Voor m > 1 kunnen 

beide stelsels gebracht worden (door toepassing van lineaire 

handeling op de rijen van A en A') tot stelsels van de vorm (*) 

in S IV.2.18. Op de beide deelstelsels S1 en Si (zoals (**) in 

S IV.2.18) kan dit herhaald worden. Aangezien Sen S' dezelfde 

oplossingen hebben, zijn de laatste vergelijkingen in de ge­

wijzigde stelsels Sen S• op een multiplicatieve factor na gelijk 

aan elkaar, waaruit volgt dat de matrices A en A' door lineaire 

handelingen op de rijen beide op dezelfde matrix kunnen worden 

gebracht, waarmee het bewijs geleverd is. 
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IV.2.9 Ja. 

IV.2.10 Ja. 

§ IV.3. Lineaire stelsels 

IV.3.1 

IV.3.2 

IV.3.3 

IV.3.4 

IV.3.5 

IV.3.6 

IV.3.7 

IV.3.8 

IV.3.9 

Uit S IV.2.14 volgt dat het n-tupel [0, ••• ,0] een oplossing is van 

het geassocieerde homogene stelsel. Uit substitutie blijkt dat de 

aangegeven oplossing voldoet. Uit S IV.3.5 volgt dan het gestelde. 

Het n-tupel [0, .•• ,0] is geen oplossing van een niet-homogeen 

F-lineair stelsel. 

De determinant van de matrix is (c-a) (a2-b2). Dus voor a f c, 

b 2 f a 2 heeft het stelsel een en slechts een oplossing. Als a 

dan is er geen oplossing, voor a f -bis er wel een oplossing. 

a) Aangezien det(A) = a 5 + b5 (ga na!) is er een en slechts een 

oplossing als a r -b. b) Zij a -b. Er is geen oplossing. 

Aangezien det(A) = (a+1) (a+2) is er een en slechts een oplossing 

-b 

als a f -1 en a f -2. In dat geval is de oplossing [(2a+3)/(a+2), 

o, -1/(a+2)]. Als a = -1 dan is de oplossing [1,0,-1] + 

+ .>- [1,-1,0]; als a = -2 dan is er geen oplossing. 

n-1 Aangezien det(A) = (n-1) (-1) (ga na!) is er een en slechts een 

oplossing als n ~ 2. Als n = 1 is er een oplossing als 

1 n 
Voor n ~ 2 is de oplossing gegeven door x1. - -- 'a - n-1 .l j 

J.=1 
i=1, ..• ,n. 

a) De determinant is (a-b) (b-c) (c-a); oplossing is [1,0,0]. 

Substitueer de bedoelde waarden van x in de vergelijking. Er ont­

staan n homogene lineaire vergelijkingen in a0 , ••• ,an. De deter­

minant van dit stelsel is f O (zie V III.2.13). 

In dat geval lopen de vlakken evenwijdig. 
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V. Eigenwaarden 

§ V.l. Eigenwaarden en eigenvectoren 

V .1.1 

V.1.2 

V .1.3 

V.1.4 

V.1.5 

Van$: eigenwaarden 

1 met eigenvector(~), 

Van 1/J: 

(-1\ 
0 met 1 j' 

0 

-1 met eigenvector {~1\. 
\1 

(0\ 
3 met ,o ;-

1 

a) Zie S V.1.14. Eigenvectoren zijn i.h.a. niet gelijk. Neem 

A= (g ~). b) Als a f O dan hebben $ en a$ dezelfde eigen-

vectoren. c) Als p f O dan hebben $ en $p dezelfde eigen-

vectoren. d) 

e) det(A-AI ) = 
n 

-1 
$en$ hebben dezelfde eigenvectoren. 

det(A+aI -(a+A)I). f) Zij A een eigen-

waarde, met bijbehorende 
2 

n n 
eigenvector v; dan is $(v) = Av en $2 (v) 

v, dus A = 1. 

Ontwikkel det(A-AI) eerst naar de eerste kolom. 
n 

a) De eigenwaarden zijn Oen 3. 

b) Im($) wordt voortgebracht door de bij 3 behorende eigenvectoren 

Dus $(ei) = Aia + µib; uit berekening volgt Al= -1, µ1 = 2, 

A2 = 2, µ2 = -1, µ3 = A3 = 1, maar deze getallen hoeft men niet 

te kennen. Uit $7 (e.) = 36 (A.a+µ,b), i = 1,2,3, volgt rechtstreeks 

A7 = 36A. 
J. J. J. 

Noem de eigenvectoren bij A0 : v 1, .•. ,vk. Vul dit onafhankelijke 

stelsel aan tot een basis [v1, ..• ,vk, w1 , •.• ,w] van V (k+s=n). 
- ~ s Beschouw $ - (V,[v1, ••• ,vk, w1 , ... ,ws]) (V,[v1 , ... ,vk,w1, ... ,ws]). 

Dan hebben volgens S V.1.13 A en B dezelfde karakteristieke veel-



V.1.6 

V.1. 7 

V.1.8 

V.1.9 

V .1.10 

V.1.11 
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term. Gana hoe de eerste k kolommen van B er uit zien en bewijs 
k dat det(B-Ain) = (A-A0) h(A), met h(A) een veelterm van graad 

n-k. Hieruit volgt k s p. 

a) Zij •: lR + lR een lR- lineaire afbeelding zodat • = 
n n A 

= (lR, [e1, ••• ,e] + (lR, [e1, ••• ,e ]), dan is volgens n n n n 
S IV.1.6 dimlR (Im{•)) = r; dus volgens S II.4.24 is dimlR 

(Ker(.))= n - r. Er zijn dus n - r onafhankelijke vectoren in 

Ker(•) en deze vectoren zijn eigenvectoren bij de eigenwaarde 

Q. De geometrische multipliciteit van O is dus n - r. Volgens 

V V.1.5 is het gestelde bewezen. 

(0 1) b) Neem A= 0 0 • 

2 a) Duidelijk is dat a 1, ••• ,a de eigenwaarden van A zijn. Zij 
A n 

• = (lR, [e1, ••• ,e J) + (lR, [e1, ••• ,e ]) en veronderstel dat 
n n n :. n 

A een eigenwaarde van• is bij de eigenvector x. Dan is •<x) = 
2 2 2 ra = AX en• (x) =Ax, dus A = ai voor zekere i; dus A=± ai. 

Veronderstel dat zowel + /;i en -/;i een eigenwaarde is met 

eigenvectoren respectievelijk a en b. Dan zijn volgens 

S V.1.10 a en b lineair onafhankelijk. Maar zowel a als bis 

een eigenvector van • 2 bij ai. Maar ai is een eigenwaarde van 

• 2 met bijbehorend~ eigenvector ei. Tegenspraak 

b) Er zijn 2n mogelijkheden voor A. 

Uit V III.2.10 volgt dat det(An-Ain) = sin(n+l) •/sin•• met 

2 cos•= a - A. Eigenwaarden zijn Ak = a - 2 cos •k' •k = 

k1r/(n+1), k 1, ••• ,n. 

{i) •<e1) = e 2, •<e2) = e 1; 

(iii) •<e1) = •<e2) = e 2 • 

(ii) • (e1) 

( 9 -12) (16 12) Gana dat de eigenwaarden volgen uit die van _12 16 en 12 9 • 

Dus Oen 25. Bij O horen de eigenvectoren 4e1 + 3e2 en -3e3 + 4e4 , 

bij 25 horen 3e1 - 4e2 en 4e3 + 3e4 • Voor de eigenruimten geldt 

• <w> = w. 

-2 met a 1 - a3, -2 + fimet a 1 + fia2 + a 3, -2-fimet a 1 - fia2 + 

+ a3. 
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V .1.12 

V .1.13 

V .1.14 

V .1.15 

V .1.16 

V.1.17 

V .1.18 

V .1.19 

OPLOSSINGEN 

De eigenwaarden van A zijn die van Ben bovendien a en S. 
Tr(C) = t, Tr(A) = t +a+ S. 

a) -1, 1 en 2. 

b) Bij -1 hoort bl = a3' 

2 hoort b 3 = sin 6 a 1 

bij 1 

+ cos 

hoort 

6 a 2; 

b 2 = -cos 6 a 1 + sin 6 a 2 , bij 

[b1,b2,b3] is een basis van 

eigenvectoren. 

B 
cl O 0\ 

= 0 1 0 )" 
0 0 2 

a) 1, 2, 3. 

b) Bij 1, bl = a 1 + a 2 , bij 2, b 2 = >'2a1 + >'2a2 + a 3 , bij 3, b3 

>'2a1 + a3. 

c) Volgens S V.1.20 is A equivalent met 

0 
2 
0 

a) (i) t 2 = 4d, (ii) t 2 > 4d, (iii) t 2 < 4d. b) t/2. 

Uit S V.1.23 volgt dat het karakteristieke polynoom P(A) voor 

A O negatief is. Aangezien n even is geldt P(A) + + 00 als 

n-1 Volgens S V.1.23 is c 1 = (-1) Tr(A). De rest volgt uit S V.1.25. 

Volgens S V.1.20 is A equivalent met een diagonaalmatrix D, met 

op de diagonaal de eigenwaarden van A. Er is een reguliere P zo-
-1 2 -1 -1 -1 2 dat A= P DP. Dan is A = P DPD DP= P DP, etc. Op de diagonaal 

van Dk staan A~, i = 1, •.• ,n. 

Uit S V.1.15 volgt dat Al 

A~ D 
0 
2 
0 

Via S V.1.20 wordt S gevonden, 

s = (~ 
0 

-1 
1 
0 

3, dus 
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Uit V V.1.18 volgt de rest. 

a) A is een bovendriehoeksmatrix; uit S V.1.32 volgt dat A nil-

potent is. b) De index is n. 

k-1 
a) Zij a 1a + a2$(a) + ... + ~-l $ (a)= 0. Herhaald toepassen 

(k) 
van$ geeft dat alle ai nul zijn ($ (v) = 0 voor elke v € V). 

b) dimF (V) = n; het lineair onafhankelijk sitelsel uit a) kan 

hoogstens n vectoren bevatten; dusks n. 

a) Eigenwaarden zijn alle O. b) De index is 3. 

c) De eigenwaarden van A ziJn O, index is 4. 

d) $0 : de eigenruimte bij A= 1 is V zelf; $k: de eigenruimte is 

de verzameling van polynomen van de graad k-1 of lager (k~l). 

Volgt uit v V.1.21. 

Volgt uit S V.1.32 en V V.1.24. 

Vergelijk S V.1.20. De algebraische multipliciteit van Ai zij 

µi(i=l ••• 4); dan is µ1 + ••• + µr = n. Bij elke eigenwaarde Ai 

zijn voor een endomorphisme $ als in S V.1.20 precies µi onaf­

hankelijke eigenvectoren. Er is in V dus een basis van eigenvec­

toren. 

Zij A een eigenwaarde van AB. Als A= O, dan is det(AB) = det(BA) 

O, dus A= 0 is dan ook een eigenwaarde van BA. Veronderstel nu 

A f O. Zij Veen F-vectorruimte met basis [a1, ••• ,an] en 

$: V + V en 1j,: V + V twee F- lineaire endomorphismen gegeven door 
A B 

$ = (V,[a1, ••• ,an]) + (V,[a1, ••• ,an]), 1j, = (V,[a1, ••• ,an]) + 

(V,[a1, ••• ,an]). Er is een eigenvector v f O van$ 0 1j, zodat 

$ 0 lj,(v) = AV. Noem w= lj,(v). Aangezien v f 0, A f Oen $(w) = AV f 
f O. Maar w is een eigenvector van 1j, 0 $ behorende bij A want 1j, o $ (w) = 

= VJ(Av) = A lj,(v) =Aw; dus A is een eigenwaarde van 1j, 0 $ en dus 
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V.I.28 

V.1.29 

V.1.30 
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van BA. Omgekeerd is elke eigenwaarde van BA een eigenwaarde van 

AB. Opmerk-ing: Als gegeven is dat A regulier is, kan het bewijs 

als volgt verlopen. De karakteristieke veelterm van AB volgt uit 
-1 -1 

det(AB-Ain) = O; dus det(A) • det(B-AA In)= O; dus det(B-AA In 

.det(A) = O, dus det(BA-Ain) = O, steeds voor dezelfde A. Evenzo 

als B regulier is. 

Zij r(A) = n, dan is A regulier.-Dan is B = In en B heeft dan 

geen eigenwaarden anders dari 1. Tegenspraak. 

a) A= 1 is eigenwaarde met eigenvector a4 • 

b) Noem de matrix van w t.o.v. de basis [a1,a2 ,a3,a4 J C. Gana dat 

C nilpotent is met index 4. Zij [b1,b2,b3,b4] een willekeurige 

basis en de matrix bij w t.o.v. deze basis zij B. Dan hebben 

Ben C dezelfde eigenwaarden. Dus Bis nilpotent. Bovendien is 

er een reguliere matrix s zodat B scs-1, zodat Bk= scks-1 

en de index van Bis dus gelijk aan die van C. 

§ V.2. Complexe matrices 

V.2.1 

V.2.2 

V.2.3 

V.2.4 

V.2.5 

V is een a:-vectorruimte, terwijl W een lR- vectorruimte is. 

0. 

{A ( 0, 0, 1) J A € JR.}. 

1T 

1 neen ja neen 

2 neen ja neen 

3 neen neen neen 

De vectoren b enc zijn voor de drie gevallen respectievelijk 

}(1+i,O,O) en -}(l+i,0,0); l(1+i,O,O) + (0,0,1) en l(l+i,0,0) + 

+ (0,1,0); (1+i,O,O) + (0,1,0) + (0,0,1) en (0,1,0). 

a) (1-i,1-i,1+2i,3-i); 

1+5i,1+2i,-3+i). 

b) ( 1-i, 1-i, 1+2i, 3-i) ; c) (1+5i, 
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(76+277i)/50, (4+38i)/10. 

* Neem b 1 = (1,0), b 2 = (1,1) in a:2 • 

x = .!.(2+i)a + lc1-2i)a - a ; y = _.!.(1-2i)a + -53 {2+i)a2 + a3. 5 15 2 3 5 1 
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a) Volgt uit zw = z.w en z+w = z + ;-, 

= (AB) T (A.B) T = (B) T. (A) T = s8A8 • 

voor z, w e: C. b) (AB)H = 

c) (QHAQ)H = QHAH(QH)H = 
H = Q AQ. d) De matrix is hermitisch. Zie S V.2.26. 

a) Gebruik de lineariteit van n; merk op dat in n(a,x) de x op 

de tweede plaats staat. 

b),c) Be.:_eken ${ej) = ej + aja = aja1e 1 + aja2e 2 + ••• + 

+ (l+ajaj) ej ~--· T ajanen' j =1, ... ,n. Alle diagonaal­

elementen van A zijn van de vorm 1 + a.a., j = 1, ••• ,n en dus 
J J -

reeel; de overige elementen zijn van de vorm a.a.; er geldt 
l. J 

verder a.aj = a.a .• Hieruit volgt dat A hermitisch is. 
l. l. J 

d) Zij x e: Ker{$); dan is $(x) O, dus x -n(a,x)a; d.w.z. x is 

een veelvoud van a, zeg x =µa; dus µa= -n(a,µa), dus 

µ(l+n(a,a)) = O. Dan is noodzakelijk µ O; d.w.z. x = O. 

e) De eigenwaarde is 1 + n{a,a). 

f) ${x) = AX met A= 1 voor die x waarvoor n{a,x) = O; n{a,x) = 0 

geeft aanleiding tot een C-lineair homogeen stelsel met 1 ver­

gelijking voor bet tupel [x1, ••• ,xn] met x = x1e 1 + ••• + xnen. 

De oplossingsruimte heeft dimensie n-1, dus er zijn precies 

{n-1) lineair onafhankelijke eigenvectoren x bij A= 1. 

§ V.3. Reele matrices en inwendige producten 

V.3.1 

V.3.3 

V.3.4 

V.3.5 

b) zij ax +Sy+ yu = O, a,S,y e: lR; 

dan is< ax +Sy+ yu, u > = y < u,u > O, dus y = O, etc. 

b), e) en f) zijn niet bilineair; c), g) en h) zijn symmetrisch; 

d) en g) zijn anti-symmetrisch. 

A 
4\ 
9)' B 

6\ 
5)' s 

o\ 
1/" 
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V.3.6 Als 

dan is 

q,(a,b) 

1jJ (b,a) 

Dus q,(a,b) = ijJ(b,a) dan en slechts dan als AT= B (d.w.z. A= BT). 

V.3.7 Noteer 

Dan is 
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V.3.10 
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en voor elke a, b E V 

cj, (a,b) (a1 , •.. ,an) A CJ (yl, ... ,yn) B t') 
\8n 

{s CJ } T BS CJ (al, ••• ,an) /J s"•sun ' 
T 

dus A= S BS. 

a) Schrijf a= a 1e 1 + a 2e 2 + a 3e 3 , b = s1e 1 + s2e 2 + s3e 3 en ge­

bruik het gegeven met x = e 1 ,e2 ,e3 . 

b) Gana dat cj, voor elke a, been bilineaire functie is. Veronder­

stel voorts a f 0, bf 0 (anders is cj, zeker symmetrisch). Neem 

x = a, dan moet voor symmetrie gelden < a,a > < b,y > = < a,y > < b,a > 

vooralle y E lR.3 .ous <b,y>=<a,y><b,a>/<a,a>;ofwel <b,y>= 

< :~::: a,y > voor elke y E lR.3 ; dus b = :~::: a, dus b = µ a 

voor zekere µ E lR; a en b zijn dus lineair afhankelijk. 

b) Eigenwaarden zijn Oen 1; r is de eigenvector bij 1, de overige 

zijn oplossingen van de vergelijking < x,r > = 0. 

c) 

A=½ G 
a) Ja; 

b) neen; 

2 
4 
4 
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V.3.11 

V.3.13 

V .3 .14 

V.3.15 

V.3.16 

V.3.17 

V.3.19 

c) ja; ga na dat ~(x,x) 

d) 

A 

c) 

1 
1/3 

0 

-3 
3 
0 

2/3\ 
1/2; 
1/5 

OPLOSSINGEN 

f) ~(x,y) = x 1y1 + 3x2y 2 + 5x3y 3 - 3x1y2 + 25/6 x 1y 3 - 15/2 x2y3 ; 

g) ~ is niet symmetrisch en positief definiet wegens 
2 2 2 

~(x,x) = (x1-3/2x2+25/12x3) + 3/4(x2-5/6x3) + 5/36x3 . 

[a1,a2 ,a3J is niet orthogonaal in (V,[b 1,b2 ,b3], wel in 

(V,[a1 ,a2 ,a3J. 

a) Ja; b) neen; 

(i) a) Ja; b) neen; c) ja; d) ja. 

49e1 + 2Be2 + 46e 3 , respectievelijk. 

(ii) Neem e 1 + e 3 en 

c = -e1+e2+e 3 ; c) A = 2, µ = 1, \) = -1; d) neem x wille-

keurig in V, zeg x = aa + i3b; dan is llx-dll 2 (a-A) 2 < a,a > + 
2 2 2(a-A) (13-µ) + (13-µ) < b,b > + \) < c,c > + < a,b > = 

II (a-A) a + (13-µ) b 112 + \) 
2 llcll 2 en dit is minimaal voor a A, 

i3 = µ. 

c) Zoek een element y, dat voldoet aan ~(y) = x (x uit het vorige 

vraagstuk). Een y die voldoet is y = 2e1 - e 3 ; hierbij kan elk 

element uit Ker(~) nog opgeteld worden. 

Ga uit van een orthonormale basis [b 1, ••• ,bm] van W (met m = dimlR 

(W) Sn). Vul deze basis aan met [c1 , ••• ,ck], k = n-m, zodat 

[b 1, ••• ,bm,c 1, ••• ,ck] een orthonormale basis is van V. Noem 
.L U = W de lineaire deelruimte opgespannen door [c 1, .•• ,ck]. Gana 

dat nu aan alle voorwaarden is voldaan. 
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b) Noem u = Wi. Bewijs eerst dat W c Ui: zij w E W, dan is 

< w,v > = 0 voor elke v EU, dus w E ui. Bewijs daarna dat 

Ui c W: Uit het vorige vraagstuk volgt dat dimJR (V) = dimJR (U) + 

+ dimJR (W), maar dan geldt ook, door: i.p.v. W van U uit te 

gaan: dimJR (V) = dimJR (Ui) + dimJR (U), zodat dimJR (W) = 
i i i 

= dimIR (U ) • Eerst was bewezen W c U , dus nu volgt dat W = U • 

1 

s = (g 
1 
1 
0 

B 

b) Als bl sin 6 a 1 
0 < e < n, dan is 

(JR2' [al ,a2]); al 
gedrukt worden. 

+ cos e a 2 , b 2 = cos e a 1 - sin 9 a 1 , 

voor elke 9 [b1,b2 ] orthogonaal in 

en a 2 kunnen dan eenvoudig in b 1 en b 2 uit-

V.3.25 b) Gebruik V V.3.7 of S V.3.15. 

V.3.26 

V.3.27 

V.3.29 

V.3.30 

B = 0 
1 

1 
7/4 

1 

Zie S V.3.38. 

(iii) zie (i). 

(ii) analoog. 

(i) A= -1 met eigenvector e 3 , A= 1, met eigenvector -2v'2e1 + 

+ e 2, A= 2 met ¼v'2e 1 + e 2• 

(ii) b 1 = e 3 , b 2 = ½(-2v'2e 1 + e 2), b3 = ½ce1+2v'2e2). 

(iii) 

(
-1 

D = g 
0 
1 
0 
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V.3.31 

V.3.32 

V.3.33 

V .3 .34 

V.3.35 

V.3.36 

V.3.37 

s 

T 

(i) 

OPLOSSINGEN 

c\13 I 
0\ (f 

0 t) 2~ 
½113 

~)' T 1 
0 0 

0 

s = ¥~ 2 2\ 
1 -:r 3 2 -2 

s V.3.42. Zij A een reele eigenwaarde met eigenvector a van 

een afbeelding $ gedefinieerd als in S V.3.42. Dan is 

< $(a),$(a) > = A2 < a,a > -= < a,a >, dus A2= 1. Aangezien 

n oneven is, is er minstens een reele eigenwaarde, waarvoor 
2 dus geldt A = 1. De complexe eigenwaarden komen in complex 

geconjugeerde paren voor. Uit A1 .•• An = 1 volgt nu het ge­

stelde. 

(ii) e 1 + (t'2-1Je3 • 

(i) Zij $ positief definiet en zij bf O een eigenvector van$ bij 

0 < $(b,b) 

Omdat bf O, is minstens een Si f O, dus A> 0. 

(ii) Zij ~ = (V,[a1, •.• ,an]) ~ (V,[a1, .•• ,an]); omdat A symmetrisch 

is, is er een orthonormale basis [b1, .•• ,bn] van eigenvectoren 

van~- Verder geldt $(c,d) = < c,~(d) > (zie S V.3.34). Neem 

nu c € V willekeurg, c f O, zij c = y1b 1 + •.• + ynbn. Gana 
2 2 

dat $(c,c) = A1y 1 + ••• + Anyn. 

Gebruik het vorige vraagstuk: (i) neen, (ii) ja, (iii) ja. 

(i) Niet symmetrisch; (ii) ja. b 1 = 1/3<-e1+e 2-e3), b 2 

= ¼t'2(e 1+e2J, b 3 = lf6<e1-e2-2e2). 

(i) Zij ~ = V IT V -->- lR, 

~ (V,[a1, ••• ,an]) 

(V,[a1, ... ,an]) IT 

~ T: V IT V -->- lR de bilineaire functies 
AT T 

IT (V,[al, ... ,an])-->- lR, ~ = 
A-

(V,[a1, .•. ,an])-->- lR, dan is< c,$(d)> 
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V.3.44 

V.3.46 

V.3.48 

V.3.49 

V.3.50 
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= $(c,d) en< ~T(c),d > = < d,~T(c) > = $T(d,c). Door 

$(c,d) en $T(d,c) via de matrices A en AT uit te schrijven 

volgt $(c,d) = $T(c,d). 

(iii) Gana m.b.v. (i) dat o(x,x) = < ~(x),~(x) > voor alle x E V. 

Dus o(x,x) ~ 0 voor alle x E V; o is echter niet positief 

definiet, want als ~ een eigenwaarde 0 heeft is voor de 

corresponderende eigenvector o(x,x) = 0. 

(iv) ATA is symmetrisch; zij A een eigenwaarde, met bijbehorende 

eigenvector x van ~ T 0 ~, dan is A < x,x > = < ~ T o~(x) ,x > = 

= < ~(x),~(x) >, zodat A~ O. 

Volgt uit S V.3.19 en definitie V V.3.38. 

(i) Neen 

(ii) 

A=(~ 
0 

-1 
0 
0 

(iii) A= 0 met eigenvector c. 

De eigenwaarden van A zijn -9, -9 en 27. 

p 

lf2 
6 

-lfi 
6 

lf2 
3 

-2/3) 
2/3 • 

1/3 

.lf,c,) i u1, vl v2 6 -1 v3 
1 

-v-( 0 ) 1 
1 
2 

w.1 
{> (-D I A E lR}. 

Ja. 

Er zijn vier mogelijkheden. (i) Beide eigenwaarden zijn 

dit geval correspondeert met de idlE • (ii) Al = + 1, 
2 

1; 
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V.3.51 

V.3.52 

V.3.53 

V.3.54 

V.3.55 
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A2 = -1; spiegeling. 

een hoek van TT radialen. 

zoals bijv. in S II.4.5. 

(iii) beide eigenwaarden -1; draaiing over 

(iv) Geen reele eigenwaarden; draaiing 

Merk op dat in alle vier gevallen de 

·norm van een vector en zijn beeld gelijk zijn. Zie V V.3.41. 

(i) Alle eigenwaarden 1. (ii) Al= 1, A2 en A3 complex; draaiing 

metals as de eigenvector bij Al= 1. (iii) speciaal geval van 

(ii); draaiing met een hoek van TT radialen. 

A3 = -1, spiegeling t.o.v. het vlak door de oorsprong met normaal 

de egenvector bij A3 = -1. 

spiegeling t.o.v. het vlak door de oorsprong met normaal de eigen­

vector bij Al= -1, gevolgd door een draaiing metals as dezelfde 

eigenvector. (vi) Al= A2 = A3 = -1; speciaal geval van (v) 

met draaiingshoek TT; of: elke vector wordt met -1 vermenigvuldigd. 

Kies x0 t 0, zodat < a,x0 > = O; dan is< b,x0 > = < c,x0 > = O. 

c) Zie eventueel V V.1.8; 

d) bij 1 + ½(/s+l) hoort a 1 + a4 + ½(/s+l) (a2+a3), bij 1 + !(/s-1) 

hoort -a1 + a4 + !(/s-1) (-a2+a3), bij 1 - !(/s+l) hoort 

-a1 + a 4 + ½(/s+l) (a2-a3), bij 1 - !(/s-1) hoort a 1 + a4 -

- ½(rs-1) (a2+a3). 

e) Gebruik de kentallen van de genormeerde eigenvectoren als 

kolommmen van S. 

Noem de eigenwaarden en eigenvectoren van$ en w respectievelijk 

A1•···,An' µ1, ... ,µn' xl, ... ,xn, Y1•·--•Yn• 

[x1, ..• ,xn] en [y1, ••• ,yn] bases van V. 

Dan zijn 

(i) Zij xi = yi, i = 1, ••• ,n. Zij v = a 1x 1 + .•. + anxn E V wil­

lekeurig. Dan is (ga na) w O $(v) = $ w(v). 

(ii) $(xi) = Aixi, i = 1, .•• ,n; dus 

is$ 0 W =W O $, dus $(w(xi)) 

W O $(xi) = Aiw(xi); gegeven 

w(xi) is een eigenvector van$ bij Ai' dus w(xi) = aixi voor 

zeker ai, i = 1, .•• ,n. Dus xi is ook een eigenvector van 

w, i = i, ... ,n. 

ru2 ~ 2 Q 2 b) ~ r l; als a t 1, dim]R (Ker($)) = ; als a 1, 

dim]R (Ker($)) = 2. 

c) Als a= 0, dan is elke vector van V eigenvector (bij de eigen-

waarde 1). Als at 0: bij A= 1 + a behoren 
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bij A= 1 - a behoren 

d) Als a= O, S 

V.3.56 (i) 

V.3.57 

(iii) 

( -5 
A=.!_ -4 

6 \ 3 

-2 
2 

-6 

(iv) Gana dat 4i 2 2 
= idlR , dus A 

3 

-1 
I 3 , dus A= A • 

a) Niet symmetrisch, niet positief definiet = 4>(x,x) = (a1-a2) 

als a 1 = a2 • b) Symmetrisch, niet positief definiet. 

c) Symmetrisch en positief definiet: 4>(x,x) = (a1-3a2) 2 + 3a:. 

d) Niet symmetrisch, niet positief definiet. 

2 
0 

c) De eigenwaarden van de matrix zijn (13±f61)/2, de eigenvectoren 

zijn hiermee te berekenen en de methode uit S V.3.56 kan gevolgd 

worden; om naar rekenwerk te voorkomen kiezen we een andere 

methode. Ga uit van een eenvoudige vector, zeg c 1 = e 1; 

4J(e 1,e1) = 4; kies nu b 1 = ½c 1 = ½e 1 • Als tweede vector kiezen 

we een vector c 1 zodat 4J(c1,c2) = O; een systematische keuze 
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V.3.58 

V.3.59 

V.3.60 

V.3.61 

V.3.62 

V.3.63 

V.3.64 

OPLOSSINGEN 

is (zie S V.3.34) c 2 = e 2 - $(e2 ,b 1)b1 = e 2 + ie 1, $(c2 ,c2) 
27 213 J = 4 ; neem dus b 2 = 9 3 ( 4e 1+e 2). Nu is $(b 1,b1 l = $(b2,b2) 

en $(b1,b2) = 0. Volgens S V.3.16 is$ het inwendig product in 

(lR2, [bl ,b2 ]) . 

De eigenwaarden van A volgen uit A3 - 5A 2 + 6A -1 = O; gemakkelijk 

is in te zien dat de eigenwaarden positief zijn, maar ze zijn niet 

eenvoudig te berekenen. De methode van S V.3.57 faalt dus. We 

gaan, als in O V.3.57 c) anders_te werk. We zoeken een basis 

[a,b,c] door [e 1,e2 ,e3J te "orthonormaliseren" via$. Kies a= e 1, 

dan is $(e 1,e1) = 1. Neem b = e 2 - $(e2 ,a)a; dan is $(a,b) 0; 

b e 2 - e 1 ; $(b,b) = 1. Neem c = e 3 - $(e3 ,a)a - $(e 3,b)b 

e 1 - e 2 + e3 • Ook nu weer is $(c,c) = 1. 

2 
b) Er is nog geen basis in V gegeven. Dit kan zijn [1,x,x ]. We 

gaan deze basis weer via$ orthonormaliseren. $(1,1) = 2, dus 

f 1 = ½/2; f 2 • = x - $(x,f1)f1 = x, f 2 = ½v'G x; zo oak f 3 = 

= i/io(x -1/3). 

c) Neem z = a 1 • d) a= x, b = y, c = z. 

µ = 2 en A ± 1/3, ofµ= -1 en A=± 1/3. 

a) Neen. B = 1/3 A is wel orthonormaal. 
T T 1 T = 1/3 B 1/3(1/3A) g A. 

b) A 
-1 

3B, A 

[a,b,c] is een basis; we veronderstellen dat (zonder verlies van 

algemeenheid) [a,"b,c] een orthonormale basis is. Zij $ 

= (V,[a1 ,a2 ,a3]) ~ (V,[a1,a2 ,a3]) en$= (V,[a,b,c]) ~ (V,[a,b,c]), 

dan is Deen diagnonaalmatrix en er is een orthonormale matrix 

S zodat A= SDS-l = SDST. Hieruit volgt eenvoudig dat A= AT. 

Volgens V V.3.50 bestaat er een orthonormale basis van eigen­
D vectoren [x1 , ... ,xn]. Schrijf $ = (V,[x1 , ... ,xn]) ➔ (V,[x1, ••. ,xn]), 

waarin Deen diagonaalmatrix is met op de diagonaal de eigenwaar-
D' 

den van Ai. Definieer ~ = (V,[x1 , .•. ,xn]) ➔ (V,[x1, •.• ,xn]) met 

D' de diagonaalmatrix die 

D = (D') 2 • 

als diagonaalelementen £ heeft, zodat 
l. 
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$ is een loodrechte projectie op het vlak {A(2E1+2E2-E3) + 

+ µ(E 1-2E2-2E3) I A,µ E lR}. Symmetrie volgt bijvoorbeeld uit 

V V.3.63. 

137 

a) Zij x E Ker($) n Im($); dan is $(x) = 0 en er is een y E V met 
2 2 $(y) = x, dus $ (y) = $(x) = 0. Maar $ (y) = $(y) = x, dus 

X = 0. 

d) (i) Zij $ symmetrisch. Zij x E Im($), y E Ker($). Er is een 

z E V met f(z) = x. < x,y > = < $(z),y > = < z,$(y) > = 
< z,0 > = 0. (ii) < x,$(y) > = < x-$(x) + $(x),$(y) > 

< $(x),$(y) > (want x $(x) E Ker($)),< y,$(x) > ~ 

< y-$(y) + $(y), $(x) > = < $(y) ,$(x) >. 

e) In de linkerbovenhoek van A komt Ir, op de overige plaatsen 

staan nullen. 

A=(~ 
0 

0 
1 
0 

b) Spiegeling t.o.v. w. 
c) 

1 (-; -1 
-2) 

B = - 2 -2. 
3 -2 -1 -2 

(i) Aangezien dimlR ( Im ( $) ) 1 en a E Im(.), a f 0 is Im(•) 

= OajAElR}. 

(ii) Aangezien $(a) E Im($) is er een A zodat $(a) = Aa. 

(iii) Omdat A symmetrisch is, bestaat er een orthonormale basis 

van eigenvectoren [b1,b2 ,b3 J van$. Neem b 1 = ½16 a; b 2 en 

b 3 horen bij de eigenwaarde 0, dus b2 ,b3 E Ker($), dus 

a E {Ker($) }"1 • 

(iv) Noem 

b C = 

1 1 
neem dan b 2 = nQ b, b 3 = /s c. Schrijf 



138 OPLOSSINGEN 

(iii) dan is 

A= 

1 
dus a.= 3 en 

als A de eigenwaarde bij a is; dus A= 3. Schrijf e 1 = 
1 

= a.1a + S1b + y 1c, dan is a. 1 = 6 en ~(e1) = a.1Aa = ½a; etc. 

Zo ontstaat 

1 
2 

-1 
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