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III. Lineaire endomorphismen 

§III.1. Multilineaire functies 

III. 1 . 1 Zij V een IF-vectorruimte. Dan is, voor elke n € JN, Vn de verzameling 

van alle elementen van de vorm (v1 , .•• , v) waarbij v. € V (i = 1, •.• , n). 
n 1 

(cf. I.1.45). Twee van deze elementen (v1, ••• , vn) en (w1 , ••• , wn) zijn 
n gelijk dan en slechts dan als v1 = w1, ••• , vn = wn. We kunnen V dus opvat-

ten als de verzameling van alle n-tupels uit Ven zullen dan ook in deze 

paragraaf [v1, •.• , vn] noteren in plaats van (v1, ••• , vn). 

III.1.2 Definitie: Zij Veen F-vectorruimte en n € N. Een afbeelding 

heet een n-lineaire functie op V als voldaan is aan de 

volgende twee voorwaarden: 

(i) Voor i = 1,.,., n en voor elk tweetal n-tupels 

uit V geldt: 

(ii) Voor elk n-tupel [v1, ••• , vi-l' a, vi+1, ... , vn] uit 

V en elke A € :IF geldt: 

III.1 .3 Terminologie: Een 2-lineaire functie op een F-vectorruimte V heet 

een bilineaire functie op V. 

III.1.4 Voorbeeld: Beschouw de afbeelding 
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die gegeven wordt door: 

We laten zien dat f een bilineaire functie is op R3 • Hiertoe controleren we 

de voorwaarden (i) en (ii) van III.1.2: 

ad (i): We moeten bewijzen dat voor elk drietal vectoren u, v, w uit R3 
geldt: f[u,v] + f[u,w] = f[u,v+w] en f[u,v] + f[w,v] = f[u+w,v]. Welnu, als 

dan vinden we: 

f[u,v] 

en ook: 
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Voorwaarde (i) is hiermee geverifieerd. 

ad (ii): We moeten aantonen dat voor ieder tweetal vectoren u,v € R3 en elke 

A€ :R geldt: f[Au,v] = A•f[u,v] en f[u,Av] = A•f[u,v]. Als weer 

dan geldt: 
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Hiermee is gecontroleerd dat f een bilineaire functie is op R3. 

III.1.5 Voorbeeld: 

y 

0 

__ _., R = P+Q 

Q ---- ' ,,.-- I 
I 

I 
I 

I 
p 

Kies in E2 twee vectoren Pen Q, zeg gegeven door: 

(cf. II.1.8). Zij a de hoek tussen de rechten OP en OQ, gemeten vanaf OP in 

de richting tegen de klok in, Zij a 1 (resp. a2 ) de hoek tussen de positieve 

x-as en de rechte OP (resp. OQ), geineten vanaf de positieve x-as in de rich

ting tegen de klok in. Noteer voorts IOPI (resp. IOQI) voor de lengte van 

het lijnstuk OP (resp. OQ). (Dan is, als R = p + Q, IOPl•IOQl•lsin al de 

oppervlakte van het parallellogram OPRQ.) Definieer nu de afbeelding 

met: 

f[P,Q] = IOPI· IOQl•sin a. 

Wegens a= a2 - a 1 is 

= IOPl·IOQl•(sin a2 cos a 1 - cos a2 sin a 1) = 

Yo Xp Xo Yp 
= IOPl • IOQl •(--!L. -- - --!L. -) = 

IOQI IOPI IOQI IOPI 

Hiermee controlere de lezer zelf dat f een bilineaire functie is op E2• 
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III.1.6 Definitie: Zij V eenF-vectorruimte en n € N. Een n-lineaire functie 

heet een antisymmetrische n-lineaire functie op V als 

voor iedere n-permutatie T die een verwisseling is en 

voor elk n-tupel [v1, ••• , vn] uit V geldt: 

III,1.7 Voorbeeld: Zij 

de in III. 1 • 5 gedefinieerde bilineaire functie op lE2; gegeven door: 

Dan is f wegens 

antisymmetrisch. 

III.1.8 Voorbeeld: Beschouw de afbeelding: 

die gegeven wordt door: 

Gana dat f een bilineaire functie is op R;. Ook is f antisymmetrisch. We 

moeten hiertoe verifieren dat voor ieder tweetal vectoren u,v € R; geldt: 

f[u,v] = -f[v,u]. Welnu, als 
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dan vinden we: 

III.1.9 Opmerking: Zij Veen F-vectorruimte en zij 

een n-lineaire functie op V. Dan is f antisymmetrisch 

dan en slechts dan als voor ieder n-tupel [v 1, .•. , vn] 

ui t V, waarin twee vectoren v i ~ v j ( i / j) gelijk zi,jn, 

geldt: f[v 1, ••• , vn] = O. 

Bewijs: Veronderstel eerst dat f antisymmetrisch is. Zij [v1, ••• , vn] een 

n-tupel uit V met v. = v. en i / j. We moeten bewijzen dat f[v 1, ••. , v] = O. 
1. J n 

Noteer hiertoe 

(cf, I.2.24). Dan ontstaat het n-tupel [v,(l)''''' v,(n)J uit [v1, .•• , vn] 

door v. en v. onderling van plaats te verwisselen. Omdat v. = v. volgt hier-
1. J 1. J 

uit: 

en derhalve 

Ook geldt, omdat f antisymmetrisch is: 



Neem nu aan dat voor elk n-tupel [v1, ••• , vnJ uit V, waarin 

twee vectoren vi en vj (i # j) gelijk zijn, geldt: f[v1, .•• , vn] = O. We 

moeten dan bewijzen dat f antisymmetrisch is. 

Kies een willekeurig n-tupel uit V, zeg: 

Het n-tupel, hieruit verkregen door de ie en de je vector te verwisselen is 

dan: 

7 

en we moeten aantenen dat beide n-tupels een tegengesteld beeld hebben ender 

f. Welnu, f is n-lineair, zedat geldt, rekening houdend met het gegeven dat 

het beeld van een n-tupel,waarin twee gelijke vecteren veerkemen ender f,O 

is: 

zedat inderdaad 
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waarmee de opmerking bewezen is. D 

III. 1. 10 Opmerking: Zij V een JF'-vectorruimte en 

f ~-+ lF' 

een n-lineaire functie op V. Dan is f antisymmetrisch 

dan en slechts dan als voor ieder lineair afhankelijk 

stelsel [v1, •.. , vn] ™ V geldt: f[v1, ••• , vn] = 0. 

Bewijs (i): Veronderstel eerst dat f antisymmetrisch is. Zij [v1, ••• , vn] een 

lineair afhankelijk stelsel van V. We moeten bewijzen dat f[v1, ••• , vn] = O. 

Welnu, zij 

().1, .•• , An€ JF),waarbij niet alle getallen \ zul zijn. Zeg: ~ I- 0. Dan 

volgt: 

+ ••• + A V ) 
n n 

of, als we gemakshalve noteren: µi = ->-;1>..i (i = 1, ••• , k-1, k+1, ••• , n): 

= L 
i;i!k 

µ.v .• 
J. J. 

Dan volgt, gebruik makend van de n-lineariteit van f: 

Nu komt, als it- k, in het n-tupel [v 1, •.• , vk_ 1, vi, vk+1, ••• , vn] de vector 
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vi op twee verschillende plaatsen voor, zodat volgens III.1.9 geldt: 

Dus volgt hiermee uit (*) dat f[v1, .•• , vn] = O. 

Bewi 1js (ii): Veronderstel nu omgekeerd dat f een n-lineaire functie op V is 

met de eigenschap dat voor elk lineair afhankelijk stelsel [v 1, ... , vn] uit V 

f[v1 , ..• , vn] = O is. We moeten dan bewijzen dat f antisymmetrisch is. 

Omdat elk n-tupel [v 1, ••. , vn] uit V waarin op twee verschillende 

plaatsen dezelfde vector voorkomt een lineair afhankelijk stelsel is van V, 

is voor elk zo'n n-tupel f[v1, ••• , vn] = 0. Volgens III.1.9 is dan f anti

symmetrisch. D 

III.1.11 Gevolg: Is Veen IF-vectorruimte van dimensie n, en is 

een antisymmetrische m-lineaire functie op V, terwijl m > n, 

= o. 

Bewijs: Kies een willekeurig m-tupel [v 1, •.• , vm] uit V. Omdat m > n is, kan 

dit m-tupel volgens II.2.40 geen lineair onafhankelijk stelsel van V zijn. 

Dus is elk m-tupel uit Veen lineair afhankelijk stelsel van Ven volgt de 

bewering direkt uit III.1.10. D 

III.1.12 Opmerking: Zij Veen lF-vectorruimte en 

een antisymmetrische n-lineaire functie op V. Dan geldt 

voor elk n-tupel [v1, •.. , vn] uit Ven elke n-permutatie cr: 

Bewijs: Als n = 1 valt er niets te bewijzen. We mogen dus aannemen dat n ~ 2. 

Volgens I.2.34 bestaan er dan verwisselingen , 1, ••. , 's zodat 
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a= 'so 's-1 o ••• o , 1• We bewijzen de opmerking nu met volledige inductie 

naar s. 

Als s = 1, dan is cr = , 1 een verwisseling. Dan is sign(o) = -1 volgens 

I.2.44 en volgt de opmerking direkt uit definitie III.1.6. 

Stel nu dat de opmerking bewezen is voor iedere n-permutatie die te 

schrijven is als samenstelling vans - verwisselingen. Noteer: 

• = 's-i O 's-2 ° ... 0 , 1• Dan is a= 'so, en volgens de inductie-aanname 

geldt: 

Omdat a=, o ,,is 
s 

zodat [v0 ( 1)•···• vo(n)J uit [v,( 1)•••·• v,(n)J ontstaat door toepassing van 
de verwisseling, • Volgens definitie III,1.6 is dan 

s 

Nu is wegens a=, o, volgens I.2.46: 
s 

sign(o) = sign(, )•sign(,), 
s 

Omdat, een verwisseling is, is volgens I.2.44 sign(,)= -1. Dus volgt uit 
s s 

(*)en(**): 

sign(o),f[v , ••• , v ], 
1 n 

zodat de opmerking bewezen is. D 

III,1,13 Stelling: Is V eenF-vectorruimte met basis [a 1 , ••• , a] en is 
- n --
A€ F, dan is er hoogstens een antis;ymmetrische n-lineaire 

functie 

• • 
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met de eigenschap dat f[a1, ••• , an]= A, 

Bewijs: We moeten bewijzen dat, als 

en g vn + lF 

twee antisymmetrische n-lineaire functies ziJn op V met de eigenschap dat 

f[a1, ••• , an]= A= g[a1, ••• , an], dan fen g gelijk zijn; met andere woor

den: dat dan voor ieder n-tupel [v1, •.. , vn] uit V geldt: f[v 1, •.• , vn] = 

= g[v1, ••• , vn]. 

·Kies hiertoe een willekeurig n-tupel [v1, ••• , vn] uit V. Omdat 

[a1, ••• , an] een basis is van V, kunnen we elke vk op precies een manier 

schrijven als lineaire combinatie van [a1, ••• , an] (cf. II,4.13), Zeg: 

n 
+ A a = l A, ka. 

nk n ik=1 ik ik 
(k=1, ••• ,n). 

Omdat f een n-lineaire functie is op V krijgen we: 

n n 
= r r f[A. 1a. , ... , ;i.. a. ] = 

11 11 . i n i 
i,=1 i =1 n n n 

n n 
= r r A. 1 ). . rra. t • •• ' a. ]. 

i,=1 i =1 11 i n 11 i 
n 

Nu is, omdat f antisymmetrisch is, volgens 

er onder de indices i 1, ••• , in twee gelijk 

i 1, ••• , in niet twee gelijken voor, dan is 

zodat in dat geval volgens III.1,12 geldt: 

Dus, als we noteren: 

n n 

III. 1.9 f[a. , ... , a. ] = 0 als 
i 1 in 

zijn, Komen onder de indices 

[i1, ••• , in] een n-permutatie, 

(*) 

r,····· i ] = sign(i 1, ... , i ) als [i1, ... , i ] een n-permu-
n n n 

tatie is, 

s[i1, ... , i ] = 0 als er onder de indices 
n 

i1 ..... i twee gelijk zijn, 
n 
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dan kunnen we(*) in de vorm 

f[ V 1 , ••• , V n] = 

n n 
l ... l A. 1 ••• A. s[i1, ••• , in] f[a1, ••• , a] 

i =1 i =1 1 1 1 nn n 
1 n 

= 

schrijven. Analoog hebben we voor g: 

(***) 

En, omdat 

n n 
= l ... l >.. 1 ••• A. s[i 1 , ••• , in]A = g[v1 , ••• , vn], . • 1 1 1 1 n 

1 1=1 in= n 

zodat de stelling bewezen is. 0 

III.1.14 Voorbeeld: Ter illustratie van het voorgaande herhalen we hieronder 

het bewijs van III.1.13 in het geval n = 2. 

Laat Veen 2-dimensionale F-vectorruimte zijn met basis [a 1,a2 ] en 

laten 

en g v2 -+- F 

twee antisymmetrische bilineaire functies op V zijn. We kiezen een getal 

A e F en veronderstellen dat f[a 1 ,a2] = A = g[a 1 ,a2]. We willen bewijzen dat 

dan voor een willekeuri~ gekozen 2-tupel [v1,v2J uit V geldt dat f[v1,v2] = 
= g[v1,v2J. 

Welnu,. laat 



Dan is: 

Evenzo laat men zien dat 

zodat uit (*)en(**) inderdaad volgt dat f[v1,v2J = g[v1,v2J voor ieder 

2-tupel [v1,v2] uit V, Met andere woorden: f = g, 

* * * 

§III.2. Determinanten 

13 

III.2.1 Stelling: Zij Veen lF-vectorruimte met basis [a1, ••• , an]. Dan is er 

precies een antisymmetrische n-lineaire functie 

.2E. V met de eigenschap dat f[a 1, ••• , an]= 1. 

Bewi,js: Volgens stelling III.1.13 is er hoogstens een zo'n antisymmetrische 

n-lineaire functie. Als we in staat zijn een antisymmetrische n-lineaire 

functie f: Vn +F met f[a 1, ••• , an]= 1 te construeren, is de stelling der

halve bewezen. 
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We gaan eerst een afbeelding f: Vn ➔ ]F construeren en daarna bewijzen 

dat f aan alle verlangde eigenschappen voldoet. 

Kies een willekeurig n-tupel [v1, •.• , vn] uit V. We moeten dan het 

getal f[v 1 , ••• , vn] E lF definieren. Als 

dan hebben we bij [v1 , ••• , vn] de vierkante matrix 

Definieer nu: 

Hiermee hebben we een afbeelding f: Vn ➔ F geconstrueerd. We controleren 

eerst dat f een n-lineaire functie is op V. Hiertoe verifieren we de voor

waarden (i) en (ii) van definitie III.1.2. 

~: Kies een willekeurig tweetal n-tupels van de vorm: 

Zeg: 

(k = 1, ..• , i-1, i+1, ••• , n) 

en 
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Als 

A • ) : 1 , J.-1 

A . 
n,i-1 

;'") 
nn 

zodat uit I.4.12 direkt volgt: 

ad (ii): Kies een willekeurig n-tupel [v1, ••• , vi_ 1, b, vi+i•••·• vn] uit V 

en een willekeurig getal A€ F. Laten v1, ••• , vi_ 1, b, vi+i•···• vn• zowel 

als A1 en A2 gegeven zijn zoals hiervoor. Dan is volgens I.4.13: 
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Hiermee is geverifieerd dat f een n-lineaire functie is op V. Nu controleren 

we dat f ook antisymmetrisch is. Kies twee verschillende getallen 

i,j € {1, .•. , n}. Zeg: i < j. Beschouw twee n-tupels uit V van de vorm 

(Het tweede ontstaat dus uit het eerste door toepassing van de verwisseling 

1" = ./n~ ) . 
l. ,J 

Als 

en als 

terwijl 

~1,i-1) 

>.. • 1 n,i-

dan volgt met behulp van I.4.18: 

a]) 
n 

( k= 1 , , . , i-1 , i + 1 , •. , j-1 , j + 1 , • , , n) 



= d,t(l] :~ lJ :~ G) = 

--d•t(l] :~ G :~G) = 

zed.at ook de antisymmetrie van f aangetoond is. 

Nu blijft nog over -te bewijzen dat f[a 1, ••• , an]= 1. Welnu, wegens 

0 

0 

is volgens I.4.30 

= det(~ O i) = 

0 0 1 

Hiermee is de stelling bewezen. D 

det( I ) = 1. 
n 

III.2.2 Opmerking: Als in een vierkante matrix A uit F twee verschillende 

kolommen (resp. twee verschillende ri.jen) geli.jk zi.jn, 

dan is det(A) = O. 

Bewijs: La.ten de keen de le kolom van A aan elkaar gelijk zijn. Zij A' de 

17 
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matrix die we uit A verkrijgen door deze twee kolommen te verwisselen. Dan 

is A= A', dus det(A) = det(A'). Echter, volgens I.4.18 is ook det(A) = 

= - det(A'). Dus is det(A) = - det(A) zodat det(A) = 0. Analoog, nu met 

behulp van I.4.24, voor rijen. D 

III.2.3 Opmerking: Is A een vierkante matrix uit lF, en ontstaat A' (resp. A") 

Bewijs: Als 

. e ( e . ") , ui t A door de k kolom resp. k r1.,1 " keer op te tellen 

bij de le kolom (resp. le rij), dan is det(A) = det(A') 

(resp. det(A) = det(A")) (k / 1, ;\ € JF). 

A•(□~□:~□) 
t t 

ke kolom le kolom 

dan hebben we, gebruik makend van I.4.12, I.4.13 en III.2.2, 

= det 

+ det 
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= det(A) + 0 = det(A). n 

Analoog voor rijen. 

III. 2. 4 Opmerking: Als A een ( n x n )-matrix ui t F is van de vorm 

A= o ... o O •.• O + ke rij , 

dan geldt: 

□IJ 
det(A) • det 0 .. . o o ... o l 

□:□ 
Bewijs: Deze opmerking volgt door herhaald toepassen van III.2.3. Tel eerst 

de ke rij -a. 1 keer op bij de 1e rij. We verkrijgen dan de matrix 
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0 

a2 
B C 

at 

Al = o ... o 1 o ... o 
13, 

D E 

j3S 

waarvan de determinant volgens III.2.3 gelijk is aan det(A). Tel nu de ke 

rij van A1 -a2 keer op bij de 2e rij, enz., enz. We krijgen, zo doorgaande 

tot de (k-1)-ste rij,de matrix 

0-••• o o ... o 

waarvan de determinant nog steeds gelijk aan det(A) is. Nu de ke rij -13 1 keer 

optellen bij de (k+l)-ste rij, enz., enz. Uiteindelijk volgt de opmerking. D 

III.2.5 Opmerking: Als A een (n x n)-matrix uit lF' is van de vorm 

A= o ... o o .•• o 

t 
le kolom 
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dan is 

0 0 

0 B C 

D E 

0 

Bewijs: Verwissel de ke rij van A met de (k-1)e rij, vervolgens in de nieuw 

verkregen matrix de (k-1)e rij met de (k-2)e rij, enz,, enz. Zo krijgt men 

na k-1 verwisselingen van steeds twee rijen een matrix A' die als eerste rij 

heeft de ke rij van A, terwijl de 2e rij tot en met de ke rij van A' respec

tievelijk de 1e rij tot en met de (k-1)e rij van A zijn, die derhalve een 

plaats zijn opgeschoven: 

o. o",0 o ... o 

A'= 

t 
le kolom 

Omdat A' uit A is ontstaan door het achtereenvolgens uitvoeren van verwisse

lingen van steeds twee rijen, en bij iedere verwisseling van twee rijen de 

determinant van teken verandert, is 

det(A') = (-1)k- 1det(A) 

Net als hiervoor met de rijen gaan we nu te werk met de kolommen. Ver

wissel eerst de le kolom van A' met de (1-1)e kolom. Verwissel hierna in de 

nieuw verkregen matrix de (l-1)e kolom met de (l-2)e kolom, enz., enz. Na 

1-1 verwisselingen verkrijgen we de matrix 
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o ••. o o ... o 
0 

B C 

0 
A" = 

0 

D E 

0 

wa.arbij 

det(A") = (-1) 1- 1det(A'). 

Met(*) volgt hieruit: 

det(A") = (-1 )l+k-2det(A) = l+k (-1) det(A), 

of, wat hetzelfde is, 

(ga na!), zodat de opmerking bewezen is,O 

III.2.6 Opmerking: Voor elke (n x n)-matrix A uit F geldt: 

o ... o 
0 

□ 
det = det(A). 

0 

Bewijs: Kies een n-dimensionale lF-vectorruimte Ven kies een basis 

[a1, .•• , an] van V. Als [v1, •.• , vn] een willekeurig n-tupel uit Vis, zeg: 



dan kunnen we aan dit n-tupel twee matrices toevoegen: 

0 0 

B •(t t) 
0 A.11 A1n 

B' = 

An1 0 An1 A nn / nn 

We hebben nu twee afbeeldingen d .../1 ➔ Fen$ .../1 ➔ F, gedefinieerd door 

r espectievelijk: 

23 

Uit het bewijs van III.2.1 weten we al dat d een antisymmetrische n-lineaire 

functie is op V met d[a1 , .•.• , an] = 1. Als we nu kunnen bewijzen dat ook $ 

een antisymmetrische n-lineaire functie is op V met $[a1, ••• , an] = 1, dan 

is volgens III.2.1 $=d. We controleren hier alleen de voorwaarde (i) van 

III. 1. 2 en la ten zowel de verificatie ..-an voorwaarde III. 1 • 2 (ii), als van de 

antisymmetrie van$ over aan de lezer. (Doen!) 

Kies een willekeurig tweetal n-~upels uit V van de vorm 

Als 

terwijl 

en als we verder noteren: 
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t) 
nn 

dan vinden we met behulp van I.4.12: 

0 ............... 0 

0 S1+y1 
= det 

E1 E2 
= 

0 Sn+yn 

0 ............. 0 0 . ........... 0 

0 s, 0 Y1 
= det 

E1 E2 
+ det 

E1 E2 

0 13n I 0 Yn :1 

zodat (i) geverifieerd is. 

Dus (na verificatie door de lezer van de andere voorwaarden) kunnen we 

vaststellen dat ~ een antisymmetrische n-lineaire functie is op V. Ook geldt: 

o •••• o 
0 

□ ~[a,, ... , a J = det = det( In+l) = 1. n 

0 

(cf. I.4,30).Dus is~= d. 

Zij nu 



.. 
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Beschouw het n-tupel [w1, ••• , wn] uit V, gegeven door: 

dan volgt 

o •.• o 

waarmee de opmerking bewezen is. D 

III.2.7 Stelling: Zij 

t) 
nn 

een (n x n)-matrix uit Fen zij k E {1, ••• , n}. Dan geldt 

(er. I.4.8): 

det(A) 

Bewijs: Herhaald toepassen van I.4.21 geeft: 

det(A) = det = 

). 
nn 
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A.11 "1n 

= det \1 0 0 + ... + 

"n 1 A 
nn 

"11 A1j A1n 

+ det 0 0 "kj 0 0 + •.. + 

An1 >.. • >.. 
nJ nn 

A.11 "in []',· GJ . J C. 
. J 

n "k-1,j 
+ det 0 0 \n = l det o~:,.jo j=1 

: E. 

An1 >.. >. . J 
nn nJ 

I.4.22 toepassen levert: 

□"1j □ : C. 
• J 

>.. • 
k-1,J 

det(A) 0 •••• 0 1 o •••• o 

G\+1,j[] • E. 
• J 

>.. • 
nJ 

Nu is volgens III.2.4, III.2.5 voor elke j E {1, ... , n}: 
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>,. 1 j 

[l 0 [l □'□ . J 
>,. • 
k-1,J 0 

det o •••• o 1 o •••• o = det o •••• o 1 0 •••• o = [l"k+l,j[l [l 0 [l : E. 
• J 

>,. . 0 
IlJ 

0 0 

0~ = (-1 )j+k det 

0 j 

terwijl de ((n-1) x (n-1))-matrix 

uit A ontstaat door de je kolom en de ke rij uit A weg te laten. Deze matrix 

is dus A_ . (cf. I.4.8). Dus volgt uit (*) met III.2.6: -K,J 

1 0 0 

0 [;] n j+k det(A) = l Ak.(-1) det(~ .), = 
j=1 J ,J 

0 

n 
:iy(-1 l+jdet(~ .) = I 

j=1 J ,J 

zodat de stelling bewezen is. n 
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III.2.8 Merk op dat de voorgaande stelling ons de mogelijkheid biedt om de 

determinant van een (n x n)-matrix uit te drukken als som van determinanten 

van ((n-1) x (n-1))-matrices. 

III.2.9 Terminologie: Als we, zoals in III.2.7, det(A) schrijven in de vorm 

(**), dan zeggen we dat we det(A) hebben ontwikkeld 

naar de ke ti.j_. 

III.2.10 Voorbeeld: Beschouw de (4 x 4)-matrix 

a12 a13 

a22 a23 

a32 a33 

a42 a43 

Ontwikkeling van det(A) naar de 2e rij geeft: 

( .,, a13 •14] det(A) = -a21 det a32 a33 a34 

a42 a43 a44 

("11 
a12 0 14) - a 23det a 31 a32 a34 

a41 a42 a44 

("11 + a22det a 31 

a41 

( •11 + a24det a 31 

a41 

a13 

a33 

a43 

a12 

a32 

a42 

We kunnen een determinant ook naar een kolom ontwikkelen. 

III.2.11 Stelling: lli 

A = (~11 
"n 1 

t) 
nn 

een (n x n)-matrix uit F. Dan geldt voor iedere 

1 E { 1, ... , n}: 

~ j+l det(A) = l >..J. 1 (-1) det(AJ., 1 ). 
j=1 

•14) 
a34 + 

a44 

•13 l a33 

a43 
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(i = 1, •.. ,n; j = 1, •.• ,n). 

Ontwikkel det(AT) naar de le rij: 

T) ¥ l+j ( T ) det(A = L µ1 .(-1) det A1 .. 
j=1 J ,J 

De lezer controleert gemakkelijk d.at geldt: 

Omdat de determinant van een matrix gelijk is aan de determinant van de ge

transponeerde matrix volgt hiermee uit (*): 

det(A) T) ¥ ( j+l T = det(A = L A- 1 -1) det(A. 1 ) = 
j=1 J J, 

~ j+1 . ) = L A . l (-1 ) det (Ao l 
j=1 J J' 

waarmee de stelling bewezen is. 0 

III.2.12 Terminologie: Als we in III.2.11 det(A) in de vorm (**) schrijven, 

dan zeggen we dat we det(A) hebben ontwikkeld naar de 

le~. 

III.2.13 Voorbeeld: We berekenen de determinant van de (3 x 3)-matrix uit R: 

op vier verschillende manieren. 
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(i) Vo].gens de definitie van de determinant 

De 3-grepen zijn: 

We vinden: 

(: • :) w, • {(1,1),(2,2),(3,3)), ,;,o,cw,) • 

(
: X :) w2 = {(1,2),(2,3),(3,1)}, sign(W2) = 
X • 

('. :) w3 = {(1,3),(2,1),(3,2)}, sign(w3) = 
X 

(: X :) w4 = {(1,3),(2,2),(3,1)}, sign(w4) = -1 

('. 
X 

:) w5 = {(1,2),(2,1),(3,3)}, sign(w5) = -1 

X 

:_) w6 = {(1,1),(2,3),(3,2)}, sign(w6) = -1 

6 
det(A) = }: A(W.) = (2•1•1) + (1•2•0) + (4•1•2) + 

i=1 1 

(ii) Ontwikkelen naar de 2e kolom 

2+1 1 2 2+2 2 4 det (A) = 1 •( -1 ) • det ( O 1 ) + 1 • ( -1 ) • det ( O 1 ) + 

+ 2•(-1) 2+3,det(~ ~). 
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Nu is in het algemeen 

zodat 

det(A) = -( 1•1 - 2•0) + (2•1 - 4•0) - 2(2•2 - 4•1) = 

= - 1 + 2 + 0 = 1. 

(iii) Ontwikkelen naar de 3e rij 

. 3+1 1 det(A) = 0•(-1) 0 det( 1 

= 0 - 2(2•2 - 4•1) + 1(2•1 - 1•1) = 0 - 0 + 1 = 1. 

(iv) Door herleiding van A tot een driehoeksmatrix en toepassing van I.4.27 

of I.4.28 of I.4.29 

Beschouw 

Tel de 1e rij -~ keer op bij de 2e rij. We krijgen de matrix 

die -volgens III.2.3- dezelfde determinant heeft als A. Tel nu in A1 de 2e 

rij -4 keer op bij de 3e rij. We vinden dan de matrix 
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Ook nu is volgens III,2,3 det(A2) = det(A1), zodat det(A2 ) = det(A). Volgens 

I.4.27 is det(A2 ) = 2•;•1 = 1, zodat det(A) = 1. 

III.2.14 Opmerking: Zij Veen n-dimensionale F-vectorruimte met een basis 

[a1, ••• , an]. Zij 

A = (I" i'") 
n1 nn 

een (n x n)-matrix uit F. Als [v1, ••• , vn] het n-tupel 

is· uit V, gegeven door 

dan geldt: det(.A) = 0 dan en slechts dan als [v 1,.,,, vn] 

een lineair afhankeli,ik stelsel is van V. 

Bewijs: Zij d: yil +F de uniek bepaalde antisymmetrische n-lineaire functie 

op V die voldoet aan d[a1, •.• , an]= 1. Dan is (cf. het bewijs van III.2.1): 

De opmerking volgt nu rechtstreeks uit III.1.10. n 

III,2.15 Gevolg: .fil Veen F-vectorruimte met basis [a1, •.. , an], Zij 

Bewijs: Zij 

~: V +Veen lineair endomorphisme van Ven A een (n x n)

matrix ui t F zodat geldt: 

Dan geldt: ~ is sur,iectief dan en slechts dan als det(A) ':/: 0. 
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~'") 
nn 

Dan is het n-tupel [~(a 1), •.. , ~(an)] uit V gegeven door (cf. II.5.7): 

Volgens III.2.14 is det(A) = 0 dan en slechts dan als [~(a1), .•. , ~(an)] 

een lineair afhankelijk stelsel van Vis. Equivalent hiermee is: det(A) ~ 0 

dan en slechts dan. als [~(a1), •.. , ~(an)] een lineair onafhankelijk stelsel 

is van V. 

(i) Stel eerst dat ~ surjectief is. Dan is Im(~)= V. Volgens II.4.20 is 

[~(a 1), ... , ~(an)] een stelsel voortbrengenden van Im(~), en in dit geval 

dus van V. Volgens II.3.19 is dit n-tupel dan een basis van Ven dus een 

lineair onafhankelijk stelsel, zodat det(A) ~ 0. 

(ii) Is det(A) ~ O, dan is [~(a 1), •.. , ~(an)] een lineair onafhankelijk stel

sel dat bovendien Im(~) voortbrengt. Dus is dit n-tupel een basis van Im(~), 

zodat Im(~) een lineaire deelruimte van Vis met dimensie n. Volgens II.3.11 

is dan Im(~)= V, zodat ~ surjectief is. 

Hiermee is de opmerking bewezen. n 

III.2.16 Lemma: 1§_ Veen F-vectorruimte en zi,jn ~ V->- V en 1jJ : V->- V twee 

endomorphismen van V, dan is, als ~ 0 1jJ : V->- V sur,jectief 

is, ook 1jJ surjectief. 

Bewijs: We hebben de situatie 

We moeten bewijzen dater bij elke vector v E Veen vector w E V bestaat zo

dat i)!(w) = v. Welnu, kies een vector v E V. Omdat 1jJ 0 ~ surjectief is, 

bestaat er een u E V met (1)! 0 ~)(u) = v. Noteer nu: w = ~(u). Dan geldt: 
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ij,(w) = ij,(<j>(u)) = (ij, o <j>)(u) = v, 

zodat het lemma geldt. [l 

III.2.17 Gevolg: Als A .!ill B twee (n x n)-matrices uit F zijn en als 

det(A) = O, dan is ook det(AB) = O. 

Bewijs: Kies een n-dimensionaleF-vectorruimte V met basis [a1, ••• , an]. Als 

<I>: V +Ven 1j,: V + V de lineaire endomorphismen van V zijn, gegeven door: 

dan wordt 1j, o <I>: V + V gegeven door: 

(cf. II.5.25). Als det(A) = O, dan is volgens III.2.151j, niet surjectief. 

Stel nu: det(AB) ~ O. Dan is -weer volgens III.2.15- 1j, 0 <I> surjectief. 

Volgens III.2.16 is dan 1j, surjectief; tegenspraak. Dus leidt de veronderstel

ling dat det(AB) ~ 0 tot een tegenspraak. Derhalve is det(AB) = O. D 

III.2.18 Propositie: Zij Veen n-dimensionale F-vectorruimte met basis 

[a1, ••• , an]. Zij 1j,: V+V een sur1jectief lineair endo

morphisme van V. Zi,j 

de antisymmetrische n-lineaire functie op V, bepaald 

door d[a1, ••• , an]= 1. Dan geldt voor ieder n-tupel 

[v 1, ••• , v J uit V: 
n -

d[ij,(v1), ••• , ij,(vn)J 

d[ij,(a1), ••• , ij,(an)J 
= d[v1, ••• , vn]. 

Bewijs: 1j, is surjectief; dus, omdat [$(a1), ••• , ij,(an)J Im($) opspant en 

Im(ij,) = V, is [ij,(a1), ••• , ij,(an)J een stelsel voortbrengenden van Ven der-



35 

halve wegens II.3.19 een basis van V. Dit n-tupel is dus een lineair onaf

hankelijk stelsel zodat volgens III.1.10 d[W(a1), •.• , w(an)J I O. De uitdruk

king (*) is dus gedefinieerd. 

Definieer de afbeelding 

die aan ieder n-tupel [w1, ..• , wn] uit V toevoegt het beeld 

d[W(w1), ••• , w(wn)J 

d[w(a1), ••• , w(an)J 

De lezer verifiere dat -omdat d een antisymmetrische n-lineaire functie is 

op V- ook ~ een antisymmetrische n-lineaire functie is op V. Omdat bovendien 

d[w(a1), .•. , w(an)J 

volgt met stelling III.2.1 dat ~=d. In het bijzonder is dan 

d[w(v1), ••• , w(vn)J 

d[w(a1), ••• , w(an)J 

hetgeen bewezen moest worden. 

= 

III.2.19 Opmerking: h V eenlF-vectorruimte met basis [a1, ••• , an], en is 

~: V + V eenlF-lineair endomorphisme van V gegeven door 

de (n x n)-matrix A uit lF volgens 

dan is, als d de antisymmetrische n-lineaire functie is 

.2E V met d[a1, ••• , an]= 1, 

Bewijs: Gana! (Vgl. het bewijs van III.2.1.) D 
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III.2.20 Stelling: Als A en B twee (n x n)-matrices uit lF zijn, dan is 

det(AB) = det(A)•det(B). 

Bewijs: Is det(A) = O, dan is volgens III.2.17 ook det(AB) = 0 en volgt de 

stelling. 

Stel nu det(A) ~ O. Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis 

[a1, ••• , an]. Laten $en~ de F-lineaire endomorphismen van V zijn, gegeven 

door: 

A $ = (V,[a1, ... , a]) ➔ (V,[a1, .•• , a])· 
n n ' 

Dan is 

Als d de antisymmetrische n-lineaire functi~ op Vis met d[a 1, .•• , an]= 1, 

dan geldt volgens III.2.19: 

Omdat det(A) ~ O, is$ surjectief, zodat uit III.2.18 (met$ in plaats van~ 

en [~(a 1), ••• , ~(an)] in plaats van [v 1, ••• , vn]) volgt: 

zodat de stelling volgt. O 

III. 2. 21 Opmerking: Als A en B twee ( n x n )-matrices zijn 2 dan is in het 

algemeen AB niet gelijk aan BA. Wel geldt volgens de 

vorige stelling: 
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det(AB) = det(A)•det(B) = det(B)•det(A) = det(BA). 

* * * 

§III.3. Automorphismen en basistransformaties 

III.3.1 EenF-lineair endomorphisme ~: V + V van eenF-vectorruimte V hebben 

we een F-lineair automorphisme van V genoemd als ~ een isomorphisme is, of, 

wat volgens I.1.33 op hetzelfde neerkomt, als ~ bijectief (= surjectief en 

injectief) is. 

Volgens II.4.27 is~ bijectief als ~ injectief is, en volgens II.4.28 

is~ bijectief als ~ surjectief is. Bovendien weten we dat ~ injectief is 

dan en slechts dan als Ker(~)= {O} (cf. II.4.23) en dat ~ surjectief is 

dan en slechts dan als Im(~)= V. 

Samenvattend: 

III.3.2 Opmerking: Zij Veen F-vectorruimte en~ 

morphisme van V. Dan geldt: 

V +Veen F-lineair endo-

( i) ~ is een F-lineair automor12hisme van V dan en 

slechts dan als ~ in,jectief is. 

(ii) ~ is een F-lineair automorphisme van V dan en 

slechts dan als ~ surjectief is. 

(iii) ~ is een F-lineair automorphisme van V dan en 

slechts dan als Ker(~) = {o}. 

( iv) ~ is een F-lineair automorphisme van V dan en 

slechts dan als Im(~) = v. 
( v) ~ is een F-lineair automorphisme van V dan en 

slechts dan als er een F-lineair endomorphisme 
-1 

~ V + V bestaat 

~- 1 
0 ~ = i¾· . 

-1 . 
met ~ o ~ = itly en 

III.3,3 Opmerking: Zij Veen F-vectorruimte met basis [a1, •.. , an]. ill~ 
een F-lineair endomorphisme van Ven A een (n x n)-matrix 

uit lF zodat -- ---

Dan is~ een F-lineair automorphisme van V dan en slechts 

dan als det(A) ~ 0. 
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Bewijs: Volgens III.3.2 is$ een F-lineair automorphisme van V dan en 

slechts dan als $ surjectief is, en volgens III.2.15 is$ surjectief dan en 

slechts dan als det(A) ~ 0. 0 

III.3.4 Definitie: Zij A een (n x n)-matrix uit F. Een (n x n)-matrix B heet 

een inverse matrix van A als B voldoet aan: 

AB = I en BA= I. 
n n 

III.3,5 Opmerking: Is A een (n x n)-matrix uit lF en is Been inverse matrix 

van A, dan is A een inverse matrix van B. 

Bewijs: Dit volgt direkt uit definitie III.3.4. □ 

III.3.6 Voorbeeld: De (3 x 3)-matrix 

uit R heeft als inverse matrix de matrix 

(ga na!). Daarentegen heeft de (2 x 2)-matrix 

geen inverse, want als 

een inverse van deze matrix zou zijn, dan moest in ieder geval gelden: 



zodat onder meer zou volgen: a= 1 en 2a =Oen dit ka.n niet. 

III.3.7 Opmerking: Een (n x n)-matrix A uit F heeft hoogstens een inverse. 

Bewijs: Stel, B1 en B2 zijn beide inverse matrices van A. Dan geldt: 

AB 1 = AB2 = B1A = B2A =In.We moeten bewijzen dat hieruit volgt: B1 = B2• 

Welnu, met behulp van II.5.30 volgt: 

(cf. ook II.5.26). 

III.3.8 Notatie: Als een (n x n)-matrix A een inverse heeft, dan geven we 

deze aan met 

-1 
A • 
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III,3.9 Opmerking: Als A een (n x n)-matrix uit Fis, die een inverse heeft, 

dan is 

Bewijs: Dit volgt rechtstreeks uit III.3.5. D 

III.3.10 Opmerking: Een (n x n)-matrix A heeft een inverse dan en slechts 

dan als det(A) ~ O. 

Bewijs: (i) Stel eerst dat A een inverse heeft. Dan geldt: 

zodat det(A) ~ 0 moet zijn. 

(ii) Neem nu aan dat det(A) ~ O. Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V 

met basis [a1, .•. , an]. Zij ~ hetF-lineaire endomorphisme van V, gegeven 

door: 
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Volgens III,3,3 is~ dan eenlF-lineair automorphisme van V, zodat er volgens 

III.3,2 (v) een invers F-lineair endomorphisme ~- 1 van~ bestaat. Zij B de 

(n x n)-matrix, gegeven door: 

Dan is: 

Ook geldt: 

Lettend op II,5.6 volgt hieruit: AB 

een inverse. O 

I 
~ (V,[a 1, ... , an]). 

-1 =BA= In, zodat B = A . Dus A heeft 

III.3.11 Terminologie: Een vierkante matrix A uit F heet regulier als 

det(A) "f O. 

De reguliere matrices zijn dus die vierkante matrices 

uit F die een inverse hebben. 

III. 3. 12 Opmerking: Als A ~ B reguliere ( n x n )-matrices ui t lF zi,jn dan 

zi,jn ook de matrices AT ~ AB regulier en er geldt: 

Bewijs: det(A) "f O "f det(B), dus det(AT) = det(A) "f Oen det(AB) = 

= det(A)•det(B) "f O, zodat AT en AB regulier zijn. Wegens 

I . 
n' 



III.3.13 Opmerking: Zi,jn A .fil! B twee (n x n)-ma.trices uit F zodat AB = In, 
.. . -1 -1 dan z111n A .fil! B regµher en geldt: A = B .fil! B = A. 

Bewijs: Wegens det(A)•det(B) = det(AB) = det(I ) = 1 is det(A) ,; O en 
n 
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det(B),; O, zodat A en B reguliere matrices zijn. Dus hebben A en B inversen 
1 -1 A- en B • We weten al dat geldt: 

Ook vinden we: 

AB = I • 
n 

Uit (*)en(**) volgt dat B de inverse is van A B = A- 1• Dan is ook A de 

inverse van B (cf. III.3.5): A= B-1• D 

We gaan nu de volgende vraag beantwoorden: Gegeven een reguliere 

(n x n)-ma.trix A; bepaal de inverse matrix A- 1 De te volgen methode hiertoe 

lichten we eerst toe aan de hand van een voorbeeld, en zullen die daarna 

algemeen bewijzen. 

III.3.14 Voorbeeld: Gegeven zij de (3 x 3)-matrix 

Gana dat det(A) = 3,; O, zodat A regulier is en inderdaad een inverse heeft. 
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Beschouw nu het paar matrices: 

We gaan nu -door rijen van A een aantal keren bij andere rijen op te 

tellen; door rijen van Ate verwisselen; door rijen van A met een getal te 

vermenigvuldigen- A overvoeren in de eenheidsmatrix 13• Tegelijkertijd pas

sen we op r3 dezelfde handelingen toe. 

Trek in beide matrices de ,e rij van de 3e rij af. We krijgen de 

matrices: 

(: 
2 

i) (_: 
0 

;) . 2 
_, 0 

Tel in beide matrices de 2e rij 1 keer op bij de 3e ri.i: 2 

(: 
2 

i) (_: 
0 

;J. 2 1 

0 
1 

2 2 

Trek in beide matrices de 3e rij 2 
3 keer af van de 2e rij: 

Trek in beide matrices.de 2e rij af van de le rij: 

Deel de 2e (resp. de 3e) rij door 2 (resp. ~): 
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(J 
2 

i) ~ 
0 

;) 
-3 

I3 B 
1 = = 3 

0 1 
3 

We hebben nu A op vooromschreven wijze overgevoerd in r 3• r 3 is door toepas

sing van dezelfde handelingen overgevoerd in B. De lezer controlere dat de 

matrix B de inverse is van A. 

We willen nu bewijzen dat de in voorgaand voorbeeld geschetste methode 

om de inverse van een reguliere matrix te berekenen in het algemeen opgaat. 

Hiertoe dienen we twee beweringen te controleren, t.w.: 

(i) Dat iedere reguliere 111atrix A is over te voeren in de eenheidsmatrix 

door het achtereenvolgens uitvoeren van handelingen van de volgende 

typen: het ;l. ( € F) ·keer optellen van een rij bij een andere rij; het 

vermenigvuldigen van een rij met A(~ O); het verwisselen van twee 

rijen. 
(ii) Dat als we dezelfde handelingen in dezelfde volgorde toepassen op de 

rijen van de eenheidsmatrix, deze overgaat in de inverse matrix van A. 

III.3.15 Terminologie: Als we in een (m x n)-matrix A uit F 

(i) hetzij twee rijen (resp. kolommen) van plaats verwisselen; 

(ii) hetzij een rij (resp. kolom) met een getal A~ 0 uit F vermenigvuldigen; 

(iii) hetzij een rij (resp. kolom) A(€ F) keer optellen bij een andere rij 

(resp. kolom); 

dan zeggen we dat we een lineaire handeling hebben toegepast op de rijen 

(resp. kolommen) van A. 

III.3.16 Opmerking: Een reguliere (n x n)-matrix A uit Fis door herhaald 

toepassen van lineaire handelingen op de rijen over te 

voeren in de eenheidsmatrix I. 
n 

Bewijs: (Met volledige inductie naar n). 

(i) Zij n = 1. Kies een reguliere (1 x 1)-matrix, zeg: 

A = (;l.) • 

A is regulier, dus det(A) =A; O. Deel de 1e rij van A door ;l., en A gaat 

over in r 1 = (1). 
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(ii) Neem nu aan dat iedere (( n-1 ) x ( n-1)) -matrix ui t F door herhaald toepas

sen van lineaire handelingen op de rijen is over te voeren in I 1, mits die 
n-

matrix regulier is. Kies een (n x n)-matrix 

t") 
nn 

uit lF die regulier is. 

Als voor elite i € {1, ••• , n} geldt dat Ai 1 = O, dan zou de eerste kolom 

van A geheel uit nullen bestaan, zodat det(A) = 0 zou zijn; in tegenspraak 

met de regulariteit van A. Door eventueel de 1e rij van Ate verwisselen met 

een andere rij (een lineaire handeling op de rijen!) mogen we aannemen dat 

A11 ~ O. Deel nu de 1e rij door A11 • We krijgen een matrix van de vorm 

µ12 

µ21 

A1 = 

µn1 

waarvoor geldt: det(A 1) = A~~det(A) ~ O. Dus A1 is nog steeds regulier. 

Telltens als µi 1 ~ 0 trekken we de 1e rij µi 1 keer af van de ie rij. Ook dit 

zijn lineaire handelingen op rijen. We krijgen een matrix van de vorm 

waarvan de determinant gelijk is aan det( A1). Dus A2 is regulier. Ontwikkelen 

naar de eerste kolom van det(A2 ) geeft: 

zodat de ((n-1) x (n-1))-matrix B regulier is. 
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Volgens de inductie-aanname is B door herhaald toepassen van lineaire 

handelingen op rijen over te voeren in In_ 1• Hieruit volgt dat A2 door her

haald toepassen van lineaire handelingen op de 2e tot en met de ne rij is 

over te voeren in de matrix 

Trek nu de 2e rij µ 12 keer af van de 1e rij; de 3e rij µ 13 keer af van de 1e 

rij, enz., enz. We krijgen dan de matrix 

zodat de opmerking bewezen is. D 

We herformuleren nu met behulp van de in III.3.15 ingevoerde terminolo

gie de opmerkingen II,5.17, rr.5.18, rr.5.19 in een speciaal geval: 

III.3.17 Opmerking: Is Veen JF-vectorruimte met basis [a 1, •.. , an] en is A 

een (n x n)-matrix uit JF, terwi,jl qi het lF-lineaire endo

morphisme is van V dat gegeven wordt door 

Bewijs: Ga na! 0 

1§_ A' een matrix die uit A ontstaat door toepassing van 

een lineaire handeling op de ri.jen van A, dan is er een 

basis [b 1, ••• , bn J .Yfil!_ V, ui tslui tend bepaald door de 

aard van deze lineaire handeling op de rijen, zodat 
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III.3.18 Gevolg: (Bepaling van de inverse matrix) Zij A een reguliere 

(n x n)-ma.trix uit JF. Voer, door herhaald toepassen van 

lineaire handelingen op de ri,jen, A over in In. Laat In, 

door toepassing van deze lineaire handelingen op de ri,jen 

in dezelfde volgorde, overgaan in de matrix B. Dan is 

B = A-l. 

Bewijs: Zij ~ het lF-lineaire endomorphisme van een n-dimensionale lF-vector

ruimte V met basis [a1, ••. , an] dat gegeven wordt door 

Voorts is 

I 
i¾ = (V,[a 1, •.. , an]) -lt- (V,[a 1, .•. , an]). 

Herhaald toepassen van III.3.17 levert ons een basis [b 1, ..• , bn] van V, 

zodat 

I 
~ = (V,[a1, ... , an])~ (V,[b 1, ••• , bn]) (***) 

en 

(****) 

zodat, gelet op II,5.6, geldt: 

Volgens III.3.13 is dan B = A- 1• 0 

Geheel analoog geldt: 
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III.3,19 Opm.erking: Zij A een reguliere (n x n)-matrix uit F. Voer, door ber

haald toepassen van lineaire bandelingen op de kolommen, 

A over in In. Laat In• door toepassing van deze lineaire 

bandelingen op de kolommen in dezelfde volgorde_, overgaan 
. . . -1 in de matrix B. Dan is B = A • 

Bewijs: A gaat over, door lineaire bandelingen op de kolommen, in In en In' 

middels dezelfde lineaire bandelingen op de kolommen, in B. Dan gaat AT door 

toepassing van overeenkomstige lineaire bandelingen op de rijen over in 
T T . T a . T ( T)-1 In= In en In= In in B. Volgens III.3.1 is dan B = A • Dus: 

waarmee de opm.erking bewezen is. O 

We bebben in de opm.erkingen III,3,18 en III,3,19 m.etboden gegeven om, 

lineaire bandelingen uitvoerend op rijen, resp. kolommen, de inverse van een 

reguliere matrix uit te rekenen. Men zij gewaarscbuwd dat men beide metboden 

niet door~~n mengt,zoals bet volgende voorbeeld illustreert. 

Bescbouw bet paar 

A= (: ~) I2 = (~ :) . 

Trek de eerste rij 1 keer van de 2e rij af: 2 

(: ~) 
2 c; : ) . 

Trek de eerste 1 kolom 2 keer van de 2e kolom af: 

(: ;) (_J -Ji 5 • 
2 4 

Deel de eerste rij door 2 en de tweede rij door 1 
2= 

(~ :) L! 
1 

-i) 'f A-1. 
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III.3.20 Opmerking: Voor een reguliere (n x n)-matrix A uit F geldt: 

det(AA-1) = det(I) = 
n 1. □ 

In het hierna volgende gedeelte van deze paragraaf zullen we spreken 

over "basis-transformaties". Hierbij behandelen we de volgende twee vragen: 

{i) We hebben gezien dat, als we in eenF-vectorruimte Veen basis 

[a1, ••• , an] vast gekozen hebben, we de vectoren v € V kunnen beschrijven 

ten opzichte van deze basis volgens 

V =('.:n1) " € ( V, [a 1 , •.. , an] ) , 

wat betekent: v = A1a 1 + ... + Anan. Hadden we een andere basis van V gekozen, 

aan hadden we een andere, analoge schrijfwijze voor v gevonden. De eerste 

vraag is nu: geef een vector v € V door(*), Laat een tweede basis 

[b 1, ••. , bn] van V gegeven zijn. Bepaal dan µ1, .•• , µn in 

(ii) Kies twee F-vectorruimten Ven W met bases [a1, .•• , an] en [c 1, ••. , cm], 

Zij ~: V + W een F-lineaire afbeelding en A een (m x n)-matrix uit F zodat 

geldt: 

Kies nu twee andere bases [a1, ... , a~], [c 1, ... , c~] van V, resp. W. De 

tweede vraag luidt: bepaal de (m x n)-matrix A' zodat geldt: 



We zullen beide vragen hierna beantwoorden. 

III.3.21 Opmerking: Zijn [a1, ..• , an]~ [b 1, .•• , bn] twee bases van een F

vectorruimte V, is~ een F-lineair endomorphisme van V 

en is A een (n x n)-matrix uit F zodat 

dan is ~ een F-lineair automorphisme van V dan en 

slechts dan als A regulier is. 

Bewijs: (i) Stel eerst dat ~ een JF-lineair automorphisme is van V. Dan is er 

het inverse endomorphisme ~- 1 van~. Zij B de (n x n)-matrix uit JF, gegeven 

door: 

Dan is volgens II.5,25 

. ,i,-1 ,k J.¾ = 'I' 0 'I' 

Ook is direkt duidelijk dat geldt: 

I 
idy = (V,[a 1, •.. , an]) ....Q: (V,[a 1, •.• , an]), 

zodat (cf. II,5.6) geldt: BA= I . Dus is det(B)•det(A) = det(BA) = 1, zodat n 
-1 det(A) ~ 0 is. A is derhalve regulier. (Merk op dat B = A volgens III.3.13.) 

(ii) Neem nu aan dat A regulier is: det(A) ~ 0. Volgens III.3.10 heeft A de 

inverse matrix A- 1• Zij ~ het JF-lineaire endomorphisme van V, gegeven door: 

-1 1 Dan geldt volgens II,5.25, wegens AA =A-A= I : n 

I 
~ 0 ~ (V,[a 1, •.. , a]) n (V,[a 1, ... , a]) = -+ 

n n 

I 
~ 0 ~ (V,[b 1, ... , bn]) n (V,[b 1, .•. , bn]) = -+ 

= idy; 

= i¾, 
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zodat ~ het inverse endomorphisme van$ is, en zodat $ derhalve een F-line

air automorphisme is van V. 

Hiermee is de opmerking bewezen. n 

Uit het bewijs van de voorgaande opmerking volgt direkt: 

III. 3. 22 Opmerking: k V een F-vectorruimte met bases [ a 1, ••• , an] ~ 

Bewijs: Ga na! n 

[b 1, ••• , bn] en is$ een lF-lineair automorphisme van V 

met 

dan heeft de (n x n)-matrix A uit lF een inverse en er 

geldt: 

III.3.23 Opmerking: Zij V eenlF-vectorruimte met basis [a1, ••• , an]. Zij 

[b 1, ••• , bn] een n-tupel uit V, gegeven door 

Dan is [b 1, ••• , bn] een basis van V dan en slechts dan 

als de matrix 

i'") 
nn 

regulier is. 

Bewijs: Beschouw het lF-lineair endomorphisme $ V + V, gegeven door 



Volgens III,3.21 is$ een JF-lineair automorphisme dan en slechts dan als 

S regulier is. 

(i) Stel eerst dat [b 1, •.. , bn] = [$(a1), ... , $(an)] een basis is van V. 

Dan is dit n-tupel lineair onafhankelijk, en, omdat Im($) door dit n-tupel 

wordt voortgebracht, is [b 1, .•• , bn] een basis van Im($). Dus is dan de 

dimensie van Im($),n, gelijk aan de dimensie van V. Volgens II,3,11 is dan 

Im($)= V zodat $ surjectief is. Volgens III,3,2 (ii) is$ dan een F-line

air automorphisme van V, zodat S regulier is. 

(ii) Stel nu dat S regulier is.$ is dan eenF-lineair automorphisme van V 

en dus zeker surjectief, Dus Im($)= V. Omdat [b 1, •.• , bn] = 
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= [$(a 1), ... , $(an)] Im($) voortbrengt is di t n-tupel dan een stelsel voort

brengenden van V. Omdat de dimensie van V n is, is [b 1, .•• , bn] volgens 

II,3,19 een basis van V. 

Hiermee is de opmerking bewezen. D 

III,3,24 Opmerking: Zij Veen JF-vectorruimte met bases [a 1, ••• , an]~ 

[b 1 , ... , bn]. Als 

en 

t) 
nn 

dan heeft Seen inverse en geldt: 

(i) i¾ = ( V, [b 1 , ••• , b ]) s a J) . 
n 

+(V,[a 1, ... , n • 

( ii) i¾ = ( V, [ a1 , •.. , an] ) 
s-1 
- (V,[b 1, ... , bn]). 
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Bewijs: Volgens III,3.23 is S regulier, en heeft derhalve een inverse. Uit 

(*) volgt wegens irL_(b.) = b. (i = 1, ••• ,n) direkt dat (i) geldt. 
7/ l. l. 

(ii) volgt uit (i) met behulp van III.3.22. D 

III.3.25 Opmerking: Zij Veen F-vectorruimte met bases [a1, ... , an]~ 

[b 1, •.• , bn] en zi 1j v E V, zodat 

a ] ) • 
n 

Dan is, als 

s ·[ ;'") 
nn 

de vector v ten opzichte van de basis [b 1, ... , bn] 

gegeven door 

Bewijs: Volgens III.3.24 hebben we: 

De opmerking volgt nu direkt uit II.5,32. n 

Merk op dat III.3,25 het antwoord geeft op de eerste vraag, zoals om

schreven in de opmerkingen, voorafgaande aan III.3.21 (blz.48). 

III.3,26 Voorbeeld: Beschouw in R; de bases [e 1,e2 ,e3J en [b 1,b2 ,b 3] met 

e,=(1,0,0) e2=(0,1,o) e3=(0,o,1); 

b 1 = (2,0,1) b2 = (1,0,0) b3 (0,1,1). 



Zij voorts v = (2,1,1) ER;. Dan geldt 

Als 

dan is 

Gana dat 

zodat volgt 

(Inderdaad is 2b2 + b3 = 2(1,0,0) + (0,1,1) = (2,1,1) = v.) 

III.3.27 Opmerking: Zij Veen F-vectorruimte, evenals W, met bases 

[a1, .•• , an], resp. [c 1, ... , cm]. fil et, : V-+ W ~ 

F-lineaire afbeelding en A een (m x n)-matrix uitlF, 

zodat geldt: 

Z.• [ I '] [ I '] V w ~ a 1, •.• , an ~ c 1, ••. , cm bases van , resp. 

zodat voor j = 1, ..• ,n; k = 1, ••. ,m: 
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Als we noteren: 

S = (~ 11 

on, 

dan geldt: 

Bewijs: Volgens III,3,24 hebben we: 

i¾ = (V,[a1, ... , a']) §_ 
n (V,[a 1, ... , a J) n 

en 
·T-1 

i¾ = (W,[c 1, ... , C ]) -+ (W,[c 1, ... , c']) m m . 

We hebben dan de situatie: 

<P 
V--+ W 

i¾ i t i¾ = 

(V,[a1 , ••• , A (W,[c 1, ... , cm]) a J)--+ n i s t T-1 

V W (V, [a1 , ... , a' J) (W,[cj,,,,, c~])' n 

zodat volgens II,5,25 geldt: 

waarmee de opmerking bewezen is. 0 

III. 3. 28 Opmerking: fil V een JF-vectorruimte met bases [a1, ... , an J en 

[b 1, ••• , bn]. Zijn A fill B twee (n x n)-matrices uit JF 

en is <P eenlF-lineair endomorphisme van V zodat geldt: 



Bewijs: Zij 

en noteer: 

cj, = (V, [b 1, ... , b ] ) ~ (V, [b 1 ,, .. , b ] ) , 
n . n 

dan bestaat er een reguliere (n x n)-matrix S uit F 

zodat geldt: 

We hebben dan, net als in bet bewijs van de vorige opmerking, de situatie: 

= 

zodat weer volgt (cf. II,5,25): 

Ook was 

zodat volgt: 
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-1 B = S AS, 

hetgeen bewezen moest worden. Q 

III.3,29 Definitie: Twee (n x n)-matrices A en B heten aeguivalent, als er 

een reguliere (n x n)-matrix S bestaat zodat 

-1 B = S AS. 

We noteren in dat geval: 

A~ B. 

III.3,30 Opmerking: Voor (n x n)-matrices A, B fil! C geldt: 

(i) A~A; 

(ii) Als A~ B, dan is B ~ A; 

(iii) Als A~ Ben B ~ C, dan is A~ C. 

Bewijs (i): Kies S =I. Dan is A= s-1AS. 
n 

Bewi,j s (ii) : We hebben een reguliere matrix S 

det(s-1 ) = det(S)- 1 is det(s- 1 ) ; 0 zodat s- 1 

geldt: 

zodat B ~ A. 

-1 zodat B = S AS. Wegens 

een reguliere matrix is. Er 

Bewijs (iii): We hebben reguliere matrices Sen T zodat geldt: 

Dan is: 

Nu is det(ST) = det(S)•det(T); O, zodat ST een reguliere matrix is. Dus is 

A~ c. D 



We kunnen III.3.28 nu als volgt herformuleren: 

III.3.31 Opmerking: Zij Veen lF-vectorruimte met bases [a1, .•. , an]~ 

[b 1, ..• , bn]. Zij <P een lF-lineair endomorphisme van V. 

Als 

dan is A ~ B. 

III.3.32 Opmerking: Voor elk tweetal aeguivalente (n x n)-matrices A en B 

uit lF geldt: det(A) = det(B). 

Bewijs: Er is een reguliere (n x n)-matrix Suit lF zodat 

Dan volgt: 

det(B) = det(s- 1)•det(A)•det(S) = 

= det(S)- 1•det(A)•det(S) = det(A). 0 

III.3.33 Opmerking: Zij Veen lF-vectorruimte met basis [a1, ..• , an] en zij 

<Peen lF-lineair endomorphisme van V, terwijl A~ 

( n x n)-matrix ui t lF is, zodat 

Zij Been met A aeguivalente (n x n}-matrix uit lF. Dan 

is er een basis [b 1, ... , bn] van V zodat 

Bewijs: Er is een reguliere (n x n)-matrix Suit F zodat 
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Zij 

Definieer het n-tupel [b 1, ••• , bn] uit V met 

Omdat S regulier is, is [b 1, ••• , b J een basis van V (cf. III.3,23). Nu 
. n 

volgt onmiddellijk uit III,3,27, dat 

-1L+ 

zodat de opmerking bewezen is. D 

* * * 
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IV. Lineaire stelsels vergeli,ikingen 

§IV.1. De rang van een matrix 

IV,1.1 Notatie: We noteren 

F = M 1 (lF) n n, 

(cf. II.1.24). 

IV.1.2 Definitie: Zij 

(
~11 

A= • 

. Cl. 
ml 

een (m x n)-matrix uit JF. De rang van het n-tupel 

ui t lF m heet de kolommen-rang van A. De rang van het m-tupel 

uit lF~ heet de rijen-rang van A. 

IV.1.3 Voorbeeld: Beschouw de (4 x 3)-matrix 

uit :R. Nu is de tweede vector uit het 3-tupel 
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uit :R4 wegens 

een lineaire combinatie v~n de overige twee vectoren. Volgens II.3.26 is de 

rang van dit 3-tupel gelijk aan de rang van het 2-tupel 

uit R4. Omdat dit 2-tupel een lineair onafhankelijk stelsel is vanll4 , is 

volgens II.3,16 de rang van dit 2-tupel 2. Dus is de kolommen-rang van A 

gelijk aan 2. 

Beschouw nu het 4-tupel 

[(1,3,1), (2,2,-2), (0,8,8), (4,1,-7)] 

. * uit R3. Wegens 

(4,1,-7) = 2(1,3,1) + (2,2,-2) ~(o,8,8) 

is volgens II,3,26 de rang van dit 4-tupel gelijk aan de rang van 

[(1,3,1), (2,2,-2), (o,8,8)J, 

en de rang van dit 3-tupel is -weer volgens II,3.26- wegens 

(0,8,8) = 4(1,3,1) - 2(2,2,-2) 



gelijk a.an de rang van 

[(1,3,1), (2,2,-2)]. 

* Onrl.at dit een lineair onafhankelijk stelsel is van F3 , is deze rang 2. Dus 

de rijen-rang van A is ook 2. 

Merk op dat in dit voorbeeld rijen-rang en kolommen-rang van A gelijk 

zijn. We zullen in deze paragraaf laten zien dat dit voor iedere matrix 

waar is. 

IV.1.4 Opmerking: Zijn Ven W twee F-vectorruimten en is~: V + W een 

F-lineaire afbeelding, dan geldt voor ieder m-tupel 

[v1, ••• , vm] uit V: 
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Bewijs: Zij k de rang van [~(v1), ... , ~(vm)J. Volgens II.3.17 kunnen we dan 

k vectoren ~(v. ), •.. , ~(v. ) uit dit m-tupel kiezen, zodat het k-tupel 
i1 ik 

[~(v. ), ••• , ~(v. )] een lineair onafhankelijk stelsel is van W. Dan is 
i1 ik 

[v. , ... , v. ] een lineair onafhankelijk stelsel van V, want als 
i1 ik · 

>. 1v. + ••• + Akv. = 0 
i1 ik 

(>-,, ... , \ E F), 

dan is 

=~(O)=O, 

zodat >. 1 = ••• = \ = O. Is v1 de lineaire deelruimte van V, opgespannen 

door [v1, •.• , v ], dan is [v. , ••• , v. ] een lineair onafhankelijk stelsel 
m i1 ik 

van v1, zodat k ~ dim(V1) = rang[v1, •.• , vm] (cf. II.2.40). n 

IV. 1 • 5 Gevo].g: Zi,jn V £!:!_ W twee F-vectorruimten en is ~ : V + W een F-line

air isomorphisme, dan geldt voor ieder m-tupel [v1, •.. , vm] 

uit V: 
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Bewijs: Zij cp- 1 

uit IV.1.4: 

W + V de inverse (F-lineaire) afbeelding van cj>. Dan volgt 

-1 en ook, wegens cp O cp = i¾, 

Uit (*)en(**) volgt dan de bewering. 0 

IV.1.6 Opmerking: Zijn V ~ W twee F-vectorruimten met bases [a1, ..• , an], 

resp. [b 1, ••• , bm], is cj> : V + W een lF-lineaire afbeelding 

en is A een (m x n)-matrix uit F zodat 

dan is de kolommen-rang van A gelijk aan de dimensie van 

Im( cj>). 

Bewijs: Beschouw de basis [e 1, ••. , em] van Fm, gegeven door: 

0 0 

0 

e 1 ,e2 , ... ,em= 0 , ... , 
0 

0 0 

en voorts de F-lineaire afbeelding 0 W +Fm, gegeven door 0(b 1) = 

= e 1, ... , 0(bm) =em.Dan is: 

Ook hebben we een F-lineaire afbeelding 0' F m + W, gegeven door: 

I 
0 ' = (F m, [ e 1 , ... , em] ) ~ ( W[b 1 , ..• , b m] ) . 
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I 
e o 0' = (lFm,[e1, ... , em])~ (lFm,[e 1, •.. , em])= i~m; 

I 
0 1 o 0 = (W,[b 1 , ••• , bm]) ~ (W,[b 1, ... , bm]) = i¾,, 

zodat 0 een F-lineair isomorphisme is. 

We hebben nu de volgende situatie: 

= 

Im($) is de lineaire deelruimte van W, opgespannen door [$(a 1), ••• , $(an)], 

dus: 

Omdat 0 een isomorphisme is, is rang[$(a1 ), ••• , $(an)]= 

= rang[0($(a1)), ... , 0($(an))J (cf. IV.1.5), zodat we vinden: 

Zij nu 

Dan geldt voor k = 1, .•. , n: 

en -volgens II,5.32- volgt hieruit voor k = 1, ... , n: 
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Dus geldt voor ell:e k E {1, ••. , n}: 

0(cj,(ak)) = CL1ke1 + ••• 

CL1k 
0 

= + 

0 

Uit (*) verkrijgen we dan: 

waarmee de opmerking bewezen is. □ 

+ CL e = mk m 

0 

CL2k 

0 + ... 

0 

+ 

0 

0 

CLmk 

= 

IV.1.7 Notatie: De rijen-rang en kolollllllen-rang van een matrix A zullen we 

ook aangeven met respectievelijk 

r.r(A) k.r(A). 

IV. 1.8 Opmerking: Voor ell:e matrix A uit lF geldt: 

Bewijs: Zij 

T k.r(A) = r.r(A ). 

CL' ) 
1m 

CL' 
nm 



(Dus: a!.= a .. ; i = 1, ... , m; j = 1, ••• , n.) Kies inF* enFn de respectie-
J.J JJ. n 

velijke bases [f1, .•• , fn] en [e1, ••• , en] gegeven door: 

r 1,r2 , ••• ,fn = (1,0, ••• ,0), (0,1,0, ••• ,0), ... , (0, ... ,0,1); 

0 0 

0 

0 
e1,e2•··••en = , ••• t 

0 

0 0 

Zij 6 F* -+ F de afbeelding, gegeven door: n n 

Het is direkt te controleren dat 6 een F-lineaire afbeelding is, terwijl 

wegens 6(f1) = e 1, ••• , 6(fn) = en geldt: 

I 
6 = (F*,[f1, ... , f ]) ~ (F ,[e1, ... , e ]}. n n n n 

"* 0ok nu hebben we de F-lineaire afbeelding 6 1 : F n -+ F n, gegeven door: 

I * 
6 1 = (F ,[e 1 , ... , e ]) ~ (F ,[f1 , ... , f ]). 

n n n n 

Net als in het bewijs van IV.1.6 ziet men dat 

0 o 0 1 = i~ 
n 

0 1 o 0 = id_p,*, 
n 

zodat 6 eenF-lineair isomorphisme is. Met behulp van IV.1.5 volgt nu: 
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T Dus is r.r(A) = k.r(A) voor iedere matrix A uit F. In het bijzonder geldt 
dit voor AT: 

r.r(AT) = ( T)T ( ) k.r A = k.r A. 

Hiermee is ook de tweede bewering bewezen. D 

IV.1.9 Opmerking: Zi,j A .een matrix uit F. Zi.j A' (resp. A") de matrix, ~

kregen uit A door toepassing van een lineaire handeling 

op de rijen (resp. kolommen) .!!:!:!!. A. Dan geldt: 

r.r(A) = r.r(A') = r.r(A"); 

k.r(A) = k.r(A') = k.r(A"). 

Bewijs: Kies een tweetalF-vectorruimten V,W met respectievelijke bases 

[a1 , ••• , an], [b 1 , ••• , bm] alsmede de F-lineaire af'beelding ij> : V -+ W die 

voldoet aan: 

Volgens II.5.17, II.5.18 en II.5.19 kunnen we een nieuwe basis [b1, ••• , b~] 

van W kiezen zodat: 

terwijl er volgens II.5.16 een basis [a;, .•• , a~] van V te vinden is met: 

Volgens IV.1.6 geldt nu: 
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k,r(A) = di~(Im(~)) 

k.r(A") = di~(Im(~)), 

zodat k.r(A) = k.r(A') = k.r(A"). Het voorgaande toepassend op de matrix AT 

in plaats van A (vgl. II.5.14), verkrijgen we: 

Met IV.1.8 heeft dit tot gevolg: r,r(A) = r.r(A') = r.r(A"), zodat de opmer

king bewezen is. D 

IV.1.10 Opmerking: I!!. A een (m x n)-matrix uit lF en is Been (m x 1)-matrix 

uit F zodat geldt (1 ~ n): 

Bewijs: Zij 

en noteer: 

(~ (1+1)e tot en met de ne kolom van A bestaan uit 

louter nullen), dan geldt: 

r.r(A) = r.r(B) 

~1n) . , 

a. 
mn 

k.r(A) = k.r(B). 
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Dan is k1+ 1 = =kn= O, terwijl bovendien geldt: 

r,r(B) = rang[r1, ... , r~] 

Met II.3.24 volgt direkt: 

Er rest ons te bewijzen dat r.r(A) = r.r(B). Hiertoe definieren we twee af

beeldingen: 

7T 

* = ( A 1 , ..• , Al) € JF 1 

u 

De lezer ga na dat 7T zowel als u eenF-lineaire afbeelding is. Bovendien 

geldt, wegen.s ( *) , voor iedere i e: { 1 , ••• , m}: 

= (a. 1 , ••• , a. ) = r .. 
i in i 

Met IV.1.4 volgt hieruit enerzijds: 



r.r(A) = rang[r 1, ... , r ] = rang[u(r1), ... , u( r')] $ 
m m 

s rang[r 1 , ... , r,] 
m = r.r(B), 

en anderzijds: 

r.r(B) = rang[r1, ... , r'] = rang[n(r 1), ... , n(r )] $ m m 

s rang[r 1 , ••• , r ] = r.r(A), m 

zodat r.r(A) =r.r(B). □ 

IV.1.11 Opmerking: _k A een (m x n)-matrix uit lF en is r.r(A) = m, 

k.r(A) = n, dan is m = n ( en derhalve r .r(A) = k,r(A)). 

Bewijs: Zij 

en noteer: 

(ci.11•·••• Cl.1n), ..• , ( Cl.ID 1 ' ' ' ' ' Cl.mn) * r 1 '• .. ' r = € lF • m n' 

k1 ' .. •' k = [}··{J € F . n m 

Dan is r.r(A) = rang[r 1, •.• , rm] =men k.r(A) = rang[k 1, ... , kn]= n. 

Volgens II.3.18 zijn dan [r 1, ••• , rm] en [k1, ••• , kn] lineair onafhankelijke 

stelsels van F*, resp. F die -volgens II.2,38 (*)- van dimensie n, resp. n m 
m zijn. Volgens II.2.40 is dan ms n, resp. n s m. Dus ism= n. D 

IV.1.12 Opmerking: _kA een (m x n)-matrix uit JF, ~ k.r(A) = p, dan be

staat er een (m x p)-matrix B uit lF met k.r(B) = k.r(A) = p 

en r.r(B) = r.r(A). 
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Bewi 1js: Zij 

en noteer: 

Dan is k.r(A) = rang[k1, ... , kn], dus rang[k1, ... , kn]= p. 

(i) Stel, dat p < n. 

Kies p vectoren k- , •.• , k. uit [k 1, ..• , k] zodat het p-tupel 
[k J . 1 1 . ip . . . n . . . . 

. , .•• , k. l1nea1r onafhankel1Jk is, terw1Jl de overige vectoren uit 

[k~~ ••• , kn]plineaire combinaties zijn van dit p-tupel (cf. II.3.17). 

Door eventueel in A de 1 e kolom en de i; kolom te verwisselen, daarna 

de 2e en de i~ kolom, enz., enz., verkrijgen we na het uitvoeren van deze 

lineaire handelingen op de kolommen een matrix A1• Noteer: 

en 

a' ) 
1n . 

a' mn 

IF • 
m 

Volgens IV.1.9 is dan: r.r(A1) = r.r(A); k.r(A1) = k.r(A). Bovendien is 

[k1, .•. , k;] een lineair onafhankelijk stelsel, terwijl de vectoren 

k;+,••··• k~ lineaire combinaties zijn van [k1, .•. , k;]. Stel: 

k' = A1k11 + ..• +A k'· n pp' 
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dan is 

{;, a' A1a.11 + 
+ \,") 

1,n-1 

A1 

IJ. I IJ. I A1a.~1 + + A a' m1 m,n-1 P mp 

Trek nu de eerste kolom A1 keer af van de ne kolom, de tweede kolom A.2 keer 

af van de ne kolom, ••• , de pe kolom A keer af van de ne kolom. Na het uit
P 

voeren van deze lineaire handelingen op de kolommen van A1 verkrijgen we de 

matrix 

{;, IJ. I 

I) 
1,n-1 

A2 

IJ. I 1J. I 
m1 m,n-1 

met r.r(A2) = r.r(A1) = r.r(A) en k.~(A2) = k.r(A1) = k.r(A). We zien dus 

dat we in A1 de ne kolom door een uit nullen bestaande kolom kunnen vervangen 

zonder de rijen- en kolommen-rang te_ veranderen, wegens de omstandigheid dat 

de ne kolom een lineaire combinatie is van de eerste p kolommen van A. 

Op analoge manier kunnen we de (p+1)e tot en met de (n-1)e kolom van A1 
ook door kolommen met louter nullen vervangen. We krijgen zo een (m x n)

matrix 

waarin Been (m x p)-matrix is, terwijl k.r(A3) = k.r(A1) = k.r(A) =pen 

r.r(A3) = r.r(A1) = r.r(A). Volgens IV.1,10 geldt dan ook: k.r(B) =pen 

r.r(B) = r.r(A). 

(ii) Als p = n, definieer dan: B = A. 

Hiermee is in alle gevallen een (m x p)-matrix B met de gewenste eigenschap

pen gevonden. D 



72 

IV.1.13 Gevolg: Is A een (m x n)-matrix uit lF, zodat r.r(A) = q, dan bestaat 

er een (g x n)-matrix C uit lF met r.r(C) = r.r(A) = q ~ 

k.r(c) = k.r(A). 

Bewijs: Beschouw de (n x m)-ma.trix AT. Deze heeft volgens IV.1.8 als eigen

schap dat r.r(AT) = k.r(A) en k.r(AT) = r.r(A) = q. Volgens IV.1.12 bestaat 

er een (n x q)-matrix B met r.r(B) = r.r(AT) en k.r(B} = k.r(AT) = q. 

Definieer nu: C =BT.Dan is C een (q x n)-matrix terwijl bovendien geldt: 

T r.r(C) = k.r(B) = k.r(A) = r.r(A) = q; 

k,r(C) = r,r(B) = r.r(AT) = k.r(A), 

zodat de bewering bewezen is. D 

IV.1.14 Stelling: Voor elke (m x n)-matrix A uit Fis k.r(A) = r.r(A). 

Bewijs: Zij r.r(A) = q en k.r(A) = p. Volgens IV.1.12 is er bij A een 

(m x p)-ma.trix B met r.r(B) = r.r(A) en k,r(B) = p. Volgens IV.1.13 is er 

bij Been (q x p)-matrix C met r.r(C) = r.r(B) = q en k.r(C) = k,r(B) = p. 

Volgens IV. 1. 11 is dan p = q, hetgee_n te bewij zen was. [] 

De voorgaande stelling rechtvaardigt de volgende defintie: 

IV.1.15 Definitie: Is A een matrix uit lF dan heet de kolommen-rang de 

rang van A. (Deze is gelijk aan de rijen-rang van A). 

* * * 



§IV.2. Homogene stelsels 

IV.2.1 Definitie: Een lF-lineair stelsel (Y.fill m vergeli,jkingen inn~

~) is een formele uitdrukking van de vorm: 
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waarbij voor elke i E {1, ••. , m} en elke j E {1, ••. , n} 

A .. en S. getallen zijn uit F,terwijl x 1, ••• ,xn n ver-
lJ l 

schillende formele symbolen,zijn. 

IV.2.2 Definitie: Een lineair stelsel IV.2.1 (*) heet een homogeen stelsel 

als S1 = B2 = =Sm= O. In alle andere gevallen heet 

IV.2.1 (*) inhomogeen. 

IV.2.3 Definitie: Een n-tupel [a1, •.• , an] uit lF heet een oplossing voor 

het lineaire stelsel IV.2.1 (*) als geldt: 

IA11a1 + A12a2 + + A1nan = S1 

~~:~:.~.~~~~~-~.:::.~.~~~~~-~-~~ 
Am1a1 + Am2a2 + ... + Amnan = Sm 

IV.2.4 Notatie: Als [a1, ••• , an] een oplossing is van IV.2.1 (*), dan 

ku.~nen we IV.2.3 (*) ook schrijven in de vorm: 

A11 A12 A1n a1 s1 

A21 A22 A2n 
= 

Am1 Am2 A a Sm mn n 

Daarom geven we het lineaire stelsel IV .2.1 ( *) ook -louter formeel-

weer middels de ui tdrukking: 

wel 
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J.. 1 1 J..12 J..1n x, s, 
J..21 J..22 J..2n 

= 

J..m1 J..m2 J.. X 13m mn n 

IV,2,5 Definitie: De (m x n)-matrix uit F 

heet de matrix van het lineaire stelsel IV,2.1 (*). 

We bepalen ons in deze paragraaf tot homogene stelsels, 

IV,2.6 Definitie: Als S1 en S2 twee homogene stelsels van m vergelijkingen 

inn onbekenden zijn, dan heten S 1 en S2 aeguivalent als 

elke oplossing van S1 ook een oplossing is van S2 en 

-omgekeerd- elke oplossing van S2 een oplossing is van 

s,. 

IV.2,7 Definitie: Als A een (m x n)-matrix is uit F,dan zeggen we dat het 

homogene lineaire stelsel van m vergelijkingen inn 

onbekenden: 

(cf. IV,2.4) het 9:2.Q!'._A geinduceerde homogene stelsel is. 

IV,2,8 Opmerking: lli A een (m x n)-matrix uit F, terwi.jl V ~ W ~ 

lF-vectorruimten zi.in met bases [a 1 , • , • , an J, resp. 

[b 1, ••• , bm]. Zi.i de F-lineaire afbeelding cl> : V + W 

gegeven door: 
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Zi.j vervolgens S het door A geinduceerde homogene stelsel 

mm vergelijkingen in n onbekenden. Dan is het n-tupel 

[a.1, ... , a.n] uit lF een oplossing van S dan en slechts 

dan als de vector 

bevat is in Ker(~). 

Bewijs: (i) Zij het n-tupel [a.1, ••• , a.n] uit lF een oplossing van S. Sis het 

stelsel: 

A• 

Dus geldt: 

Nu is volgens II,5,32: 

Dus is uit (*) direkt duidelijk dat ~(v) = O, oftewel: v € Ker($). 

(ii) Stel nu: v € Ker($). Volgens II.5,32 is dan 

zodat 



hetgeen betekent dat [a1, ••• , an] een oplossing is van S. D 

IV.2,9 Opmerking: fil A een (m x n)-matrix uit F en zi.j A' een matrix, uit 

A verkregen door toepassing van een lineaire handeling 

op de ri.ien van A. Dan zi.jn de respectieveli.jk door A 

~ A' geinduceerde homogene stelsels 

A• A' • 

aeguivalent. 

Bewi.js: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis [a1, ••. , an] en 

een m-dimensionale F-vectorruimte W met basis [b 1, ... , bm]. Zij ~ : V + W 

de lF-lineaire afbeelding, gegeven door: 

Volgens II,5.17, II,5,18 en II,5.19 kunnen we een basis [b1, ... , b~] uit W 

vinden, zodat ook geldt: 

(i) Zij nu het n-tupel [a1, ••• , an] uit F een oplossing van het door A 

geinduceerde homogene stelsel. Volgens IV.2.8 en(*) wil dit zeggen dat, als 

geldt: v E Ker(~). Volgens IV.2.8 en(**) wil dit zeggen dat [a1, ..• , an] 
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een oplossing is van het door A' geinduceerde stelsel. Dus, elke oplossing 

van het door A geinduceerde homogene stelsel is ook een oplossing van het 

door A' geinduceerde homogene stelsel. 

(ii) Volstrekt analoog bewijst men dat elke oplossing van het door A' 

geinduceerde homogene stelsel ook een oplossing is van het door A geindu

ceerde homogene stelsel. (Gana!) D 

IV.2.10 Opmerking: Elk F-lineair homogeen stelsel heeft minstens een 

oplossing. 

Bewijs: Het n-tupel [O, •.• , OJ is altijd een oplossing voor een homogeen 

stelsel inn onbekenden. O 

IV.2.11 Opmerking: 12. S een homogeen stelsel van m vergeli.jkingen inn 

onbekenden en is A de (m x n)-matrix van S, dan heeft S 
precies een oplossing dan en slechts dan als de rang 

~ A geli,ik is aan n. 

Bewijs: Zij Veen n-dimensionale F~vectorruimte met basis [a1, ... , an] en 

zij W een m-dimensionale F-vectorruimte met basis [b1, ... , bm]. Zij voorts 

$: V + W de lineaire afbeelding, gegeven door: 

Volgens IV.1.6 is de rang van A gelijk aan dim_..,(Im($)). Volgens II.4.24 

geldt dan: 

Dus, Ker($)= {O} dan en slechts dan als r(A) = n. En omdat volgens IV.2.8 

de oplossingen van S een-eenduidig corresponderen met de vectoren uit 

Ker($), volgt dat S precies een oplossing heeft dan en slechts dan als 

r(A) = n. (Deze pplossing is dan uiteraard [O, ... , OJ.) n 

IV.2.12 Opgave: 12. Seen F-lineair homogeen stelsel waarin het aantal ver

gelijkingen kleiner is dan het aantal onbekenden, dan heeft 

S meer dan een oplossing. 
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IV.2.13 Lemma: gn (vierkante!) (n x n)-matrix A uit Fis regulier dan _lfil 

slechts dan als r(A) = n. 

Bewijs: Kies een n-dimensionale JF-vectorruimte V met basis [a1, •.• , an]. 

Beschouw het F-lineaire endomorphisme ~ van V, gegeven door: 

Volgens IV.1.6 is r(A) = di111J;,(Im(~)),zodat di~(Im(~)) = di~(V) (of, wat 

hetzelfde is: Im(~)= V) dan en slechts dan als r(A) = n. Nu is volgens 

III.3.2 (iv) Im(~)= V dan en slechts dan als ~ een F-lineair automorphisme 

is, en dit laatste is volgens III.3.21 weer aequivalent met de bewering dat 

A regulier is. Vandaar het lemma. [] 

IV.2,14 Opmerking: Een F-lineair homogeen stelsel S met vierkante matrix A 

heeft precies een oplossing dan en slechts dan als A 

een reguliere matrix is. 

Bewijs: Dit is een rechtstreeks gevolg van IV.2.11 en IV.2.13. (Gana!)[] 

IV.2.15 Beschouw nogmaals een lF-lineair homogeen stelsel S van m vergelij

kingen inn onbekenden met (m x n)-matrix A: 

Neem aan dat [a1, ••. , an] en [y 1, •.• , yn] twee oplossingen zijn van dit 

stelsel S. Dus: 

Beschouw hierbij de n-tupels [a 1 + y 1, ••• , an+ yn] en [Aa 1, ••• , Aan] uit lF 

( waarbij A een getal ui t F is) • Dan geldt: 
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A • 

en eveneens: 

Dus zijn beide laatstgenoemde n-tupels uit lF ook oplossingen van het 

stelsel S. (*) 

Zij nu 

de verzameling van alle oplossingen van S. Door als volgt een optelling en 

een F-scalaire vermenigvuldiging: 

te definieren op de elementen van Os wordt blijkens (*) OS een F-vector

ruimte. We noemen OS de oplossingsruimte van het stelsel S. 

IV.2.16 Opmerking: l2, Seen F-lineair homogeen stelsel met (m x n)-matrix 

A, dan is de dimensie van de oplossingsruimte OS 1:fil!. S 
geli 1jk aan n - r(A). 

Bewijs: Zij V de verzameling van alle n-tupels uit F. Met de optelling 
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en de F-scalaire vermenigvuldiging 

(). e: F) 

is V een F-vectorruimte. Ui t IV. 2. 15 volgt direkt dat OS een F-lineaire 

deelruimte is van V. Kies voor V de basis [a1, ••• , an]• gegeven door: 

a 1 = [1,0, ••• ,0J; a2 = [o,1,0, ••• ,0]; ••• ;an= [o, ••• ,0,1], 

en beschouw voorts een m-dimensionale F-vectorruimte W met basis 

[b 1, •.• , bm]. Zij f: V-+ W de F-lineaire afbeelding, gegeven door: 

Volgens de dimensiestelling geldt: 

di1'JJ,(Ker(f)) = di1'JJ,(V) - dim,,(Im(f)) = n - r(A). 

We zijn dus klaar met het bewijs als we kunnen aantonen, dat Os = Ker(f). 

Nu weten we volgens IV.2.8 dat [a1_, ••• , an] e: Os dan en slechts dan als 

de vector 

v • Cl , (V, [a1, ... , •nl) 

bevat is in Ker(f), Maa.r 

v = a 1a1 + ••• + anan = 

= a 1[1,o, ••• ,0J + ••• + an[o, ••• ,0,1] = [a1, ••• , an]. 

We hebben dus bewezen: [a1, ••• , an] e: Os dan en slechts dan als 

[a1, ••• , an] e: Ker(f). Dit betekent: Os = Ker(f), zodat de opmerking bewezen 

is. O 

Als dus gevraagd wordt om een F-lineair homogeen stelsel S met (m x n)

matrix A op te lossen, dan is het voldoende om n - r(A) lineair onafhanke-
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lijke n-tupels uit F te geven die stuk voor stuk oplossingen zijn van S, en 

derbalve een basis vormen voor 08! 

Tot slot van deze paragraaf geven we een algemene metbode om een F

lineair bomogeen stelsel op te lossen. 

IV.2.17 Lemma: De oplossingen van bet ''homogene stelsel" van 1 vergeli 1jking 

inn onbekenden: 

zifo gegeven door de basis 

van de oplossingsruimte, waarbij de n-tupels u. ( i = 1 , ••• ,n) 
l. 

uit F gegeven zijn door: 

u1 = [1,0, .. ,,0]; ~ = [0,1,0, .. ,,0]; ... ; Un= [0, .. ,,0,1], 

Bewijs: Men verifieert recbtstreeks ·dat deze basisvectoren uit de oplossings

ruimte inderdaad oplossingen zijn, (Bijvoorbeeld: 

+ [0,1,0, ... ,0] = 

en di t n-tupel ui t F is, zoals door substi tutie blijkt, een oplossing van 

(*),) Men controlere zelf dat den - 1 gegeven n-tupels uit bet stelsel 

(**) lineair onafhankelijk zijn, De matrix A van bet gegeven bomogene stel

sel is 

Omdat A11 ; 0,is r(A) = 1. Dus de dimensie van de oplossingsruimte is 

n - r(A) = n - 1. Derbalve is(**) ... als lineair onafhankelijk stelsel van 

n - 1 vectoren uit de oplossingsruimte- een basis voor de oplossingsruimte 

van bet bomogene stelsel (*), n 
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IV.2.18 Lemma: Zij Seen F-lineair homogeen stelsel van de vorm: 

+ Al X = 0 n n 
+A2X =O nn 

). x = 0 mn n 

(waarbij 1.11 I O, 1.2k I O, k ~ 2). Zij S1 het deelstelsel 

.!!B. S, gevormd door de 2e tot en met de me vergeli,jking: 

Dan is [et1 , ••• , '\.-1 , Bk, ••• , 13n J een oplossing van S dan 

en slechts dan als [Bk'''"' 13n] een oplossing is voor S1 fil! 

als verder geldt: 

(•••> 

Bewijs: (i) Zij eerst [et1, ••• , '\.-i• Bk''''• 13n] een oplossing voor S, Dan 
is zeker 

{~:~~~-~.:::.~.~:~~~-~-~ 
"m1t13k + •·• + "mn13n = O, 

zodat [Bk''''' 13n] een oplossing is voor s1• Voorts geldt: 

en omdat 1.11 I O volgt hieruit direkt: 

+ ", 13 = O n n 
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(ii) Veronderstel nu dat [Bk, ••• , Sn] een oplossing is voor S1 en dat 

de getallen a 1, ••• , °'k-l uit F voldoen aan de betrekking (***). Dan geldt: 

+ ... + A1,k-1°'k-1 + AlkBk + 

A2k8k + 

+ A1nBn = O 

+ A2nBn = 0 

IV.2.19 Gebruik makend van beide voorgaande lemma's kunnen we nu in het 

algemeen homogene F-lineaire stelsels oplossen. Beschouw een willekeurig 

F-lineair homogeen stelsel S: 

We mogen vanzelfsprekend aannemen dat in de matrix (A .. ) van dit stelsel 
l.J 

geen rijen of kolommen voorkomen die uitsluitend uit nullen bestaan, 

Passen we op de rijen van de matrix (A .. ) een lineaire handeling toe, 
l.J 

dan verkrijgen we volgens IV.2.9 een matrix(µ .. ) die een homogeen stelsel 
l.J 

induceert dat aequivalent is met het oorspronkelijke stelsel S. Hiervan 

maken we nu op de volgende wijze gebruik: 

(i) Door eventueel twee rijen van (A,.) te verwisselen mogen we aannemen 
l.J 

dat A11 # O. 

(ii) Trek de eerste rij nu A~~Ail keer af van de ie rij, voor i = 2, ••• ,m. 

Door de ender (i) en (ii) genoemde lineaire handelingen op de rijen van 

(A .. ) uit te voeren verkrijgen we een met S aequivalent stelsel van de vorm: 
l.J 
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µ, 1 l-112 µ1n x, 0 

0 l-122 µ2n 
= 

0 µm2 µmn X 0 n 

(waarbij µ11 = A11 I 0), We onderscheiden nu twee mogelijkheden: 

(a) De sub-matrix 

(
~22 

l-lm2 

bestaat uitsluitend uit nullen. Dan is S aequivalent met het stelsel (*) 

dat de vorm 

heeft. Dit stelsel kunnen we met behulp van lemma IV,2.17 oplossen, 

(*) 

(b) De sub-matrix(**) bestaat niet uitsluitend uit nullen: in dit geval 

is er een k ~ 2 te vinden, zodat (**) van de vorm 

µmk 

~2n) 

µmn 

is, waarbij niet elk der elementen µ2k' l-131c•···• µmk nul is, Door in de 
matrix 

l-11,k-1 µ1k µ1n) 
0 µ2k µ2n . 
0 µmk µmn 

van het homogene stelsel (*) eventueel de tweede rij met een der volgende 

rijen te verwisselen, kunnen we aannemen dat µ2k I O is. Het stelsel (*) is 



dan van de vorm: 

+ µ1,k-1~-1 + µ1k~ + 

µ2k~ + 

= 0 

= 0 
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met µ 11 I O, µ2k I O, k ~ 2. Met lemma IV.2.18 betekent dit dat het oplos

sen van het stelsel (*) bereikt wordt door het stelsel van m - 1 vergelij

kingen 

[

µ2k~ + + µ2nxn = O 

~~~-~.:::.~.~~~~~-~-~ 
µmk~ + • • • + µmnxn = O 

op te lessen. We hebben zo het stelsel S,voor wat betreft het bepalen van 

de oplossingen, gereduceerd tot een stelsel van minstens een vergelijking 

minder. Zo kunnen we doorgaan, tot we uiteindelijk een stelsel, bestaande 

uit een vergelijking verkrijgen, waarvan we volgens IV.2.17 de oplossing 

kennen. D 

IV.2.20 Voorbeeld: We bepalen de oplossingen van het stelsel 

x2 + 4x4 + x5 
2x1 + x2 + x3 + 2x4 + 3x5 r· 6x1 + 3x2 + 2x3 + 8x4 + 7x5 

x1 + x2 + X3 

De bijbehorende matrix is: 

A= 

+ X4 + 

0 

3 2 

x5 

4 

2 

8 

= 0 

= 0 

= 0 

= o. 

(*) 

Trek de 1e rij 1 keer af van de 2e rij, 3 keer van de 3e rij en; keer van 

de 4e rij. We krijgen dan de matrix: 
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Het door A1 geinduceerde homogene stelsel is aequivalent met stelsel (*), 

Verwissel nu de 2e en de 4e rij van A1• We verkrijgen dan een matrix A2 van 

het homogene stelsel 

r. ,½ 
+ 4x4 + x5 = 0 

1 
0 2x2 + X3 X4 + 2X5 = 

2x3 4x4 + 4x5 = 0 (**) 

x3 - 2x4 + 2x5 = 0 , 

dat nog steeds aequivalent is met(*), Volgens IV.2.18 kennen we de oplos

singen van(**) als we de oplossingen van het deelstelsel ! i½ + "3 -
1 0 x4 + 2x5 = 

2x3 - 4x4 + 4x5 = 0 (***) 

X3 - 2x4 + 2x5 = 0 

kennen. Weer volgens IV.2.18 is het voldoende om de oplossingen te bepalen 

van het deelstelsel hiervan: 

Dit stelsel is uiteraard aequivalent met het stelsel 

(****) 

(****) heeft als basis voor de oplossingsruimte van(****) (cf. IV.2.17,): 

[[2,1,0], [-2,0,1]]. 

Anders gezegd: de oplossingen van(****) zijn de lineaire combinaties van 

deze basis: 



Volgens IV.2.18 zijn dan de oplossingen van(***): 

waarbij: 

Dus, de oplossingen van(***) zijn de 4-tupels 

Weer volgens IV.2.18 vinden we hieruit de oplossingen van(**): dit zijn 

de 5-tupels 

waarbij: 

Dus de oplossingen van het oorspronkelijke stelsel (*) (zijnde de oplos

singen van het aequivalente stelse1 (**)) zijn de 5-tupels 

of, anders geschreven, 

a 1 [-1 , -2, 2 , 1 , 0] + a i-2 , 3, -2, 0 , 1 ] 
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De lineair onafhankelijke 5-tupels [-1,-2,2,1,0] en [-2,3,-2,0,1] vormen 

derhalve een basis van de oplossingsruimte van(*) die derhalve tweedimensi

onaal is. (Dit betekent volgens IV,2.16 : 

r(A) = n - 2 = 3, 

De lezer controlere dit door de rang van de matrix Ate bepalen.) 

* * * 
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§IV.3. Lineaire stelsels 

In deze paragraaf maken we enkele opmerkingen over het oplossen van 

een F-lineair stelsel. 

IV.3.1 Opmerking: Zij S het F-lineaire stelsel 

met de bi ,jbehorende (m x n)-matrix 

A = ( '.11 J· "m1 

Zijn V fill W twee F-vectorruimten met bases [a1, ••• , an], 

resp. [b 1, ••• , bm] en is <P : V -+- W de F-lineaire afbeel

ding die gegeven wordt door: 

dan is het n-tupel [a1, ... , an] uit F een oplossing van 

S dan en slechts dan als 

</,( V) = W 

waarbi j: 

v• [), {V, [a1, .. ., a]} 
n 



89 

Bewijs: Als [a1, ... , an] een oplossing is voor S, dan betekent a.it: 

en dit wil volgens II.5.32 niets anders zeggen dan ~(v) = w. D 

IV.3.2 Definitie: Is 

een F-lineair stelsel, dan heet de (m x (n+1))-matrix 

de uitgebreide matrix van dit stelsel. 

IV.3.3 Opmerking: Is 

een F-lineair ste.lsel S met ui tgebreide matrix A*, ~ 
heeft a.it stelsel een oplossing dan en slechts dan als 

geldt: 

Bewijs: A is een (m x n)-matrix. Kies F-vectorruimten Ven W met bases 

[a1, ••• , an]• resp. [b 1, ••. , bm]. Zij ~ : V ~ W de F-lineaire afbeelding 

die gegeven wordt door: 
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Noteer: 

Volgens IV,3,1 is een n-tupel [a1, •.• , an] uit F een oplossing van S dan 

en slechts dan als voor de vector 

geldt: 

<j,(a) = b. 

Dus, S heeft oplossingen dan en slechts dan als er vectoren a E V bestaan, 

l!'.odat b het beeld is van a onder <P. Di t wil niets anders zeggen dan: S heeft 

oplossingen dan en slechts dan als 

b E Im( q,). 
Zij nu 

Dan is 

( j = 1 , ••• ,n) . 

Nu is volgens IV.1.6 de (kolommen-)rang van A gelijk aan de dimensie van 

Im(<!>), dus -omdat [<j,(a 1), ••• , <!>(an)] een stelsel voortbrengenden is van 

Im(<!>)- gelijk aan de rang van dit n-tupel vectoren uit W. Evenzo is de rang 

* van A gelijk aan de rang van het (n+1)-tupel vectoren [~(a1), ••.• ~(an),b] 

uit W. 
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Is nub e Im(<P), dan is been lineaire combinatie van 

[cl>{a 1), ••• , <P(an)J zodat volgens II.3.26 E<P(a1), ••• , <P(an)J en 

[cl>{a 1), ••• , <P(a ), b] dezelfde rang hebben. , n 
Is omgekeerd gegeven dat laatstgenoemde twee tupels dezelfde rang heb-

ben, dan is de dimensie van Im( <P) gelijk aan de dimensie van de lineaire 

deelruimte van W, die opgespannen wordt door [cl>{a1), ... , <P(an), b]. Oma.at 

Im{cp) bovendien in deze deelruimte is bevat, volgt dat Im(<P) gelijk is aan 

de door E<P(a1), ••• , <P(an), b] opgespannen deelruimte van W, Dit houdt in: 

b E Im($), 

We zien dus dat b e Im( <P) is dan en slechts dan als [cl>(a1), ••• , <P( an) J 

en [cp(a1), ••• , <P(an), b] gelijke rang hebben, oftewel: dan en slechts dan 

als r(A) = r(A*). Dus heeft het F-lineaire stelsel S oplossingen dan en 

slechts dan als r(A) = r(A*). D 

IV,3,4 Definitie: Is S het F-lineaire stelsel 

dan heet het F-lineaire homogene stelsel S 1, geinduceerd 

door de matrix A van S: 

het ~ S geassocieerde homogene stelsel. 

IV.3,5 Opmerking: ~ [a1, ... , an] een oplossing van het F-lineaire stelsel 

S, gegeven door: 

dan zijn de oplossingen van S precies alle n-tupels van 

de vorm 
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waarbij [y1, ••• , yn] een oplossing is van het met S geas

socieerde homogene stelsel S 1. 

Bewijs: (i) Beschouw een n-tupel 

waarbij [y 1, ••• , yn] een oplossing is van S1• Dan geldt: 

A• (J d • {J + (I} a 

a A • ( u + A • (] a [) + m a (;J 
zodat [o 1, ••• , on] inderdaad een oplossing is van S. 

(ii) Zij nu [o 1, ••• , on] een willekeurige oplossing van S. We moeten dan 

laten zien dater een oplossing [y 1, •.• , yn] van S 1 bestaat zodat 

Met andere woorden. we moeten laten zien dat het n-tupel 

een oplossing is van S 1• Welnu, di t volgt wegens: 
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Hiermee is de opmerking bewezen. D 

De voorgaande opmerking zegt dat, om een F-lineair stelsel Sop te 

lossen, het voldoende is om €~n oplossing van S te bepalen alsmede alle op

lossingen van het geassocieerde homogene stelsel S1• Dit laatste is in de 

voorgaande paragraaf behandeld, zodat het probleem blijft om een "particu

liere" oplossing van het F-lineaire stelsel S te bepalen. Soms kan men zo 'n 

particuliere oplossing gemak.kelijk vinden. Dan is dus het oplossen van F

lineaire stelsels teruggebracht tot het oplossen van homogene stelsels. 

Ook indien men niet zo gemak.kelijk een pe.rticuliere oplossing kan 

vinden, kan men in het algemeen het probleem van de oplossing van een F

lineair stelsel terugvoeren tot het vinden van de oplossingen van een homo

geen stelsel, dat den echter €~n onbekende meer bevat, 

IV,3,6, Opmerking: Beschouw bi1j het F-lineaire stelsel S, gegeven door: 

* het F-lineaire homogene stelsel S , gegeven door: 

waarbij A* de ui tgebreide matrix is van S. Dan is 

[a1, ••• , an] een oplossing van S dan en slechts dan als 

[a1, ••. , an, -1] een oplossing is vans*. 

Bewijs: (i) Zij [a1, ••• , an] een oplossing van S. Dan geldt, als 

dat 



{'.::~:.~.:::.~.'.:~~~-~.'.: 
Am1a1 + ·•• + Amnan - 8m· 

Dus ook: 

wat betekent dat [a1, ••. , an' -1] een oplossing is vans*. 

(ii) Even simpel bewijze de lezer zelf dat,als [a1, ••. , an, -1] een 

oplossing is vans*, [a1, ••. , an] een oplossing is van S.O 

IV.3,7 Men ziet uit de vorige opmerking dat men het F-lineaire stelsel S 

als volgt kan oplossen: Bepaal eerst alle oplossingen vans*; kies hieruit 

die oplossingen [a1, ••• , an' an+l] waarvoor geldt: 

jg [a1, .•• , an' an+1J zo'n oplossing vans*, dan is het n-tupel 

een oplossing van S. (Immers, met [a1, .•. , an, an+1J (an+ 1 I 0) is ook 

volgens IV.2.15 

-1] 

een oplossing vans*. Volgens IV.3.16 is(*) dan een oplossing van S.) 

IV.3,8 Voorbeeld: We lessen het .IR-lineaire stelsel S: 

r 
+ x2 + 2x3 = 4 

2x1 + x2 + 4x3 + X4 = 13 

3x1 + x2 + 4x3 = 10 

2x1 + x2 + 2x3 - X4 = 

op de twee hiervoor beschreven manieren op. 
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Allereerst bepalen we of Seen oplossing heeft. Is A de matrix en A* 

de uitgebreide matrix van S, dan moet -opdat er een oplossing is- gelden: 

r(A) = r(A*), De lezer controlere dat beide matrices de rang 3 hebben, 

Neem eerst aan dat we geen particuliere oplossing van S kunnen vinden, 

We beschouwen dan het door A* geinduceerde lR-lineaire homogene stelsel 

(~ 
2 0 

1~) 4 

4 0 10 

2 -1 1 

( Oma.at r(A*) = 3 heeft de oplossingsruimte 

Trek in A* de 1e rij 2 (resp. 3, resp, 2) 

resp, 4e) rij. We krijgen dan de matrix 

(j -1 

-2 

-1 

2 

0 

-2 

-2 

0 

0 

-1 

x1 

m-
x2 

X3 = 
X4 

X5 

van dit stelsel de dimensie 2.) 

keer af van de 2e (resp. 3e, 

We beschouwen nu (de methode volgend uit de vorige paragraaf) het homogene 

stelsel, geinduceerd door de sub-matrix 

Trek in deze matrix de 1e rij 2 (resp. 1) keer af van de 2e (resp. 3e) rij. 

Dit levert de matrix 

0 

-2 

-2 

1 5) 
-2 -12 • 

-2 -12 

We beschouwen vervolgens de sub-matrix 

( -2 -2 -12) • 
-2 -2 -12 
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Trek hierin de ,e rij af van de 2e rij: 

-2-12)· 
0 0 

(***) 

Deze matrix induceert het 11stelsel11 van een vergelijking in drie onbekenden: 

De oplossingen van dit door(***) geinduceerde stelsel zijn de 3-tupels: 

Dus het homogene stelsel, geinduceerd door(**} heeft als oplossing de 

4-tupels: 

Het homogene stelsel, geinduceerd aoor A* heeft dus als oplossingen de 

5-tupels van de vorm: 

De oplossingen van S zijn dus de 4-tupels van de vorm: 

er, er 1 er er 1 
[- - - 3, --- 5 ..J. + 6, - -] (er1, er2 i:: R; er2 'I o), 

er2 er2 • er er2 2 

of, anders geschreven, de 4-tupels van de vorm: 

(i) [-3,-5,6,0] + T[-1,-1,1,-1] 

er 1 
(waarbij we Tin plaats van cr hebben geschreven), 

2 
Stel nu dat we een particuliere oplossing kennen; bijvoorbeeld: 

[1, -1, 2, 4] 

is een oplossing van S. We lossen nu het met S geassocieerde homogene stel

sel S1 op dat geinduceerd wordt door de matrix 
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Gana dat deze oplossingen zijn: de 4-tupels 

cr[1, 1, -1, 1] (crt!:R). 

De oplossingen van S zijn dus de 4-tupels van de vorm: 

( ii) [1,-1,2,4] + 0"[1,1,-1,1] (cr € R). 

De lezer controlere dat de oplossingen van S zoals gegeven onder (i) en (ii) 

dezelfde zijn ! 

IV.3.9 ~: Merk op dat de oplossingen van een niet-homogeenF-lineair 

stelsel geen F-vectorruimte vormen! 

IV.3.10 Voorbeeld: (Examen Wetenschappelijk Rekenen A; 1961). 

We onderzoeken voor alle reele waa.rden a en b de oplosbaarheid van het stel

sel S, gegeven door: 

S heeft een oplossing dan en slechts dan als geldt: 

(

2 

r 4 
1 

Volgens IV.2.13 is 

J 



dan en slechts dan als 

-1 

-3 

-1 l -a 

7 

I o, 

oftewel: dan en slechts dan als a I 11. 

(i) Stel a I 11. Dan is het 3-tupel vectoren 

een lineair onafhankelijk stelsel uit R3 . Derhalve is de (kolommen-)rang 

van de uitgebreide matrix 

-1 

-a 

7 

groter dan of gelijk aan 3. Omdat deze matrix drie rijen heeft, is de (rij

en-) rang~ 3. Dus is, als a# 11; ook de rang van de uitgebreide matrix S 

gelijk aan 3. Dus,~ a# 11 is het F-lineaire stelsel S voor elke waar

de van b oplosbaar. 

(ii) Stel nu: a= 11. Dan is 

r (: -1 :: l = r (: -1 -~~ l = 2. 

1 -3 7 1 -3 7 

(Gana!) We bepalen nu voor a= 11 de rang van de uitgebreide matrix 

-1 -1 

-11 

-3 7 

voor alle reele waarden van b. 

Tel nu de 1e kolom van A* 2 keer op bij de 3e kolom. We krijgen de matrix 



Tel de 2e kolom 3 keer op bij de derde kolom: 

( 
2 -1 

4 1 

1 -3 

0 

0 

0 

Deze matrix (die dezelfde rang heeft als A*) heeft dezelfde rang als de 

( 3 x 3)-matrix 

De rang van deze matrix is 3 dan en slechts dan als 

( cf. IV .2.13). Dus als 

a = 11 

en is het stelsel S niet oplosbaar. 

Stel nu: 

a= 11 

Dan is 

b/-i 

b = -¾• 

99 
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-1 -1 -1 

-a = 2, 

-3 7 -3 

zodat in dat geval S wel oplosbaar is. 

Samenvattend: 

a I 11, b € E er is een oplossing van S; 

a= 1 1 , b = -g er is een oplossing van S; 

a = 11 , b 5 I-; er is geen oplossing van S. 

~: Bepaal in de eerste twee gevallen alle oplossingen van S, 

* * * 



V. Eigenwaarden 

§V.1. Eigenwaarden en eigenvectoren 

V.1.1 Voorbeeld: Beschouw het door de (3 x 3)-matrix 

geinduceerde lR-lineaire endomorphisme 

A 
<P = (E3, [e1 ,e2,e3]) -+ (E3, [e1 ,e2,e3]), 

waarbij 

Beschouw de twee vectoren a, b € E3 , gegeven door: 

Dan geldt: 

oftewel: 

.Ca) = A • ( : l = ( : ) .c,3, [e,.e2 ,e3l) 

O(b) =A• (:) = (:) , (E3, [e1,e2 ,e3J), 

<P( a) = 2a 

</i(b) = b = e 
3 

0 . 

</i( b) = b. 

<P(a) = 2a 

.a 

e ................... ·.-:,•· 
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De vectoren a en b ui t JE3 worden dus afgebeeld door cp op vectoren die 

"dezelfde richting" hebben als a, resp. b zelf, Zulke vectoren zullen we 

"eigenvectoren" van de afbeelding cp noemen. Nu werd a op 2•a en b op 1 •b 

afgebeeld door cjl. De reele getallen 2 (resp. 1) gaan we "eigenwaarden" van 

cp noemen. 

V.1.2 .Het probleem dat we nu in het algemeen zullen bespreken is: 

als Veen F-vectorruimte is en cp : V +Vis een F-lineair endomorphisme van 

V, welke zijn dan de getallen A E F (zo zulke getallen bestaan) waarbij een 

vector v € V kan worden gevonden met v F O zodat geldt: 

cjl( v) = A•v ? 

Zij n de dimensie van V; zij [a1, ••• , an] een basis voor Ven zij A de 

(n x n)-matrix uit F zodat 

We zullen proberen om alle eigenwaarden van cp op te sporen. Noteer: 

A = ( ~11 ~1n ) • 

n1 nn 

Zij nu A E F. Opdat A een eigenwaarde van cp is, moet er een bijbehorende 

eigenvector bi O in V te vinden zijn, zeg 

b • (U, (V, [a 1, ... , • 0 ll, 

zodat: 
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Nu is 

zodat -opdat A een eigenwaarde is bij b- we in plaats van(*) ook kunnen 

schrijven: 

oftewel: 

Beschouw hierbij het homogene F-lineaire stelsel S, gegeven door 

Volgens (**) is A een eigenwaarde van~ als dit stelsel een oplossing 

[S 1, .•. , Sn] heeft, ongelijk aan de altijd bestaande oplossing [O, ••• , OJ 

(immers: bi o). Volgens IV.2.14 is dit het geval dan en slechts dan als 

det(A - AI ) = O. 
n 

Samenvattend: A E Fis een eigenwaarde van~. dan en slechts dan als 

det(A - AI ) = O. 
n 

Twee opmerkingen: 

(***) 

(i) In de betrekking (***) komen Ven~ niet expliciet voor. Het al of niet 

eigenwaarde zijn van A wordt dus door A bepaald. 
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( ii) det(A - AI ) is een ne graads veelterm in A, Bijvoorbeeld, als 
n 

(zodat hier n = 3),dan is 

( 
1-A O l 
-1 3-A O = 

o 1-A 

= (1 - A)(2 A) 2, 

zodat hier A= 1 en A= 2 de eigenwaarden zijn. (Vgl. V.1.1.) 

V.1.3 We gaan nu de in V.1.1 en V.1.2 geschetste begrippen formeel in

voeren: 

V.1.4 Definitie: Zij Veen JF-vectorruimte en zij $ : V ~Veen lF-lineair 

endomorphisme van V. Als A€ Fis, en er bestaat een 

vector b € V met b I 0 zodat 

dan heet A een eigenwaarde van$. 

V.1,5 Definitie: Zij A een (n x n)-matrix uit F. Een getal A€ lF heet een 

eigenwaarde van A als geldt: 

det(A - AI ) = 0. 
n 

V.1.6 Definitie: Is A een (n x n)-matrix uit F,dan heet het ne graads poly

noom in A (met coefficienten a0 , ..• ,an € F) 

de karakteristieke veelterm van A. 
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V.1,7 Definitie: Is Veen F-vectorruimte en is$: V + V eenlF-lineair 

endomorphisme van V, terwijl A een eigenwaarde is van$, 

dan heet elite vector a€ V die voldoet aan 

$(a)= Aa 

een eigenvector van$ bij de eigenwaarde A!!!:!!.$. 

V.1.8 Opmerking: .!.§. $: V +Veen F-lineair endomorphisme van eenF-vector

ruimte V, is A een eigenwaarde van $ en zi,jn a 1, ••• •¾ 

k eigenvectoren van$ bij A, dan is ook elke lineaire 

combinatie van [a1, ••• ,¾J een eigenvector van$ ill A. 

Bewijs: Zij c een lineaire combinatie van [a1, ••• ,¾J• zeg: 

Dan geldt: 

$(c) = µ 1$(a 1) + ••• + ~$(¾) = 

= A{µ 1a 1 + ••• +~~}=Ac, 

zodat de opmerking geldt. D 

Uit de laatste opmerking volgt onmiddellijk dat,als A een eigenwaarde 

is van$, de eigenvectoren bij A van$ een F-lineaire deelruimte vormen van 

V. We definieren: 

v.1.9 Definitie: Is$: V +Veen F-lineair endomorphisme van een F-vector

ruimte Ven is A€ F een eigenwaarde van$, dan heet de 

F-lineaire deelruimte der eigenvectoren van$ bij A de 

eigenruimte van$ bij A. 

V.1.10 Opmerking: Is V een F-vectorruimte, is $ : V + V een F-lineair endo

morphisme van V, zi.in A1 ~ A2 twee verschillende eigen

waarden van $, zijn W 1 ~ w2 de eigenruimten van $ bi,j 

A1, resp. A2, dan geldt: 
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Bewijs: Als c € w1 n w2 , dan geldt: 

zodat (A1 - A2 )c = O. Omdat A1 I A2 volgt hieruit: c = O. 0 

V. 1. 11 Opmerking: Is V een .IF-vectorruimte, is cp : V + V een .IF-lineair endo-

morphisme van V, zijn A1, ..• , \ € F paarsgewijs ver

schillende eigenwaarden van cj) en zi,jn b 1 , ••• , bk € V, 

zodat b. een eigenvector is van cj) bij A. (j = 1, .•• ,k) fill 
-- J - J 
bj 'I O, dan is het k-tupel [b 1, ... , bk] uit Veen 

lineair onafhankelijk stelsel. 

Bewijs: Veronderstel dat het k-tupel [b 1 , ••• , bk] lineair afhankelijk is. 

Dan is de rang van [b 1, ••• , bk] kleiner dank. Zeg: 

Kies r vectoren b. , •.. , b. uit [b 1 , ... , bk] zodat [b. , ... , b. ] een 
1 1 1 r l. 1 1 r 

lineair onafhankelijk stelsel is. Kies vervolgens een bj uit [b 1, ••• , bk] 

die niet in dit r-tupel voorkomt. Dan is b, een lineaire combinatie van 
J 

[b. , ••• , b. ] zodat we getallen µ1, ••• , µ € .IF kunnen kiezen,zodat 
i1 l.r r 

Dan is 

b. = µ 1b. + ••• + µ b. . 
J J. 1 r 1 r 

Lb. = cj)(b.) = µ 1cj)(b. ) + 
J J J J.1 

= µ 1 A. b. + 
l. 1 l. 1 

+ µ cj)(b. ) = 
r l.r 

+ µ A. b .• 
r 1 r 1 r 

Volgens (*) geldt ook (linker- en rechterlid met A. vermenigvuldigen): 
J 

A.b. = µ 1A.b. + ••. + µ A.b. 
J J J l. 1 r J 1 r 

Dit laatste, gecombineerd met(**), levert: 

0 = µ 1(A. - A.)b. + ... +µ(A. - A.)b .• 
i1 J l.1 r 1 r J l.r 
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Omdat steeds A. I A. (t = 1, ••• ,r) moet,omdat [b. , ••• , b. J een lineair 
it J 1.1 J.r 

onafhankelijk stelsel is, gelden: 

hetgeen volgens (*) betekent: b.= O, in tegenspraak met het gegeven. Dus 
J 

geldt de opmerking. D 

V.1.12 Opmerking: ll!_ Veen F-vectorruimte, is~ : V +Veen F-lineair 

endomorphisme van V, is [a1, ••• , an] een basis voor ~ en 

is A de (n x n)-matrix uit F zodat 

dan zijn de eigenwaarden van~ precies de wortels van de 

karakteristieke veelterm van A in JF, 

Bewijs: Dit is al bewezen in V, 1.2, 0 

V .1, 13 Opmerking: Zi,in A en B twee_ aeguivalente (n x n)-matrices uit F, 

dan hebben A en B dezelfde karakteristieke veelterm. 

Bewijs: Er is een reguliere (n x n)-matrix uit F, zeg. S, zodat 

Dan geldt: 

V.1.14 

det(A - AI ) = det(S- 1BS AS- 1I S) = 
n n 

= det(S- 1BS s-1(U )S) 
n = 

= det s-1(B U )S = n 

= det(s- 1) . det(B - AI ) . det(S) = n 

= (det(S))- 1 • det(B - AI ) • det(S) = n 

= det(B - AI). n n 

T Opmerking: Voor elke (n x n)-matrix A uit F geldt, dat A en A de-

zelfde karakteristieke veelterm hebben. 
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Bewijs: In het algemeen gelden voor elk tweetal (m x n)-matrices Men N de 

rekenregels: 

zoals direkt duidelijk is. Hiervan gebruik makend vindt men: 

det(AT - AI ) = 
n 

= det(A - AI ) . 0 n -

= det(A - AI )T = 
n 

V.1.15 Opmerking: 1.§. A een (n x n)-bovendriehoeksmatrix uit F, dan zijn de 

eigenwaarden van A juist de elementen op de hoofddiago

naal van A. 

Bewi,j s : Als 

dan is de karakteristieke veelterm van A: 

(

(a1~-A'.. 
det(A - AI)= det .. 

n 

0 0 

De eigenwaarden van A zijn de wortels van deze karakteristieke veelterm. 

Deze wortels zijn uiteraard: a 11 , a 22 , ••• , ann 0 

V. 1 • 16 Opgave: Formuleer en bewi.i s een aan V. 1 • 15 analoge bewering voor 

onderdriehoeksmatrices. 
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V.1.17 Beschouw eens een (n x n)-matrix A uit JR. De karakteristieke veel

term van A is: 

det(A - AI ) • n 

Dit is een ne graads veelterm in A, zeg: 

met reele coefficienten c0 , c 1 , ••• , en. De (reele) eigenwaarden van A zijn 

dan de reele wortels van de vergelijking 

Nu is uit de algebra bekend dat elk polynoom 

met reele coefficienten c. ( i = O, ••• ,n) te ontbinden is in factoren met 
l. 

reele coefficienten van graad ten hoogste twee. Of zo'n factor van graad 2 

verder in twee lineaire factoren met reele coefficienten is te ontbinden, 

hangt af van de discriminant. Zover mogelijk ontbindend verkrijgen we: 

= (a X - b )• 
1 1 

'(a X 
t 

•(d x2 +ex+ f) s s s 

waarbij a., b., d., eJ., fJ. (i = 1, ... ,t; j = 1, ... ,s) reele getallen zijn 
l. l. J 

en bovendien geldt: 

2 e. 
J 

4d.f. < 0 
J J 

(j = 1, ... ,s). 

In dit geval heeft de reele matrix A dust(~ n) reele eigenwaarden: 

(waarbij meerdere gelijke eigenwaarden kunnen voorkomen). 

Is daarentegen Been (n x n)-matrix uit t, dan heeft B, omdat elk ne 

graads polynoom 
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met complexe coefficienten w. (i = O, •.• ,n) inn lineaire factoren met com
J. 

plexe coefficienten is te ontbinden, n (complexe) eigenwaarden. 

V.1.18 Opmerking: Elke (n x n)-matrix A uitlF met n eigenwaarden inF is 

aeguivalent met een bovendriehoeksmatrix uit F. 

Bewijs: Zij Veen n-dimensionale F-vectorruimte met basis [a 1, .•. , an]. Zij 

~ : V + V het F-lineaire endomorphisme van V dat gegeven wordt door 

La.ten A1, .•. , An E ]F de eigenwaarden van A (en dus ook van~) zijn. We gaan 

de opmerking met volledige inductie naar n bewijzen. Als n = 1 is de opmer

king triviaal. Stel nu dat de opmerking geldt voor elke ((n-1) x (n-1))

matrix uit F. 

Kies bij A1 E F een eigenvector b 1 E V (b 1 t 0). We kunnen het 1-tupel 

[b 1J met n-1 vectoren uit [a1, .•. , an] aanvullen tot een basis van V, zeg: 

[b 1 , a. , ... , ~- ]. 
i2 J.n 

Laten Sen B de (n x n)-matrices uit ]F zijn, gegeven door: 

en 

~ = (V, [b 1, a. , •.• , a. J) ~ (V, [b 1, a. , ..• , a. ]). 
i2 J.n i2 in 

Dan is 

V _!4 V ( V' 

V -L V 

Omdat 

volgt derhalve: 

S • A = B S. 

a J) 
n 

A 
--+ (V • a J) 

n 
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Volgens III,3,3 is S regulier, zodat geldt: 

Met andere woorden: A en B zijn aequivalent. 

Omdat ~(b 1) = A1b 1 heeft de matrix B de vorm: 

B = 

0 

Nu is C een ((n-1) x (n-1))-matrix uit F. We laten nu eerst zien dat C n-1 

eigenwaarden in F heeft (zodat we de inductie-aanname kunnen toepassen): 

~(B - Mn I • ®{'r I·: --~~nJl = 

= (A1 - A)• det(C - Ain_1) 

(ontwikkelen naar de eerste kolom). Nu is det(B - Ain) het kara.kteristieke 

polynoom van B. Omdat B ~ A is det(B - AI) ook het kara.kteristieke polynoom 
n 

van A. Omdat An eigenwaarden A1, ••• , An£ F heeft,is deze ne graads veel-

term in A inn lineaire factoren te ontbinden: 

(a £ F). 

Wegens (•) is dan 

zodat C inderdaad de n-1 eigenwaarden A2 , ••• , An heeft in F. Dus is er 

volgens de inductie-aanname een reguliere ( (n-1) x (n-1) )-matrix T uit F als

mede een bovendriehoeksma.trix ~ uit F zodat 
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Noteer nu: 

De lezer controlere dat dan geldt: 

0 0 

0 

= 

0 

Voorts vindt men (ga na!): 

0 6)(r bl(i dl T-1BT = 1 

0 

;1.,1 

Gl 
;1.,1 

□) 
0 0 

= = 

0 0 

en dit is een bovendriehoeksmatrix 6 1 uit F. Omdat B ~ 6 1 en A~ B volgt 

hierui t dat A aequi valent is met 6 1 • 0 

V .1.19 ~: In de met A aeguivalente bovendriehoeksmatrix 6 1 uit het 

bewi.j s van de voorgaande opmerking staan de eigenwaarden 

_!!!:B, A op de hoofddiagonaal van 6 1• 

= 
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V. 1.20 Opmerking: Is A een (n x n)-matrix uit F ~ n paarsgewi,js verschil

lende eigenwaarden A1, •.. , An€ F, dan is A aeguivalent 

met de diagonaalmatrix 

A1 0 .... 0 

0 A2 
D = 

0 

0 .... 0 A 
n 

uit F. 

Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis [a1, ••. , an]. 

Zij $ : V + V het F-lineaire endomorphisme van V, gegeven door: 

Kies bij elke eigenwaarde Ai€ F van A een eigenvector bi~ O. Dan is 

volgens V. 1. 11 het n-tupel [b 1, .• ,-, bn] ui t V een lineair onafhankelijk 

stelsel en derhalve een basis voor V. Zij S de reguliere (n x n)-matrix uit 

F, gegeven door: 

Het is direct duidelijk dat geldt: 

zodat geldt: 

V ~ V (V' [a1 ' ... ' a]) -A+. (V, [a1' • • •' a J) 

!i¾ 

n n 
li¾ = s! ls 

V _<l. V (V, [b 1 ' ••• ' b J) ....12.+ (V, [b 1 , • .• ' b J). n n 

Omdat idy O $ = $ o i¾ is ook S•A = D•S, zodat 

A is dus aequivalent met D. n 
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V.1.21 ·opmerking: 1§_ A een (n x n)-matrix uit lF ~ n eigenwaarden in JF, 

dan is det(A) gelijk aan het product van deze n eigen

waarden. 

Bewi,i s: Volgens V .1 • 18 en V. 1 • 19 is A aequi valent met een bovendriehoeks

matrix ~ die op de hoofddiagonaal de eigenwaarden van A heeft staan. Boven

dien is volgens I.4.27 det(~) gelijk aan het product van deze hoofddiago

naal-elementen. Omdat A~~ is det(A) = det(~), zodat de opmerking volgt. □ 

V.1.22 Definitie: Als 

dan heet de som van de hoofddiagonaal-elementen van A 

het spoor van A, aangeduid met Tr(A). Dus: 

V.1.23 Opmerking: 1§_ A een (n x n)-matrix uit lF (n ~ 2) en is 

+ • .. + C n 

het karakteristieke polynoom van A,dan geldt: 

(i) C = det(A); n 

(ii) co = (-1 )n; 

(iii) c1 = (-1)n-lTr(A). 

Bewi,is: Voor elke µ € ]F geldt: 

In het bijzonder vinden we voor µ = 0: det(A) = c • zodat (i) geldt. 
n 

De beweringen (ii) en (iii) bewijzen we hier met volledige inductie 

naar n. Voor n = 2 is de opmerking rechtstreeks door uitrekenen te bewijzen. 
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Stel nu dat de opmerking geldt voor elke C<n-1) x (n-1))-matrix uit F. Zij 

Noteer B .. voor de sub-matrix van A - AI die verkregen wordt door uit de 
i,J n 

laatstgenoemde matrix de ie riJ en de je kolom te schrappen, Ontwikkel nu 

det(A - AI) naar de 1e kolom: 
n 

,n + ,n-1 + d t(A 'I)= c0A c1A .•• +en= e - An 

= (a11 -A)det(B1, 1) + (-1)a21 det(B2•1) + ,,, + (-1)n-1an1det(Bn,,). 

Nu is voor elke i € {2,,,.,n} 

a12 a2n 
(a22-A) 

B. 1 = .e rij. i, +- J. 

a.n2 (a -A) nn 

In deze matrices komen n-2 elementen voor van de vorm (~ - A). Dus is 

det(B. 1) een veelterm in A van graad hoogstens n-2 (i = 2,, .• ,n), 
i, 

Voorts is 

= A1 1 - AI , , n-1 

Dus is det(B 1, 1) (de karakteristieke veelterm van de ((n-1) x (n-1))-matrix 

A1 1) een veelterm in A van de vorm , 

waarbij 

(de inductie-aanname), 
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Het voorga.a.nde samenvattend, vinden we: 

waarin H(A) een veelterm is in A van graad s n-2. Dus volgt: 

waarbij G(A) een veelterm is in A van graad s n-2. 

Gelijkstellen van de ne graads termen links en rechts levert: 

zodat (ii) geldt; gelijkstellen van de (n-1)e graads termen geeft: 

( ) ( - n-2 
c1 = -d1 + a11do = -(-1) Tr(A1,1> )n-1) + a (-1 = 11 

= (-1)n-1{Tr(A1, 1) + a 11 } = 

zodat ook (iii) bewezen is. O 

V.1.24 Opmerking: Zijn A .fill B twee aequivalente (n x n)-matrices uit F, 
dan is 

Tr(A) = Tr(B). 

Bewijs: A en B hebben gelijke karakteristieke veeltermen, zeg: 

,n ~1 ( ) c0A + c1A + ••• +en= det A - Ain = 

= det(B - AI)= d An+ d An- 1 + ••• +d. n O 1 n 

Gelijkstellen van de (n-1)e graads termen levert volgens V.1.23: 



zodat Tr(A) = Tr(B). D 

V.1.25 Opmerking: ~ A een (n x n)-matrix uit F met n eigenwaarden 

A1, .•. , An E F.dan is 
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Bewijs: A is aequivalent met een bovendriehoeksmatrix ~ die als hoofddiago

naal-elementen de eigenwaarden van A heeft (cf. V.1.18 en v.1.19). 

Derhalve is 

V.1.26 Zij Veen n-dimensionale F-vectorruimte en zij ~ : V +Veen F

lineair endomorphisme van V. We kunnen dan ondubbelzinnig spreken over het 

spoor van~- Immers, kies een basis [a,. ••• , an] van V. Dan induceert ~ ten 

opzichte van deze basis een (n x n)-matrix A uit F, gegeven door: 

Het spoor van~ definieren we dan te zijn Tr(A). Dat dit een ondubbelzinnige 

definitie is, zien we als volgt. Hadden we een andere basis van V gekozen, 

zeg [b 1 , ••• , bn], dan hadden we een andere (n x n)-matrix B uit F gevonden, 

met. 

Echter A en B zijn dan aequivalent, zodat Tr(A) = Tr(B). Met andere woorden: 

de keuze van de basis [a1, ••• , an] van V speelt geen rol in de definitie van 

het spoor van~-

Tot slot van deze paragraaf nog een enkele opmerking over (n x n)

matrices uit F met n eigenwaarden die alle nul zijn. 
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v.1.27 Notatie: Met 

0 
n 

geven we de (n x n)-matrix aan waarvan alle elementen nul 

zijn (de (n x n)-nulmatrix). 

V.1.28 Notatie: (i) Is A een (n x n)-matrix uit Fen is k E :N, dan noteren 

we: 

Ak = A • A • ••• • A • 

k keer 

(ii) Is V eenF-vectorruimte en is cjJ 

endomorphisme van V, dan noteren we: 

V+V 

k keer 

voor elke k € :N. 

V + V een F-lineair 

V.1.29 Definitie: Een (n x n)-matrix A uit F heet nilpotent als er een 
k natuurlijk getal k bestaat zodat A = On' terwijl boven-

dien A'# 0 • 
n 

V.1,30 Voorbeeld: Beschouw de R-vectorruimte E 3 met de kanonieke basis 

[e 1,e2 ,e3], gegeven door: 

I 
\ 

e 1 - - - - - - - - - - - _cjJ_ - - - ~ 

\ 
\ 
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Beschouw het lR-lineaire endomorphisme et, : E3 + E3 dat gegeven wordt door: 

et,( e 1) = e2 et,( e2) = e3 cf,(e3) = o. 

Dan geldt: 

cp3(e1) = cp 0 cp 0 et,( e 1 ) = cp 0 et,( e2) = cf,(e3) = o, 

cp3( e2) = cp 0 cp o ct,(e2) = cp o et,( e3) = et,( 0) = o, 

cp3( e3) = cp 0 cp o cf,(e3) = cp 0 et,( 0) = et,( o) = o, 

zodat het F-lineaire endomorphisme ct,3 : E3 + E3 van E 3 de drie basisvecto

ren e 1, e2 en e3 (en daarmee alle vectoren van E 3) op de nulvector afbeeldt. 

Als 

. ( 0 0 0 l 
A= 1 0 0 , 

0 1 0 

dan is 

Dan volgt: 

Omdat A ;i o3,is A dus een nilpotente (3 x 3)-matrix uit R. 

V.1.31 Opmerking: 1§. A een nilpotente (n x n)-matrix uit Fen is A1 E F 

een eigenwaarde van A, dan is A1 = O. 

Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V. Kies een basis 

[a1, ••• , an] voor Ven beschouw het F-lineaire endomorphisme et,: V + V van 

V, gegeven door: 
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Zij Ak = 0. Dan beeldt cj)k alle vectoren tiit V af op de nulvector. De 
n 

eigenwaa.rde :>.. 1 van A is ook een eigenwaarde van cj). Dus is er een eigenvector 

b 1 (;{ 0) van 4> bij :>.. 1• Er geldt nu: 

0 = cj)k(b,) = cj)k-1 0 cj)(b,) = <l>k-1(x,b,) = x,<1>k-1(b,) = 

= A Ak-2 0 A(b) = A Ak-2(A b) = ,2Ak-2(b) ,k_ 
1 'f' 'I' 1 1 'f' 1 1 I\ 1 'f' 1 = • • . = I\ 1° 1 • 

Omdat b 1 I- 0 is dus de ke macht van het getal :>.. 1 E F nul. Dus is :>..1 = O. D 

V.1,32 Opmerking: Een (n x n)-bovendriehoeksmatrix 6 uit F waarvan alle 

elementen op de hoofddiagonaal nul zi,in, is nilpotent. 

(6 I- on.) 

Bewi,i s : Zij 

Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis [a1, ••• , an] en zij 

4>: V + V het F-lineaire endomorphisme, gegeven door: 

We zullen bewijzen dat <l>n alle basisvectoren a1, ••• ,an op de nulvector 

afbeeldt. Dan is , omdat 

tevens bewezen dat 6n = O, zodat (mits uiteraard 6 ;{ 0) 6 nilpotent is. 
n n 

We bewijzen met volledige inductie naar i de volgende 

Bewering: Voor elke i = 1, ••• ,n geldt: 
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Bewi,js voor deze bewering: Voor i = 1 is de bewering triviaal. (De eerste 

kolom van t bestaat uitsluitend uit nullen, zodat ~(a1) = 0.) 

Stel nu dat we al bewezen hebben dat geldt: 

i-1 ( ) = ~ a. 1 = 0. 
l.-

Er geldt, zoals direkt uit de ie kolom van t te zien is: 

Dus volgt: 

o ~(a.)= ~i-l(a1.a1 + a2 .a2 + •.• + a. 1 .a. 1)= 
l. l. l. . l.- ,J. l.-

i-1 ( ) i-1( ) + a21·~ a2 + + a. 1 -~ a. 1 = l.- ,J. l.-

waarmee de bewering bewezen is. 

Uit (*) volgt nu voor elke i = 1, .•• ,n-1: 

Ook volgt uit (*): ~n(an) = 0. Dus beeldt ~n inderdaad elke basisvector ai 

af op O,zodat de opmerking bewezen is. n 

V.1.33 Opmerking: ~ A een (n x n)-matrix uit F, dan is A nilpotent dan 

en slechts dan als An eigenwaarden in F heeft die alle 

nul zijn (A-/ 0 ). n 

Bewi,js: Neem eerst aan dat F = C. Dan heeft A n eigenwaarden in C. 

(i) Stel eerst dat A nilpotent is. Volgens V.1.31 is dan elke eigenwaarde 

van A nul. 

(ii) Neem nu aan dat elk der n eigenwaarden van A nul is. Omdat An eigen

waarden heeft, is A aequivalent met een (n x n)-bovendriehoeksmatrix t uit 

C, die op de hoofddiagonaal de eigenwaarden van A heeft staan. Dus is teen 
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bovendriehoeksmatrix met op de hoofddiagon:aal uitsluitend nullen. Volgens 

V.1.32 is 6 dan nilpotent. Zeg: 6k = 0. Nu is er, omdat A~ 6, een regu
n 

liere (n x n)-matrix Suitt zodat 

Er volgt: 

Ak = (s-1 ts) •(S-1M) • ... •(S-16S) = 
= s-16(SS-l )6(SS-l )• ... •M = 

= s-16ks = s-1ons = on 

(ga 'na! ), zodat A nilpotent is. De opmerking is dus bewezen ingeval F = (I!. 

Neem nu aan dat F = R. A is dan een matrix met reel~ getallen. Omdat 

elk reeel getal ook een complex getal is, kunnen we A opvatten als een com

plexe matrix. A heeft dan n complexe eigenwaarden, die echter volgens het 

eerste geval alle nul zijn (en dus in het bijzonder reeel), als A nilpotent 

is. Als we omgekeerd ervan uitgaan, dat alle eigenwaarden van A nul zijn, 

dan kunnen we - geheel analoog aan het geval F = a:, maar nu met reele in 

plaats van complexe matrices- bewijzen dat A nilpotent is. 

Hiermee is de opmerking bewezen. [] 

* * * 

§V.2. Complexe matrices 

V.2.1 Definitie: Zij Veen t-vectorruimte met basis [a1, .•• , an]. Dan heet 

een lineaire combinatie 

waarin A1, •.• ,An reele getallen zijn, een reele lineaire 

combinatie van de basis [a1, ••• , an]. 

V.2.2 Opmerking: ~ V een t-vectorruimte met basis [a1 , ... , an] en is W ~ 

deelverzameling van V die bestaat uit alle reele lineaire 

combinaties van [a1, •.. , an], dan is W op natuurlijke wi,ize 

een n-dimensionale R-vectorruimte met basis [a1, ••• , an]. 
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Bewijs: We kiezen in W de door V geinduceerde optelling en (reele) scalaire 

vermenigvuldiging: 

(µ1a1 + ••. + µnan) + (A1a1 + ••· + Anan) = 

= (µ1 + A,)a1 + ·•• + (µn + An)an; 

waarbij µ1, .•• ,µn; A1,.,.,An; y reele getallen ziJn, Uiteraard is W zo een 

E-vectorruimte. Gana dat [a1, ••• , an] een basis is voor W. □ 

V.2.3 Definitie: Is Veen t-vectorruimte, is [a1, ••• , an] een basis voor V 

en is 

de E-vectorruimte van reele lineaire combinaties van 

[a1, ••. , an], dan zeggen we dat (W, [a1, ••• , an]) het 

reele deel is van (V, [a1, •.• , an]), 

V,2,4 Definitie: Zij Veen t-vect.orruimte met basis [a1, ... , an]. Zij 

(W, [a1, •.• , an]) het reele deel van (V, [a1, ••• , an]), 

Een t-lineair endomorphisme $: V + V heet een reeel endo

morphisme van (V, [a 1, •.• , an]) als geldt: 

$(W) Cw. 

* V.2,5 Voorbeeld: Beschouw de t-vectorruimte t 3 met de basis [a1,a2 ,a3J ge-

geven door: 

a, = (o, ,, i) a 3 = ( 0, 0, -i) . 

Beschouw het t-lineair endomorphisme $ * * t 3 + t 3 dat gegeven wordt door: 

waarin: 
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A = (: 
-1 

3 

Dan is~ een reeel endomorphisme van (t;, [a1,a2 ,a3J), 0m dit te laten zien, 

moeten we aantonen dat elite vector van W als beeld ender~ weer een vector 

* wordt uit W (als (W, [a1,a2 ,a3J) het reele deel is van (t3 , [a1,a2,a3J)), 

Welnu, kies een willekeurige vector w uit W, zeg: 

Omdat µ1, µ2 en µ3 reele getallen zijn, zijn ook de getallen 

reeel, zodat ~(w) E W, Dus is~ inderdaad een reeel endomorphisme van 

* (t3, [a1,a2 ,a3J). 
Is [b 1,b2 ,b 3] een andere basis van t;, dan behoeft ~ niet een reeel 

endomorphisme te zijn van (t;, [b 1,b2 ,b3])! Bijvoorbeeld: kies 

b 1 = ( 1,0,0) b 3 =(0,0,1), 

Gana dat 

Als (U, [b 1,b2 ,b3J) het reele deel is van (t;, [b 1,b2 ,b3J), dan is uiteraard 

bl EU. Echter: 

is geen reele lineaire combinatie van de basis [b 1,b2 ,b3], zodat ~(b 1) ~ u. 
Dit betekent: 

~(U) q: U, 
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V.2.6 Opmerking: 1.§_ Veen ~-vectorruimte met basis [a1, .•• ,an] en is 

~: V +Veen ~-lineair endomorphisme van V, gegeven door: 

(waarbij A dus een (n x n)-matrix uit ~ is), dan geldt: 

~ is een reeel endomorphisme van (V, [a1, ••• , an]) dan 

en slechts dan als A uitsluitend reele getallen tot ele

menten heeft. 

Bewi,js: Zij (W, [a1, ... , an]) het reele deel van (V, [a1, ... , an]) en zij 

A= 

\i) Veronderstel eerst dat ~ een reeel endomorphisme is van (V,[a1, ••• ,an]). 

Dan geldt: ~(W) c W. We moeten dan.bewijzen dat elk element <\j van A een 

reeel getal is. Stel er is een paar indices k,j zodat <\j 4 R. Omdat 6k E W 

en ~(W) c W is ~(ak) E W, oftewel: 

Maar dan is ~(8k_) een reele lineaire combinatie van [a 1, •.• , an]. Dus ziJn 

°'k,•···• °kn• en in het bijzonder <\j• reele getallen; tegenspraak. Dus zijn 

alle elementen van A reeel. 

(ii) Neem nu aan dat A uitsluitend reele elementen bevat. Kies een wille

keurige vector w € W, zeg: 

Dan is wegens 

,i,(w) = (~ a·. 11 :: 1n ) ( ~: 1 ) 'i' "" "" € (V, [a1, ••• , an]), 

n1 nn µn 
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waarbij 

Omdat elke a.. . en elke µ. (k = 1,, •. ,n; j = 1, ••• ,n) een reeel get al is, is 
kJ J 

ook elke \ een reeel getal, zodat ~(w) € W. Dus geldt: ~(W) c W, hetgeen 

betekent dat ~ een reeel endomorphisme is van (V, [a1, ••• , a]). 0 . n 

V.2,7 Opmerking: Zij Veen C-vectorruimte met basis [a1, ••• , an]. fil 
(W, [a1, ••• , an]) het reele deel van (V, [a1, •.• , an]), 

Dan is elke vector b € V op precies een manier te schri,j

ven in de vorm: 

·waarbij br ~ be vectoren zi,jn uit W. 

Bewijs: Zij been willekeurige vector uit V. Zeg: 

+ S a • n n 

De complexe getallen S1 , ••• ,Sn kunnen we schrijven in de vorm 

· s = y + io • • n n n 

waarbij yk en ok reele getallen zijn (k = 1, ..• ,n). Er geldt nu: 

waarbij 

en 

vectoren zijn uit W. 

+ ••• + o a n n 

Veronderstel nu dat we een vector b € V kunnen schrijven als 

b = b + ib r C 

en ook als 

b = b I + ib I r C' 
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waarbij br' b;, be en b~ vectoren zijn uit W. We moeten dan nog aantonen dat 

hieruit volgt: 

Welnu, er volgt, als 

b = b' r r b = b'. 
C C 

(y, + io,)a, + ••• + (yn + ion)an = 

= (y; + io,)a, + ••• + (y~ + io~)an. 

Omdat [a1, .•. , an] een basis is voor V, volgt hieruit: 

yk + iok = yk. + iok 

oftewel: 

yk = Y' ok = 0 I 
k k 

zodat 

b = b' b = b'. r r C C 

Hiermee is de opmerking bewezen. O 

(k = 1 , ••• ,n) , 

(k = 1, ... ,n), 

V.2.8 Definitie: Zij Veen C-vectorruimte met basis [a1, ••• , an]; zij 

b € V gegeven door: 

Dan heet de vector b € V, gegeven door 

b • (:J, (v, [a1, ••• , ••Jl, 

de complex geadjungeerde vector bij b in ( V, [a1, ••• , an J). 
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V.2,9 Merk op dat de notatie bin de vorige definitie eigenlijk slordig is, 

omdat er niet in wordt aangegeven dat b gedefinieerd is met betrekking tot 

de basis [a1, ... , an] van V. Hadden we een andere basis [b 1, ••• , bn] van V 

gekozen, dan hadden we een andere vector van V gevonden die de complex 

geadjungeerde vector bij bis in (V, [b 1, •.. , bn]), zoals uit het volgende 

voorbeeld blijkt. 

* V.2.10 Voorbeeld: Kies de ~-vectorruimte ~3• Kies hieruit de vector 

b = ( 1 , i, 1 +i) . 

a 1 = (1,0,0) a2 = ( 0, 1 ,0) a3 = (0,0,1). 

Dan is 

zodat 

de complex geadjungeerde vector in(~;, [a 1 ,a2 ,a3 J) bij bis, oftewel: 

b 1 = (1, -i, 1-i). 

b 1 = (i,0,0) b 3 = (0,0,i). 

Dan is 

b = 

zodat de complex geadjungeerde vector van bin(~;, [b 1,b2 ,b3J) is: 
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oftewel: 

b2 = (-1, i, i-1) 

en ten duidelijkste is b 1 -/ b2 • 

V.2.11 Definitie: Zij Veen C-vectorruimte met basis [a1, •.. , an]. Defini

eer de afbeelding 

1T : VITV + C 

als volgt. Als 

C = 

dan is per definitie 

Deze afbeelding 1T noemen we het hermitisch inproduct in 

(V, [a1, ••• ,an 7), Het complexe getal ,r(b,c) noemen we het 

hermitisch inproduct van b enc in (V, [a1, .•. ,an]). 

* V.2.12 Voorbeeld: Kies in c3 twee bases [a1,a2 ,a3J en [b 1,b2 ,b3J, gegeven 

door: 

a 1 = ( 1,0,0) a3 = (o,o, 1 ), 

b 1 = (i,o,o) b2 =(1,i,-i) b 3 =(0,i,1+i). 

Kies vervolgens twee vectoren b,c E c;, bijvoorbeeld: 

b = ( 2, i, 3i +2) C = ( 1+i , 2-3i , 5 ) , 
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Laten vervolgens 

* de hermitische inproducten zijn in (a:3 , [a1,a2 ,a3J), resp. in 

(a:;, [b 1 ,b2 ,b3]). Er geldt:. 

Gana dat geldt: 

n(b,c) = -15i + 9 n( c, b) = 15i + 9 , 

,(b ,c) = 1(81 - 47i) 
5 

-r(c,b) = 1(81 + 47i). 
5 

We zien dus dat de definitie van het hermitisch inproduct afhankeli.jk is 

van de keuze van de basis, en dat bovendien het hermitisch inproduct niet 

commutatief is: n(b,c) i n(c,b); -r(b,c) i -r(c,b), 

V.2.13 Opmerking: fil Veen a:-vectorruimte met basis [a1, .•. , an]. lli 

n:VTIV-+a: 

het hermitisch inproduct in (V, [a1, •.• , an]), Dan geldt 

voor elke µ€a: en elk drietal vectoren a, b, c uit V: 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

(vi) 

n(a,b) = n(b,a); 

n(a+b,c) = TI(a,c) + TI(b,c); 

n(a,b+c) = TI(a,b) + TI(a,c); 

n(µa,b) = µ•n(a,b); 

n(a,µb) = µ•TI(a,b); 

n(a,a) € Il fil! TI(a,a) ~ o; 
(vii) n(a,a) = 0 dan en slechts dan als a= O. 



Bewijs: Zij 

Dan volgt: 

ad (ii): + ( a. +S )y = n n n 

+ (a +s )y = n n n 

= TI(a,c) + TI(b,c). 

ad (iii): TI(a,b+c) = a 1(S 1+y 1) + ,,. + an(Sn+yn) = 

= (a1s1 + ... + anSn) + (a1y 1 + 

+ s a. = nn 

+ar)= n n 

ad (iv): TI(µa,b) = (µa.1 )S1 + ••. + (µa.n)Sn = µ a1S1 + ••• + µ anSn = 

= µ(a1S1 + ••• + anSn) = µ.n(a,b), 

ad (vi): 

negatief reeel getal, 

2 2 
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ad (vii): TI(a,a) = O da.n en slechts da.n als la.1 1 + ••• + la.nl = O. 

Dit is het geval da.n en slechts da.n als la. 12 = ••• = la. 12 = 0 en dit is 
1 n 

weer aequivalent met a.1 = ••• = a.n = O, oftewel: a= O. D 



132 

V.2,14 Opmerking: Zij Veen C-vectorruimte met basis [a1, ••. , an], lli 

,,. : vnv + c 

het hermitisch inproduct in (V, [a1, ... , an]). Zij ver

volgens [b 1, •.• , bm] een m-tupel ui t V, zodat bk I 0 

(k = 1, ..• ,m). Als voor elk tweetal verschillende indices 

k,l uit { 1, •• , ,m} geldt: 

dan is [b 1,,,,, bm] een lineair onafhankeli,jk stelsel. 

Bewijs: Veronderstel dat [b 1, ••• , bm] lineair afhankelijk is, Dan zijn er 

complexe getallen µ 1,.,,,µm' niet alle nul, zodat 

Dan volgt, gebruik makend van V. 2. 13: 

m m m m 
= ,r( l ~bk, l µlbl) = l l ,r(~bk, µlbl) = 

k=1 1=1 k=1 1=1 
m m 

= l l l\µ11T(bk,bl). 
k=1 1=1 

Nu is 1T(bk,b1 ) = 0 als k ;t 1. Dus vinden we hieruit: 

Nu zijn 1µ 1 12 , ••• , lµml 2 ; 1T(b 1,b 1), ••• , 1T(bm,bm) niet-negatieve reele getal

len, zodat uit (*) volgt: 
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Oma.at geen der vectoren b 1, ••• ,bm nul is, zijn volgens V.2.13 (vii) de ge

tallen n(b 1,b 1), .•• , n(bm,bm) alle strikt groter dan nul. Dus volgt uit 

(**): 

= Iµ 12 = o m , 

oftewel: 

in tegenspraak met de veronderstelling. Hiermee is de opmerking bewezen. D 

V.2.15 Opgave: Gana dat de omkering van V.2.14 niet geldt. 

v.2.16 Definitie: Zij 

A= 

een (n x n)-matrix uit a:. Dan heet de matrix 

ii. = (~" 

a.n1 

in) 
nn 

de complex gead1jungeerde matrix bi,j A. 

v.2.17 Voorbeeld: 

('t 
2 4-i 

l ( 't 2 
4•i l 

A= 4+i -i A= 4-i 

14~i 3 14+i -l. 3 

V.2.18 Opmerking: Voor elke (n x n)-matrix A uit a: geldt: 

A= A. 

Bewi,i s : Tri vi aal. O 
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V.2.19 Definitie: Is 

een (n x n)-matrix uit i, dan heet de matrix 

gegeven door 

(k = 1, ... ,n; 1 = 1, ... ,n), 

de hermitisch getransformeerde matrix bij A. 

V.2.20 Voorbeeld: 

V.2.21 Opmerking: Voor elke (n x n)-matrix A uit C geldt: 

Bewijs: Triviaal. D 

V.2,22 Opmerking: Voor elke (n x n)-matrix A .!!U. C geldt: 

Bewi,js: Triviaal, 0 



135 

V.2.23 Opmerking: Voor elle symmetrische (n x n)-matrix uit C met uitslui

tend reele elementen geldt: 

Bewijs: Triviaal. D 

V.2,24 Definitie: Een (n x n)-matrix A uit C heet hermitisch (invariant) 

als geldt: 

V.2.25 Opmerking: ill Veen C-vectorruimte met basis [a1 , ••• , an]. Zij 

1r : vrrv + c 

het hermitisch inproduct in (V, [a1, ••• , an]). lli 
<I> : V + V een C-lineair endomorphisme van V en zij A ~ 

(n x n)-matrix uit C ~ 

~ 1jJ : V + V het C-lineaire endomorphisme zi,jn van V, 

gegeven door: 

H 
1jJ = (V, [a1, ••• , an]) A. (V, [a1, ••• , an]). 

Dan is voor elle b,c E V: 

1r(<l>(b),c) = 1r(b,W(c)). 

Bewi,js: Zij 
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A = (~11 t) AH = ( '." i'" ) 
a.n 1 8n1 nn nn 

Dan hebben we (ga na!): 

( i) 

(ii) 

(iii) 

Er volgt: 

(k = 1,, .. ,n; j = 1, ••• ,n); 

(k = 1,, .. ,n); 

(k = 1, ... ,n). 

n 
1f( (jl ( b), c) = 81'Y1 + •·· B'Y = l B'Y = (volgens (iii)) 

n n k= 1 k k 

n n n 
l -(~_1_$_1 _+_, .-.-+-~-n$-n~}yk = l ( _l a.kJ.$J. )yk= (volgens ( i)) 

k=1 · k=1 J=1 

n 
= .l ($j1Y1 + ... 

J=1 
n 
l yJ!$J. = e,°Y, 

j=1 

+ $. y )S. = (volgens (ii)) 
Jn n J 

+ ... 

zodat de opmerking bewezen is. D 

V.2,26 Stelling:~ A een hermitische (n x n)-matrix uit ~,dan zijn alle 

n eigenwaarden van A reeel, 

Bewijs: Kies een n-dimensionale ~-vectorruimte V met basis [a1, ... , an]. 

Zij tP: V + V het ~-lineaire endomorphisme van V dat gegeven wordt door: 

Omdat A hermitisch is kunnen we ook schrijven: 

H 
(jl = (V, [a1, ... , an])~ (V, [a1, ... , an]). 
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Volgens V.2.25 geldt dan voor elk tweetal vectoren b, c E V: 

7T(b,qi(c)) = 7T(qi(b),c), 

als 1T: VITV-+- t het hermitisch inproduct is in (V, [a 1, ••• , an]). 

Zij nu A een eigenwaarde van A. Dan is A ook een eigenwaarde van qi. We 

kunnen dus een eigenvector b E V van qi bij A kiezen met b / 0. Er volgt: 

A•7T(b,b) = 1T(b,Ab) = 1T(b,qi(b)) = 7r(qi(b),b) = 1T(Ab,b) = I,1f(b,b). 

Omdat b I 0, is volgens V.2.13 (vii) ook 1T(b,b) I O, zodat volgt: 

Dit betekent dat A een reeel getal is. O 

V.2.27 Opmerking: Zij Veen t-vectorruimte met basis [a1, ..• , an]. Zij A 

een hermitische (n x n)-matrix uit ten zii qi : V-+- V 

het t-lineaire endomorphisme van V, gegeven door 

Zij voorts 1T: vrrv-+- t het hermitisch inproduct in 

(V, [a1, ••• , an]).~ A1, A2 twee verschillende (reele) 

eigenwaarden van A zi,in, fil! b 1 ( reap. b) is een eigen

vector van qi bij A1 (reap. A2), dan geldt: 

Bewijs: Er geldt (vgl. het bewijs van de voorgaande stelling): 

A27T(b 1 ,b2) = 1T(b 1 ,A2b2) = 1T(b1 ,qi(b2)) = 1T( qi(b 1) ,b2) = 
= 1T( A 1 b 1 , b2) =r,1T(b 1,b2 ). 

Omdat A1 reeel is, is x- = 1 A 1 , zodat volgt: 
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Omdat A1 I A2 volgt hieruit: 

* * * 

§V.3. Reele matrices en inwendige producten 

V.3.1 Definitie: Zij V eenR-vectorruimte met basis [a1, .•• , an]. Beschouw 

de functie 

c)> VIIV-+-R 

die als volgt is gedefinieerd: als 

twee vectoren uit V zijn, dan is 

~(a,b) =a$ + +a$ • 1 1 •·• n n' 

Deze functie c)> zullen we het inwendig product in 

(V, [a1, ... , an]) noemen. c)>(a,b) heet het inwendig product 

~a~ bin (V, [a1, ... , an]). 

V,3,2 Evenals dit het geval was in de vorige paragraaf met het hermitische 

inproduct in het geval van complexe vectorruimten, hangt de definitie van c)> 

uit V,3,1 uiteraard af van de keuze van de basis [a1, ••• , an] van V. 

Vaak zal echter uit de context duidelijk zijn met betrekking tot welke 

basis we het inwendig product gedefinieerd hebben. In dat geval noteren we 

ook wel: 

<a,b> 

in plaats van c)>( a, b) • 
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V,3.3 Voorbeeld: Beschouw in R; de bases [e1,e2,e3] en [a1,a2,a3], gegeven 

door: 

e1 = (1,o,o) e3=(0,o,1) 

a 1 = (1,0,0) a3 = (1,1,1) 

en kies twee vectoren a, b uit R;, bijvoorbeeld: 

a= (2,2, 1) b=(0,1,0). 

Is nu~ (resp. $) het inwendig product in (V, [e1,e2 ,e3]) (resp. 

(V, [a1,a2 ,a3J)),dan geldt wegens 

b = 

a= 

dat 

~(a,b) = 2•0 + 2•1 + 1•0 = 2 
en 

$(a,b) = O•(-i) + 1'1 + 1'0 = 1. 

V.3.4 Opmerking: Is Veen R-vectorruimte met basis [a1, ••• ,a] en is voor 
- n 
elk tweetal vectoren a, b € V, <a,b> het inwendig product 

.!!!!, a~ bin (V, [a1, ... , an]), dan geldt: 

(i) <).a, b> = ).<a, b> = <a,Ab>; 

(ii) <a,b> = <b,a>; 

(iii) <a,b+c> = <a,b> + <a,c>; 

(iv) <a+b,c> = <a,c> + <b,c>; 

(v) <a,a> ~ O; 
' (vi) <a,a> = 0 dan en slechts dan als a = o, 

voor elk drietal vectoren a, b, c € V en elke A € :R. 

V.3,5 Merk op dat uit (i), (iii) en (iv) volgt dat het inwendig product in 

(V, [a1, ••• , an]) een bilineaire functie is op Ven -volgens (ii)- boven

dien commutatief. 
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V.3.6 Opmerking: Is Veen ~-vectorruimte met basis [a1, ••• , an] en is 

(W, [a1, ••• , an]) het reele deel van (V, [a 1, ••• , an]), 

terwijl 

Bewi,js: Als 

<j>:VIIV+~ ljJ WIIW+R 

respectieveli,jk het hermitische inproduct in 

(V, [a1, ••• , an]) en het inwendige product in 

(W, [a1, ••• , an]) zijn, dan geldt voor elk paar vectoren 

a, b € W: 

<j>(a,b) = ljJ(a,b). 

+ a a 
n n 

dan zijn a 1, ••• ,an; S1, ••• ,Sn reele getallen. In het bijzonder geldt: 

(k = 1, ••• ,n). 

Derhalve volgt: 

V. 3, 7 Opmerking: Is V een E-vectorruimte met basis [a 1, ... , an] en is <I> het 

inwendig product in (V, [a1, •.• , an]), dan geldt voor elk 

tweetal indices i,j € {1, ••• , n}: 

= {1 als i = j, 
<j>(a.,a.) 

1 J o als i ~ j. 

Bewijs: Dit volgt rechtstreeks uit de definitie van een inwendig product. 

(Gana!) O 

Is Veen R-vectorruimte met basis ra1, .•• , a] en is 
- n --
[ b 1, ••• , bn] een andere basis van V terwijl <I> het inwendig 

product is in (V, [b1, .•• , bn]), dan behoeft niet te gelden: 

<f,( a. ,a.) = 0 als i 'F ,j en <I>( a. ,a. ) = 1. Geef zelf een voor-
1 J -- - 11 

beeld. 
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V,3,9 Definitie: Is V eenF-vectorruimte en is~: VIIV +F een bilineaire 

functie op V, dan heet ~ symmetrisch als voor elk tweetal 

vectoren a, b E V geldt: 

~(a,b) = ~(b,a}, 

V,3,10 Volgens V,3,4 (ii) is, als ~ het inwendig product is in 

(V, [a_1 .... , an]) (waarbij V eenR-vectorruimte is met basis [a1, ... , an]), 

~ een symmetrische bilineaire functie op V, 

V ,3, 11 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1, .. ,, an], Zi.i 

~: VIIV +Reen bilineaire functie op V, Zij vervolgens 

. · [) · 

A= 

~(a1,a1) 

~(a2 ,a1) 

"a, ,a2 ) 

~(a2,a2) 
"a1 ,an) 

~(a2,an) 

Dan geldt voor elk tweetal vectoren 

(V, [a1,, , , , a]) 

b • (J' (V, [a1, ... , an]) n 

E!:i 

"a,b) = (a,• ... • ~){J * ) 

*} Strikt genomen is dit matrixproduct een ( 1x1)-matrix (-r) met T ER en 
niet het reele getal T. We zullen dit formele verschil tussen (-r} en T 
voortaan negeren. 
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n n 
l a.$(a.,a1))81 + ••• + ( l a.$(a.,a ))8 = 

i=i 1 1 i=i 1 1 n n 
n n n n 

= L L a.$(a.,a.)e. = L L $(a.a.,e.a.) = 
j=1 i=1 1 1 J J j=1 i=1 1 1 J J 

n n 
= $( l a.a., l a.a.)= $(a,b), 

i=1 1 1 j=1 J J 

zodat de opmerking bewezen is. 0 

V,3.12 Opmerking: Zij Veen R-vectorruimte met basis [a1, ••• , an]. ill A 

een (n x n)-ma.trix uit R, Definieer een afbeelding 

4> : VIIV -+ R 

als volgt: is 

dan is per definitie: 

~a,b; • (a1, ... , an) A (] 

Er geldt nu dat de zo gedefinieerde functie $ een biline

aire functie is op V, 

Bewijs: Laat µ een reeel getal zijn en a, b, c een drietal willekeurig 

gekozen vectoren uit V, Zeg: 

We dienen 

(i) 
( ii) 
(iii) 
(iv) 

dan de volgende vier eigenschappen te verifieren: 

$(a+b,c) = $(a,c) + $(b,c); 

$(a,b+c) = $(a,b) + $(a,c); 

$(µa,b) = µ•$(a,b); 

$(a,µb) = µ•$(a,b). 
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ad ( i): 

De eigenschappen (ii), (iii) en (iv) bewijze de lezer zelf op een over

eenkomstige manier. 0 

V,3,13 Opmerking: Is V eenR-vectorruimte met basis [a1, ... , an], zifo <I> 

!,!! $ twee bilineaire :t'uncties op Ven geldt voor elk paar 

indices i, j dat 

<f>(a.,a.) = w(a.,a.), 
l J l J 

Bewi.js: We moeten laten zien dat voor elk tweetal vectoren a, b e: V geldt: 

<f>(a,b) = $(a,b), Welnu, zij 

dan is 

n n 
= }: }: 

i=1 j=1 
a.a .<f>( a. ,a.) 

l J l J 

n n 
= }: }: a.a.wca.,a.> = 

i=1 j=1 l J l J 
n n n n 

= l l w(a.a.,a.a.) = $( la.a., la.a.)= w(a,b). n 
i=1 j=1 l l J J i=1 l l j=1 J J 



144 

V,3.14 We kunnen uit de drie voorgaande opmerkingen de gevolgtrekking 

maken dat, als Veen n-dimensionale R-vectorruimte is en als [a1, ••• , an] 

een eenmaal vast gekozen basis is van V, elke bilineaire functie $ op Veen

eenduidig wordt bepaald door een (n x n)-matrix A uitR. Deze corresponden

tie tussen $ en A wordt door de keuze van de basis [a1, ••• , an] van V vast

gelegd. 

Net zoals we eerder de correspondentie tussen lineaire a:fbeeldingen 

en matrices hebben vastgelegd in een notatiewijze,doen we dit nu voor boven

genoemde correspondentie tussen bilineaire functies en (vierkante) matrices. 

V.3.15 Notatie: Is Veen R-vectorruimte met basis [a1, ••• , an] en is 

$ VIIV+R 

een bilineaire functie op V terwijl de matrix 

(

~11 

A= • 

"n 1 
t) 

nn 

gedefinieerd is door: 

A •• = $(a. ,a.) 
l.J l. J 

(i = 1, ••• ,n; j = 1, ••• ,n), 

dan noteren we formeel: 

V,3,16 Opmerking: Is V eenR-vectorruimte met basis [a1, ... , an], is A~ 

(n x n)-matrix uit Ren is$ de bilineaire functie op V, 

gegeven door 

~ $ het inwendig product in (V, [a1, ••• , an]) dan 

en slechts dan als A= In. 



Bewijs: Zij ~ het inwendig product in (V, [a1, ••• , an]). Volgens V.3.13 is 

<P = ~ dan en slechts dan als voor elk paar indices i, j geldt: 

Nu is 

={: 
als i I j 

~(a. ,a.) 
l J als i = j, 

zodat we moeten laten zien dat 

= {: 

als i 'I j 
<P(a.,a.) 

l J als i = j 
aequivalent is met A = I n· Dit volgt echter, omdat: 

- (>--11 
A= : 

>..n1 

~1n) . . 
Ann 

waarbij ;\. .. = <P(a.,a.) (i = 1, ••• -,n; j = 1, ... ,n). 0 
lJ l J 

V. 3, 17 Opmerking: !§. V een B-vectorruimte met basis [a1, ••• , an J, is A ~ 

(n x n)-matrix uit B ~<Pde bilineaire functie op V 

gegeven door: 

~ <P symmetrisch dan en slechts dan als A symmetrisch 

is. 

Bewijs: (i) Is <P symmetrisch, dan geldt voor elk tweetal vectoren a, b € V: 

<j>(a,b) = <j>(b,a). In het bijzonder geldt dan voor elk paar indices i, j dat 

<j>(a.,a.) = <P(a.,a.). Dus is A= (<j>(a.,a.)) .. een symmetrische matrix. l J J l l J l,J 
(ii) Stel nu dat A een symmetrische matrix is. Dan geldt,als 
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twee willekeurig gekozen vectoren uit V zijn, dat: 

♦(&,b) • (01' •.. • "n) A ( u , 
Dit is een (1 x 1)-matrix, dus gelijk aan zijn getransponeerde. Derhalve is: 

T . 
Nu is A= A, dus: 

waarmee de symmetrie van cp geverifieerd is. n 

V. 3. 18 Opmerking: Zi,j V een :R-vectorruimte met basis [a1, ••• , an J .fill A ~ 

(n x n)-matrix uit :R. Zij $: V + V het R-lineaire endo

morphisme van V gegeven door: 

.fill cp de bilineaire functie op V, gegeven door 

Als < > het inwendig product is in (V, [a 1, ... , an]),dan 

geldt voor ieder tweetal vectoren a, be V: 

cp{a,b) = <a,$(b)>. 
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Bewi,is: Zij 

Derhalve: 

V,3,19 Opmerking: Is Veen R-vectorruimte met basis [a1, ... , an] en is A 

een symmetrische ( n x n)-matrix ui t R, is cp : V -+ V het 

R-lineaire endomorphisme van V dat gegeven wordt door: 

dan geldt, ~ < > het inwendig product is in 

(V, [a1, ••• , an]), voor elk tweetal vectoren a, b E V: 

<a,cjl(b)> = <cjl(a),b>. 

Bewijs: Zij ~ de bilineaire functie op V, gegeven door: 

Dan geldt volgens de vorige opmerking: 

<a,cjl(b)> = ~(a,b) <cjl(a),b> = <b,cjl(a)> = ~(b,a). 
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Omdat A symmetrisch is, is ook ljJ symmetrisch, zodat 

<a,<j>(b)> = l)J(a,b) = ljl(b,a) = <<j>(a),b>, 0 

V,3,20 Opgave: Zi,j Veen .R-vectorruimte met basis [a1, .•. , an]. Zijn A en 

B twee (n x n)-matrices uit R en <j> ~ ljJ de bilineaire 

functies op V gegeven door: 

<P = (V, [a,, ••• ' a ])II(V, [a,, .•• , a]) .¾]R 
n n 

ljJ = (V, [a1, ••• , an])II(V, [a, ' ••• , a]) ~ lR , 
n 

T dan geldt: A= B dan en slechts dan als voor elk paar vec-

toren a, b uit V geldt: <j>(a,b) = ljl(b,a). 

V,3,21 Beschouw nu eens de R-vectorruimte E 2 met de basis [e 1 ,e2 ] waarbij 

Kies de volgende vier vectoren a, b, c end uit JE2 : 

b 

I 

T 
I 
+······ .... ··· .. · .. d 
I 
I 
1""""" 

I 

01 e1 
I 
j' 
I 

+ 

- + - -1- -



.. 
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Intuitief gesproken hebben de vectoren a en b "richtingen" die "onderling 

loodrecht" zijn. Hetzelfde geldt voor de vectoren den b. De richtingen van 

a enc of van b enc zijn daarentegen niet loodrecht ten opzichte van elkaar. 

Kies twee willekeurige vectoren v, w uit E2 met v I Oen w I O. Zeg: 

I 
I 
I 

I 
B'I"·· ············ 

I 

A 

P' 

Dan geldt (zie de figuur): 

OA = a 1 OA' = 13 1 

OP = fa~ + a~ OP' = /42 + 82 
1 2 

zodat 

cos(w-~) = cos w cos~+ sin~ sin~= 

Nu zijn de richtingen van v en w onderling loodrecht dan en slechts dan als 

cos(w-~) = O, oftewel: 

(Uiteraard is<> hier het inwendig product in (E2, [e 1,e2J).) Bijvoorbeeld, 

voor wat betreft de eerder gekozen vectoren a, b, c end uit E2 : 



" 
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<a,b> = 1•(-2) + 2•1 = 0 <d,b> = 2•(-2) + 4•1 = 0 

<a,c> = 1•1 + 2•3 = 7 -;4 O <b,c> = (-2)•1 + 1•3 = 1 I o 

Merk op dat we, omdat de definitie van bet inwendig product<> in dit 

voorbeeld is gekoppeld aan de keuze van de basis [e 1,e2J van E2 , niet 

mogen verwacbten dat als we een willekeurige andere basis [a1,a2J van E2 
gekozen badden,ook zou gelden: de ricbtingen van v en w zijn onderling lood

recbt dan en slecbts dan als ,(v,w) = O, waarbij, bet inwendig product is 

in (E2 , [a1,a2J). Bijvoorbeeld: kies 

Dan is 

zodat 

$(a, b) = 1 • ( -3) + 2 • 1 -;4 0. 

Bovenstaand voorbeeld suggereert dat we kunnen spreken over een soort 

"loodrecbtbeids"-begrip in een vectorruimte, mits we eerst bebben vastgelegd 

ten opzicbte van welke basis we werken. (We mogen daarbij niet verwacbten, 

dat dit begrip -bij keuze van een willekeurige basis- samenvalt met bet in 

vectorruimten als E2, E3, enz. intuitieve be grip "loodrecbt". ) 

V.3,22 Definitie: Zij V eenR-vectorruimte met basis [a1, ••• , an]. Zij < > 

bet inwendig product in (V, [a1, ••• , an]). Een m-tupel 

[b 1, ••. , bm] uit V beet ortbogonaal in (V, [a1, ••• , an]), 

als voor elk paar verscbillende indices i, j £ {1, ••• ,m} 

geldt: 

<b.,b.> = 0, 
l. J 

terwijl bovendien voor elke i, b./ O is. 
l. 



V,3,23 Voorbeeld: Zij Veen 3-dimensionale R-vectorruimte met basis 

[a1,a2,a3J. Zij 

Dan is, als <>bet inwendig product is in (V, [a1,a2,a3]), 
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Derbalve is [b 1,b2,b3] een in (V, [a1,a2,a3J) ortbogonaal 3-tupel uit V. Ga 

zelf na of [a1,a2,a3J,een ortbogonaal 3-tupel is in (V, [b 1,b2 ,b3J) en in 

(v, [a1,a2,a3J)! 

V,3,24 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1, ... , an], l2.!!l..ll 
elk m-tu:pel [b 1, ••• , bm] uit V dat ortbogonaal is in 

(V, ta1, ••• , an]) een lineair onafhankelijk stelsel. 

Bewijs: Stel dat [b 1, ••• , bm] lineair afha.nkelijk is, Dan zijn er m reele 

getallen A1, ••• , Am te vinden, niet alle nul, zodat 

Zeg: A1 / O. Dan geldt: 

(waarbij 

( i = 2, ... ,m) ) • 

Zij <>bet inwendig product in (V, [a1, ••• , an]). Dan geldt: 

<b,,b,> = <b1, µ2b2 + ••• + µmbm> = 

= <b, ,µ2b2> + <b, ,µ3bl + 

= µ2<b, ,b2> + µ3<b1 ,bl + 

+ <bm,µmbm> = 

+ µm <b1 ,bi?, 

Omdat [b 1, ••• , bm] ortbogonaal is in (V, [a1, ••• , an]),is b 1 / 0 (zodat ook 

<b 1,b 1> ae 0), terwijl voor elke i ea {2, ... ,m} bovendien geldt: <b 1,bi> = O. 

Dus volgt uit (*): 
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µ2•0 + µ •O + ••• + µ •O = O. 
3 m 

Tegenspraak, Dus is [b 1, •.• , bm] een lineair onafhankelijk stelsel. D 

Is V een:R-vectorruimte met basis [a1, ••• , a] en is 
- n --
[ b 1, ••• , bm] een lineair onafhankeli,jk stelsel vectoren ui t 

V, dan behoeft dit m-tupel niet noodzakelijk orthogonaal te 

zijn in (V, [a1, ••• , an]). (Geef voorbeelden in E2!) 

V.3,26 Definitie: Zij Veen R-vectorruimte met basis [a1, ... , an]. Zij < > 

het inwendig product in (V, [a1, ... , an]). Dan is {cf. 

V.3.4) voor elke vector a E V, <a,a> ~ O, zodat 

V,3.27 Voorbeeld: 

llall = ✓<a,a> 

een ( posi tief) reeel getal is. I a II heet de norm van de 

~ a in (V, [a1, ••• , an]). 

Beschouw in E2 de vector 

Kies als basis voor E2 [e 1,e2J met 
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Als < > het inwendig product is in (E2, [e 1,e2J), dan geldt: 

llall = ✓<a,a> = /22 + ci 
1 2 

(waarbij !lall de norm van a in (E2 , [e1 ,e2J) is). Nu is /4~ + a~ de lengte 

van het lijnstuk OP in de figuur. Dus in (E2 , [e2 ,e2J) stemt de norm van a 

overeen met de "lengte" van a. 

Hadden we een andere basis voor E2 gekozen, dan hoeft de norm van een 

vector ten opzichte van die basisniet met het "lengte"-begrip in E2 over

een te stemmen. Bijvoorbeeld: kies de basis [a1,a2J met 

en zij 

Is <P het inwendig product in (E2 , [a1 ,a2 J) en is llali* de norm van a in 

(E2 , [a1,a2J), dan vinden we (wegens a= a2 - a 1): 

terwijl de norm llall van a in (E2 , [e 1,e2J) is: 

llall = ✓<a,a> = /o2 + 12 = 1. 

Men ziet dus dat de norm van een vector afhankelijk is van de basis ten op

zichte waarvan we werken. 

V.3.28 Beschouw in "het platte vlak" een driehoek: 

A 

0 

B 
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Een welbekende eigenschap uit de euclidische meetkunde is dan, als a, b 

respectievelijk c de lengtes zijn van de respectieve lijnstukken OA, OB en 

OC (zie de figuur}: 

a+ c ~ b, 

(Deze betrekking heet wel de "driehoeksongelijkheid".) We hebben hiervoor 

al opgemerkt dat voor eenR-vectorruimte V met basis [a 1, ••• , an] de norm 

in (V, [a1, ••• , an]) een generalisatie is van het lengtebegrip in vector

ruimten zoals E2• Het blijkt dat we de hierboven omschreven driehoeksonge

lijkheid ook kunnen generaliseren: 

V,3,29 Opmerking: ~Veen R-vectorruimte met basis [a1, ... , an] en is II II 
de norm in (V, [a1, ••• , an]), dan geldt voor elk tweetal 

vectoren a, b uit V: 

Ila+ bll:,; llall + llbll. 

(Zie onderstaande figuur en vergelijk deze met de situa

tie ui t V. 3. 28. ) 

a 

.a+b 

Bewijs: Zij < > het inwendig product in (V, [a1, ••• , an]}. Voor elk reeel 

getal A geldt volgens V,3.4: 
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oftewel: 

Omdat <Aa,b> = A<a,b> = A<b,a> = <b,Aa> volgt hieruit dat voor ell.e A€ R 

geldt: 

De discriminant van de kwadratische veelterm in A 

2 <a,a>A + 2<a,b>A + <b,b> 

is: 
2 4<a,b> - 4<a,a><b,b> 

en het is welbekend dat · ( *) voor eThe A € R geldt dan en slechts dan als 

deze discriminant niet positief is, dus: 

2 <a,b> $ <a,a><b,b>. 

Hieruit volgt: 

<a,b> $ ✓<a,a><b,b> = Ila II lib II 

((**) heet "de ongeli,ikheid van Cauchy-Schwartz"). Uit (**) volgt: 

lla+b 112 = <a+b,a+b> = <a,a> + <a,b> + <b,a> + <b,b> = 

= Uau2 + llb 112 + 2<a,b> $ 

$ llall2 + llbll2 + 2llall.llbll = (lall + llbll) 2 , 

zodat inderdaad geldt: 

lla+bll $ llall + llbll. n 

V.3.30 Definitie: Zij Veen R-vectorruimte met basis [a1, ••. , an]. Een 

m-tupel [b 1, ••. , bm] uit V heet orthonormaal in 

(V, [a1, ..• , an]) als geldt: 



156 

{
o als i I j 

<b. ,b.> = 
J.J 1alsi=j, 

waarbij < > het inwendig product is in (V, [a1, ••• , an]). 

V.3.31 Merk op dat een orthogonaal m-tupel orthonormaal is dan en slechts 

dan als elk der vectoren uit dit m-tupel norm 1 heeft. 

V,3,32 Voorbeeld: Zij Veen 4-dimensionale vectorruimte met basis 

[a1,a2 ,a3,a4J. Beschouw de volgende vectoren: 

b1 = a1 + a2 c1 = ~12 b 1 ; 

b2 = a1 a2 c2 = ~12 b2 ; 

b3 = a3 + a4 c3 = ~12 b 3 ; 

b4 = a3 a4 c4 = ~/2' b4. 

Noteer < > resp. II II voor inwendig product, resp. norm in (V, [a1, .• ,,a4J). 

Wegens 

<b.,b.>=O 
J. J 

als i / j 

zodat [b 1.b2 ,b3 ,b4J niet orthonormaal is in (V, [a1, ••• ,a4J). Gana dat 

[c 1.c2 ,c3,c4J wel een orthonormaal stelsel is in (V, [a1, ••• ,a4J). 

V.3,33 Zij V eenR-vectorruimte met basis [a1, ••• , an]. Omdat elk in 

(V, [a1, ••• , an]) orthonormaal m-tupel [b 1, ••• , bm] ook orthogonaal is in 

(V, [a1, ••• , an]), is volgens V.3.24 [b 1, ••• , bm] een lineair onafhankelijk 

stelsel. Ism= n, dan is [b 1, ••• , bm] = [b 1, ••• , bn] een basis van V. We 

spreken wel over een orthonormale basis in (V, [a1, ••• , an]). 

V.3,34 Opmerking: fil Veen R-vectorruimte met basis [a1, ••• , an]. ill. 
[b 1, ••• , b] een in (V, [a1, ••• , a]) orthonormaal m-m --- n 
tupel ui t V. Als m < n, dan kunnen we een vector bm+ 1 E V 

kiezen zodat het (m+1)-tupel [b 1, •.• , bm' bm+1J ~ 

normaal is in (V, [a1, •.• , an]). 
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Bewijs: Volgens V.3.33 is [b 1, ••• , bm] een lineair onafhankelijk stelsel. 

We kunnen dus met vectoren a 1•, .•. , a' uit V dit m-tupel aanvullen tot een n-m 
basis [b 1, ••• , b, a 1•, ••• , a' ] van V. Definieer nu, als < >, resp. II II m n-m 
het inwendig product, resp. de norm is in (V, [a1, ••• , an]): 

en vervolgens 

b =-1--b' 
m+1 lib' II m+1 

m+1 

Voor elke index 1 € {1, ••• ,m} geldt dan: 

m 
<bl, l <a,,bk> bk>= 

k=1 
m 
l <bl' <a;,bk> bk>= 

k=1 
m 

l <a, 'bk><bl 'blt>. 
k=1 

Omdat [b 1, ••• , bm] orthonormaal is in (V, [a1, ••• , an]), geldt voor k i l 

dat <bk,bl> = 0. Bovendien is <b1 ,b1> = 1 voor elke 1 € {1, ••• ,m}. Dus volgt 

uit (*): 

( 1 = 1 , ••• ,m) • 

Dan geldt ook voor elke 1 € {1, ••• ,m}: 

<b b > = <b --1-- b ' > = --1-- <b b ' > = 0. 
l' m+1 l' lib' II m+1 lib' II l' m+1 

m+1 m+1 

Du:, geldt in het (m+1)-tupel [b 1, ••• , bm' bm+l] voor elk tweetal verschil

lende indices 1, k € {1, ••• ,m+1}: 

Omdat [b 1, •.• , bm] orthonormaal is in (V, [a1, .•. , an]) geldt ook: 
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Voorts is ook: 

= lib II= 1. m 

= <-1 __ b' 
lib, II m+1' 

m+1 

_1 __ b, >= 
lib' II m+ 1 

m+1 

lib' 112 
1 m+1 = <b' b' >=-=---=1, 

lib' 112 m+1' m+1 lib' 112 
m+1 m+1 

zodat [b 1, ••• , bm' bm+1J een orthonormaal stelsel is in (V, [a1, ••. , an]). 

(Omdat b~+1 een lineaire combinatie is van [b1, ••. , bm' a;J,waarin niet alle 

coefficienten nul zijn (zie de definitie van b~+1),en dit (m+1)-tupel uit V 

als deel van een basis voor V lineair onafhankelijk is, is b~+1 (en derhalve 

bm+1 (ga na!)) ongelijk aan de nulvector.) O 

V.3.35 Gevolg: Is V eenR-vectorruimte met basis [a1, ... , an] en is 

[b 1, ... , bm] orthonormaal in (V, [a1, ... , an]) film< n, 

dan is dit m-tupel uit te breiden tot een orthonormale basis 

[b 1, ... , bm''"'' bn] iJ!. (V, [a1, ... , an]). 

Bewijs: Dit volgt onmiddellijk door (herhaald) toepassen van V.3.34, (Ga na!)O 

V.3.36 Voorbeeld: Kies in E3 de basis [a1,a2,a3J, gegeven door 

en bovendien het 2-tupel [b 1,b2] met 

Gana dat [b 1,b2] orthonormaal is in (E3 , [a1,a2 ,a3J). We gaan op de manier 

zoals geschetst in het bewijs van V.3,34 dit 2-tupel uitbreiden tot een in 

(E 3, [a1 ,a2 ,a3J) orthonormaal 3-tupel ( < >, resp. II II zi jn het inwendig 

product, resp. de norm in (E3 , [a1 ,a2, a3J)). 



Breidt allereerst [b 1,b2] uit tot een basis [b 1,b2,a1] van JE:3. Kies 

bijvoorbeeld: 

Definieer (de notatie van V.3.34 aanhoudend): 

b' = 
3 

na!) en vervolgens: 

= ,-1- 1 /3 = -✓6/3 
~

1 /6 l ( ✓6/6 l 
b✓6 1 /6 -✓6/6 
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V.3.37 Definitie: Zij V eenR-vectorruimte met basis [a1, •.. ,an]. EenR

lineair endomorEhisme $: V + V van V heet orthonormaal 

in lV, [a 1, ••• , an]) als voor elk m-tupel [b 1, •.. , bm], 

dat orthonormaal is in (V, [a1, .•. , an]),geldt dat ook 

[$(b 1), ••• , $(bm)J orthonormaal is in (V, [a1, ••• , an]). 

V,3,38 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1, .•• , an]. ill 
$ : V + V een R-lineair endomorphisme van V ~ A ~ 

(n x n)-matrix uit R~ 

~ $ orthonormaal in (V, [a1, ... , an]) dan en slechts 

dan als 



.. 
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Bewi,js: Zij 

A = ( ;11 
).n1 J· 

Dan is. 

AT= (t ~'·) . . 
µn1 µnn 

waarbij 

µ .. = ). .. (i = 1, ••• ,n; j = 1 • ••• ,n), l.J Jl. 

zodat 

ATA = ( ;11 I'") 
"n1 nn 

met 

\/ .. = µi l,j + µi2).2j 'f: + µ. ). . = 
l.J in nJ 

= ).1i).1j + ).2i).2j + + ). . ). . (•) ni nJ 

Voorts weten we, als < > het inwendig product is in (V, [a1, ••• , an]): 

(k = 1, .. ,n), 

zodat geldt: 

(i = 1,,,.,n; j = 1, ••• ,n). Hieruit en uit (•) volgt voor elke i en j: 

\/ .. = <cj>(a.) .~(a.)> , 
l.J l. J 

oftewel: 
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(

<<f>(a1) ,<f>(a1 )> 

ATA = : 

<<f>(an) ,<f>(a1 )> 

(i) Veronderstel eerst dat <f> orthonormaal is in (V, [a1, ••• , an]), Omdat 

uiteraard [a1 , ••• , an] orthonormaal is in (V, [a1, ••• , an]) (V,3,7 ), is 

ook [</>(a1), ••• , </>(an)] orthonormaal in (V, [a1, ••• , an]) (en volgens 

V. 3, 33 dus zeker een basis van V, wat inhoudt dat A regulier is). Derhalve 

is 

- {01 <<f>(a.) ,<I> (a.)> -
l. J 

oftewel -wegens (**)-

Omdat A regulier is betekent dit: 

als i ;i j 

als i = j, 

(l.·1.·) T -1 . [ J . Neem nu aan dat A = A • Kies een m-tupel b 1, ••• , bm uit V dat 

orthonormaal is in (V, [a1, ••• , an]). We moeten dan laten zien dat ook 

[</>(b 1), ••• , </>(bm)J orthonormaal is in (V, [a1, ••• , an]),· Zij 

(k = 1, ... ,m); 

(k = 1, •.. ,m). 

Dan geldt: 

( k = 1, ••• ,m) 
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en, door links en rechts te transponeren: 

{ (
B(k)) }T 

1 
(k) (k) , (k) (k) T 

(y1 , .. ., Yn ) • A• ~~k) = (P 1 , ..• ,pn )•A. 

D Derhalve geldt: 

<"'(b ) ...ib )> y(i)y(j) + 
"' . '"" ' = 1 1 ''' l. :, 

= (y(i) y(i))(~~j) )-
1 , ••• , n : -

y(j) 
n 

T -1 wegens A A = A A = In. Dus: 

• B(i)B(j) + + B(i)B(j) = <b b > 
1 1 ··• n n i' j • '***) 

Omdat [b1, ••• , bm] orthonormaal is in (V, [a1, ••• , an]) volgt uit (***): 

{
O als i ;e j 

<cj>{b.) ,<!>(b.)> • 
1 ·1 1 alsi=j 

zodat lcl>(b 1), ••• , cl>(bm)] orthonormaal is in (V, [a1, ••• , an]). Hiermee is 
de opmerking bewezen. D 

V.3,39 Definitie: Een (n x n)-matrix A uit R heet orthonormaal als 
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V.3.40 Merk op dat uit bovenstaande definitie impliciet volgt dat elke 

orthonorma.le matrix regulier is. We formuleren hieronder twee resultaten die 

in de bewijsvoering van V.3.38 al bewezen zijn. (Gana!) 

V.3,41 Opgave: Zij V eenR-vectorruimte met basis [a1, ... , an]. Zij < > 

het inwendig product in (V, [a1, ... , an]) en z:ij <P : V + V 

een R-lineair endomorphisme van V ~ A een (n x n)-matrix 

uit R,zodat 

(

<<P( a 1) ,<P( a1 )> 

ATA = : 

<<j>(an) ,<P(a1 )> 

V. 3. 42 Opgave: Zij V een R-vectol'l'.uimte met basis [a1' ... , an]. lli A ~ 

orthonormale ( n x n )-matrix ui t R ~ <P : V + V het ( in 

(V, [a1 , ••• , an]) orthonormale) lR-lineaire endomorphisme van 

V, gegeven door: 

Dan geldt voor ieder tweetal vectoren a, b € V: 

<<j>(a),<j>(b)> <a,b> 

(als < > het inwendig product is in (V, [a1 , ••• , an])). 

V.3.43 Voorbeeld: 

I n ( 
cos <P -sin <P) 

sin <P cos <P 

zijn voorbeelden van orthonormale matrices uit R. 

✓6/6 

-✓6/3 

-✓6/6 

✓3/3) 
✓3/3 

-✓3/3 
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V.3.44 Opmerking: Is V eenR-vectorruimte met basis [a1, •.. , an], dan is 

een R-lineair endomorphisme $ : V ~ V orthonormaal in 

(V, [a1, ••• , an]) dan en slechts dan als het n-tupel 

[$(a1), .•• , $(an)] orthonormaal is in (V, [a1, .•. , an]). 

Bewi,j s: Zij 

Dan is volgens V.3.41 : 

ATA = (<$(a,)~$(a,)> 

<$(an) ,$(a1 )> 

T $ is orthonormaal in (V, [a1, .•. , an]) dan en slechts dan als A A= In, en 

di t is het geval dan en slechts dan als 

<$(a.) ,$(a.)> = 
J. J . als i / j, 

oftewel, als [$(a1), ••• , $(an)] een orthonormale basis is in (V,[a1, ••• ,an]).D 

V,3,45 Opgave: Is A een orthonormale (n x n)-matrix uit R, dan is 

ldet(A)I = 1. 

V.3,46 Opgave: .I!_ A een orthonormale (n x n)-matrix uit R, dan zi.Jn ook 
-1 T A fill A orthonormaal. Is Been tweede orthonormale (n x n)-

matrix uit R dan is ook AB orthonormaal. 

V.3.47 Opmerking: Zij Veen R-vectorruimte met bases [a1, .•. , an] fill 

[bP'"' bn]. Zij 

[b 1, .•• , bn] is orthonormaal in (V, [a1, ••. , an]) dan 

en slechts dan als Seen orthonormale matrix is. 
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Bewijs: Zij < > het inwendig product in (V, [a1, ••• , an]). Zij voorts 

t)· 
nn 

Dan is 

zodat 

(k = 1, ••• ,n). Zij voorts ~ V + V hetR-lineaire endomorphisme van V, ge

geven door: 

-1 
~ = (V, [a1, ••• , an]) ~ (V, [a1 , ••• , an]). 

Dan volgt voor elke k f {1, ••• ,n}: 

Dus geldt volgens (•)en(••): 

Nu is s-1 orthonormaal dan en slechts dan als ~ orthonormaal is in 

(V, [a1, ••• , an]). Volgens v.3.44 is dit aequivalent met de orthonormali

teit van [~(a1), ••• , ~(an)]= [b 1, ••• , bn] in (V, [a1, ••• , an]). Omdat uit 

V.3.46 volgt dat S orthonormaal is dan en slechts dan als s-1 orthonorma.al 

is (ga na!), is de opmerking bewezen. □ 

V.3.48 Opmerking: Elke symmetrische (n x n)-matrix A uit R ~ n ~ 

eigenwaarden. 
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Bewijs: We kunnen A beschouwen als een matrix uit ~.Danis, omdat A symme

trisch is, 

en omdat A alleen reele elementen heeft, 

A= A. 

Derhalve volgt: 

zodat A een hermitische matrix is uit ~. Volgens stelling V.2.26 heeft A 

dan n reele eigenwaarden. D 

V.3.49 Opmerking: Bij elke symmetrische (n x n)-matrix A uit R bestaat een 

orthonormale (n x n)-matrix S uit R zodat 

een diagonaalmatrix is. 

Bewijs: (Met volledige indu.ctie naar n.) Voor n = 1 is er niets te bewijzen. 

Stel nu dat we bij elke symmetrische ((n-1) x (n-1))-matrix S' kunnen kiezen 

zodat (s•)~ 1A1S 1 een diagonaalmatrix is, 

Kies een n-dimensionale R-vectorruimte V met basis [a1, ••. , an]• en zij 

~ V + V het R-lineaire endomorphisme van V, gegeven door: 

Omdat A een symmetrische matrix uit R is, heeft A reele eigenwaarden (cf. 

V.3.48 ). Kies zo'n eigenwaarde A en laat bi/ 0 een eigenvector zijn bij A 
van ~. Dus: 

Definieer nu (als II II de norm is in (V, [a1 , ••. , an])): 



Dan is wegens 

ook b 1 / 0 en tevens een eigenvector van cf> bij A. Ook geldt: 

llb,II = 1. 

Dus is het 1-tupel [b 1] uit V orthonormaal in (V, [a1, ••• , an]). Breidt dit 

1-tupel uit tot een orthonormale basis 

in (V, [a1, .•• , an]) (vgl. V.3.35' ). Zij s1 vervolgens de (reguliere) 

(n x n)-matrix uit R, gegeven door: 

We hebben dan de volgende situatie: 

V -2+ V (V, [a1, ••. , a]) n (V, [a1, •.• , an]) 

li¾ li¾ = 1s, 1s, 
V ---1.+ V (V; [b 1 ,c2 , ••• ,en J) 

waarbij 

g (ga na!). Volgens V.3.47 is, omdat [b 1, c2 , ••• , en] orthonormaal is in 

(V, [a1, ••• , an]), s1 een orthonormale matrix. Derhalve geldt: 

zodat Been symmetrische matrix is. Omdat 
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en ~(b1) = Ab 1 is Been (n x n)-matrix uitR van de vorm: 

Oma.at B symmetrisch is, volgt: 

zodat 

B = 

waarbij B1 een symmetrische {(n-1) x (n-1))-matrix is uitR. Kies bij B1 een 

orthonormale {(n-1) x (n-1))-matrix T1 uit R zodat 

een diagonaalmatrix is. Definieer: 

Dan ga de lezer na dat geldt: 
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zodat s2 een orthonormale matrix is. Ook controlere men: 

en a.it is een diagonaalmatrix. Omdat s 1 orthonormaal is, is ook s~ 1 ortho-
-1 . normaal. s2 is eveneens orthonormaal, zodat s 1 s2 ook orthonormaal is. We 

hebben dus een orthonormale matrix 

zodat 

-1 en we hebben gezien dat s2 BS2 een diagonaalmatrix was, Hiermee is de op-

merking bewezen. 0 

V. 3, 50 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1, ... , an]. ill A 

een symmetrische (n x n)-matrix uit R. Zij <P : V -+ V het 

R-lineaire endomorphisme van V dat gegeven wordt door: 
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Dan bestaat er een orthonormale basis [b 1, ... , b] in n -
(V, [a1, ••• , an]) die geheel uit eigenvectoren van~ 

bestaat. 

Bewijs: Er bestaat volgens V.3.49 een orthonormale matrix Suit R zodat 

een diagonaalmatrix is. Omdat A aequivalent is met D via bovenstaande 

relatie is er een basis [b 1, ..• , bn] voor V zodat 

V -!+ V (V' [b 1 • ..• • b ]) _!?..,. (V, [b 1'. •. • b ]) 
n n 

li¾ li¾ = ls ls 
V -!. V (V • [a,• •.. • a]) A (V, [a1 • ••• , an]). -n 

Als 

dan zijn -omdat A en D aequivalent zijn- A1, .•• , An de eigenwaarden van A 

(en van ~). Uit 

volgt bovendien: 

(k = 1, •.• ,n), 

zodat elke bk een eigenvector van~ bij \ is. Omdat S orthogonaal is, is 
-1 ook S orthogonaal. Wegens 

volgt hieruit met V.3.47 dat [b 1, •.• , bn] een orthonormale basis is in 

(V, [a1, •.. , an]).n 



171 

V. 3, 51 Opmerking: lli V een R-vectorruimte met basis [a1, ... , an]. lli A 

een symmetrische (n x n)-matrix uit lR m ~ eenlR-lineair 

endomorphisme van V zodat 

Zijn A1, ••• , Am m verschillende reele eigenwaarden van A 

en zijn b 1, ••• , bm vectoren uit V zodat bi / 0 m bi ~ 

eigenvector van ~ bij A. is ( i = 1, •.. ,m), dan is 
1 

[b 1, ••• , bm] orthogonaal in (V, [a1, ••• , an]). 

Bewijs: Zij < > het inwendig product in (V, [a1, ••• , an]). Kies twee wille

keurige indices i, j € {1, ••. ,m} met i / j. We moeten bewijzen dat 

<b. ,b.>= 0. Welnu, volgens V.3.19 geldt: 
1 J 

A.<b.,b.> = <A.b.,b.> = <~b.,b.> = 
1 1 J 1 1 J 1 J 

= <b • , ~b . > = <b . , A . b . > = A . <b . , b . > • 
1 J 1 JJ J 1 J 

Omdat A./ A. volgt hieruit dat <b.,b.> = 0. Q 
1 J 1 J 

V,3,52 Voorbeeld: Beschouw de symmetrische (3 x 3)-matrix 

~

/2 1/2 0 

A = /2 3/2 0 

O O 2 

We gaan een orthonormale matrix S zoeken, zodat 

een diagonaalmatrix is. Hiertoe kiezen we de R-vectorruimte R3 met basis 

[e 1,e 2,e3J, gegeven door: 

0 

0 
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De methode om zo'n S te bepalen is beschreven in het bewijs van V.3.50 : 

We construeren een orthonormale basis [b 1,b2 ,b3] in (R3, [e 1,e2 ,e3J) die uit 

eigenvectoren bestaat van het R-lineaire endomorphisme ~ vanR3, gegeven 

door: 

Is S de matrix, bepaald door 

dan is, wegens 

R3 --1+. R3 (1R3, [b1 ,b2,b3]) ~ (R3, [b1,b2,b3]) 

li~3 li<\i3 
= ls !s 

R3 ~ R 3 (R3, [e 1 ,e2 ,e3]) 
A 

(R3, [e1 ,e2,e3]), -
en omdat b 1, b2 en b3 eigenvectoren zijn van~. s-1As een diagonaalmatrix. 

Dok is, omdat [b 1,b2 ,b3] orthonormaal is in (R3, [e 1,e2 ,e3J) en omdat 

-1 
id.R3 = (E 3, [e1,e2 ,e3J) ~ (R 3 , [b 1,b2 ,b3J) 

volgens V.3.47 s-1 (en daarmee S) orthonormaal. 

We gaan eerst de eigenwaarden van A bepalen. Het karakteristieke poly

noom van A is: 

2 
( 1 - ;\.) (2 - ;\.) • 

Dus A1 = 1 (enkelvoudig) en A2 = 2 (dubbeltellend) zijn de drie eigenwaarden 

va::i A. 

Nu gaan we de eigenvectoren bij A1 en ;\.2 van~ bepalen. Een vector 
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is een eigenvector van~ bij A1 (resp. A2) als ~(x) = x (resp. ~(x) = 2x), 

oftewel (ga na!) als 

Het linker stelsel levert de oplossingen: 

( µ € R) 

en het rechter stelsel: 

We kennen nu alle eigenvectoren van~- Nu moeten we een orthonormale 

basis [b 1 ,b2 ,b3] in (R3, [e 1 ,e2 ,e3J) van eigenvectoren kiezen. Hiertoe gaan 

we allereerst een in (R3, [e1',e2,e3J) orthogonaal 3-tupel [c 1,c 2 ,c 3J van 

eigenvectoren kiezen. Met de definities 

(i = 1,2,3) 

krijgen we dan het verlangde 3-tupel [b 1,b2 ,b3J (ga na!). 

Volgens V.3,51 is elke eigenvector bij A1 in (R 3, [e 1,e2 ,e3J) ortho

gonaal met elke eigenvector bij A2 , Als we dus een in (R3 , [e 1,e2 ,e3J) 

orthogonaal 2-tupel [c2 ,c3J van eigenvectoren bij A2 kiezen en een willekeu

rige eigenvector c 1 I O bij A1, dan is het 3-tupel [c 1,c 2 ,c 3] orthogonaal 

in (R3, [e 1,e2,e3J). Kies als eigenvector c 1 bij A1 bijvoorbeeld: 

Kies vervolgens een eigenvector c2 bij A2 , bijvoorbeeld: 
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Zij 

een tweede eigenvector bij A2 • 

Zij < > het inwendig product in (R3, [e 1,e2,e3J). Opdat het 2-tupel 

[c2 ,c3J orthogonaal zij in (JR3 , [e 1,e2 ,e3J),moet dan gelden: 

Kies bijvoorbeeld: v 1 = en v2 = -1. Dit levert: 

We hebben nu de verlangde in (R3 , [e 1,e2,e3J) orthogonale basis 

van eigenvectoren van~- Omdat 

llc 111=12 

krijgen we als in (R 3, [e 1,e2 ,e3J) orthonormale basis van eigenvectoren 

van~: 



Omdat 

vinden we hieruit (ga na!): 

De lezer controlere dat 

✓6/6 

-✓6/6 

✓6/3 
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-✓3/3 

-✓3/3 

/3/3 

V.3,53 Beschouw eenJR-vectorruimte V met basis [a1, ••. , an]. Zij < > het 

inwendig product in (V, [a1 , ••• , an]). We hebben gezien dat geldt: 

( i) 

(ii) 

( iii) 

< > is een symmetrische bilineaire functie op R; 

Voor elite a E Vis <a,a> ~ O; 

<a,a> = 0 dan en slechts dan als a= O. 

We definieren nu algemeen, .analoog aan (ii) en (iii) hierboven: 

v.3.54 Definitie: Zij Veen R-vectorruimte en zij 

v.3.55 Opmerking: 

c/> VIIV + R 

een bilineaire functie op V. c/> heet positief definiet 

als geldt: 

(i) voor elke a E V is c/>(a,a) O; 

(ii) c/>(a,a) = 0 dan en slechts dan als a= O. 

Is Veen R-vectorruimte met basis [a1, ..• , a], dan is 
- n ---
he t inwendig product<> in (V, [a1, ... , an]) een posi-

tief definiet symmetrische bilineaire functie op V. 
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Bewi,js: cf. V.3,53, D 

We kunnen de vorige opmerking ook omdraaien: 

V. 3, 56 Stelling: fil V een R-vectorruimte. Zij 

cp vrrv + E 

een positief definiete symmetrische bilineaire functie op 

V, Dan bestaat er een basis [b 1, ••• , bn] .Y.£Q!:. V ~ cp 

het inwendig product is in (V, [b 1, ... , bn J). 

Bewijs: Zij A de (n x n)-matrix uit R, gegeven door: 

Zij vervolgens w: V + V het E-lineaire endomorphisme van V zodat 

Omdat cp symmetrisch is, is A een symmetrische matrix. We kunnen"dan een in 

(V, [a1, ••• , an]) orthonormale basis [c 1, ••• , en] van V kiezen die geheel 

uit eigenvectoren van w bestaat. Zeg: 

w(c.) = :>...c. (i = ,, .•• ,n). 
J. J. J. 

Omdat cp positief definiet is, en elke c. I O, volgt: 
J. 

cp(c.,c.) > O 
J. J. 

( i = 1, •.. ,n), 

zodat we kunnen definieren: 

(i = 1, ... ,n). 

Dan zijn ook b 1, .•• , bn eigenvectoren van Wen geldt: 

w(b.) = :>...b. 
J. J. J. 

( i = 1, .•. ,n), 

zoals gemakkelijk valt na te gaan. 
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Als n het inwendig product is in (V, [b 1, ••• , bn]) dan is het volgens 

V.3.13 voldoende om te laten zien dat voor elk tweetal indices 

i, j € {1, ••• ,n} geldt: 

{
o als i "' j 

(j)(b.,b.) = n(b.,b.) = 
1 J 1 J 1 als i = j. 

Welnu, zij < > het inwendig product in (V, [a1, ... , an]). Dan geldt: 

(i) als i I j: 

(j)(b.,b.) = <b.,v,(bJ.)>=<b.,Lb.> = A.<b.,b.> = 
1 J 1 1 J J J 1 J 

1 1 A. 
= A. <:----- c - _-~-_-_"-_-_-:.,._- c . > = ___ __.. ____ <c. , c.>. 

J /,~c/J~(c-.-,-c-.~) i' /(j)(c.,c.) J /(j)(c. ,c.)(j)(c.,c.) 1 J 
11 JJ 11 JJ 

Omdat [c 1, ••. , en] orthonormaal is in (V, [a1 , ••• , an]) is <ci,cj> = O, 

zodat (j)(b. ,b.) = O als i ;i j. 
1 J 

(ii) A. 
q>(b.,b.) 

1 1 
= <b.,lµ(b.)> = A.<b. ,b.> 

1 1 -1 1 1 = ~~1-F<c1·,c1.> = q>( C. , C • ) 
1 1 

Hiermee is de stelling bewezen. 0 

V.3,57 Voorbeeld: Beschouw de bilineaire functie (j) op JR3, gegeven door: 

Ga na dat (j) inderdaad bilineair en bovendien symmetrisch is. Wegens 

is <P ook positief definiet (ga na!). Voorts is, als 
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en 

1/2 0 

3/2 0 

0 2 

Zij vervolgens ~ het R-lineair endomorphisme van R3 , gegeven door: 

Dan weten we uit voorbeeld V.3.52 dat [c 1,c 2 ,c3J met 

een orthonormale basis in (R3, [e 1,~2,e3J) is, die geheel bestaat uit eigen

vectoren van~- Nu is 

zodat we (de notatie uit V.3.57 volgend) als basis [b 1,b2 ,b3] verkrijgen: 

(-✓6/6) b3 = -✓6/6 

✓6/6 

(waarbij b 1,b2 en b3 gedefinieerd waren door: 

(i = 1,2,3)). 

Dus <P is het inwendig product in (JR.3, [b 1 ,b2 , b 3]). Kies bijvoorbeeld: 
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Dan vinden we enerzijds 

Wegens 

a = (
12/2 l 

13 € 

0 

en 

vinden we anderzijds dat het inwendig product van a en bin (~ 3, [b 1,b2 ,b3J) 

is: 

* * * 



180 

. . . *) 
11 11st van symbolen 

A-1 

A~B 

Fn 
F* 

n 
r.r(A) 

k.r(A) 

Tr(A) 

On 
Ak 

cpk 

'ii 
A 

AH 

<a,b> 

cp = (V, [a1, •.. , an])IT(V, [a1, •.• , an]) !R 

llall 

* * * 

*' Zie ook Deel 1, blz. 

III.3. 8 

III. 3.29 

IV.1. 

IV .1. 1 

IV .1. 7 

IV.1. 7 

V .1.22 

V. 1.27 

V .1.28 

V.1.28 

V.2. 8 

V .2 .16 

v.2.19 

V .3. 2 

V .3. 16 

V.3.26 



Aequivalentie (van matrices) 

Aequivalentie (van homogene stelsels) 

Antisymmetrische n-lineaire functie 

Bilineaire functie 

Cauchy-Schwartz (Ongelijkheid van-) 

Complex geadjungeerde matrix 

Complex geadjungeerde vector 

Eigenruimte 

Eigenvector 

Eigenwaarde van een endomorphisme 

Eigenwaarde van een matrix 

Hermitisch getransformeerde van een matrix 

Hermitisch inproduct 

Hermitische matrix 

Homogeen stelsel 

Homogeen stelsel, geassocieerd met een lineair stelsel 

vergelijkingen 

Homogeen stelsel, geinduceerd door een matrix 

Inverse matrix 

Inwendig product 

Karak.teristieke veelterm 

Kolommen-rang 

n-Lineaire functie 

Lineaire handeling 

Lineair stelsel vergelijkingen 

Lineair stelsel vergelijkingen (Matrix van een -) 

Lineair stelsel vergelijkingen (Uitgebreide matrix van een -) 

Nilpotente matrix 

Norm 

Nulmatrix 

Ontwikkelen naar een kolom 

Ontwikkelen naar een rij 

Oplossing van een lineair stelsel vergelijkingen 

Oplossingsruimte 

*) Zie ook Deel 1, blz. 
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III.3.29 

IV.2. 6 

III. 1. 6 

III. 1. 3 

V.3.29 

V .2.16 

V.2. 8 

V. 1. 9 

V. 1. 7 

V. 1. 4 

V. 1. 5 

V .2.19 

V .2. 11 

v.2.24 

IV.2. 2 

IV.3. 4 

IV .2. 7 

III.3. 4 

V.3. 

V. 1. 6 

IV. 1. 2 

III. 1. 2 

III.3, 15 

IV.2. 

IV.2, 5 

IV .3. 2 

V. 1.29 

v.3.26 

V. 1.27 

III.2.12 

III.2. 9 

IV.2, 3 

IV .2. 15 
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Orthogonaal m-tupel 

Orthonormale basis 

Orthonormaal endomorphisme 

Orthonormale matrix 

Orthonormaal m-tupel 

Positief definiet 

Rang van een matrix 

Reeel deel 

Reeel endomorphisme 

Reele lineaire combinatie 

Reguliere matrix 

Rijen-rang 

Spoor van een endomorphisme 

Spoor van een matrix 

Symmetrische bilineaire functie 

* * * 

V,3,22 

V.3.33 

V,3,37 

V.3.39 

V .3,30 

v,3,54 

IV. 1. 15 

V.2. 3 

V.2. 4 

V.2. 

III.3, 11 

IV. 1. 2 

v.1.26 

V.1.22 

V.3. 9 
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