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III. Lineaire endomorphismen

§IIT.1. Multilineaire functies

IIT.1.1 Zij V een F-vectorruimte. Dan is,voor elke n € N,Vn de verzameling
van alle elementen van de vorm (v1,..., vn) waarbij v, eV (i=1,..., n).
(ef. I.1.45). Twee van deze elementen (v1,..., vn) en (w1,..., wn) zijn
gelijk dan en slechts dan als VS W, VS WL We kunnen V" dus opvat-
ten als de verzameling van alle n-tupels uit V en zullen dan ook in deze
paragraaf [v1,..., vn] noteren in plaats van (v1,..., vn).
III.1.2 Definitie: Zij V een F-vectorruimte en n € N. Een afbeelding

£f:VloF

heet een n-lineaire functie op V als voldaan is aan de

volgende twee voorwaarden:

(i) Voor i = 1,..., n en voor elk tweetal n-tupels

[v1,..., Vi_qs 8 Vigqaeees vn] 5 [v1,..., Viqs Ps Viiiseees vn]

uit V geldt:
f[vl, va Vi_qs 8y Viiiseens vn] + f[vl,..., Vi_qe by Viiqaeees vn] =
= f[v1,..., Viqo a+b, Vigqreees vn]-

(ii) Voor elk n-tupel [v1,..., Vi_qr 85 Viiaeees vn] uit

V en elke A ¢ F geldt:

Aa, Vigprreeo vn} = X.f[v1,..., Viqe 8 Vigqeeees vn].

f[v1,..., V1o

IIT.1.3 Terminologie: Een 2-lineaire functie op een F-vectorruimte V heet

een bilineaire functie op V.

III.1.4 Voorbeeld: Beschouw de afbeelding

3)2 >R



die gegeven wordt door:

o 1

B
.
o |»|Bp |7 =20 (BmBy) + 0,8, - ag(B *B,¥B,).
O3 By

We laten zien dat f een bilineaire functie is op R3. Hiertoe controleren we
de voorwaarden (i) en (ii) van III.1.2:
ad (i): We moeten bewijzen dat voor elk drietal vectoren u, v, w uit R3

geldt: flu,v] + flu,w] = flu,v+w] en flu,v] + flw,v] = flu+w,v]. Welnu, als

o, 61 Y,
u = G«z H v = 82 s W= Yz
o 83 Y3
dan vinden we:
o) (B %\ M
f[u,v] + f[u QW] = f[ az}, 62 ] + f[ (’.2 E Yz ] =
a3/ \B3 %3/ \"3

= {20,(B,-B3) + a8y - ag(B +B,+85)} +

+ {20, (v,mv5) + a5y, - a3(Y1+Y2+Y3)} =

2a1((82+Y2)—(B3+Y3)) +ay(B+y,) - a3((81+Y1)+(82+Y2)+(B3+Y3)) =

Oy B1+Y1‘\ o [Be) [Yq
= f[ a1 32+72}] = f[ oc2 . 82 + Y5 1 = flu,v+wl
o) |B3*Ys a3 B3 |3
en ook:
o, 61 Y, 81
flu,v] + flw,v] = £[ asls| By 1+ £[ Yo||Bs 1=
o3 \B3 3 |F3

= {2a1(82-83) + a8, - a3(61+62+83)} +

+ {27, (B,-B3) + vo8; - v5(B +B,+B5)} =



2(0'-1+Y1)(B2-B3) + (G2+Y2)B1 - (a3+Y3)(B1+82+B3) =

o+, (8, @\ e\ By
= f[ oo+, | s 82 l=7[ o 1+Ys | s 82 1 = flutw,v].
os+vs) |Bs 3/ \Y3/ |83

Voorwaarde (i) is hiermee geverifieerd.
ad (ii): We moeten aantonen dat voor ieder tweetal vectoren u,v € R3 en elke
A € R geldt: f[Au,v] = Aef[u,v] en flu,Av] = A+flu,v]. Als weer

o 81
u = a2 £ ] v = 82 ’
| B3
dan geldt:
o) [By Ao\ (B
flAu,v] = £[A asls (B, |3 = £L Aaa > By =
o3/ |B3 Aas) \Bs
= 2(Aa1)(82—33) + (Aa2)51 - (ka3)(31+82+83) =
= A{2a1(82—63) + B, - a3(B1+82+B3)} =
LAWLR
= A°f a2 N 62 1= A-flu,v].
oz \B3
Ook geldt:
% B o\ (A8,
flu,Av] = £l a,|,)(B, 1=17[ AP AB2 l=
o3 |Bs O3 \M3

20, (A 2B5) + 0,(A8,) = a3(AB *AB,*AB,) =

A{2a1(82- 63) + a8, - a3(81+82+63)} =

@\ (B
= A£l{ay |4 By I = A-£Lu,v.
a3/ \B3



i

Hiermee is gecontroleerd dat f een bilineaire functie is op R3.

IIT.1.5 Voorbeeld:

Kies in E2 twee vectoren P en Q, zeg gegeven door:
x X
e I

‘ Yp Vg
(cf. II.1.8). Zij o de hoek tussen de rechten OP en 0Q, gemeten vanaf OP in
de richting tegen de klok in. Zij o, (resp. a2) de hoek tussen de positieve
x-as en de rechte OP (resp. 0Q), gemeten vanaf de positieve x-as in de rich-
ting tegen de klok in. Noteer voorts |OP| (resp. |0Q|) voor de lengte van

het lijnstuk OP (resp. 0Q). (Dan is, als R = P + Q, |OP|+]|0Q|-[sin ol de
oppervlakte van het parallellogram OPRQ.) Definieer nu de afbeelding

f: (E2)2 -+ R
met:
f[P,Q1 = |OP]-|0Q|+sin a.

Wegens o = a2 - a1 is

f[P,Q] = |OPI*|OQ|-sin(a2-a1) =
= |oP|-|0Q]:(sin a, cos @, - cos A, sin u1) =
Y X X ¥
= |op|-Joq|(—% £ e ) =

log| lor|  loql |op|
= Xp¥o = YpXg-

Hiermee controlere de lezer zelf dat f een bilineaire functie is op E2.



III.1.6 Definitie: Zij V een F-vectorruimte en n € N. Een n-lineaire functie
£f:V>F

heet een antisymmetrische n-lineaire functie op V als

voor iedere n-permutatie T die een verwisseling is en

voor elk n-tupel [v1,..., vn] uit V geldt:
f[v1,..., Vn] S - f[VT(.I),..., VT(n)].
ITI.1.7 Voorbeeld: Zij
)2 >R
de in III.1.5 gedefinieerde bilineaire functie op Eg, gegeven door:
f[P,Q] = Xp¥q = YpXg-
Dan is f wegens
f[P,Q] = xp¥q - Yp¥g = -(nyP - nyP) = -f[Q,P]
antisymmetrisch.

I1I1.1.8 Voorbeeld: Beschouw de afbeelding:

die gegeven wordt door:
£0(0505,05),(B,,8,,85)] = a,B, - 20,85 - a8, + a8, + 20,8, - B3,

;. Ook is f antisymmetrisch. We
moeten hiertoe verifi&ren dat voor ieder tweetal vectoren u,v € R; geldt:

Ga na dat f een bilineaire functie is op R
flu,v] = =f[v,ul]. Welnu, als

u = (a,,0,,0,) ; v = (81,62,83)

3



dan vinden we:
£lu,v] = £L(a,,0,,0,),(B,,6,,65)] =
= a8, - 2a233 - 0B+ a361 + 2a382 - a1B3 =
= (B0, 28,0, - B0 + Boo, + 28,0, - B1a3) =
= _f[(31,62,83),(a1,a2,a3)] = —flv,ul.

III.1.9 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte en zij

£f:ViaF

een n-lineaire functie op V. Dan is f antisymmetrisch

"dan eﬁ slechts dan als voor ieder n-tupel [V, ,..., V_]
1 n

uit V, waarin twee vectoren v;emv, (i #3) gelijk zijn,

geldt: f[v1,..., vn] = 0.

Bewijs: Veronderstel eerst dat f antisymmetrisch is. ZiJ [v1,..., vn] een
n-tupel uit V met v, = v‘j en i # j. We moeten bewijzen dat f[v1,..., vn] = 0.

Noteer hiertoe

= 7{n)

T . s
1,J

(ef. I.2.24). Dan ontstaat het n-tupel [vT(1),..., vt(n)] uit [v1,..., an
door v, en Vj onderling van plaats te verwisselen. Omdat v, = Vj volgt hier-

uit:

[VT(1),--0, v )] = £V1,.-., Vn]

(n
en derhalve

f[VT(1),.-., VT(n)] = f[V1,..,, vn]' (*)
Ook geldt, omdat f antisymmetrisch is:
f[vT(1),..., VT(n)] = -f[v1".., vn]' (%%)

Uit (%) en (**) volgt: vaT""’ vn] = -f[v1,..., vn],zodat f[v1,..., VnJ = 0.

i @ # "



Neem nu aan dat voor elk n-tupel [v1,..., an uit V, waarin
twee vectoren v, en Vs (i #Jj) geiijk zijn, geldt: f[v1,..., vn3 = 0. We
moeten dan bewijzen dat f antisymmetrisch is.

Kies een willekeurig n-tupel uit V, zeg:

[v1,..., Vi 10 85 Vigseees vj_1, b, vj+1,..., Vn].
Het n-tupel, hieruit verkregen door de i® en ae je vector te verwisselen is

dan:
[v1,..., Vi_qs b, Vigrsrees vj_1, a, vj+1,..., vn]

en we moeten aantonen dat beide n-tupels een tegengesteld beeld hebben onder
f. Welnu, f is n-lineair, zodat geldt, rekening houdend met het gegeven dat
het beeld van een n-tupel,waarin twee gelijke vectoren voorkomen onder f,0

is:

0= f[v1,..., Vi_qs 8¥D, Voo iseee, vj_1, atb, vj+1,..., vn]

= f[v1,..., Vi_qs 85 Viqseees vj_1, atb, v . Vn] +

j+1°°

+ f[v1,..., by Vipqaeees Vi1 a+b, Vigqgreees vn]

Vi-1?

f[v1,..., Vi_12 85 Viiqseees Viqs & vj+1,..., vn] +

+

+ f[v1,..., Viogs 8 Vigqeeess Vi_qo b, Vippreees vn]

+

+ f[v1,..., Vi_qs bs Vipqreees vj_1, a, vj+1,..., vn]

+ f[v1,..., Viqp Bs Viiiaeees Vo1 b, Vig1aees vn]

=0 + f[v1,..., Vi B Viiiaeees Viope b, Vigraeees vn] +

+ f[v1,..., Vi_qs D Vigaeees Viepe ® Viggreeeo vn] + 0,

zodat inderdsad

f[v1,..., Vi qs B Viqaeees vj_1, b, Viepreeo v, 1=



= _f[v1,..., by Viiqseres Vigs 8 Vigprtees vn] s

Vi1 J

waarmee de opmerking bewezen is. [J

III.1.10 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte en

£ Vn -+ F

een n~lineaire functie op V. Dan is f antisymmetrisch

dan en slechts dan als voor ieder lineair afhankelijk

stelsel [v1,..., vn] van V geldt: f[v1,..., vn] = 0.

Bewijs (i): Veronderstel eerst dat f antisymmetrisch is. Zij [v1,..., an een
lineair afhankelijk stelsel van V. We moeten bewijzen dat f[v1,..., vn] = 0.

Welnu, zij

A1v1 + A2v2 + ...+ Anvn =0
(11,..., An € F), wvaarbij niet alle getallen Ai zul zijn. Zeg: Ak # 0. Dan
volgt:
-1
Ve T A Oy e A g P A Yy P V)
of, als we gemakshalve noteren: ui = -A;1Ai (i = 1,000y k=1, k+ly.0u., n):

Vie THT e TR Ve T M Vet T W T

= 2 H.v

1#1{ 11

Dan volgt, gebruik makend van de n-lineariteit van f:

fIv, 00y v ] Z H:Vey V.
1 ik 11 k+1

n f[v1,..., v

ke1? seees vn] =

igk FIV seees Vi qs WiVis Viyqoeees v 1=

= izk uif[v1,..., Vi 15 Vio Vigqorooo vn]. (%)
Nu komt, als i # k, in het n-tupel [V1,..., Vio1o Vis Vigqreeeo vn] de vector



v, op twee verschillende plaatsen voor, zodat volgens III.1.9 geldt:

f[v1,.. vn] =0 als i Zk.

s Vi_qs Vis Vigqorees

Dus volgt hiermee uit (*) dat f[v1,..., vn] = 0.

Bewijs (ii): Veronderstel nu omgekeerd dat f een n-lineaire functie op V is
met de eigenschap dat voor elk lineair afhankelijk stelsel [v1,..., vn] uit V
f[v1,..., vn] = 0 is. We moeten dan bewijzen dat f antisymmetrisch is.

Omdat elk n-tupel [v1,..., vn] uit V waarin op twee verschillende
plaatsen dezelfde vector voorkomt een lineair afhankelijk stelsel is van V,
is voor elk zo'n n-tupel f[v1,..., vn] = 0. Volgens III.1.9 is dan f anti-

symmetrisch. 0O

III.1.11 Gevolg: Is V een F-vectorruimte van dimensie n, en is

£f:VEoSF

een antisymmetrische m-lineaire functie op V, terwijl m > n,

dan is voor ieder m-tupel [Vyseees vm] uit V f[v1,..., v.]-=

m
= 0.

Bewijs: Kies een willekeurig m-tupel [v1,..., vm] uit V. Omdat m > n is, kan
dit m~tupel volgens II.2.40 geen lineair onafhankelijk stelsel van V zijn.
Dus is elk m-tupel uit V een lineair afhankelijk stelsel van V en volgt de
bewering direkt uit III.1.10. [

III.1.12 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte en

£f:VR T

een antisymmetrische n-lineaire functie op V. Dan geldt
voor elk n-tupel [v1,..., vn] uit V en elke n-permutatie O:

f[vc(1),..., vo(n)] = sign(o)-f[v1,..., vn].

Bewijs: Als n = 1 valt er niets te bewijzen. We mogen dus aannemen dat n = 2.

Volgens I.2.34 bestaan er dan verwisselingen T ees T zodat

12"
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O=T o1 ° .ev Ty We bewijzen de opmerking nu met volledige inductie

Als s = 1, dan is 0 = 1, een verwisseling. Dan is sign(0) = -1 volgens
I.2.44 en volgt de opmerking direkt uit definitie III.1.6.

Stel nu dat de opmerking bewezen is voor iedere n-permutatie die te
schrijven is als samenstelling van s - 1 verwisselingen. Noteer:

T=ET 1‘0 Tgp © +or © Tye Dan is 0 = T, ° Ten volgens de inductie-aanname

geldt:
f[vT(1),..., vT(n)] = slgn(T)'f[v1,..., vn]. ()
Omdat 0 = T_ ° T,is

oa)eeees Yo T e (zay)e e Yo (rmnd

zodat [vo(1),..., vc(n)] uit [vT(1),..., VT(n)] ontstaat door toepassing van

de verwisseling Tge Volgens definitie III.1.6 is dan
f[v0(1),..., vo(n)] = —f[vT(1),..., vT(n)]. (%)
Nu is wegens 0 = T, ° T volgens I.2.46:
sign(o) = sign(Ts)-sign(T).

Omdat T_ een verwisseling is, is volgens I.2.4L sign(Ts) = =1, Dus volgt uit

(%) en (%x):

f[vo,(_]),..., Vo,(n)] = -f[VT(1),..o, VT(n)] =

= - sign(T)-f[v1,..., vn] = sign(c)-f[v1,..., vn]’
zodat de opmerking bewezen is. [

IIT.1.13 Stelling: Is V een F-vectorruimte met basis [a1,..., an] en is

X e€eF, dan is er hoogstens één antisymmetrische n-lineaire

functie



met de eigenschap dat f[a1,..., an] = A
Bewijs: We moeten bewijzen dat, als
£f:VoF en g : VP> F

twee antisymmetrische n-lineaire functies zijn op V met de eigenschap dat
f[a1,..., an] = A= g[a1,..., an], dan f en g gelijk zijn; met andere woor-
den: dat dan voor ieder n-~tupel [v1,..., Vn] uit V geldt: f[v1,..., vn] =

= g[v1,..., vn].

Kies hiertoe een willekeurig n-tupel [V, ..., vn] uit V. Omdat

1°°

[a1,..., an] een basis is van V, kunnen we elke vy ©OP precies één manier

schrijven als lineaire combinatie van [a1,..., an] (ef. II.4.13). Zeg:

n
v = AJka1 +.A2k32 + ...+ Ankan = . {1 Xi K% (k=1,...,n).
k

k" "k
Omdat f een n-lineaire functie is op V krijgen we:

[}
H
™

n . n
v, seeey v 1 Ai 8. suaey A, a. 1=
1? > 'n i1Z1 i9174° ’ inZ1 inig

’ n
) f[li 185 seeea Ay g8 1=

1 i=1 1 1 n n
n

Nu is, omdat f antisymmetrisch is, volgens III.1.9 f[ai1,..., a; ] =0 als
n

er onder de indices i1,..., in twee gelijk zijn. Komen onder de indices

i1,..., in niet twee gelijken voor, dan is [i1,..., in] een n-permutatie,

zodat in dat geval volgens III.1.12 geldt:

f[ai1,..., ain] = 51gn(11,..., 1n) flasee., 8l

Dus, als we noteren:

S[i1;..., in] SiSn(i1,..-, in) als [i1,..., in] een n-permu-

tatie is,

[}
o

s[i1,..., i] als er onder de indices
n

i1,..., in twee gelijk zijn,
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dan kunnen we (*) in de vorm
f[v1,..., vn] =
n n
= 2 vee é Ai 1"'Ainn s[11,..., ln] fla ..., an] (%)
n
schrijven. Analoog hebben we voor g:
g[v1,..., vn] =
n n
= ¥ cev Z Ay 1"'Ainn slij,ene, i 1 glag,enn,y 2l (%)
n
En, omdat

g[a1,..., an].= A= f[a1,..., an]

volgt uit (**) en (**%):

f[v1,..., vn]

n .
= E oo Z Ai 1"'Ainn s[11,..., 1n]A = g[v1,..., vn],

zodat de stelling bewezen is. []

III.1.14 Voorbeeld: Ter illustratie van het voorgaande herhalen we hieronder
het bewijs van III.1.13 in het geval n = 2.

Laat V een 2-dimensionale F-vectorruimte zijn met basis [a1,a2] en
laten

f:iVe ST en g : S

twee antisymmetrische bilineaire functies op V zijn. We kiezen een getal
A € F en veronderstellen dat f[a1,a2] = A= g[a1,a2]. We willen bewijzen dat
dan voor een willekeurig gekozen 2-tupel [v1,v2] uit V geldt dat f[v1,v2] =
= g[v1,v2].
Welnu, laat
v, = k11a

+ 121a

1 2 3 17 Ao
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Dan is:

f[v1,v ]

- f[k 129 * A,.8 A12a1 + A22a2] =

21722

= f[A11a1, A 084 1+ f[A11a1, A22a2] +

+ f[k21a2, A 084 1+ f[A21a2, A22a2] =

= A f[a1,a 1+

112 fla,ey] +

11 22

f[a a.]l=

+ A f[a 28y 1+ A a,

21 12 21 22

0+ A, A f[a1,a T+

11722 flayseql + 0 =

21 12

= A f[a1,a =2

11722 flay,a,] =

21A12

= (A11A22 = Apdgpltlagad = (A2, = A5 0405)A. (*)

Evenzo laat men zien dat

glv,,v,1 = (A, - xmxm) (%)

zodat uit (*) en (**) inderdaad volgt dat f[v1,v2] = g[v1,v2] voor ieder

2-tupel [v1,v2] uit V. Met andere woorden: f = g.

§III.2. Determinanten

III.2.1 Stelling: Zij V een F-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Dan is er
precies één antisymmetrische n-lineaire functie

n

f:V »>F

op V met de eigenschap dat f[a1,..., an] =1,

Bewijs: Volgens stelling III.1.13 is er hoogstens &&n zo'n antisymmetrische
n-lineaire functie. Als we in staat zijn een antisymmetrische n-lineaire
functie £ : V% + F met f[a1,..., an] = 1 te construeren, is de stelling der-

halve bewezen.



1L

We gaan eerst een afbeelding f : V® + F construeren en daarna bewijzen
dat f aan alle verlangde eigenschappen voldoet.
Kies een willekeurig n-tupel [v1,..., vn] uit V. We moeten dan het

getal f[v1,..., vn] € F definiéren. Als

A11 A1n
Viseess V= E seees | € (V,[a1,..., an]),
An1 Ann

Definieer nu:
f[v1,..., Vn] = det(A).

Hiermee hebben we een afbeelding f : Ve > F geconstrueerd. We controleren
eerst dat f een n-lineaire functie is op V. Hiertoe verifiéren we de voor-
waarden (i) en (ii) van definitie III.1.2.
ad (i): Kies een willekeurig tweetal n-tupels van de vorm:

[v1,..., v R vn] ; [VT""’ v vn].

Ry b, vi+1,... jo1® ©» Vi+1’°"’

Zeg:
A1k
Ve = E € (V,[a1,..., an]) (k= 1,.0., i=1, i+1,..., n)
nk
en
31 Y4

b,ec = © , s € (V,[a1,..., an]).



Als
>\11 tee >\1,:1—1 >\‘I,i+1 A1n
A= : : 3 Ay =1 s
An1 e n,i-1 An,i+1 tee Xnn
dan vinden we:
; 3
f[v1,..., Vi_10 Py Viiqseees vn] = det A1 E A2 5
B
Y4
f[v1,..., Vi_12 Cs Vigqseees vn] = det A1 E A2 3
Yo
B1*Y4
f[V1,..., Vi_gs PYC, Vil vn] = det A1 E A2 s
Bn+Yn

zodat uit I.4.12 direkt volgt:
f[v1,..., Vi_pe by Vipqseces vn] +

+ f[v1,..., Vi g9 Cs Vigqseees vn] =

= f[v1,..., Vi_qe b+c, Viggreres vn].
ad (ii): Kies een willekeurig n-tupel [v1,..., Vi1 b, Vigqreees vn] uit v
en een willekeurig getal A € F. Laten Viseees Vi s b, Vigqeeees vn, zowel

als A1 en A2 gegeven zijn zoals hiervoor. Dan is volgens I.4t.13:
AB1

f[v1,..., Vi_1s b, ALFRTERTR vn] = det A1 : A2 =
ABn




® 2 # ® B @ s

16

= A det A . A = A-f[v1,...,vi_1,b,vi+1,...,vn].

Hiermee is geverifieerd dat f een n-lineaire functie is op V. Nu controleren
we dat f ook antisymmetrisch is. Kies twee verschillende getallen

i,j € {1,..., n}. Zeg: i < j. Beschouw twee n-tupels uit V van de vorm

[vT,..., Viqr Ba Viqaeees Vio1s ©s Vipqaeees vn];

[v1,..., Vi12 Cs Vigqseees vj_1, b, vj+1,..., vn].
(Het tweede ontstaat dus uit het eerste door toepassing van de verwisseling

T = T(n) ).

i,J
Als
X1k
Ve =|: e (Volayseen, a ) (k=1,.0,i=1,0%1,..,5=1,§+1,..,n)
)‘nk
en als
B\ Y4
bye=|: |,/ |e (V,[a1,..., an]),
B \ M
terwijl
AMioee MLia AMuivr o ML
A=t N : b
An1 v An,i-1 An,i+1 v n,j-1
)\1,j+1 tt A1n
Ry =1 co
An,j+1 v Ann

dan volgt met behulp van I.k4.18:
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f[vl, ves Vi _qs Ba Viisees Vio1s ©s Vigqaeees V 1=
= det A1 A2 . A3 =
Bn Yo
Yy 8
= - det A1 : A2 : A3 =
Yn B

- f[v1,..., Vi_q3 Cs Viiqaeens vj_1, b, Vj+1""’ vn],

zodat ook de antisymmetrie van f aangetoond is.

Nu blijft nog over te bewijzen dat f[a1,..., an] = 1. Welnu, wegens

0 0
1 .
a.,a a 0 ‘e (v,[a a 1)
12809 ¢ 0008y senes e sL8yseees &)
0
(s] 1
is volgens I.4.30
1 0 .e0 O
0
f[a1,...,an] =det| . e = det(In) = 1.
. . . 0
o .... O

Hiermee is de stelling bewezen. []

III.2.2 Opmerking: Als in een vierkante matrix A uit F twee verschillende

kolommen (resp. twee verschillende rijen) gelijk zijn,
dan is det(A) = 0.

Bewijs: Laten de k% en de 1° kolom van A aan elkaar gelijk zijn. Zij A' de
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matrix die we uit A verkrijgen door deze twee kolommen te verwisselen. Dan
is A = A', dus det(A) = det(A'). Echter, volgens I.L4.18 is ook det(A) =

= - det(A'). Dus is det(A) = - det(A) zodat det(A) = 0. Analoog, nu met
behulp van I.L4.24, voor rijen.

III.2.3 Opmerking: Is A een vierkante matrix uit F, en ontstaat A' (resp. A")

uit A door de k° kolom (resp. k- rij) A keer op te tellen
bij de 1° kolom (resp. 1€ rij), dan is det(A) = det(A')
(resp. det(A) = det(A")) (kx # 1, X e F).

Bewijs: Als

o, 81

A= B |: c | D ,
%y By
4 4

k€ kolom 1e kolom

dan hebben we, gebruik mekend ven I.L.12, I.4.13 en III.2.2,

o, e1+m1
det(A') = det B . c : D =
\ an Bn+Aan
% 8
= det B . C : D +
u'1.'1 Bn
a, Aa1
+ det B . 6 . D =
o Aa
n




OL.l u1

= det(A) + X det B g c ; D =
o o
n n

= det(A) + 0 = det(A). ]

Analoog voor rijen.

III.2.4 Opmerking: Als A een (n X n)-matrix uit F is van de vorm

%
B |: c
Gy
A= 0...0 1 0...0 |<x%rij ,
B,
D |: E
BS
dan geldt:
0
B . C
0
det(A) = det | 0...0 1 0...0
0
D . E
0

Bewijs: Deze opmerking volgt door herhaald toepassen van III.2.3. Tel eerst

de k° rij -0, keer op bij de 1€ rij. We verkrijgen dan de matrix

19
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waarvan de determinant volgens III.2.3 gelijk is aan det(A). Tel nu de k°

rij van A1 -a, keer op bij de 2 rij, enz., enz. We krijgen, zo doorgaande

tot de (k-1)-ste rij,de matrix

waarvan de determinant nog steeds gelijk aan det(A) is. Nu de k° rij -81 keer

optellen bij de (k+1)-ste rij, enz., enz, Uiteindelijk volgt de opmerking. [J

III.2.5 Opmerking: Als A een (n X n)-matrix uit F is van de vorm

A=] 0...0 1 0...0 |<k%rij
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dan is

det(a) = (-1)%"get

sesseccoee

(@

Bewijs: Verwissel de x°© rij van A met de (k-1)€ rij, vervolgens in de nieuw
verkregen matrix de (k-1)€ rij met de (k-2)€ rij, enz., enz. Zo krijgt men

na k-1 verwisselingen van steeds twee rijen een matrix A' die als eerste rij
heeft de k° rij van A, terwijl de ¢ rij tot en met de k° rij van A' respec-
)e

tievelijk de 1€ rij tot en met de (k-1 rij van A zijn, die derhalve een

plaats zijn opgeschoven:

0...0 1 0...0

B . Cc

0
L R

A 0

D . E
\ 0
e 4

1" kolom

Omdat A' uit A is ontstaan door het achtereenvolgens uitvoeren van verwisse-
lingen van steeds twee rijen, en bij iedere verwisseling van twee rijen de

determinant van teken verandert, is
k-1
det(A') = (-1)"7 'det(A) . ()

Net als hiervoor met de rijen gaan we nu te werk met de kolommen. Ver-
wissel eerst de 1° kolom van A' met de (l-1)e kolom. Verwissel hierna in de
nieuw verkregen matrix de (1-1)€ kolom met de (1-2)€ kolom, enz., enz. Na

1-1 verwisselingen verkrijgen we de matrix
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1 0...0 0...0
0
: B C
A" -
. D E
0
waarbij

det(a") = (=1) " Tdet(a").

Met (*) volgt hieruit:

= (—1)l+k— = (_1)l+k

det(A") 2aet(A) det(A),
of, wat hetzelfde is,
det(a) = (-1)1™aet(a")

(ga na!), zodat de opmerking bewezen is.[]

IIT.2.6 Opmerking: Voor elke (n X n)-matrix A uit F geldt:

1 0...0
0

det . A = det(A).
0

Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V en kies een basis

[a1,..., an] van V. Als [v1,..., vn] een willekeurig n-tupel uit V is, zeg:

A11 A1n

Y= . R € (V,[a1,..., an]),

ni nn
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dan kunnen we aan dit n-tupel twee matrices toevoegen:

10 .o 0
111 e A1n 0 A11 P X1n
B=|. 5 B'=}|.|.
cee A 0 |A vee A
nl nn, nl nn

We hebben nu twee afbeeldingen 4 : V' > F en ¢ : Vo F, gedefinieerd door

respectievelijk:
alviseee, v 1= det(B) ; OV seeey v 1 = det(B').

Uit het bewijs van III.2.1 weten we al dat d een antisymmetrische n-lineaire
functie is op V met d[a1,,.., an] = 1. Als we nu kunnen bewijzen dat ook ¢
een antisymmetrische n-lineaire functie is op V met ¢[a1,..., an] = 1, dan
is volgens III.2.1 ¢ = d. We controleren hier alleen de voorwaarde (i) van
III.1.2 en laten zowel de verificatie vanvoorwaarde III.1.2 (ii), als van de
antisymmetrie van ¢ over aan de lezef. (Doen!)

Kies een willekeurig tweetal n-tupels uit V van de vorm

[v1,..., Vi_qe b, Vipqreers vn];

[v1,..., Vi 12 Cs Vigqarees vn].

Als
>‘1k
v = s € (V,[a1,..., an]) (k = 1,...,i-1,i+1,...,0) »
Ank
terwijl
8 Y
b,ec = ; s E € (V,[aT,..., an]),
Bn Yn

en als we verder noteren:
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Mioeee A Myt ot M
B o=l : s By =) : ’
nl ° An,i-1 ln,i+1 ce Xnn
dan vinden we met behulp van I.Lk.12:
¢HP“.gHJ,bw,vﬂP.“,ﬂg=
T 0 teeeeennes . 0
0 Bi¥Y,
= det . . =
OB : Ey
0 Bt Yy
T 0 teeevenenees O 1T 0 teeenneneees O
0 81 0 Y,
= det| . . + det| . . =
N I T N B Ey
0 Bn 0 Yn

¢[v1,..., Viqe b, Vigqreees vn] +

+ ¢[v1,..., Vi_q3 Cs Vigqaeees vn] s

zodat (i) geverifieerd is.
Dus (na verificatie door de lezer van de andere voorwaarden) kunnen we

vaststellen dat ¢ een antisymmetrische n-lineaire functie is op V. Ook geldt:

1 0....0
0

¢[a1,..., an] = det| ! In = det(In+1) =1,
0

(cf. 1.4.30).Dus is ¢ = d.

Zij nu



Beschouw het n-tupel [W1,..., wn] uit V, gegeven door:

%11 %1n
WiseeesW = E senes E € (V,[a1,..., an]),
o (")
nl nn
dan volgt
1 0...0
0
det| | A | |[= ¢[w1,..., wh] = d[w1,..., wn] = det(A),
0

waarmee de opmerking bewezen is. []

III.2.7 Stelling: Zij

25

een (n X n)-matrix uit F en zij k € {1,..., n}. Dan geldt

(ef. I.4.8):

det(A) =
J

[ I=]

k+]j
1,Akj(-1) Jdet(Ak,j).

Bewijs: Herhaald toepassen van I.4.21 geeft:

det(A) = det Ak1 ces Akn =

n1 77 Ann

> eee
.
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+det{ O ... O

nl tect
A11 vees

+ det 0 .. O
An1 .

I.4,22 toepassen levert:

det(A) =

thﬁ

Akjdet

J

Nu is volgens III.2.4, III.2.5 voor elke j € {1,..., n}:

n

vee +

nn

13 1n

kg © o0 O +
nj tttt Am
Min B.
. J
L n
Ny |= Laetl 0...0
j=1
. D,
J
nn
Ay
B. |: c.
i | J
Ak'19j
0....0 1 0....0
M, g
D, |. E.
J | J
nj

13
xk‘1’j
Akj
M, g

nj
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A3 0
B . C .
: B, | 1| ¢
J j s 5
k=1,j 0
det{ 0....0 1 0....0 |=det| 0....0 1 0....0 =
M1, 3 0
D : E. p. | : | E
j : J J J
. 0
nj
10 ... 0
0 B, | ¢,
= (=1)9% get | ¢ ,
‘. &
ol 3|7

terwijl de ((n-1) x (n-1))-matrix

uit A ontstaat door de je kolom en de k° rij uit A weg te laten. Deze matrix
is dus A 3 (ef. I.4.8). Dus volgt uit (%) met III.2.6:
£ ]

10 ... 0
0
t J+k .
det(A) = J A5 (=107 aet(ay ), | ¢ Ay =
j=1 sd . >
0
_ ° k+] (%%)
= 521 xkj(-1) det(Ak,j) ,

zodat de stelling bewezen is. [
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III.2.8 Merk op dat de voorgaande stelling ons de mogelijkheid biedt om de
determinant van een (n X n)-matrix uit te drukken als som van determinanten

van ((n-1) x (n-1))-matrices.

III.2.9 Terminologie: Als we, zoals in III.2.7, det(A) schrijven in de vorm
(**), dan zeggen we dat we det(A) hebben ontwikkeld
e ..
naar de k™ rij.
III.2.10 Voorbeeld: Beschouw de (4 x 4)-matrix
11 %2 %3 B
821 %2 8p3 B
831 83 %33 23y
8,1 %42 By3 By

e

Ontwikkeling van det(A) naar de 2 rij geeft:
%12 %13 %y a1 %43 8y
det(A) = -a,,det 8jy 833 &g | * a,det a3y 833 &g | *
Sio By3 By Sy By3 By
g1 B2 B g1 %12 B3
- a23det 331 a32 th + aehdet a31 a32 333 .
By By By, u1 fu2 %3

We kunnen een determinant ook naar een kolom ontwikkelen.

III.2.11 Stelling: Zij

A11 AN A1n
A= .

A see A

nl nn

een (n x n)-matrix uit F. Dan geldt voor iedere
l1e {1,..., n}:

A J+l

il ).

det(A) = -1)

e~

det (A,
et(A; )

J=1
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Bewijs:
Hyp eee Hyp
T . . . .
AT = | : s Wy = Aji (i =1,0005n3 J = 15.0.0,n).
L *t unn

Ontwikkel det(AT) naar de 1° rij:

ul.(—1)l+jdet(AT ). (%)

T
det(AT) =
et(A?) = ) 11 1,3

J

Il o~

De lezer controleert gemakkelijk dat geldt:

AT .= (A

T
1,5 )

3,17
Omdat de determinant ven een matrix gelijk is aan de determinant van de ge-

transponeerde matrix volgt hiermee uit (*):

det(A) = aet(aT) = ji Ajl(-1)‘j+ldet(Aj’1)T =
_ T SEals
= Z Ajl(-1) det(Aj’l) (%x)

j=1

waarmee de stelling bewezen is. []

III.2.12 Terminologie: Als we in III.2.11 det(A) in de vorm (#**) schrijven,
dan zeggen we dat we det(A) hebben ontwikkeld naar de

le kolom.

I11.2.13 Voorbeeld: We berekenen de determinant ven de (3 x 3)-matrix uit R:

2 1 4
A= 11 2
0 2 1

op vier verschillende manieren.
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(i) Volgens de definitie van de determinant

De 3-grepen zijn:

=
|
[}

= {(1,1),(2,2),(3,3)}, sign(w,)

=
I
|

= 1(1,2),(2,3),(3,1)}, sign(W,) =

]
-

=
=
I
I
1

= 1(1,3),(2,2),(3,1)}, sign(W)) =

{(1,2),(2,1),(3,3)}, sign(i) = -1

=
]

-1

=
o\
|

= {(131)’(2,3)3(332)}3 Sign(w6)

x . ') W, = {(1,3),(2,1),(3,2)}, sisn(w3)

We vinden:
det(A) = ] A(W) = (2:1-1) + (1-2:0) + (k+1.2) +
i=1

- (L4e140) = (1e1¢1) = (2+2¢2) =2+ 0+8-0=-1-8=1,

(ii) Ontwikkelen naar de 2° kolom

2) 242

2 4
1 )

.det(o 1

det(A) = 1-(-1)2+1~det(é + 10(=1) +

b,

+ 2-(-1)2+3-det(§ .
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Nu is in het algemeen

a a
11 12
det ( ) =a. .a.,-2a .8,

85y 8o 11722 12721

zodat

=(141 = 2°0) + (2°1 = 4+0) = 2(2-2 = ke1)

det(A)

-1+2+0=1.

(iii) Ontwikkelen nsar de 3° rij

1 2

+

det(A) = 0+(=1 -det(: by 4 2u(21)3* 2 det(

2

+ 1-(f1)3+3-det(§ :) =

0 -2(2:2 = 4*1) + 1(241 =11) =0 -0+ 1= 1,

(iv) Door herleiding van A tot een driehoeksmatrix en toepassing van I.4.27
of T.4.28 of I.4.29

Beschouw

- N
N = =

Tel de 1° rij -1 keer op bij de 2% rij. We krijgen de matrix

NN =
o

die =-volgens III.2.3- dezelfde determinant heeft als A, Tel nu in A1 de 2%

rij -b keer op bij de 3¢ rij. We vinden dan de matrix

O M= o
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Ook nu is volgens III.2.3 det(Ag) = det(A1),zodat det(Az) = det(A). Volgens
I.4.27 is det(A2) = 2¢3+1 = 1, zodat det(A) = 1.

III.2.14 Opmerking: Zij V een n-dimensionale F-vectorruimte met een basis
lagse-.s a 1. 2ij

(:)L11 see Ol.‘n
A= .
[0} . o

nl nn

een (n X n)-matrix uit F. Als [v1,..., vn] het n-tupel

is uit V, gegeven door

%11 %1n
VisereesV, = : yeses E € (V,[a1,..., an]),
a o
nl nn

dan geldt: det(A) = 0 dan en slechts dan als [viseees v ]

een lineair afhankelijk stelsel is van V.

Bewijs: Zij 4 : v > F de uniek bepaalde antisymmetrische n-lineaire functie
op V die voldoet aan d[al,..., an] = 1, Dan is (cf. het bewijs van III.2.1):

alv,,..., v 1 = det(a).

De opmerking volgt nu rechtstreeks uit III.1.10.T]

III.2.15 Gevolg: Zij V een F-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij
¢ : V>V een lineair endomorphisme van V en A een (n x n)-
matrix uit F zodat geldt:

¢ = (V,[a1,..., an]) 4 (V,[a1,..., an]).

Dan geldt: ¢ is surjectief. dan en slechts dan als det(A) # O.

Bewijs: Zij
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Dan is het n-tupel [¢(a1),..., ¢(an)] uit V gegeven door (cf. II.5.7):

o a
11 n
¢(a1),...,¢(an) = yeees E € (V,[a1,..., an]).

() o
nl nn

Volgens III.2.14 is det(A) = 0 dan en slechts dan als [¢(a1),..., ¢(an)]
een lineair afhankelijk stelsel van V is. Equivalent hiermee is: det(A) # O
dan en slechts dan als [¢(a1),..., ¢(an)] een lineair onafhankelijk stelsel
is van V.

(i) Stel eerst dat ¢ surjectief is. Dan is Im(¢) = V. Volgens II.L.20 is
[¢(a1),..., ¢(an)] een stelsel voortbrengenden van Im(¢), en in dit geval
dus van V. Volgens II.3.19 is dit n-tupel dan een basis van V en dus een
lineair onafhankelijk stelsel, zodat det(A) # O.

(ii) Is det(A) # 0, dan is [¢(a1),..., ¢(an)] een lineair onafhankelijk stel-
sel dat bovendien Im(¢) voortbrengt. Dus is dit n-tupel een basis van Im(¢),
zodat Im(¢) een lineaire deelruimte van V is met dimensie n. Volgens II.3.11
is dan Im(¢) = V, zodat ¢ surjectief is.

Hiermee is de opmerking bewezen. []

III.2.16 Lemma: Is V een F-vectorruimte en zijn ¢ : V>V en Yy : V> V twee

endomorphismen vean V, dan is, als ¢ o P : V > V surjectief

is, ook Y surjectief.

Bewijs: We hebben de situatie

¢ ¥
VAV >V
~—_ "

Yoo
We moeten bewijzen dat er bij elke vector v € V een vector w € V bestaat zo-

dat Y(w) = v. Welnu, kies een vector v ¢ V. Omdat Y o ¢ surjectief is,

bestaat er een u € V met (Y ¢ ¢)(u) = v. Noteer nu: w = ¢(u). Dan geldt:
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Y(w) = Y(o(w)) = (Y o ¢)(u) = v,
zodat het lemma geldt.[

III.2.17 Gevolg: Als A en B twee (n X n)-matrices uit F zijn en als
det(A) = 0, dan is ook det(AB) = 0.

Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis [a1,..., an]. Als

¢ : V>Veny : V>V de lineaire endomorphismen van V zijn, gegeven door:

<
|

—-— A .
(V,[a1,..., an]) > (V,[a1,..., an]),

©-
I

B
= (V,[a1,..., an]) > (V,[a1,..., an]),
dan wordt Y o ¢ : V > V gegeven door:
Yog¢= (V,[al,..., an]) AR (V,[a1,..., an])
(ef. II.5.25). Als det(A) = 0, dan is volgens III.2.15 { niet surjectief.
Stel nu: det(AB) # 0. Dan is -weer volgens III.2.15- ¢ ° ¢ surjectief.

Volgens III.2.16 is dan ¥ surjectief; tegensprask. Dus leidt de veronderstel-
ling dat det(AB) # O tot een tegenspraak. Derhalve is det(AB) = 0. O

III.2.18 Propositie: Zij V een n-dimensionale F-vectorruimte met basis

[a1,..., an]. Zij ¥ : V> V een surjectief lineair endo-

morphisme van V. Zij

n

d:V »>F

de antisymmetrische n-lineaire functie op V, bepaald

door d[a1,..., an] = 1, Dan geldt voor ieder n-tupel

[v1,..., vn] uit V:

aly(v)seen, Wv )]
ala,),..., ¥a)]

= d[v1,..., vn]. (*)

Bewijs: Y is surjectief; dus, omdat [¢(a1),..., w(an)] Im(y) opspant en

Im(y) =V, is [W(a1),..., W(an)] een stelsel voortbrengenden van V en der-



35

halve wegens I1I1.3.19 een basis van V. Dit n-tupel is dus een lineair onaf-
hankelijk stelsel zodat volgens III.1.10 d[w(a1),..., W(an)] # 0. De uitdruk-
king (*) is dus gedefinieerd.

Definieer de afbeelding
¢ : V' > F

die aan ieder n-tupel [w.,,..., w_1 uit V toevoegt het beeld
1 n

d[w(w1),---, Y(w_)1
¢[w1,..., wn] = 2 .
d[W(a1),..., w(an)l

De lezer verifidre dat -omdat d een antisymmetrische n-lineaire functie is

op V- ook ¢ een antisymmetrische n-lineaire functie is op V. Omdat bovendien

aly(a,),..., v(a )l
¢layy.n., a 1= ! n’” oo

n” - d[w(a1),..., ¥(a )]

volgt met stelling III.2.1 dat ¢ = d. In het bijzonder is dan

d[w(v1),..., w(vn)]
d[W(a1),..., w(an)]

= ¢[v1,..., vn] = d[v1,..., vn],

hetgeen bewezen moest worden.

III.2.19 Opmerking: Is V een F-vectorruimte met basis [a . an], en is

120
¢ : V>V een F-lineair endomorphisme van V gegeven door

de (n x n)-matrix A uit F volgens

_ A
¢ = (V,[a1,..., an]) *—(V,[a1,..., an])

dan is, als d de antisymmetrische n-lineaire functie is
op V met d[a1,..., an] =1,

d[¢(a1),..., ¢(an)] = det(A).

Bewijs: Ga na! (Vgl. het bewijs van III.2.1.) [
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III.2.20 Stelling: Als A en B twee (n X n)-matrices uit F zijn, dan is

det(AB) = det(A)-det(B).
Bewijs: Is det(A) = 0, dan is volgens III.2.17 ook det(AB) = 0 en volgt de
stelling.
Stel nu det(A) # 0. Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis
[a,5..., a_]. Laten ¢ en Y de F-lineaire endomorphismen van V zijn, gegeven
1 n
door:
_ A
¢ = (V,[a1,..., an]) > (V,[a1,..., an]);
Y = (V,[a e 1) 3 (vila,,..., 2 1)
sL&seees 8 sL8qseeey 8 1/
Dan is

ooy =(V,la,..., 8 ) AR (V,La,,..0, & 1),

Als d de antisymmetrische n-lineaire functie op V is met d[a1,..., an] =1,
dan geldt volgens III.2.19:

det(A) = d[¢(a1),..., ¢(an)] 3 det(B) = dlY(a;),..., w(an)];
det(4B) = alo(¥(a,)),. ., ¢(¥(a ))I.

Omdat det(A) # 0, is ¢ surjectief, zodat uit III.2.18 (met ¢ in plaats van ¥
en [w(a1),..., w(an)] in plaats van [v1,..., vn]) volgt:

det(AB) d[¢(¢(a1)),..., ¢(w(an))]

det(4) d[¢(a1),..., ¢(an)]

d[w(a1),..., w(an)J = det(B),
zodat de stelling volgt. [

III.2.21 Opmerking: Als A en B twee (n X n)-matrices zijn, dan is in het
algemeen AB niet gelijk aan BA. Wel geldt volgens de

vorige stelling:
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det(AB) = det(A)-det(B) = det(B)-det(A) = det(BA).

§III.3. Automorphismen en basistransformaties

III.3.1 Een F-lineair endomorphisme ¢ : V =+ V van een F-vectorruimte V hebben

we een F-lineair automorphisme van V genoemd als ¢ een isomorphisme is, of,

wat volgens I.1.33 op hetzelfde neerkomt, als ¢ bijectief (= surjectief &n
injectief) is.

Volgens II.L4.27 is ¢ bijectief als ¢ injectief is, en volgens II.L.28
is ¢ bijectief als ¢ surjectief is. Bovendien weten we dat ¢ injectief is
dan en slechts dan als Ker(¢) = {0} (ef. II.L.23) en dat ¢ surjectief is
dan en slechts dan als Im(¢) = V.

Samenvattend: .

III.3.2 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte en ¢ : V »> V een F-lineair endo-

morphisme van V. Dan geldt:

(i) ¢ is een F-lineair automorphisme van V dan en

slechts dan als ¢ injectief is.

(ii) ¢ is een F-lineair automorphisme van V dan en

slechts dan als ¢ surjectief is.

(iii) ¢ is een F-lineair automorphisme van V dan en
slechts dan als Ker(¢) = {0}.
(iv) ¢ is een F-lineair automorphisme ven V dan en

slechts dan als Im(¢) = V.

(v) ¢ is een F-lineair automorphisme van V dan en

slechts dan als er een F-lineair endomorphisme
-1

¢~ : V>V bestaat met ¢ o ¢-1 = id; en
-1 .
¢ o ¢ = 1dv.

III.3.3 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte met basis [aT,..., an]. Zij ¢
een F-lineair endomorphisme van V en A een (n x n)-matrix

uit F zodat

¢ = (V,[al,..., an]) 4 (V,[a1,..., an]).

Dan is ¢ een F-lineair automorphisme van V dan en slechts

dan als det(A) # O.
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Bewijs: Volgens III.3.2 is ¢ een F-lineair automorphisme van V dan en

slechts dan als ¢ surjectief is, en volgens III.2.15 is ¢ surjectief dan en
slechts dan als det(A) # 0. [I

III.3.h4 Definitie:

III.3.5 Opmerking:

Zij A een (n X n)-matrix uit F. Een (n X n)-matrix B heet

een inverse matrix van A als B voldoet aan:

Is Aeen (n X n)-matrix uit F en is B een inverse matrix

van A, dan is A een inverse matrix van B.

Bewijs: Dit volgt direkt uit definitie III.3.L4. []

III.3.6 Voorbeeld:

De (3 x 3)-matrix

uit R heeft als inverse matrix de matrix

WIN W= Wl —
Wl= W= WwIN
]

WIN Wil —= win

(ga na!). Daarentegen heeft de (2 x 2)-matrix

geen inverse, want als

een inverse van deze matrix zou zijn, dan moest in ieder geval gelden:
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(a 2a

Akl

zodat onder meer zou volgen: a = 1 en 2a = 0 en dit kan niet.

c 2c

III.3.7 Opmerking: Een (n X n)-matrix A uit F heeft hoogstens één inverse.

Bewijs: Stel, B1 en B2 zijn beide inverse matrices van A. Dan geldt:

AB1 = AB2 = BIA = B2A = In. We moeten bewijzen dat hieruit volgt: B1 =B

Welnu, met behulp van II.5.30 volgt:

o

B, =IB, = (B2A)B1 = B2(AB1) =B

1 In =B

2 2

(ef. ook II.5.26).

III.3.8 Notatie: Als een (n X n)-matrix A een inverse heeft, dan geven we

deze aan met

A,

III.3.9 Opmerking: Als A een (n x n)-matrix uit F is, die een inverse heeft,

dan is
(ahH =4
Bewijs: Dit volgt rechtstreeks uit III.3.5. []

III.3.10 Opmerking: Een (n X n)-matrix A heeft een inverse dan en slechts
dan als det(A) # O.

Bewijs: (i) Stel eerst dat A een inverse heeft. Dan geldt:
det(A)-aet(n”') = aet(M™) = aet(1 ) = 1,

zodat det(A) # O moet zijn.
(ii) Neem nu aan dat det(A) # 0. Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V

met basis [a,,..., an]. Zij ¢ het F-lineaire endomorphisme van V, gegeven

1*°
door:
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_ A
¢ = (V,[a1,..., an]) > (V,[a1,..., an]).

Volgens III.3.3 is ¢ dan een F-lineair automorphisme van V, zodat er volgens
III.3.2 (v) een invers F-lineair endomorphisme ¢-1 van ¢ bestaat. Zij B de

(n x n)-matrix, gegeven door:

67" = (Vlay,eens a ) B (Vila,in, o D).
Dan is:
i, =9 0 07 = (V,la,s..n, 8 ) B (v,la ..., 8 0)
ia, = ¢ 0 0= (V,lap,..., a0) B (V,la,,.., 0 D).
Ook geldt:

I
ia, = (V,la ;. ., 2 1) 3 (Vylayseees a 1),

Lettend op II.5.6 volgt hieruit: AB = BA = I, zodat B = A"". Dus A heeft

een inverse. []

III.3.11 Terminologie: Een vierkante matrix A uit F heet regulier als
det(4) # 0.
De reguliere matrices zijn dus die vierkante matrices

uit F die een inverse hebben.

III.3.12 Opmerking: Als A en B reguliere (n X n)-matrices uit F zijn dan

zijn ook de matrices AT en AB regulier en er geldt:

(AT)-1 = (A-1)T ; (AB)_1 - B-1A_1.

Bewijs: det(A) # O # det(B), dus det(AT) = det(A) # 0 en det(AB) =

= det(A)+det(B) # 0, zodat AT en AB regulier zijn. Wegens

-1,\T,,T _ =T _ T _ .
(Tl = (aaHT = 1F = 1
AT = et = 1T =1,
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is (A-1)T de inverse van AT : (AT)-'1 = (A—1)T. Wegens

(3='a""y(aB) = 374 ")B = B_1(InB) =8 'B=1;
(aB) (3™ "a™") = A~ ")a"! = A(InA_1) =m ' = I,
N T R T
is BT 'AT de inverse van AB : (AB)” =B 'A"'. [

III.3.13 Opmerking: Zijn A en B twee (n X n)-matrices uit F zodat AB = Ip
-1
= A.

dan zijn A en B regulier en geldt: Al =8 en B

Bewijs: Wegens det(A)-det(B) = det(AB) = det(In) = 1 is det(A) # 0 en
det(B) # 0, zodat A en B reguliere matrices zijn. Dus hebben A en B inversen

A" en B7'. We weten al dat geldt:

Ook vinden we:
BA = I_(BA) = (a7 'a)(Ba) = a""(aB)A = A"(InA) =

= A A=T1. . (**)
Uit (*) en (**) volgt dat B de inverse is van A : B = A"". Dan is ook A de
inverse van B (ef. III.3.5): A = B_1. 0

We gaan nu de volgende vraag beantwoorden: Gegeven een reguliere
(n x n)-matrix A; bepaal de inverse matrix A", De te volgen methode hiertoe
lichten we eerst toe aan de hand van een voorbeeld, en zullen die daarna

algemeen bewijzen.

III.3.14 Voorbeeld: Gegeven zij de (3 x 3)-matrix

.
"

_ O -
SN
- O

Ga na dat det(A) = 3 # 0, zodat A regulier is en inderdaad een inverse heeft.
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Beschouw nu het paar matrices:

1 0 10
A= |0 1 ; 1, = |0
111 0 0

We gaan nu =-door rijen van A een aantal keren bij andere rijen op te
tellen; door rijen van A te verwisselen; door rijen van A met een getal te
vermenigvuldigen- A overvoerer in de eenheidsmatrix I3. Tegelijkertijd pas~
sen we op 13 dezelfde handelingen toe.

Trek in beide matrices de 1° rij van de 3® rij af. We krijgen de

matrices:

1 2 0 1 0 O
0o 2 1 ; o 1 ol.
0 -1 1 -1 0 1

Tel in beide matrices de 2° rij } keer op bij de 3% rij:

1 2 0 1 0 0
0 2 1 ] 0 1 0].
3 1
0 5 -1 5 1
Trek in beide matrices de 3° rij % keer af van de 2° rij:
1 0 1 0 0
2 2 2
° 2 9 ; 3 3 3
0 0 = 1
5 -5
Trek in beide matrices de 2° rij af van de 1€ rij:
1 2 2
1 0 O 3 3 3
2 2 2
0 2 g H 3 3 "3
0 0 s 1
2 -1 3 1

Deel de 2° (resp. de 3°) rij door 2 (resp. g):
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12 2

1 0 O 3 73 3

- U L B |
13-010 ; B=|3 3 -3/
0 o 1 2 1 2

3 3 3

We hebben nu A op vooromschreven wijze overgevoerd in I3. I3 is door toepas-
sing van dezelfde handelingen overgevoerd in B. De lezer controlere dat de

matrix B de inverse is van A.

We willen nu bewijzen dat de in voorgaand voorbeeld geschetste methode
om de inverse van een reguliere matrix te berekenen in het algemeen opgaat.

Hiertoe dienen we twee beweringen te controleren, t.w.:

(i) Dat iedere reguliere matrix A is over te voeren in de eenheidsmatrix
door het achteréenvolgens uitvoeren van handelingen van de volgende
typen: het A (e F) keer optellen van een rij bij een andere rij; het
vermenigvuldigen van een rij met A (# 0); het verwisselen van twee
rijen.

(ii) Dat als we dezelfde handelingen in dezelfde volgorde toepassen op de

rijen van de eenheidsmatrix, deze overgaat in de inverse matrix van A.

IIT.3.15 Terminologie: Als we in een (m x n)-matrix A uit F

(i) hetzij twee rijen (resp. kolommen) van plaats verwisselen; _

(ii) hnetzij een rij (resp. kolom) met een getal A # O uit F vermenigvuldigen;

(iii) hetzij een rij (resp. kolom) A (e F) keer optellen bij een andere rij
(resp. kolom),

dan zeggen we dat we een lineaire handeling hebben toegepast op de rijen

(resp. kolommen) van A.

III.3.16 Opmerking: Een reguliere (n X n)-matrix A uit F is door herhaald

toepassen van lineaire handelingen op de rijen over te

voeren in de eenheidsmatrix In.

Bewijs: (Met volledige inductie naar n).

(i) zij n = 1. Kies een reguliere (1 x 1)-matrix, zeg:
A= (A).

A is regulier, dus det(A) = XA # 0. Deel de 1€ rij van A door A, en A gaat

over in I, = (1).
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(ii) Neem nu aan dat iedere (n-1) X (n-1)-matrix uit F door herhaald toepas-
sen van lineaire handelingen op de rijen is over te voeren in In—1’ mits die

matrix regulier is. Kies een (n * n)-matrix

uit F die regulier is.
Als voor elke i € {1,..., n} geldt dat Ai1 = 0, dan zou de eerste kolom

van A geheel uit nullen bestaan, zodat det(A) = O zou zijn; in tegenspraak
met de regulariteit van A. Door eventueel de 1€ rij van A te verwisselen met
een andere rij (een lineaire handeling op de rijen!) mogen we aannemen dat

A11 # 0. Deel nu de 1° rij door A11. We krijgen een matrix van de vorm

T Wy e Mgy
Hoy

A1= . . Y
un1 unn

waarvoor geldt: det(Al) = A;}det(A) # 0. Dus A is nog steeds regulier.
Telkens als W, # O trekken we de 1% rij U, keer af van de i€ rij. Ook dit

zijn lineaire handelingen op rijen. We krijgen een matrix van de vorm

VoM e Mgy

waarvan de determinant gelijk is aan det(A1). Dus A, is regulier. Ontwikkelen

naar de eerste kolom van det(Ag) geeft:
0 # det(Ag) = det(B),

zodat de ((n-1) X (n-1))-matrix B regulier is.
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Volgens de inductie-aanname is B door herhaald toepassen van lineaire
handelingen op rijen over te voeren in In—T' Hieruit volgt dat A, door her-
haald toepassen van lineaire handelingen op de 2€ tot en met de n® rij is

over te voeren in de matrix

L PP |

Trek nu de 2° rij PPN keer af van de 1° rij; de 3¢ rij u13 keer af van de 1°

rij, enz., enz. We krijgen dan de matrix

zodat de opmerking bewezen is. []

We herformuleren nu met behulp van de in III.3.15 ingevoerde terminolo-

gie de opmerkingen II.5.17, II.5.18, II.5.19 in een speciaal geval:

III.3.17 Opmerking: Is V een F-vectorruimte met basis [31,..., an] en is A
een (n X n)-matrix uit F, terwijl ¢ het F-lineaire endo-

morphisme is van V dat gegeven wordt door

6= (Vlay,..n, 8 1) 3 (V,lay,e0n, 8 1),

Is A' een matrix die uit A ontstaat door toepassing van

een lineaire handeling op de rijen van A, dan is er een

basis [b1,..., bn] van V, uitsluitend bepaald door de

aard van deze lineaire handeling op de rijen, zodat

- Al
¢ = (V,[a1,..., an]) = (V,[b1,..., bn]).

Bewijs: Ga na![]
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I1I.3.18 Gevolg: (Bepaling van de inverse matrix) Zij A een reguliere

(n x n)-matrix uit F. Voer, door herhaald toepassen van

lineaire handelingen op de rijen, A over in In. Laat In’

door toepassing van deze lineaire handelingen op de rijen

in dezelfde volgorde, overgaan in de matrix B. Dan is
-1
B=A .

Bewijs: Zij ¢ het F-lineaire endomorphisme van een n-dimensionale F-vector-

ruimte V met basis [a1,..., an] dat gegeven wordt door
¢ = (V,la a 1) % (v,la a 1) (%)
olagseee, a) e,y a 1),
Voorts is
I
ia, = (V,lay,..., a 1) - (V,lays.e, a 1). (%%)

Herhaald toepassen van III.3.17 levert ons een basis [b1,..., bn] van V,

zodat
I,
¢ = (V,[a1,..., an]) —+_(V,[b1,..., bn]) %%k )
en
idV = (V,[a1,..., an]) 5 (V,[b1,..., bn]). (*xxx)

Uit (%) en (***x) volgt:
¢ =id; o 0= (V,la,..., &) B (v, v ).
Uit (**) en (#**%) volgt:
¢ =¢ id, = (V,lap,..., a 1) EE—IQ (V,lby5.eey 2 1),
zodat, gelet op II.5.6, geldt:
Volgens III.3.13 is dan B = A .

Geheel analoog geldt:
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III.3.19 Opmerking: Zij A een reguliere (n x n)-matrix uit F. Voer, door her-

haald toepassen van lineaire handelingen op de kolommen,

A over in In' Laat In’ door toepassing van deze lineaire

handelingen op de kolommen in dezelfde volgorde, overgaan
" in de matrix B. Dan is B = A—1.

Bewijs: A gaat over, door lineaire handelingen op de kolommen, in In en I,
middels dezelfde lineaire handelingen op de kolommen, in B. Dan gaat A~ door
toepassing van overeenkomstige lineaire handelingen op de rijen over in

T T =1

I”’=I enI =1 in BT. Volgens III.3.18 is dan BT = (AT) Dus:
n n n n

-1,T - -1
=0T =(H "= (@ HhhHT =27,
waarmee de opmerking bewezen is. []

We hebben in de opmefkingen III.3.18 en III.3.19 methoden gegeven om,
lineaire handelingen uitvoerend op rijen, resp. kolommen, de inverse van een
reguliere matrix uit te rekenen. Men zi]j gewaarschuwd dat men beide methoden
niet dooréén mengt, zoals het volgende voorbeeld illustreert.

Beschouw het paar

Trek de eerste rij % keer van de 2° rij af:

(2 1) 1 o)
1 3 1 :
0 § _é 1

Trek de eerste kolom % keer van de 2e kolom af:

1
2 o) ( 1 'E)

1 d 1 5"
° 3 3 i
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III1.3.20 Opmerking: Voor een reguliere (n x n)-matrix A uit F geldt:

det(A™1) = det(a)”".

Bewijs: det(A)-det(A'1) = det(AA-1) = det(In) =1.0

In het hierna volgende gedeelte van deze paragraaf zullen we spreken
over "basis-transformaties". Hierbij behandelen we de volgende twee vragen:
(i) We hebben gezien dat, als we in een F-vectorruimte V een basis
[a1,..., an] vast gekozen hebben, we de vectoren v € V kunnen beschrijven

ten opzichte van deze basis volgens

v = S € (V,[a1,..., an]), (*)

wat betekent: v = A1a1 + ...t Xnan. Hadden we een andere basis van V gekozen,
dan hadden we een andere, analoge échrijfwijze voor v gevonden. De eerste
vraag is nu: geef een vector v € V door (*). Laat een tweede basis

[b1,..., bn] van V gegeven zijn. Bepaal dan Hiseoes W) in

L

v = E € (V,[b1,..., bn]).

n

(ii) Kies twee F-vectorruimten V en W met bases [a1,..., an] en [c ves cm].

127
Zij ¢ : V > W een F-lineaire afbeelding en A een (m X n)-matrix uit F zodat

geldt:
A
¢ = (V,[a1,..., an]) > (W,[c1,..., cm]).

Kies nu twee andere bases [a;,..., a&], [c;,..., ci] van V, resp. W. De

tweede vraag luidt: bepaal de (m X n)-matrix A' zodat geldt:

¢ = (V,[a;,..., aﬁ]) Al (W,[c;,..., cé]).
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We zullen beide vragen hierna beantwoorden.

III.3.21 Opmerking: Zijn [a1,..., an] en [b1,..., bn] twee bases van een F-

vectorruimte V, is ¢ een F-lineair endomorphisme van V

en is A een (n X n)-matrix uit F zodat

¢ = (V,[a1,..., an]) 4 (V,[b1,..., bn]),

dan is ¢ een F-lineair automorphisme van V dan en
slechts dan als A regulier is.

Bewijs: (i) Stel eerst dat ¢ een F-lineair automorphisme is van V. Dan is er
het inverse endomorphisme ¢_1 van ¢. Zij B de (n x n)-matrix uit F, gegeven

door:
-1 _ ’
¢” = (V,[b1,..., bn]) B (V,[a1,..., an]).

Dan is volgens II.5.25

-1

° ¢ = (Vylagenn, a 1) 28 (V,lap,..0s a)0).

idv =¢

Ook is direkt duidelijk dat geldt:

1%

I
id, = (V,la.., 8 1) 3 (V,layseees 8 1),

zodat (cf, II.5.6) geldt: BA = I . Dus is det(B)-det(A) = det(BA) = 1, zodat
det(A) # 0 is. A is derhalve regulier. (Merk op dat B = A-1 volgens III.3.13.)
(ii) Neem nu aan dat A regulier is: det(A) # 0. Volgens III.3.10 heeft A de
inverse matrix A—1. Zij ¥ het F-lineaire endomorphisme van V, gegeven door:

-1

Y= (VIbp,..., b1) 2 (Vyla,..., & d).

1"?

Dan geldt volgens II.5.25, wegens AA_1 =A A=19:.

I

Yoo= (V,[a1,..., an]) =3 (V,[a1,..., an]) = idv;
In .

¢ oY = (V,[b1,..., bn]) — (V,[b1,..., bn]) = ia,,
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zodat Y het inverse endomorphisme van ¢ is, en zodat ¢ derhalve een F-line-
air automorphisme is van V.
Hiermee is de opmerking bewezen. []

Uit het bewijs van de voorgaande opmerking volgt direkt:

III.3.22 Opmerking: Is V een F-vectorruimte met bases [a1,..., an] en

[b1,..., bn} en is ¢ een F-lineair automorphisme van V

met
A
¢ = (V,la,..., an]) > (V00,000 bn]),

dan heeft de (n X n)-matrix A uit F een inverse en er

geldt:

o1 = (v,Ib b_1) A7) (V,[a )
o,y b L., 8 d).

Bewijs: Ga na! [J

III.3.23 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij

[b1,..., bn] een n-tupel uit V, gegeven door

A11 >‘1n

bl”"’bn = ; yeves 5 € (V,[a1,..., an]).
A A
ni nn

Dan is [b1,..., bn] een basis van V dan en slechts dan

als de matrix

11 n
S =. .
nl °°° Ann

Bewijs: Beschouw het F-lineair endomorphisme ¢ : V > V, gegeven door
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¢(a1) =Dyseens ¢(a_) =b_. Dan is volgens II.5.25
¢ = (V,la seee, 2 1) 3 (V,lags..es & 1),

Volgens III.3.21 is ¢ een F-lineair automorphisme dan en slechts dan als
S regulier is.

(i) Stel eerst dat [b1,..., bn] = [¢(a1),..., ¢(an)] een basis is van V.
Dan is dit n-tupel lineair onafhankelijk, en, omdat Im(¢) door dit n-tupel
wordt voortgebracht, is [b1,..., bn] een basis van Im(¢). Dus is dan de
dimensie van Im(¢),n, gelijk san de dimensie van V. Volgens II.3.11 is dan
Im(¢) = V zodat ¢ surjectief is. Volgens III.3.2 (ii) is ¢ dan een F-line-
air automorphisme van V, zodat S regulier is.

(ii) Stel nu dat S regulier is. ¢ is dan een F-lineair automorphisme van V
en dus zeker surjectief. Dus Im(¢) = V. Omdat [byseees b 1=

= [¢(a1),..., ¢(an)] Im(¢) voortbrengt is dit n-tupel dan een stelsel voort-
brengenden van V. Omdat de dimensie van V n is, is [b1,..., bn] volgens
II.3.19 een basis van V.

Hiermee is de opmerking bewezen. []

III.3.2L4 Opmerking: Zij V een F-vectprruimte met bases [31,..., an] en
[b1,..., bn]. Als

>\11 A1n
biseeesd = N P 5 e(V,[a1,...,an]) (%)
A A
ni nn
en
A11 e A1n
S = : E s
>‘n1 v >‘nn

dan heeft S een inverse en geldt:

(1) ia, = (V,lby,. 0y b 0) 2 (Vulagenn, a 1)

-1
(ii) day = (V,Laph..ey 8 ) S (V,00,,..0, B D).
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Bewijs: Volgens III.3.23 is S regulier, en heeft derhalve een inverse. Uit
(%) volgt wegens id.v(bi) =D, (i =1,...,n) direkt dat (i) geldt.
(ii) volgt uit (i) met behulp van III.3.22. []

III.3.25 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte met bases [31,..., an] en
[b1,..., bn] en zij v € V, zodat

Yi\ A Ma
VsDiseuasb = s E seeus E € (V,[a1,..., an]).
Yn An1 Ann

A11 v A1n
s =]. . ’
An1 v Ann

de vector v ten opzichte van de basis [b1,..., b_]

n
gegeven door

Bewijs: Volgens III.3.24 hebben we:
S-1
id, = (Vylayseee, 2 1) == (V,[b,,..0, D ]).

De opmerking volgt nu direkt uit II.5.32. 1

Merk op dat III.3.25 het antwoord geeft op de eerste vraag, zoals om-

schreven in de opmerkingen, voorafgaande aan III.3.21 (blz.48).

III.3.26 Voorbeeld: Beschouw in R; de bases [e1,e2,e3] en [b1,b
1 = (1,0,0) 3 e, =1(0,1,0) ; ey =1(0,0,1);
b1 (2’051) 5 b2 (1,0,0) 3 b3 = (031’1)-

2,b3] met

e
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Zij voorts v = (2,1,1) € R3. Dan geldt

2\ [2 1 0

v,b1,b2,b3 = (1],

o
-
-

*
1 € (R3,[e1,e2,e3]).
1 1 0 1

Als
2 1 0
s=(o o 1],
1 1
dan is
. * s7! &
idp* = (Rgsleqse55e31) = (Rg,[b,,b,,b51).
3
Ga na dat
0 -1 1
s V=1 2 -2,
0 1 o
zodat volgt
2 o -1 1\ [2) 0
v=s1]=(1 2 2| [1]=]2] e ®:,b.,b.,b.1)
3’ 1’ 2’ 3 .
1 o 1 ol \1 1

(Inderdaed is 2b, + by = 2(1,0,0) + (0,1,1) = (2,1,1) = v.)

III.3.27 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte, evenals W, met bases

[a1,..., an], resp. [c1,..., cm]. Zij ¢ : V> W een
F-lineaire afbeelding en A een (m X n)-matrix uit F,

zodat geldt:

¢ = (V,[a1,..., an]) 4 (W,[c1,..., cm]).

Zijn [a%,..., aA] en [c%,..., ci] bases van V, resp. W

zodat voor j = 1,...,n3 k= 1,...,m:

53
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%; T1k
a! = € (V,[a1,.. , an]) 5 c}': =] € (W,[c1, . cm]).
nJ ka
Als we noteren:
999+ 94 Tir oo T
s=1: : : T=: : s
0n1 . Gnn Tm'l . ‘L'mm
dan geldt:
= 'as

¢ = (V:[a’;,"'s al"l]) > (w,[c%"”’ cl';‘l])'
Bewijs: Volgens III.3.24 hebben we:

ia, = (V,lal,..., aﬂj)‘§ (V,layse..s 8 ])

en 1
idw = (W,[c1,..., cm]) ., (W,[c;,..., c1;1])'

We hebben dan de situatie:
A
W (V,[a1,..., a.n]) — (W,[c1,..., cm])
. _ -1
| 18, = T s |
f (V,[a{,..., ar'l]) (W,[ci,..,, 01;1]),
zodat volgens II.5.25 geldt:

-1
6 =da, o ¢ o ia, = (V,lal,..., a!l) I A3 (W,Lel,.ny et),

waarmee de opmerking bewezen is. [

ITI.3.28 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte met bases [31,. s 8 Jen

[b1,..., bn]. Zijn A en B twee (n x n)-matrices uit F

en is ¢ een F-lineair endomorphisme van V zodat geldt:




©-
]

(Vilagsees an]) 4 (V,lagyees 8 1)

<
L[}

(V,[b1,..., bn]) 5 (V,[b1,..., bn]),

dan bestaat er een reguliere (n X n)-matrix S uit F

zodat geldt:

B = 57 aS.
Bewijs: Zij
%11 %n
bT""’bn = E seons E € (V,[a1,..., an])
ag g
ni nn
en noteer:
011 eee 01n
S =|.: . .
(0 vee O
nl nn

We hebben dan, net als in het bewijs van de vorige opmerking, de situatie:

v —9+ v (V,[a1,..., an]) A, (V,[a1,..., a_l)
n
idg li% = Ts ls‘1
\

v (V,[b1,..., bn]) (V,[b1,..., bn]),
zodet weer volgt (c¢f. II.5.25):

-1
ia, o ¢ o iy = (V,[b,,..., 1) 88 (V00,00 b D)

S
L[}

Ook was

' B
(V,[b1,..., bn]) > (V,[b1,..., bn]),

©
[}

zodat volgt:

55
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hetgeen bewezen moest worden. []

I11.3.29 Definitie: Twee (n X n)-matrices A en B heten aeguivalent, als er

een reguliere (n X n)-matrix S bestaat zodat

We noteren in dat geval:
A ~ B.

III.3.30 Opmerking: Voor (n X n)-matrices A, B en C geldt:

(i) A ~aA;
(ii) Als A ~ B, dan is B ~ A3
(iii) Als A~BenB ~C, dan is A ~C.

Bewijs (i): Kies § = I . Dan is A = s™'as.

Bewijs (ii): We hebben een reguliere matrix S zodat B = S—TAS. Wegens
det(S_1) = det(s)-1 is det(S—1) # 0 zodat S-1 een reguliere matrix is. Er
geldt:

1

A=TAIL = ss~'ass™! = s = (57 B(s™T),

zodat B ~ A.
Bewijs (iii): We hebben reguliere matrices S en T zodat geldt:

s~'as ; ¢ =7 'BI.

(o]
]

Dan is:

=15~ "asT = (s7)""A(ST).

Q
]

Nu is det(ST) = det(S)edet(T) # 0, zodat ST een reguliere matrix is. Dus is
A~cC. 0O
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We kunnen III.3.28 nu als volgt herformuleren:

III.3.31 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte met bases [a1,..., an] en

[b1,..., bn]. Zij ¢ een F-lineair endomorphisme van V.
Als
A
¢ = (V,[a1,..., an]) > (V,[a1,..., an])
en
¢ = (V,lb,,en, b 1) B (v,00,5.00, 0.0),

dan is A ~ B.

III.3.32 Opmerking: Voor elk tweetal aequivalente (n X n)-matrices A en B
uit F geldt: det(A) = det(B).

Bewijs: Er is een reguliere (n X n)-matrix S uit F zodat

Dan volgt:

det(B) det(S-1)°det(A)'det(S)

det(s)‘1-det(A)-det(s) det(A). O

III.3.33 Opmerking: Zij V een F-vectorruimte met basis [31,..., an] en zij

¢ een F-lineair endomorphisme van V, terwijl A een

(n x n)-matrix uit F is, zodat

o= (V,lap,e.., a) 3 (V,la,.00, 8 ]).

Zij B een met A aequivalente (n X n)-matrix uit F. Dan

is er een basis [b1,..., bn] van V zodat

¢ = (V,[b1,..., bn]) 5 (V,[b1,..., bn]).

Bewijs: Er is een reguliere (n x n)-matrix S uit F zodat
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-1
B=S58 AS
Zij
011 °1n
S=1. R
g ees O
nl nn

Definieer het n-tupel [b1,..., bn] uit V met

%41 %n

by, b = seees | € (V,[a1,...,an])- (*)

Q
Q

nl nn

Omdat S regulier is, is [bg,..., bn] een basis van V (ef. III.3.23). Nu
volgt onmiddellijk uit III.3.27, dat

©
I

-1
- S _AS -
(v, [b1,..., bn]) (v, [b1,..., bn]) =

B
(v, [b1,..., bn]) — (v, [b1,..., bn]),

zodat de opmerking bewezen is. [J
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IV. Lineaire stelsels vergelijkingen

§IV.1. De rang van een matrix

IV.1.1 Notatie: We noteren

]Fn = Mn,1(F) 3 Fn = M1,n(F)
(ef. II.1.2k4).
IV.1.2 Definitie: Zij
%1t %p
A= .
m1 .o G.mn

een (m X n)-matrix uit F. De rang van het n-tupel

%11 [*n
[ P ]
0Lm1 c"mn

uit ]Fm heet de kolommen-rang van A. De rang van het m-tupel

[(aﬂ,..., am),..., (am1,..., ocmn)]

uit ]F; heet de rijen-rang van A.

IV.1.3 Voorbeeld: Beschouw de (L4 x 3)-matrix

13 1
a2 2 -2
o 8 8
boo1o-7

uit R. Nu is de tweede vector uit het 3-tupel
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1 3 1
2 2 -2
[ 0 B 8 ] 8 ]
N 1 -7
uit Rh wegens
3 1 1
2 2 -2
8] =2 o] *| s
1 L =T

een lineaire combinatie van de overige twee vectoren. Volgens II.3.26 is de

rang van dit 3-tupel gelijk aan de rang van het 2-tupel

= O M
-
(o]

uit Rh' Omdat dit 2-tupel een lineair onafhenkelijk stelsel is van Bh’ is
volgens II.3.16 de rang van dit 2-tupel 2. Dus is de kolommen-rang van A
gelijk aan 2.

Beschouw nu het L-tupel
[(13391)9 (2923"2); (0,8,8), (hs1’—7)]
. *
uit R3. Wegens
(4,1,=7) = 2(1,3,1) + (2,2,-2) - g(o,s,a)
is volgens II.3.26 de rang van dit Y-tupel gelijk aan de rang van
[(1,3’1)’ (2,2,"2)3 (0,8,8)] k]

en de rang van dit 3-tupel is -weer volgens II.3.26- wegens

(0,8,8) = 4(1,3,1) - 2(2,2,-2)
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gelijk aan de rang van

£(1s331)a (2929'2)]-

*

Omdat dit een lineair onafhankelijk stelsel is van R3

, is deze rang 2. Dus
de rijen-rang van A is ook 2.

Merk op dat in dit voorbeeld rijen-rang en kolommen-rang van A gelijk
zijn. We zullen in deze paragraaf laten zien dat dit voor iedere matrix

waar is.

IV.1.4 Opmerking: Zijn V en W twee F-vectorruimten en is ¢ : V > W een

F-lineaire afbeelding, dan geldt voor ieder m-tupel

[v1,..., va uit V:
'rang[¢(v1),..., ¢(vm)] < ranglvy,..., v 1.
Bewijs: Zij k de rang van [¢(v1),..., ¢(vm)]. Volgens II.3.17 kunnen we dan
k vectoren ¢(vi1),. ces <1>(vi ) uit dit m-tupel kiezen, zodat het k-tupel
[¢(vi1),..., ¢(vik)] een lineair onafhankelijk stelsel is van W. Dan is

[vi1,..., vik] een lineair onafhankelijk stelsel van V, want als

AV, + ... +Av. =0 (>\1,...,>\keF),

1714 k 1y
dan is
X1¢(vi1) + ... 4+ Ak¢(vik) = ¢(A1vi1 + ...+ kaik) =
= ¢(0) = 0,
zodat A1 =.,,. = Xk = 0. Is V1 de lineaire deelruimte van V, opgespannen

door [v1,..., vm], dan is [vi1,..., A ] een lineair onafhankelijk stelsel
van V,, zodat k < dim(V1) = ranglv,..., v ] (ef. 1I.2.%0). 1

IV.1.5 Gevolg: Zijn V en W twee F-vectorruimten en is ¢ : V > W een F-line-

air isomorphisme, dan geldt voor ieder m-tupel [v1,..., vm]

uit V:

rang[¢(v1),..., ¢(vm)] = rang[v1,..., vm].
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Bewijs: 2ij ¢-1 : W~V de inverse (F-lineaire) afbeelding van ¢. Dan volgt
uit IV.1.k:

rang[d)(v]),..., ¢(vm)] < ranglv,,..., v ] (%)
en ook, wegens qa‘1 o ¢ = idv,
ranglv,,..., v 1 = r;ngc¢'1(¢(v1>),..., IRCCRNIE
< ran8[¢(v1),..., ¢(vn)]. (%)

Uit (*) en (**) volgt dan de bewering. [J

IV.1.6 Opmerking: Zijn V en W twee F-vectorruimten met bases [a1 seeey an],

resp. [b1,. ves bm], is ¢ ¢ V > W een F-lineaire afbeelding

en is A een (m X n)-matrix uit F zodat

= 4
¢ = (v,[a--la---, a-n:]) (Ws[b1"°" bm])9

dan is de kolommen-rang van A gelijk asn de dimensie van

Im(9).

Bewijs: Beschouw de basis [e1,... s em] van Fm’ gegeven door:

0 0

€1s€5500008p = s O |yeens . )
. . 0
0 0 1

en voorts de F-lineaire afbeelding 6 : W - Fm, gegeven door G(bT) =

= ey, S(bm) = e . Dan is:
Im
0= (w,[b1,..., bm]) - (Fm,[e1,..., emJ).
Ook hebben we een F-lineaire afbeelding 6' : Fm + W, gegeven door:

I
0' = (F ,le ,e.ns e ]) =2 (Wb, s..vy B 1),
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Wegens ImIm = Im volgt uit II.5.25:

I

m N s .
(Fm,[e1,..., em]) - (Fm,[e1,..., emJ) = 1qu,

6 o 6

I
8' o 8 = (W,[b,,..., b]) 2 (W,[0,5..05 b, 1) = idy,

zodat O een F-lineair isomorphisme is.
We hebben nu de volgende situatie:

v -2 (Vilays...s 8 1) A, (Wylbysenes b1

ie = lIm

- Oﬂm,[e1,..., em])-

\

Im(¢) is de lineaire deelruimte van W, opgespannen door [¢(a1),..., ¢(an)]s

dus:
digF(Im(¢)) = rang[¢(a1),..., ¢(an)J.

Omdat 6 een isomorphisme is, is rang[¢(a1),..., ¢(an)] =

= rang[e(¢(a1)),..., 6(¢(an))] (ef. IV.1.5), zodaet we vinden:

digF(Im(¢)) = rang[6(¢(a1)),..., e(¢(an))]. (%)
Zij nu
R
A= E .
LT amn

Dan geldt voor k = 1,..., n:

¢(ak) = 5 € (W,[b1,..., bm])

en -volgens II.5.32- volgt hieruit voor k = 1,..., n:



6k

%1 %9k
9(¢(ak)) =I: E = E € (Fm,[e1,..., em]).
%k RN

Dus geldt voor elke k € {1,..., n}:

6(¢(ak)) =ae + ...t e =
%k 0 *x
0 a2k .
= + 0 PO =| :
. ’ 0 :
0 0 . L
Uit (*) verkrijgen we den:
o o

11 n
digF(Im(¢)) = rangl ; Toenes E ] = kolommen-rang (A),

o
m1 mn

waarmee de opmerking bewezen is. []

IV.1.7 Notatie: De rijen-rang en kolommen-rang van een matrix A zullen we

ook aangeven met respectievelijk

r.r(A) 3 k.r(a).

Iv.1.8 Opmerking: Voor elke matrix A uit F geldt:
. T T
r.r(A) = k.r(A") 3 k.r(A) =r.r(A7).

Bewijs: Zij

A ]
(111 see U.,]n U-.” cee 1
A= : s AT =1 :o .
o, . 0 o' . o'
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(Dus: a!. = a..
1j ji
velijke bases [f1,..., fn] en [e1,..., en] gegeven door:

. . . * .
sy i=1,...,m J=1,..., n.) Kies in Fn en Fn de respectie-

£afpseeesf = (150500450), (0,1,0500250) 5000y (0y000,0,1);
1 0 0
0 1 .
. 0 .
e1,e2,...,en = < seeey [
: : 0
0 0 1

Het is direkt te controleren dat 6 een F-lineaire afbeelding is, terwijl

wegens e(f1) = e s e(fn) = e geldt:

I

6 = (]F‘;,[f ey 1) s (F ,leqseens e 1)

1°°
Ock nu hebben we de F-lineaire afbeelding 6' : Fn »-F;, gegeven door:
I
' = (F ,le ,..., e 1) 3 (F',[f £1).
n’> 1°"°"? "n n’>-"1°""** 'n

Net als in het bewijs van IV.1.6 ziet men dat

600 =gy ; 01 o0 = iger,

zodat 0 een F-lineair isomorphisme is. Met behulp van IV.1.5 volgt nu:

r.r(A) rang[(a11,..., O, Jyeues (am1,..., amn)] =

n

rang[e(u11,..., a1n),..., e(um1,..., umn)] =
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R ]=rmg[: seees | 1=

= k.r(AT).

Dus is r.r(A) = k.r(AT) voor iedere matrix A uit F. In het bijzonder geldt

dit voor AT:

r.r(AY) = k.r(AD)T = k.r(a).
Hiermee is ook de tweede bewering bewezen. []

IV.1.9 Opmerking: Zij A een matrix uit F. Zij A' (resp. A") de matrix, ver-

kregen uit A door toepassing van een lineaire handeling

op de rijen (resp. kolommen) van A. Dan geldt:

r.r(a) ?.r(A')

r.r(A");

k.r(A) = k.r(A') = k.r(A").

Bewijs: Kies een tweetal F-vectorruimten V,W met respectievelijke bases

[a1,..., an], [b1,..., bm] alsmede de F-lineaire afbeelding ¢ : V = W die

voldoet aan:
- 4
¢ = (V,[a1,..., an]) (W,[b1,..., bm]).

Volgens II1.5.17, I1.5.18 en II.5.19 kunnen we een nieuwe basis [b%,..., bé]

van W kiezen zodat:
Al
¢ = (V,[a.1,..., anJ) = (w,[b;,..., bl;ll),
terwijl er volgens II.5.16 een basis [a!,..., aﬁ] van V te vinden is met:
"

- ] 1 A
¢ = (V,[a1,..., an]) = (w,[b1,..., bm]).

Volgens IV.1.6 geldt nu:
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k.r(A) = aimg(Im(¢)) 3 k.r(A') = dimp(Im(4))
k.r(A") = dimg(Im(9)),

zodat k.r(A) = k.r(A') = k.r(A"). Het voorgaande toepassend op de matrix AT
in plaats van A (vgl. II.5.14), verkrijgen we:

T

T = xr(an)? = kr(am’.

k.r(A

Met IV.1.8 heeft dit tot gevolg: r.r(A) = r.r(A') = r.r(A"), zodat de opmer-

king bewezen is. [l

IV.1.10 Opmerking: Is A een (m X n)-matrix uit F en is B een (m x 1)-matrix
uit F zodat geldt (1 < n):

(dus de (1+1)€ tot en met de n® kolom van A bestaan uit

louter nullen), dan geldt:

r.r(A) = r.r(B) ; k.r(A) = k.r(B).

Bewijs: Zij
(!11 s 0.1n
A=l o,
o . o
m1 mn
en noteer:
%11 %1n
Kipeees k= E seees S €eF 3
(¢} (¢}
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*
Tiseees T = (a11,..., a1n),..., (am1,..., amn) € F;
! r' = (o 0,.) (a o ) ¢ Fr
Toeees T 113000 Oqp)aenes cees Oy 1

0, terwijl bovendien geldt:

5
=}
He
0]
o
[}
L[}
e
[}

k.r(A) = rang[k1,..., kn] s k.r(B) rang[k1,..., k.13

1

s
3,
2
Ll

= rang[r1,..., rm] s r.r(B) rang[r;,..., ri] .

Met II.3.2L4 volgt direkt:

k.r(A)

rang[k1,..., kn] = rang[k1,..., kl’ 0,..., 0] =

k.r(B).

rapg[k1,..., k1]

Er rest ons te bewijzen dat r.r(A) = r.r(B). Hiertoe definidren we twee af-

beeldingen:

T:F >F ; u:F: >F
n 1 . n

als volgt: als (A1,..., xn) eF en (u1,..., u1) €F,, dan is

m(A o A) = (A D

*
T n TR € Fl H

l)
*
u(u1,..., ul) = (u1,..., Wi Osenns 0) € F .

De lezer ga na dat T zowel als u een F-lineaire afbeelding is. Bovendien

geldt, wegens (*), voor iedere i € {1,..., m}:

w(ri) = n(ai1,..., ain) = (ai1,..., ail) =rl;
u(ri) = u(o 1reees uil) = (ai1,..., ;15 Osenns 0) =
= (0, 9000y Q. ) =1

Met IV.1.4 volgt hieruit enerzijds:
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IA

r.r(A) rang[u(r;),..., u(ré)]

-
L

—
]

rang[r1,...

IA

ranglr!,..., ré] r.r(B),

en anderzijds:

n
n
A

r.r(B) rang[r;,..., ré] rang[w(r1),..., ﬂ(rm)]

IA

rang[r1,..., rm] =r.r(a),
zodat r.r(A) = r.r(B). [

IV.1.11 Opmerking: Is A een (m X n)-matrix uit F en is r.r(A) = m,
k.r(A) =n,dan is m = n (en derhalve r.r(A) = k.r(A)).

Bewijs: Zij

en noteer:

*
Tiseeey Ty = (a11,..., O, Jaeees (am1,..., amn) eF ;

m n n
%91 %n
k1,..., k = E seses E € Fm.
o, 0,
m1 mn

Dan is r.r(A) = rang[r1,..., rm] =men k.r(A) = rang[k1,..., kn] =n.,
Volgens II.3.18 zijn dan [r1,..., rm] en [k1,..., kn] lineair onafhankelijke
stelsels van F:, resp. F die -volgens II.2.38 (*)- van dimensie n, resp.

m zijn. Volgens II.2.40 is danm < n, resp. n < m. Dus is m = n, []

IV.1.12 Opmerking: Is A een (m X n)-matrix uit F, zodat k.r(A) = p, dan be-

staat er een (m X p)-matrix B uit F met k.r(B) = k.r(A) = p

en r.r(B) = r.r(A).
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Bewijs: Zij

OL” cen U.1n
A=) . s
am1 e amn
en noteer:
%1 %1n
Kiseees k = ; seves E €F .
Q, Q,
m1 mn

Dan is k.r(A) = ranglks...s kn], dus rang[k1,..., kn] = p.
(i) Stel, dat p < n.

[k

Kies p vectoren ki1""’ k. uit [k1,..., kn] zodat het p-tupel
170

[k

. ki ] lineair onafhankelijk is, terwijl de overige vectoren uit
D "
1°

ces kn] lineaire combinaties zijn van dit p-tupel (cf. II.3.17).

Door eventueel in A de 1° kolom en de if kolom te verwisselen, daarna
de 2% en de ig kolom, enz., enz., verkrijgen we na het uitvoeren van deze
lineaire handelingen op de kolommen een matrix A1. Noteer :

o! vee Q!

11 n
Ay =i :
1 1
aly e ool
en
] ]
%11 %n
k1,..., kﬁ =1 sesey E € Fm.
a' u'
mi mn

Volgens IV.1.9 is dan: r.r(A1) = r.r(A); k.r(A1) = k.r(A). Bovendien is
[k{,..., ké] een lineair onafhankelijk stelsel, terwijl de vectoren

' ¢ s . . . ‘s ' ' .
kp+1""’ kn lineaire combinaties zijn van [k1, cey kp]. Stel:

' = ] [N
k! A1k1 + ...+ Apkp’
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dan is

1 1 ] 1
ol4 LS R Aol o+ Apa1p
S : o
o' e 0! A0+ ...+ A al
m1 myn-1 1 m1 P mp

Trek nu de eerste kolom A1 keer af van de n® kolom, de tweede kolom 12 keer
af van de n€ kolom,..., de pe kolom Xp keer af van de n® kolom. Na het uit-
voeren van deze lineaire handelingen op de kolommen van A1 verkrijgen we de
matrix

1 1
(111 ces 0L1’n_1 0
Ay =t : :
} 1 1
am1 e am’n_1 0

met r.r(A2) = r.r(A1) = r.r(A) en k.r(AQ) = k.r(A1) = k.r(A). We zien dus
dat we in A1 de n® kolom door een uit nullen bestaande kolom kunnen vervangen
zonder de rijen- en kolommen-rang te veranderen, wegens de omstandigheid dat
de n° kolom een lineaire combinatie is van de eerste p kolommen van A.

Op analoge manier kunnen we de (p+1)€ tot en met de (n-1)€ kolom van A
ook door kolommen met louter nullen vervangen. We krijgen zo een (m X n)-

matrix

0 ... 0
Ay = B | : s
0 ... 0

waarin B een (m X p)-matrix is, terwijl k.r(A3) = k.r(A1) = k.r(A) = p en

r.r(A3) = r.r(A1) = r.r(A). Volgens IV.1.10 geldt dan ook: k.r(B) = p en
r.r(B) = r.r(a).

(ii) Als p = n, definieer dan: B = A.

Hiermee is in alle gevallen een (m x p)-matrix B met de gewenste eigenschap-
pen gevonden. [
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IV.1.13 Gevolg: Is A een (m x n)-matrix uit F, zodat r.r(A) = q, dan bestaat

er een (g x n)-matrix C uit F met r.r(C) = r.r(A) = q en
k.r(c) = k.r(A).

Bewijs: Beschouw de (n x m)-matrix AT. Deze heeft volgens IV.1.8 als eigen-
schap dat r.r(AT) = k.r(A) en k.r(AT) =r.r(A) = q. Volgens IV.1.12 bestaat
er een (n X q)-matrix B met r.r(B) = r.r(AT) en k.r(B) = k.r(AT) = q.

Definieer nu: C = BY. Dan is C een (q x n)-matrix terwijl bovendien geldt:

r.r(C) = k.r(B) = k.r(AT) = r.r(a) = q;

k.r(C) = r.r(B) = r.r(AT) = k.r(a),

zodat de bewering bewezen is. [

IV.1.14 Stelling: Voor elke (m x n)-matrix A uit F is k.r(A) = r.r(4).

Bewijs: Zij r.r(A) = q en k.r(A) = p. Volgens IV.1.12 is er bij A een

(m *x p)-matrix B met r.r(B) = r.r(A) en k.r(B) = p. Volgens IV.1.13 is er
bij B een (q * p)-matrix C met r.r(C) = r.r(B) = q en k.r(C) = k.r(B) = p.
Volgens IV.1.11 is dan p = q, hetgeen te bewijzen was. []

De voorgaande stelling rechtvaardigt de volgende defintie:

IV.1.15 Definitie: Is A een matrix uit F dan heet de kolommen-rang de

rang van A. (Deze is gelijk aan de rijen-rang van A).
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§IV.2. Homogene stelsels

IV.2.1 Definitie: Een F-lineair stelsel (van m vergelijkingen in n onbe-

kenden) is een formele uitdrukking van de vorm:

ApgXy + Appxy + e

ApgXq + AgpXy + e+ Ay X = By (%)

s e o e e es s s et ettt ebe s s et

+ A, x =
n"n

Am1x1 + szxz + ...+ Amnxn = Bm’
waarbij voor elke i € {1,..., m} en elke j € {1,..., n}
Aij en Bi getallen zijn uit F,terwijl XyseeesXy D Ver-
schillende formele symbolen zijn.

IV.2.2 Definitie: Een lineair stelsel IV.2.1 (*) heet een homogeen stelsel
© als B1 = 82 = ... = Bm = 0. In alle andere gevallen heet
IV.2.1 (*) inhomogeen.

IV.2.3 Definitie: Een n-tupel [a1;..., an] uit F heet een oplossing voor
het lineaire stelsel IV.2.1 (*) als geldt:

17 Aty e ¥ A0 =B

A21a1 + A22a2 + ...+ Aznan =B

es s s esceces s s s s sttt et

111a
Am1a1 + szae MEREEI Amnan = Bm ‘

IV.2.4 Notatie: Als [a1,..., an] een oplossing is van IV.2,1 (%), dan

kunnen we IV.2.3 (*) ook schrijven in de vorm:

1 M2 © M % B,
App Agp e Ay : :
- Amz vee Amn @ Bm

Daarom geven we het lineaire stelsel IV.2.1 (*) ook -louter formeel- wel

weer middels de uitdrukking:
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1 Mo 1n * B,
Aoy Agp e Aoy : :
Am1 AmQ v xmn X Bm

IV.2.5 Definitie: De (m X n)-matrix uit F

>‘11 *t >‘1n
m1 Amn

heet de matrix van het lineaire stelsel IV.2.1 (*).

We bepalen ons in deze paragraaf tot homogene stelsels.

IV.2.6 Definitie: Als 31 en 52 twee homogene stelsels van m vergelijkingen
in n onbekenden zijn, dan heten 31 en 32 aequivalent als
elke oplossing van 31 ook een oplossing is van 32 en

-omgekeerd- elke oplossing van 32 een oplossing is van

S1.

IV.2.7 Definitie: Als A een (m x n)-matrix is uit F, dan zeggen we dat het

homogene lineaire stelsel van m vergelijkingen in n

onbekenden:
x1 0
A : = | .
X 0

n

(ef. IV.2.4 ) het door A geinduceerde homogene stelsel is.

Iv.2.8 Opmerking: Zij A een (m X n)-matrix uit F, terwijl V en W twee

F-vectorruimten zijn met bases [31,..., an], resp.

[b1,..., bm]. zij de F-lineaire afbeelding ¢ : V > W
gegeven door:

= 4
¢ = (v, [a1,..., an]) (w, [b1,..., bm]).
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Zij vervolgens S het door A geInduceerde homogene stelsel
van m vergelijkingen in n onbekenden. Dan is het n-tupel

[o .y an] uit F een oplossing van S dan en slechts

T
dan als de vector

%

v = E e (v, Lagseees an])

Q.
n

bevat is in Ker(¢).

Bewijs: (i) Zij het n-tupel [a1,..., an] uit F een oplossing van S. S is het
stelsel:

Xy 0
A . = .
X 0
n
Dus geldt:
a1 0
A = [:1. (%)
o 0
n

Nu is volgens II.5.32:

o(v) = A : e (W, byseees bm]).
o
n

Dus is uit (%) direkt duidelijk dat ¢(v) = 0, oftewel: v € Ker(o).
(ii) Stel nu: v € Ker(¢). Volgens II.5.32 is dan

0=¢(v) =A- : e (W, (oyseees bmJ),

zodat
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o, 0
A . = |,
o, 0
n

hetgeen betekent dat [a1,..., an] een oplossing is van S. ]

IV.2.9 Opmerking: Zij A een (m X n)-matrix uit F en zij A' een matrix, uit

A verkregen door toepassing van een lineaire handeling

op de rijen van A. Dan zijn de respectievelijk door A
en A' geinduceerde homogene stelsels

=
[}
=
n

»
o
]

o

n : n
aequivalent.

Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis [a1,..., an] en
een m-dimensionale F-vectorruimte W met basis [b1,..., bm]. Zij ¢ : V> W

de F-lineaire afbeelding, gegeven door:
6= (V, [aysene, 8 ) 3 (W, b,,0.0, b 0). ()

Volgens II.5.17, II.5.18 en II.5.19 kunnen we een basis [b;,..., bé] uit W

vinden, zodat ook geldt:
A'
¢ = (V, [ag,eue, & ) = (W, [b],..., D'). (xx)

(i) Zij nu het n-tupel [a1,..., an] uit F een oplossing van het door A

geInduceerde homogene stelsel. Volgens IV.2.8 en (*) wil dit zeggen dat, als

v = E e (v, [a1,..., anJ),

Q
n

geldt: v € Ker(¢). Volgens IV.2.8 en (**) wil dit zeggen dat [0gsenns 0]
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een oplossing is van het door A' geInduceerde stelsel. Dus, elke oplossing
van het door A geinduceerde homogene stelsel is ook een oplossing van het
door A' geInduceerde homogene stelsel.

(ii) Volstrekt analoog bewijst men dat elke oplossing van het door A'
geInduceerde homogene stelsel ook een oplossing is van het door A gelndu-

ceerde homogene stelsel. (Ga na!) 0

IV.2.10 Opmerking: Elk F-lineair homogeen stelsel heeft minstens &én

oplossing.

Bewijs: Het n-tupel [0,..., 0] is altijd een oplossing voor een homogeen

stelsel in n onbekenden. []

IV.2.11 Opmerking: Is S een homogeen stelsel van m vergelijkingen in n

onbekenden en is A de (m X n)-matrix van S, dan heeft S

precies €én oplossing dan en slechts dan als de rang
van A gelijk is aan n.

Bewijs: Zij V een n-dimensionale F-vectorruimte met basis [a1,..., an] en
zij W een m-dimensionale F-vectorruimte met basis [b1,..., bm]. Zij voorts

¢ : V> W de lineaire afbeelding, gegeven door:
¢ = (v, [a a 1) 4 (w, [b b_1)
’ 1902 9y ’ 12+ Pp-/e

Volgens IV.1.6 is de rang van A gelijk aan dimF(Im(¢)). Volgens II.L.24
geldt dan:

dimF(Ker(¢)) = digF(v) - din(Im(¢)) =n - r(A).
Dus, Ker(¢) = {0} dan en slechts dan als r(A) = n. En omdat volgens IV.2.8
de oplossingen van S één-£&nduidig corresponderen met de vectoren uit
Ker(¢), volgt dat S precies één oplossing heeft dan en slechts dan als

r(A) = n. (Deze oplossing is dan uiteraard [0,..., 01.) ]

IV.2.12 Opgave: Is S een F-lineair homogeen stelsel waarin het saptal ver-

gelijkingen kleiner is dan het aantal onbekenden, dan heeft

S meer dan &én oplossing.
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IV.2.13 Lemma: Een (vierkante!) (n X n)-matrix A uit F is regulier dan en
slechts dan als r(A) = n.

Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis [a1,..., an].

Beschouw het F-lineaire endomorphisme ¢ van V, gegeven door:
¢ = (v, [ayseees an]) 4 (v, o seees an]).

Volgens IV.1.6 is r(A) = digF(Im(¢)),zodat digF(Im(¢)) = digF(V) (of, wat
hetzelfde is: Im(¢) = V) dan en slechts dan als r(A) = n. Nu is volgens

III.3.2 (iv) Im(¢) = V dan en slechts dan als ¢ een F-lineair automorphisme
is, en dit laatste is volgens ILI.3.21 weer aequivalent met de bewering dat

A regulier is. Vandaar het lemma. []

IV.2.14 Opmerking: Een F-lineair homogeen stelsel S met vierkante matrix A

heeft precies &én oplossing dan en slechts dan als A

een reguliere matrix is.

Bewijs: Dit is een rechtstreeks gevolg van IV.2.11 en IV.2.13. (Ga na!) ]

IV.2.15 Beschouw nogmaals een F-lineair homogeen stelsel S van m vergelij-

kingen in n onbekenden met (m x n)-matrix A:

=
[}

Neem aan dat [a1,..., an] en [Y1,..., Yn] twee oplossingen zijn van dit
stelsel S, Dus:

o, 0 Y, 0
Ao | =] ; A = |:].
Otn 0 Yn 0

Beschouw hierbij de n-tupels [ct1 Y qseees O Yn] en D\a1,..., Xan] uit F

(waarbij A een getal uit F is). Dan geldt:
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% Yy %y / Y4
A - : =A °[]| + | 1=
un * Yn an \ Yn
% Yy
=A" . + A ° . =0
an Yn
en eveneens:
Aa1 a1 a1
A - . =A - [A| J]=X <A - . = A0 =0
A0 o o,
n n n

Dus zijn beide laatstgenoemde n-tupels uit F ook oplossingen van het
stelsel S, (%)

Zij nu

de verzameling van alle oplossingen van S. Door als volgt een optelling en

een F-scalaire vermenigvuldiging:
[a1,..., un] +LYyseees Yn] = Lo, +vy5..0, o + yn]
A[a1,..., an] = [Aa1,..., Aan]

te definiéren op de elementen van 0S wordt blijkens (x) OS een F-vector-

ruimte. We noemen OS de oplossingsruimte van het stelsel S.

IV.2.16 Opmerking: Is S een F-lineair homogeen stelsel met (m X n)-matrix

A, dan is de dimensie van de oplossingsruimte 03 van S

gelijk aan n - r(4).

Bewijs: Zij V de verzameling van alle n-tupels uit F. Met de optelling

[Bysevs B + [B]suen, BT = [B, + B1,..., B+ B)]
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en de F-scalaire vermenigvuldiging
1[61,..., Bn] = [lB1,..., an] (X e F)

is U een F-vectorruimte. Uit IV.2.15 wvolgt direkt dat OS een F-lineaire

deelruimte is van V. Kies voor V de basis [a1,..., an], gegeven door:

a, = [1,05...,0]; a, = [0,150504450]3 «uu a = [0y...50,1],

en beschouw voorts een m~-dimensionale F-vectorruimte W met basis

[D,seens bm]. 7Zij ¢ :+ V > W de F-lineaire afbeelding, gegeven door:

1°°
¢=(V, [a e 1) & (W, [v b 1)
» lag,..is ) » [oy5eeey b 1)
Volgens de dimensiestelling geldt:
dinT(Ker(¢)) = din(V) - dimF(Im(¢)) =n - r(A).
We zijn dus klaar met het bewijs als we kunnen aantonen, dat OS = Ker(¢).

Nu weten we volgens IV.2.8 dat [a1,..., an] € OS dan en slechts dan als

de vector

v = s e (V, Ca,seees an])

bevat is in Ker(¢). Maar

a, + ...+0a8 =
121 non

a1[1,0,...,03 + ...+ unfo,...,o,ﬂ = [a1,..., an].

v =0

We hebben dus bewezen: [a1,..., an] € OS dan en slechts dan als
(a0, un] € Ker(¢). Dit betekent: 03 = Ker(¢), zodat de opmerking bewezen
is. ]

Als dus gevraagd wordt om een F-lineair homogeen stelsel S met (m X n)-

matrix A op te lossen, dan is het voldoende om n - r(A) lineair onafhanke=-
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lijke n-tupels uit F te geven die stuk voor stuk oplossingen zijn van S, en

derhalve een basis vormen voor OS!

Tot slot van deze paragraaf geven we een algemene methode om een F-

lineair homogeen stelsel op te lossen.

IV.2.17 Lemma: De oplossingen van het "nomogene stelsel" van 1 vergelijking

in n onbekenden:

Aygxq * A12x2 + ...+ A1nxn =0 (A11 #0) (%)

zijn gegeven door de basis

[-X—1A WA, <ATIAL_u.+u

-1
11828 s =AgqAqgUytug, ey =Agady ugt ] (xx)

van de oplossingsruimte, waarbij de n-tupels u, (i =1,.0..,0)

uit F gegeven zijn door:

u, = [1,0,...,015 u, = [0,1,0,...,0]5...5 u_ = [0,...,0,1].
Bewijs: Men verifieert rechtstreeks dat deze basisvectoren uit de oplossings-

ruimte inderdaad oplossingen zijn. (Bijvoorbeeld:

-1 S _
=7 A0, = =ATA,01,0,...,01 + [0,1,0,...,0] =

[-A

-1
1120315054+ +50]

en dit n-tupel uit F is, zoals door substitutie blijkt, een oplossing van
(*).) Men controlere zelf dat de n - 1 gegeven n-tupels uit het stelsel
(#*) lineair onafhankelijk zijn. De matrix A van het gegeven homogene stel-
sel is

A ).

A= (X cees A

11?2 ™12° n

Omdat A11 # 0,is r(A) = 1. Dus de dimensie van de oplossingsruimte is
n - r(A) =n - 1. Derhalve is (**) =-als lineair onafhankelijk stelsel van
n - 1 vectoren uit de oplossingsruimte- een basis voor de oplossingsruimte

van het homogene stelsel (*). ]
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1V.2.18 Lemma: Zij S een F-lineair homogeen stelsel van de vorm:

A g ¥ e F A g P A e F A
Azkxk + ...+ A2nxn =

R R R I I I I AT SR

Amkxk L. anxn =0

(waarbij A11 #0, A2k #0, k 22), 2ij 31 het deelstelsel
van S, gevormd door de 2 tot en met de m® vergelijking:

Azkxk e ¥ A2nxn =
>\3ka + ...+ A3nxn =

DR R R I N I N

(%x)

kaxk + ...+ lmnxn = 0.

Dan is [a1,..., % 1> Bk,..., Bn] een oplossing van S dan
en slechts dan als [B

s Bn] een oplossing is voor 31 en

IEE
als verder geldt:

- -1
e, = -)\11()\120;2 oo 4 A1’k\_1ak_1 Bt e J\mBn). (%exx)

Bewijs: (i) Zij eerst [a1,..., % _q» Bk""’ Bn] een oplossing voor S. Dan
is zeker

AEkBk + ...t A2an =0

DR R I S R A A A N I I

i
o
-

A + e v AL B =
zodat [Bk,..., Bn] een oplossing is voor 51. Voorts geldt:
Ma%g e Ay e q®eq P At F A B =0
en omdat A11 # 0 volgt hieruit direkt:

-
Oy = A (App0s + e Ay g0 gt AR+ A B
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(ii) Veronderstel nu dat [Bk,..., Bﬁ] een oplossing is voor S1 en dat

de getallen a,,..., 0y , uit F voldoen aan de betrekking (**%). Dan geldt:

AMady * e P A % T AP e A8y

AoByg * oo ¥ A B =0

zodat [a1,.. B

e % 15 Biaeen, Bn] een oplossing is van S. []
IV.2.19 Gebruik makend van beide voorgaasnde lemma's kunnen we nu in het
algemeen homogene F-lineaire stelsels oplossen. Beschouw een willekeurig

F-lineair homogeen stelsel S:

Mg A\ % 0
A . A X 0

ml °°° mn n

We mogen vanzelfsprekend asesnnemen dat in de matrix (Aij) van dit stelsel
geen rijen of kolommen voorkomen die uitsluitend uit nullen bestaan.

Passen we op de rijen van de matrix (Aij) een lineaire handeling toe,
dan verkrijgen we volgens IV.2.9 een matrix (uij) die een homogeen stelsel

Higoeee Hip) /% 0

. .
. .

i

"
o

induceert dat aequivalent is met het oorspronkelijke stelsel S. Hiervan
meken we nu op de volgende wijze gebruik:

(i) Door eventueel twee rijen van (Aij) te verwisselen mogen we aannemen
dat 111 #0.

(ii) Trek de eerste rij nu A;:Ai1 keer af van de i rij, voor i = 2,...,m.
Door de onder (i) en (ii) genoemde lineaire handelingen op de rijen van

(Aij) uit te voeren verkrijgen we een met S aequivalent stelsel van de vorm:



8L
My Mpp eee Hyg x, 0
0 [Hop vee Hyy : :
. . : = : (%)
0 um2 e umn xn 0

(waarbi]j Wy = X11 # 0). We onderscheiden nu twee mogelijkheden:
(a) De sub-matrix

Hop weee Moy

. . (*%)

Moo eee W

bestaat uitsluitend uit nullen. Dan is S aequivalent met het stelsel (*)
dat de vorm

HyqgXg + MypXp +eee v X =0

heeft. Dit stelsel kunnen we met behulp van lemma IV.2.17 oplossen.
(b) De sub-matrix (**) bestaat niet uitsluitend uit nullen: in dit geval
is er een k > 2 te vinden, zodat (**) van de vorm

0 vev O My e My
o ... O umk .o umn

is, waarbij niet elk der elementen Moy s u3k""’ Mo nul is. Door in de
matrix

| RIS TS ' L

0 0 u2k e u2n
0 ] W o Yon

van het homogene stelsel (*) eventueel de tweede rij met &&n der volgende

rijen te verwisselen, kunnen we aannemen dat Uy # 0 is. Het stelsel (%) is
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dan van de vorm:

Hpg¥g Foeee P M et T Hace o T H T
Moy ¥ oo ¥ My xy =0
umkxk + ...+ umnxn =0

met u11 # 0, “2k # 0, k 2 2. Met lemma IV.2.18 betekent dit dat het oplos-
sen van het stelsel (*) bereikt wordt door het stelsel van m - 1 vergelij-

kingen

Mo ¥ oeee ¥ My %y =
Mgy + ove * Hyx =0
umkxk et Hpn*n = 0

op te lossen. We hebben zo het stelsel S,voor wat betreft het bepalen van
de oplossingen, gereduceerd tot een stelsel van minstens één vergelijking
minder. Zo kunnen we doorgaan, tot we uiteindelijk een stelsel, bestaande
uit één vergelijking verkrijgen, waarvan we volgens IV.2.17 de oplossing

kennen. [}

IV.2.20 Voorbeeld: We bepalen de oplossingen van het stelsel

2x, + x, + hxh + x5 = 0
2x1 +ox, + X3 + 2xh + 3x5 =0 ()
6x1 + 3%y + 2x3 + th + 7x5 =0
X, + X5 + x3 + x), + x5 = 0.

De bijbehorende matrix is:

- ON N D

B ¥
n

- W -

Trek de 1€ rij 1 keer af van de 2° rij, 3 keer van de 3% rij en % keer van

de L€ rij. We krijgen dan de matrix:
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2 1 0 L 1
A, = 00 1-2 2)
0 0 2 -4 L4
1 1
051-1§

Het door A, geinduceerde homogene stelsel is aequivalent met stelsel (x).

Verwissel nu de 2% en de 4€ rij van A,. We verkrijgen dan een matrix A2 van

1
het homogene stelsel

2x, + %, + hxh + Xg = 0
lx + X, - X + lx =0
272 3 4 7 275 (%%)
2x. - bx, + Lx_=0
3 L 5
X3 = 2xh + 2x5 =0,

dat nog steeds aequivalent is met (*). Volgens IV.2.18 kennen we de oplos-

singen van (**) als we de oplossingen van het deelstelsel

- x, +2x
272 3 L " 2%
2x3 - hxh + hxs

1
=X, +t X

(%%x)

1
o

x3 - 2xh T 2x5 =

kennen. Weer volgens IV.2.18 is het voldoende om de oplossingen te bepalen

van het deelstelsel hiervan:

u
o

2x3 - hxh + bx

*3

5
5 0.

- th + 2x
Dit stelsel is uiteraard aequivalent met het stelsel

X3 = 2x), + 2x5 = 0. (Hkkek )
(***x) heeft als basis voor de oplossingsruimte van (*xx*) (cf. IV.2.17.):

(t2,1,01, [-2,0,1]].

Anders gezegd: de oplossingen van (***x) zijn de lineaire combinaties van

deze basis:

o,l2,1,0] + 02[-2,0,1] = [20, - 20,, O, 02] (01, o, € R).

@ @ @ o #
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Volgens IV.2.18 zijn dan de oplossingen van (x*%):

[03, 20, - 20 1,

22 990 O
waarbij:
1y=1 1
03 = —(é') {(20'1 - 202) - 01 + 202} = _201 + 30'2.
Dus, de oplossingen van (*¥%) zijn de L-tupels

[-20, + 30,, 20, - 20,, O, 02] (01, o, € R).

1
Weer volgens IV.2.18 vinden we hieruit de oplossingen van (**): dit zijn

de 5-tupels

[oh, -20, + 30,, 201 - 202, 045 02],
waarbij:
P =
o, =-2" {(-20, + 30,) + ko, + 0} = -0, - 20,.
Dus de oplossingen van het oorspronkelijke stelsel (*) (zijnde de oplos-

singen van het aequivalente stelsel (*x)) zijn de S-tupels

(-0, - 20,, =20, + 30,, 20, = 20,, 0 , O,] (01, g, € R),
of, anders geschreven,
o,l-1, -2, 2, 1, 0] + 0,[-2, 3, -2, 0, 1] (01, g, € R).

De lineair onafhankelijke 5-tupels [-1,-2,2,1,0] en [-2,3,-2,0,1] vormen
derhalve een basis van de oplossingsruimte van (*) die derhalve tweedimensi-
onaal is. (Dit betekent volgens IV.2.16 :

r(A) =n -2 =3,

De lezer controlere dit door de rang van de matrix A te bepalen.)
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§IV.3. Lineaire stelsels

In deze paragraaf maken we enkele opmerkingen over het oplossen van

een F-lineair stelsel.

IV.3.1 Opmerking: Zij S het F-lineaire stelsel

A11x1 + A12x2 + ...+ A1nxn = 81
AppXy * AppXy + e * Ay % =By
)\1x1+)\2x2+. +)\mnxn=8m

Zijn V en W twee F-vectorruimten met bases [a vy an],

1°°
resp. [b1,..., bm] en is ¢ : V> W de F-lineaire afbeel-

ding die gegeven wordt door:

A
¢ = (v, [a1,..., an]) > (w, [b1,..., bm]),

dan is het n-tupel [a1,..., an] uit F een oplossing van

S dan en slechts dan als

o(v) =w
waarbij:
%y B,
v= |l e (v, [31,..., an]) ;o we= [ e (W, [oyseees bm]).
o, B



o, 81
A . = . ,
0411 Bm

en dit wil volgens II.5.32 niets anders zeggen dan ¢(v) = w. []

IV.3.2 Definitie: Is

Mg Mn X4 B,
km1 ¢ Amn *n Bm

de uitgebreide matrix van dit stelsel.

IV.3.3 Opmerking: Is

* B,
A . = |
xn Bm

een F-lineair stelsel S met uitgebreide matrix A*, dan

heeft dit stelsel een oplossing dan en slechts dan als
geldt:

r(a) = r(a%).

Bewijs: A is een (m X n)-matrix. Kies F-vectorruimten V en W met bases
[31,..., an], resp. [b1,..

”bﬁ.ﬁj¢:v+WdemHmumaﬁ%MMg
die gegeven wordt door:

89
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_ A
¢ = (v, [a1,..., an]) > (W, [b1,..., bm]).

Noteer:

B

b= | e (w, [byseees bm]).

m

Volgens IV.3.1 is een n-tupel [0, ,..., an] uit F een oplossing van S dan

12
en slechts dan als voor de vector

%y
a=|. e (v, [a1,..., an])
a
n
geldt: _
¢(a) =1

Dus, S heeft oplossingen dan en slechts dan als er vectoren a e V bestaan,
zodat b het beeld is van a onder ¢. Dit wil niets anders zeggen dan: S heeft

oplossingen dan en slechts dan als

b e In(d).
Zij nu
A11 et n
A= . . .
>‘m1 ° Amn
Dan is
A1j
¢(aj) = E e (W, [b1,..., bm]), (3 =1,...,n).
A .
mj

Nu is volgens IV.1.6 de (kolommen-)rang van A gelijk aasn de dimensie van
Im(¢), dus -omdat [¢(a1),..., ¢(an)] een stelsel voortbrengenden is van
Im(¢)- gelijk aan de rang van dit n-tupel vectoren uit W. Evenzo is de rang
van A" gelijk aaen de rang van het (n+1)-tupel vectoren [¢(a1),...,¢(an),b]
uit W,
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Is nub € Im($), dan is b een lineaire combinatie van
[¢(a1),..., ¢(an)] zodat volgens II.3.26 [¢(a1),..., ¢(an)] en
[¢(a1),..., ¢(an), b] dezelfde rang hebben.

Is omgekeerd gegeven dat laatstgenoemde twee tupels dezelfde rang heb-
ben, dan is de dimensie van Im(¢) gelijk aan de dimensie van de lineaire
deelruimte van W, die opgespannen wordt door [¢(a1),..., ¢(an), b]. Omdat
Im(¢) bovendien in deze deelruimte is bevat, volgt dat Im(9) gelijk is aan
de door [¢(a1),..., ¢(an), b] opgespannen deelruimte van W. Dit houdt in:

b e Im(¢).

We zien dus dat b € Im(¢) is dan en slechts dan als [¢(a1),..., ¢(an)]
en [¢(a1),..., ¢(an), bl gelijke rang hebben, oftewel: dan en slechts dan
als r(A) = r(A*). Dus heeft het F-lineaire stelsel S oplossingen dan en
slechts den als r(A) = r(A¥). O

IV.3.4 Definitie: Is S het F-lineaire stelsel

X B,

dan heet het F-lineaire homogene stelsel 31, gelnduceerd

door de matrix A van S:

x1 0
A - . = :
xn 0

het met S geassocieerde homogene stelsel.

Iv.3.5 Opmerking: Is [a,,..., an] een oplossing van het F-lineaire stelsel
S, gegeven door:

Xy B,
A . = . ’
xn Bm

dan zijn de oplossingen van S precies alle n-tupels van
de vorm
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12°° > (!n] + [Y1’°-'s Yn]a

waarbij [Y1,..., Yn] een oplossing is van het met S geas-

socieerde homogene stelsel 31.

Bewijs: (i) Beschouw een n-tupel

[61,..., 6n] = [a1,..., an] + [Y1,---, Yn],

waarbij [Y1,..., Yn] een oplossing is van ST’ Dan geldt:

-

8, %y Y4
A . =A ° { + . } =
Gn an Yn
% Y 8, 0 8,
=A- . + A . = . + = ,
an Yn Bm 0 Bm

zodat [61,..., Gn] inderdaad een oplossing is van S.
(ii) 2ij nu [61,..., 6n] een willekeurige oplossing van S. We moeten dan

laten zien dat er een oplossing [Y1,..., Yn] van S1 bestaat zodat
[61,..., dn] = [a1,..., an] + [Y1,--., Yn].

Met andere woorden, We moeten laten zien dat het n-tupel

[61,..., Gn] - [a1,..., an]

een oplossing is van 31. Welnu, dit volgt wegens:

§p -y F %
A M = A { . - M } =
§ -o § o
n n n n
1 % B, B, 0
= A - A . b . - . = .
$ a B B 0
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Hiermee is de opmerking bewezen. []

De voorgaande opmerking zegt dat, om een F-lineair stelsel S op te
lossen, het voldoende is om &én oplossing van S te bepalen alsmede alle op-
lossingen van het geassocieerde homogene stelsel 31. Dit laatste is in de
voorgaande paragraaf behandeld, zodat het probleem blijft om een "particu-
liere" oplossing van het F-lineaire stelsel S te bepalen. Soms kan men zo'n
particuliere oplossing gemekkelijk vinden. Dan is dus het oplossen van F-
lineaire stelsels teruggebracht tot het oplossen van homogene stelsels.

Ock indien men niet zo gemakkelijk een particuliere oplossing kan
vinden, kan men in het algemeen het probleem van de oplossing van een F-
lineair stelsel terugvoeren tot het vinden van de oplossingen van een homo-

geen stelsel, dat dan echter é&n onbekende meer bevat.

IV.3.6. Opmerking: Beschouw bij het F-lineaire stelsel S, gegeven door:

*1 B,
Aol | =1
xn Bm

b
o

waarbij A" e uitgebreide matrix is van S. Dan is

Logseens an] een oplossing van S dan en slechts dan als

. . *
[a1,..., o, -1] een oplossing is van S .

Bewijs: (i) 2Zij [a1,..., an] een oplossing van S. Dan geldt, als

dat
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A11a1 + ...+ A1nan = 81
)‘m1°‘1 + ...+ Amnan = Bm.
Dus ook:
A11u1 + + A1nun + (-1)81 =0
Am1a1 + ... 0+ Amnan + (-1)B_ =0,

wat betekent dat [0, ,..., 0., =1] een oplossing is van s*,
1 n
(ii) Even simpel bewijze de lezer zelf dat,als (o5 O -1] een

oplossing is van S*, [a1,..., an] een oplossing is van S.7]

IV.3.7 Men ziet uit de vorige opmerking dat men het F-lineaire stelsel S
als volgt kan oplossen: Bepaal eerst alle oplossingen van S*; kies hieruit

dié oplossingen [91,...? s an+1] waarvoor geldt:

# 03

[0 )
n+1

is [a1,..., o o +1] zo'n oplossing van S*, dan is het n-tupel

n
o o o
1 2 n
g g — g ) (%)
n+1 n+1 n+1
een oplossing van S. (Immers, met Coyseens 0 an+1] (an+1 # 0) is ook
volgens IV.2.15
o o
-1 1 n
-0, [0, ,e00,0 4,0 ,.]=][- seees = , =1]
n+1-71 n’ “n+l %41 an+1

een oplossing van S”. Volgens IV.3.16 is (*) dan een oplossing van S.)

IV.3.8 Voorbeeld: We lossen het R-lineaire stelsel S:

Xy o+ x, ¥ 2x3 = 4
2x, + x, + hx3 +x, =13
3%, + x, + hx3 =10
2x1 + X, + 2x3 -x = 1

op de twee hiervoor beschreven manieren op.
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Allereerst bepalen we of S een oplossing heeft. Is A de matrix en A"
de uitgebreide matrix van S, dan moet -opdat er een oplossing is- gelden:
r(A) = r(A*). De lezer controlere dat beide matrices de rang 3 hebben.

Neem eerst aan dat we geen particuliere oplossing van S kunnen vinden.

We beschouwen dan het door A~ geInduceerde R-lineaire homogene stelsel

1 1 2 o LW\ /% 0

2 1 4 1 13\ % 0

3 1 4% o 10| o]

2 1 2 =1 1/\* 0
*s

(omdat r(A¥) = 3 heeft de oplossingsruimte van dit stelsel de dimensie 2.)
Trek in A" de 1° rij 2 (resp. 3, resp. 2) keer af van de 2° (resp. 3%,

resp. 4%) rij. We krijgen dan de matrix

—_

12 0 &4
-1 0 1 5 ()
-2 =2 0 -2
-1 =2 -1 -7

o O O

We beschouwen nu (de methode volgend uit de vorige paragraaf) het homogene

stelsel, geinduceerd door de sub-matrix

-1 0 1 5
2 -2 0 -2
-1 =2 -1 -7

Trek in deze matrix de 1° rij 2 (resp. 1) keer af van de 2% (resp. 3%) rij.
Dit levert de matrix
-1 0 1 5
0 -2 -2 -12], (%x)
0 -2 =2 =12

We beschouwen vervolgens de sub-matrix

-2 =2 -12)
-2 =2 =12
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Trek hierin de 1° rij af van de 2% rij:

(-2 -2 -12). (xx%)
0 0 0

Deze matrix induceert het "stelsel" van &én vergelijking in drie onbekenden:

—2x3 - 2xh - 12x5 = 0.

De oplossingen van dit door (*+**) geinduceerde stelsel zijn de 3-tupels:
[—o1 - 602, 0,5 02] ‘ (01, o, € R).

Dus het homogene stelsel, geinduceerd door (**) heeft als oplossing de

L~tupels:
lo, + 50,, =0, - 602, 0,5 0,1 (01, o, € R).

Het homogene stelsel, geinduceerd door A" heeft dus als oplossingen de

5-tupels van de vorm:
[01 + 30,, 0y * 505, =0, - 602, 045 0,1 (01, o, € R).

De oplossingen van S zijn dus de L-tupels van de vorm:

C)'1 C)'_l C}'_l 0’.I
[-0—2-—3,—5——5,;,—+6,—g-1 (0,5 0

€ R; 0, #0),
2 2 2

2

of, anders geschreven, de L-tupels van de vorm:

(1) [-3,=5,6,01 + T[=1,=1,1,=1] (T e R)
9,
(waarbij we T in plaats van T hebben geschreven).
2

Stel nu dat we een particuliere oplossing kennen; bijvoorbeeld:
[1, =1, 2, 4]

is een oplossing van S. We lossen nu het met S geassocieerde homogene stel-

sel 31 op dat gelnduceerd wordt door de matrix
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1 1 2 0
A= 2 1 4k )

3 1 4 o

2 1 2 -

Ga na dat deze oplossingen zijn: de 4-tupels

of1, 1, =1, 1] (0 € R).

De oplossingen van S zijn dus de L-tupels van de vorm:

(ii) [1,-1,2,4] + o[1,1,-1,1] (0 eR).

De lezer controlere dat de oplossingen van S zoals gegeven onder (i) en (ii)

dezelfde zijn!

IV.3.9 Opgave: Merk op dat de oplossingen van een niet-homogeen F-lineair

stelsel geen F-vectorruimte vormen!

IV.3.10 Voorbeeld: (Examen Wetenschappelijk Rekenen A; 1961).
We onderzoeken voor alle redle waarden a en b de oplosbaarheid van het stel-

sel S, gegeven door:

2x - y - 2z =0
bx + y - az =1 (%)
x - 3y + Tz = b.

S heeft een oplossing dan en slechts dan als geldt:

2 =1 -1 2 =1 =1 0
r{b 1 -«a|l =r|hk 1 -a 1]. (%x)
1 -3 7 1 -3 T b

Volgens IV.2.13 1is

A
1
w
-
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dan en slechts dan als

2 -1 -1
55 - S5a = det | k4 1 -a | #0,
1T =3 7

oftewel: dan en slechts dan als a # 11.
(i) stel a # 11. Dan is het 3-tupel vectoren

-1 =1
1 -3 T

een lineair onafhankelijk stelsel uit Ry. Derhalve is de (kolommen-)rang

van de uitgebreide matrix

groter dan of gelijk san 3. Omdat deze matrix drie rijen heeft, is de (rij-
en-) rang < 3. Dus is, als a # 11, ook de rang van de uitgebreide matrix S

gelijk aan 3. Dus, voor a # 11 is het F-lineaire stelsel S voor elke waar-

de van b oplosbaar.

(ii) Stel nu: a = 11, Dan is

voor alle reéle waarden van b.
Tel nu de 1° kolom van A* 2 keer op bij de 3% kolom. We krijgen de matrix



Deze matrix (die dezelfde rang heeft als A*) heeft dezelfde rang als de

(3 x 3)-matrix

2 -1 0
L 1 1.
1 =3 b

2 -1
6b +5 =det |4 1
1 =3
(ef. 1IV.2.13). Dus als
a=1 . b
dan is
2 =1 =1 2
r 1 —a| =2#3=r|k
1 -3 7 1
en is het stelsel S niet oplosbaar.
Stel nu:
a = 11 R b

Dan is

dan als

99
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2 -1 -1 0 2 -1 0
ri{h 1 -a 1| =xr|k 1 1] =2,
1 -3 7 b 1 -3 -2

zodat in dat geval S wel oplosbaar is.

Samenvattend:

a#11,DbekR vee.. €er is een oplossing van S;
a=11,b=- ..... er is een oplossing van S;

a

"
-
o
o
w
N ot

er is geen oplossing van S.

Opgave: Bepaal in de eerste twee gevallen alle oplossingen van S,




V. Eigenwaarden

§V.1. Eigenwaarden en eigenvectoren

V.1.1 Voorbeeld: Beschouw het door de (3 X 3)-matrix

1 1 0
A= (-1 3 0
0

geInduceerde R-lineaire endomorphisme

A
¢ = (E3, [61,82,33]) hd (E39 [61,82,83]),
waarbij
1 0

a = e1 + e2 + e3 H b= e3.
Dan geldt:
1
¢(a) =~ | 1] =|2]| € (E3, Leysepsesl)
1
0
o) =Ac*|0)|=]|0] € (E3, [e1,e2,e3]),
1 1
oftewel:

¢(a) = 2a vd)(b) = D.

¢(a) = 2a

101
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De vectoren a en b uit E3 worden dus afgebeeld door ¢ op vectoren die
"dezelfde richting" hebben als a, resp. b zelf. Zulke vectoren zullen we
"eigenvectoren" van de afbeelding ¢ noemen. Nu werd a op 2:a en b op 1+b
afgebeeld door ¢. De reéle getallen 2 (resp. 1) gaan we "eigenwaarden" van

¢ noemen.

V.1.2 Het probleem dat we nu in het algemeen zullen bespreken is:

als V een F-vectorruimte is en ¢ : V + V is een F-lineair endomorphisme van
V, welke zijn dan de getallen A € F (zo zulke getallen bestaan) waarbij een
vector v € V kan worden gevonden met v # 0 zodat geldt:

o(v) = Aev ?

Zij n de dimensie van V; zij [a1,..., an] een basis voor V en zij A de

(n x n)-matrix uit F zodat
¢ = (V, [a a_J) 4 (v, [a a_l)
> lagsenn, a) » [ag,eee, a ).

We_zullen proberen om alle eigenwaarden van ¢ op te sporen. Noteer:

nl °°° nn

Zij nu A € F. Opdat A een eigenwaarde van ¢ is, moet er een bijbehorende

eigenvector b # 0 in V te vinden zijn, zeg

b = E e (v, [a1,..., an]),

Bn
zodat:
Giq -ee %9n) By B
¢(p) = : : = Al ol |e (V,[a1, . ,an]). (%)
a ..o B B
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Nu is
51 A O... 0 81 31
o A °. .
A = .t . = AIn . ,
. .. 0
a 0 ... 0 A a o

zodat >—opdat \ een eigenwaarde is bij b- we in plaats van (*) ook kunnen

schrijven:
B1 B1
A . = >\I . ’
n
Bn Bn
oftewel:
81 0
(A - AL ) = (%)
Bn, 0

Beschouw hierbij het homogene F-lineaire stelsel S, gegeven door

X, 0

(A - Aln) . =1
X, 0
n

Volgens (**) is A een eigenwaarde van ¢ als dit stelsel een oplossing
[Byseees Bn] heeft, ongelijk aan de altijd bestaande oplossing [0y..., O]
(immers: b # 0). Volgens IV.2.14 is dit het geval dan en slechts dan als

det(A - AI ) = o. (%%x)

Samenvattend: A € F is een eigenwaarde van ¢. dan en slechts dan als
det(A - AIn) = 0.
Twee opmerkingen:
(i) In de betrekking (***) komen V en ¢ niet expliciet voor. Het al of niet

eigenwaarde zijn van A wordt dus door A bepaald.
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(ii) aet(a - AL)

is een n® graads veelterm in A. Bijvoorbeeld, als

(zodat hier n = 3),dan is

=X 1 0
det(A - AT,) = det [-1 3-A 0 | = A3 4502 -8y 4L =
0 1 1-A

zodat hier A = 1 e

(1-2)(2 =215,

n A = 2 de eigenwaarden zijn. (Vgl. V.1.1.)

V.1.3 We gaan nu de in V.1.1 en V.1.2 geschetste begrippen formeel in-

voeren:

V.1.4 Definitie:

V.1.5 Definitie:

V.1.6 Definitie:

Zij V een F-vectorruimte en zij ¢ : V + V een F-lineair
endomorphisme van V. Als A ¢ F is, en er bestaat een
vector b € V met b # 0 zodat

¢(b) = Ab,

dan heet A een eigenwaarde van ¢.

Zij A een (n x n)-matrix uit F. Een getal A ¢ F heet een

eigenwaarde van A als geldt:

det(A - AIn) = 0.

Is A een (n X n)-matrix uit F,dan heet het n° graads poly-

noom in A (met co&ffici&nten a € F)

ceesl
0? >“n

det(A - XIn) = aoln + a1ln-1 + ... +a8

de karakteristieke veelterm van A.
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V.1.7 Definitie: Is V een F-vectorruimte en is ¢ : V + V een F-lineair
endomorphisme van V, terwijl A een eigenwaarde is van ¢,
dan heet elke vector a € V die voldoet aan

¢(a) = da

een eigenvector van ¢ bij de eigenwaarde A van ¢.

V.1.8 Opmerking: Is ¢ : V > V een F-lineair endomorphisme van een F-vector-

ruimte V, is A een eigenwaarde van ¢ en zijn Byseneady

k eigenvectoren van ¢ bij A, dan is ook elke lineaire

combinatie van [a1,...,ak] een eigenvector van ¢ bij A.

Bewijs: Zij c een lineaire combinatie van [51,...,ak], zeg:
c = u1a1 + ...+ ukak.
Dan geldt:

¢(c) = udla) + oo+ wdla) =

A{u1a1 + ..t ukak} = Acs
zodat de opmerking geldt. [J

Uit de laatste opmerking volgt onmiddellijk dat,als A een eigenwaarde
is van ¢, de eigenvectoren bij X van ¢ een F-lineaire deelruimte vormen van

V. We definiéren:

V.1.9 Definitie: Is ¢ : V + V een F-lineair endomorphisme van een F-vector-
ruimte V en is A € F een eigenwaarde van ¢, dan heet de
F-lineaire deelruimte der eigenvectoren van ¢ bij A de

eigenruimte van ¢ bij A.

V.1.10 Opmerking: Is V een F-vectorruimte, is ¢ : V > V een F-lineair endo-

morphisme van V, zijn A, en A, twee verschillende eigen-

waarden van ¢, zijn W1 en W2 de eigenruimten van ¢ bij
X1, resp. X2, dan geldt:

W,onW, = {o}.
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Bewijs: Als c € W1 n W2, dan geldt:

¢(c) = A ; $(c) = Ac ,

zodat (A, = X

1 2)c = 0. Omdat A1 # Aa volgt hieruit: ¢ = 0. []

V.1.11 Opmerking: Is V een F-vectorruimte, is ¢ : V - V een F-lineair endo-

€ F paarsgewijs ver-
cey bk € V,

morphisme ven V, zijn A1,..., A

k
schillende eigenwaarden van ¢ en zijn b

12°
zodat bj een eigenvector is van ¢ bij Xj (j =1,...,k) en
bj # 0, dan is het k-tupel [b1,..., bk] uit V een

lineair onafhankelijk stelsel.

Bewijs: Veronderstel dat het k-tupel [b1,..., bk] lineair afhankelijk is.

Dan is de rang van [b1,..., bk] kleiner dan k. Zeg:

rang[b1,..., b ]l=r<k.

k

Kies r vectoren bi1”"’ b. uit [b1,..., bk] zodat [bi1,..., bir] een

ir
lineair onafhankelijk stelsel is. Kies vervolgens een bj uit [b1,..., bk]
die niet in dit r-tupel voorkomt. Dan is bj een lineaire combinatie van

[bi1""’ bi ] zodat we getallen Myseees W, € F kunnen kiezen,zodat
r

bj = “1bi1 + ...+ “rbir' (%)
Dan is
A.b. = ¢(b.) = b. + ...+ b. =
i3 o( J) u1¢( 11) ur¢( lr)
= u1li1bi1 o4 “rxirbir' (%)

Volgens (*) geldt ook (linker- en rechterlid met Aj vermenigvuldigen):

Ab. = u, b, + ...+ U AD, .
3% T MhiPi, et ir

Dit laatste, gecombineerd met (**), levert:

0= “1(A11 - Aj)bi1 + ...+ ur(Air - Aj)bir.
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Omdat steeds Ait 7 )‘j (t =1,...,r) moet, omdat [bi1""’ b, ] een lineair
r
onafhankelijk stelsel is, gelden:

hetgeen volgens (*) betekent: bj = 0, in tegenspraak met het gegeven. Dus
geldt de opmerking. [J

V.1.12 Opmerking: Is V een F-vectorruimte, is ¢ : V > V een F-lineair

endomorphisme ven V, is [a.1,..., an] een basis voor ¢ en

is A de (n x n)-matrix uit F zodat

¢ = (v, [a.1,..., a.n]) 4 (v, layseees an]),

dan zijn de eigenwaarden van ¢ precies de wortels van de

karakteristieke veelterm van A in F.

Bewijs: Dit is al bewezen in V.1.2. []

V.1.13 Opmerking: Zijn A en B twee sequivalente (n X n)-matrices uit F,
den hebben A en B dezelfde karskteristieke veelterm.

Bewijs: Er is een reguliere (n x n)-matrix uit F, zeg S, zodat

A = s 'Bs.

Dan geldt:

det(A - AT ) det(s”'Bs - As‘11ns) =

det(s‘1

-1 _
BS - S (AIn)S) =

det s~ (B - A)S =

det(s™') .« det(B - ML) -+ det(s) =

(det(8))”" . det(B - M) - aet(s) =

det(B - )\In). 0

V.1.14 Opmerking: Voor elke (n X n)-matrix A uit F geldt, dat A en AT ge-

zelfde karakteristieke veelterm hebben.
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Bewijs: In het algemeen gelden voor elk tweetal (m x n)-matrices M en N de

rekenregels:
M+mT = +87 5 (w

zoals direkt duidelijk is. Hiervan gebruik makend vindt men:

det(AT - AT) det(AT - (Aln)T) = det(A - AIn)T

det(A - Aln). 0

V.1.15 Opmerking: Is A een (n X n)-bovendriehoeksmatrix uit F, dan zijn de

eigenwaarden van A juist de elementen op de hoofddiago-

naal van A.

Bewijs: Als

dan is de karakteristieke veelterm van A:

(a11-k) vee. Q
0 -
det e . =

. . .

det(A - AIn)

. .

0 .... 0 (a__=X)

= (a,, - X)(oc22 oo

De eigenwaarden van A zijn de wortels van deze karakteristieke veelterm.

Deze wortels zijn uiteraard: Oygs Oppsenes O o ]

V.1.16 Opgave: Formuleer en bewijs een aan V.1.15 analoge bewering voor

onderdriehoeksmatrices.
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V.1.17 Beschouw eens een (n X n)-matriva uit R. De karakteristieke veel-

term van A is:
det(A - )\In) .
Dit is een n° graads veelterm in A, zeg:

n n-1
cOA + c1A + ...+ cn_1k + e

met reéle coéfficiénten c +vs - De (reéle) eigenwaarden van A zijn

0® Cqpo°
den de reéle wortels van de vergelijking

met redle coéfficiénten c; (i = 0,...,n) te ontbinden is in factoren met
reéle coéfficiénten van graad ten hoogste twee. Of zo'n factor van graad 2
verder in twee lineaire factoren met redle codfficidnten is te ontbinden,

hangt af van de discriminant. Zover mogelijk ontbindend verkrijgen we:

n n-1 _
cox + c1x + ...+ cn =
2 2

. . +
+ex+f ) ... (dsx +ex fs)

= (a1x - b1)° ces '(atx - bt)(d1x 1 1

i dj’ e fj (1 =1,0005t3 J =1,...,8) reéle getallen zijn
en bovendien geldt:

waarbi] a;, b

2 .
eT - bd.f. <0 = 1,40, .
j 3t3 (J ’ ,S)

In dit geval heeft de re€le matrix A dus t (< n) redle eigenwaarden:

o
o’

1 t
A, == ,e0ey A, = —
1 a1 t t

(waarbij meerdere gelijke eigenwaarden kunnen voorkomen).
Is dearentegen B een (n X n)-matrix uit €, dan heeft B, omdat elk n°®

graads polynoom
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met complexe coéffici&nten LA (i =0,...,n) in n lineaire factoren met com-

plexe coéfficiénten is te ontbinden, n (complexe) eigenwaarden.

V.1.18 Opmerking: Elke (n X n)-matrix A uit F met n eigenwaarden in F is

aequivalent met een bovendriehoeksmatrix uit F.

Bewijs: Zij V een n-dimensionale F-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij

¢ ¢ V>V het F-lineaire endomorphisme van V dat gegeven wordt door
o= (V, [a,..r 2 1) 3 (V, [a,,..., & 1).
’ -l" . n b 1’ b ] n

Laten A1,..., An € F de eigenwasarden van A (en dus ook van ¢) zijn. We gaan
de opmerking met volledige inductie naar n bewijzen. Als n = 1 is de opmer-
king triviaal. Stel nu dat de opmerking geldt voor elke ((n-1) X (n-1))-
matrix uit F.

Kies bij X1 € F een eigenvector b1 eV (b1 # 0). We kunnen het 1-tupel
[b1] met n-1 vectoren uit [a1,..., an] aanvullen tot een basis van V, zeg:

[b,y 8. se0es a8, 1.

L) in

Laten S en B de (n * n)-matrices uit F zijn, gegeven door:

iq,= (v, [51,..., an]) 5 (v, [b1, aig""’ a; 1)
n
en

¢ = (v, [b1, aie,..., ain]) B (v, [b1, B0 ain]).

Dan is

(v, lagseees an]) A, (v, Loy, an])

v 4 v
4y, i4, = S , S
\11 4, xl/ (v, {b1,ai£,...,ai ])_—Iir (v, [b1,a.l,...,a. 1).

n 12 In

Omdat

idy o ¢ = ¢ °id;,
volgt derhalve:

S+« A = B« S.
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Volgens III.3.3 is S regulier, zodat geldt:
-1
A =85 BS.

Met andere woorden: A en B zijn aequivalent.
Omdat ¢(b1) = A1b1 heeft de matrix B de vorm:

o

Q

Nu is C een ((n-1) x (n-1))-matrix uit F. We laten nu eerst zien dat C n-1

eigenwaarden in F heeft (zodat we de inductie-aanname kunnen toepassen):

>\1->\ T o+ Ty
0
det(B - AI ) = det| . ¢ I =
. n-1
0
= (A =) - det(c - A1 _,) (%)

(ontwikkelen naar de eerste kolom). Nu is det(B - AIn) het karskteristieke
polynoom van B. Omdat B ~ A is det(B - Aln) ook het karskteristieke polynoom
van A. Omdat A n eigenwaarden A,,..., A_ € F heeft,is deze n€ graads veel-

1 n

term in A in n lineaire factoren te ontbinden:

det(B - AIn) =a() - A1)(A - AE)- eee o(A - An) (o e F).
Wegens (%) is dan

det(C - AIn_1) =a(A - 12)- ves o(X = An),

zodat C inderdaad de n-1 eigenwaarden A .s An heeft in F. Dus is er

v ore s
volgens de inductie-sanname een reguliere ((n-1) x (n-1))-matrix T uit F als-

mede een bovendriehoeksmatrix A uit F zodat
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Noteer nu:

De lezer controlere dat dan geldt:

1 0 . 0
0
-1
T =1: p? :
0
Voorts vindt men (ga na!):
1 0 . 0 1 T12 . T1n 1 0 . 0
0 0 0
-1
T, BT =1 il : c : T
0 0 0
A% e Ty A O eee gy
0 0
= . -1 =
. T CT A
0 0

en dit is een bovendriehoeksmatrix A1 uit F. Omdat B ~ A1 en A ~ B volgt

hieruit dat A aequivalent is met A1. 0

V.1.19 Opgave: In de met A aequivalente bovendriechoeksmatrix A1 uit het

bewijs van de voorgasande opmerking staan de eigenwaarden
van A op de hoofddiagonaal van A1.
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V.1.20 Opmerking: Is A een (n X n)-matrix uit F met n paarsgewijs verschil-

lende eigenwaarden A

EREEP An € F, dan is A aequivalent

met de diagonsalmatrix

A 0 ... 0

0 12 .ot

D= |:", ", "
. l- l' O
0....0 A
n

uit F.

Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis [a1,..., an].

Zij ¢ : V > V het F-lineaire endomorphisme van V, gegeven door:

¢ = (v, [31,3.-, an]) 4 (v, [a1,..., an]).
Kies bij elke eigenwaarde Ai € F van A een eigenvector bi # 0. Dan is
volgens V.1.11 het n-tupel [b1,..,, bn] uit V een lineair onafhankelijk

stelsel en derhalve een basis voor V. Zij S de reguliere (n X n)-matrix uit

F, gegeven door:
ia, = (V, [a;,.evs 8 1) 3 (v, [op5e.e, B 1),
Het is direct duidelijk dat geldt:
_ D
¢ = (V, [by,..e, b 1) 3 (V, [byseeey b 1),

zodat geldt:

N (V, lagsees 81) =2 (v, [ag,..., 8 1)

\' v
o, foe 1s
v -4y (V, [by,een, 1) 2 (¥, [bg,..., b_1).
Omdat idv op=¢ o idv is ook S*A = D<S, zodat

A = s 'ps.

A is dus aequivalent met D. []
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v.t1.21 'Opmerking: Is A een (n X n)-matrix uit F met n eigenwaarden in F,

dan is det(A) gelijk san het product van deze n eigen-

waarden.

Bewijs: Volgens V.1.18 en V.1.19 is A aequivalent met een bovendriehoeks-
matrix A die op de hoofddiagonaal de eigenwaarden van A heeft staan. Boven-
dien is volgens I.L.27 det(A) gelijk aan het product van deze hoofddiago-

naal-elementen. Omdat A ~ A is det(A) = det(A), zodat de opmerking volgt. [J

V.1.22 Definitie: Als

%q9 e+ %qp
A= :
U.n1 PP (lnn

dan heet de som van de hoofddiagonaal-elementen van A

het spoor van A, aangeduid met Tr(A). Dus:

Tr(A) = Qpq * 0y + een + 0.

V.1.23 Opmerking: Is A een (n X n)-matrix uit F (n > 2) en is

det(A - AIn) =c A" + c1kn-1 + ... +c¢

0

het karskteristieke polynoom ven A,dan geldt:

(i) c, = det(A);
(ii) cy = (-1)%
(iii) e, = (-1)* Tzr(a).

Bewijs: Voor elke Y € F geldt:

_ n n-1
det(A - uIn) = cgl + cqu + ... +c_,

In het bijzonder vinden we voor U = 0: det(A) = c,» zodat (i) geldt.
De beweringen (ii) en (iii) bewijzen we hier met volledige inductie

naar n. Voor n = 2 is de opmerking rechtstreeks door uitrekenen te bewijzen.
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O orr %p
A= . .

o PP o

ni nn

NoteerABi 3 voor de sub-matrix van A - AIn die verkregen wordt door uit de
’

laatstgenoemde matrix de i® rij en de je kolom te schrappen. Ontwikkel nu
det(A = AI ) near de 1% kolom:

n n-1 _ =
col + c1k ..ot = det(A - Aln) =

= n-1
= (a11-k)det(B1’1) + (-1)u21det(32’1) + ...+ (=1) an1det(Bn,1).

Nu is voor elke i ¢ {2,...,n}

% - %n
(ayp-2) :
Bi1 = z s « i® rij.
PR (ann-k)

In deze matrices komen n-2 elementen voor van de vorm (akk - A). Dus is

det(Bi 1) een veelterm in A van graad hoogstens n-2 (i
]
Voorts is

= 2,...50),

-]

Op ee (ann-x)

Dus is det(B1 1) (de karakteristieke veelterm van de ((n-1) X (n-1))-matrix
£ ]
A1 1) een veelterm in A van de vorm
b}

doxn'1 + d1An'2 + ...+ d s

0
waarbij

-1 -2
a, = (-1)" ; a, = (-n" Tr(A ),

(de inductie-aanname).
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Het voorgaande samenvattend, vinden we:

n n-1 _ _
cok +cyX oot = det(A - AIn) =

_ n-1 n-2
= (a11 - A)(dOA + 4N + ..o+ d) + H(A),
waarin H(A) een veelterm is in A van graad < n-2. Dus volgt:

n n-1 =
col + c1A + ...+ e, =

W s (),

_ n
= -dph" + (-d; + ayqd,

waarbij G(A) een veelterm is in A van grasd < n-2.

Gelijkstellen van de n® graads termen links en rechts levert:

ey = =dy = _(_1)n-1 = (-1)",

zodat (ii) geldt; gelijkstellen van de (n-1)° graads termen geeft:

_ _ (- n-2 n=-1, _
c, = (-4, + a11do) = (=(-1) Tr(A1’1) +a,,(=1) ) =

(-0 Mzr(a, ) +ay ) =

1,1

- n-1 = n-1
= (=" Hlay, + ov +a ) +agl = (1) me(a),
zodat ook (iii) bewezen is. []

V.1.2h Opmerking: Zijn A en B twee aequivalente (n X n)-matrices uit F,

dan is

Tr(A) = Tr(B).
Bewijs: A en B hebben gelijke karakteristieke veeltermen, zeg:
n n-1 _ _
col +c ) ot = det(A - AIn) =

= = n n-1
= dep(B - AIn) dOA + d1A oo+ a.

Gelijkstellen van de (n-1)€ graads termen levert volgens V.1.23:
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)n-1

]
(o]
]
[T
—
=]
1
A
[s+]
-

(-1 Tr(A)
zodat Tr(A) = Tr(B). []

V.1.25 Opmerking: Is A een (n X n)-matrix uit F met n eigenwaarden

k1,..., An € F,dan is
Tr(4) = >\1 At A

Bewijs: A is aequivalent met een bovendriehoeksmatrix A die als hoofddiago-
naal-elementen de eigenwaarden ven A heeft (cf. V.1.18 en V.1.19).

Derhalve is

Tr(A) = Tr(d) = A, + A, + ..o+ A . O
V.1.26. Zij V een n-dimensionale F-vectorruimte en zij ¢ : V - V een F-
lineair endomorphisme van V. We kunnen dan ondubbelzinnig spreken over het

spoor van ¢. Immers, kies een basis [a .y an] van V. Dan induceert ¢ ten

120
opzichte van deze basis een (n X n)-matrix A uit F, gegeven door:

¢ = (V, 1:5'19---: an]) A (V, [8-1,..., a.n]).

Het spoor van ¢ defini&ren we dan te zijn Tr(A). Dat dit een ondubbelzinnige
definitie is, zien we als volgt. Hadden we een andere basis van V gekozen,
zeg [b1,..., bn],dan hadden we een andere (n x n)-matrix B uit F gevonden,

met.

¢ = (v, [byseees bn]) 5 (v, [byseees bn]).
Echter A en B zijn dan aequivalent, zodat Tr(A) = Tr(B). Met andere woorden:
de keuze van de basis [a1,..., an] van V speelt geen rol in de definitie van

het spoor van ¢.

Tot slot van deze paragraaf nog een enkele opmerking over (n x n)=-

matrices uit F met n eigenwaarden die alle nul zijn.
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V.1.27 Notatie: Met

geven we de (n X n)-matrix aan waarvan alle elementen nul

zijn (de (n X n)-nulmatrix).

V.1.28 Notatie: (i) Is A een (n x n)-matrix uit F en is k ¢ N, dan noteren

we:
A=A A ... *A.

k keer

(ii) Is V een F-vectorruimte en is ¢ : V+V een F-lineair

endomorphisme van V, dan noteren we:

voor elke k € N.

V.1.29 Definitie: Een (n x n)-matrix A uit F heet nilpotent als er een

natuurlijk getal k bestaat zodat Ak = On, terwijl boven-
dien A # O_.
n

V.1.30 Voorbeeld: Beschouw de R-vectorruimte E_, met de kanonieke basis

3

[e1,e2,e3], gegeven door:

1 0
91 = 0 H e2 = 1 5 e3 =
0
€L a¢~o
3, -
! \\
\\ ¢
\

©-
.
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Beschouw het R-lineaire endomorphisme ¢ : E3 *-E3 dat gegeven wordt door:

¢(e,) = e, H ¢(e,) = eg 3 ¢(e3) = 0.

Dan geldt:
03(e)) = 0 0 0 o dle;) = ¢ © dley) = bley) =0,
$%(e) = 0 6 o dley) = ¢ ° dle;) = ¢(0) =0,
¢%(e3) = ¢ ° ¢ o dleg) = ¢ © 6(0) =9(0) =o,

zodat het F-lineaire endomorphisme ¢3 : E, +*E, van E_ de drie basisvecto-

3 3 3
ren e , e, en ey (en daarmee alle vectoren van E3) op de nulvector afbeeldt.
Als
0 0 O
A=1|10 0],

o 1 0

dan is :

_ A

¢ = (E3’ [e1,e2,e3]) > (E3, [e1,e2,e3]).
Dan volgt: .

o3 = (., [ T 1)
= W35 1€45€5585 3> L€1s855831/,

zodat, omdat ¢3(e1) = ¢3(e2) = ¢3(e = 0, volgt:

3)

Omdat A # 03,is A dus een nilpotente (3 x 3)-matrix uit R.

V.1.31 Opmerking: Is A een nilpotente (n X n)-matrix uit F en is A1 e F
een eigenwaarde van A, dan is A1 = 0.

Bewijs: Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V. Kies een basis
[a1,..., an] voor V en beschouw het F-lineaire endomorphisme ¢ : V - V van

V, gegeven door:

¢ = (v, layseees an]) 4 (v, Cayseees an]).
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ZiJ Ak = On' Dan beeldt ¢k alle vectoren uit V af op de nulvector. De
eigenwaarde A1 van A is ook een eigenwaarde van ¢. Dus is er een eigenvector

b, (# 0) van ¢ bij X1. Er geldt nu:

k-1

o
|

= ¢5b,) = ¢ o o(by) = ¢ p,) = A0 (b)) =

k-2

_y k-2 _12,k=2 _ _
Ao e 0(0,) = A8 T2 b) = 256 P (e,) = L = AN
Omdat b, # 0 is dus de k° macht van het getal A1 € F nul, Dus is A1 =0.0

V.1.32 Opmerking: Een (n X n)-bovendriehoeksmatrix A uit F waarvan alle

elementen op de hoofddiagonaal nul zijn, is nilpotent.

(A#0.)
Bewijs: Zij
0 a12 e u1n
A= e
. an—1,n
O toesnnees O

Kies een n-dimensionale F-vectorruimte V met basis [31,..., an] en zij

¢ : V>V het F-lineaire endomorphisme, gegeven door:
9=V, lag,.en, 8 1) 3 (v, [ap,een, o D).

We zullen bewijzen dat ¢" alle basisvectoren 8qsec-58 Op de nulvector

afbeeldt. Dan is, omdat
AR
o = (v, faqseens an]) = (v, layseees an]),

tevens bewezen dat A" = 0 » zodat (mits uiteraard A # On) A nilpotent is.

We bewijzen met volledige inductie naar i de volgende

Bewering: Voor elke i = 1,...,n geldt:

$'(a;) = o. (%)
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Bewijs voor deze bewering: Voor i = 1 is de bewering triviaal. (De eerste

kolom van A bestaat uitsluitend uit nullen, zodat ¢(a1) = 0.)
Stel nu dat we al bewezen hebben dat geldt:

2 i=1
$(a)) = ¢%(ay) = ... = ¢ (a,
Er geldt, zoals direkt uit de i® xolom van A te zien is:

¢(ai) =a,a, +a + ... 40

1i%1 2i%2 i-1,i%i-1°

Dus volgt:

¢i(ai) = ¢i'1 ° ¢(a;) = ¢i'1(a1ia1 N

2172

.¢i_1(a1) +aq ¢i-1(a

.= 0L‘ll

21 o) e T Oy gy

=0 .¢1—2

1 °'¢(a1) + a2i¢i'3 ° ¢2(a2) + ..t

i-1,i

o .¢i'2(0) + a2i¢i_3(0) + ... %0

11 0=0,

i-1,i°

waarmee de bewering bewezen is.
Uit (*) volgt nu voor elke i = 1,...,n-1:

#(a;) = 0" o ¢'(ay) = ¢"H(0) = 0.

1

Ock volgt uit (*): ¢n(an) = 0. Dus beeldt ¢ inderdaad elke basisvector a;

af op 0,zodat de opmerking bewezen is. [1

V.1.33 Opmerking: Is A een (n X n)-matrix uit F, den is A nilpotent dan
en slechts dan als A n eigenwaarden in F heeft die alle

nul zijn (A # On).

Bewijs: Neem eerst aan dat F = C. Dan heeft A n eigenwaarden in C.

(i) Stel eerst dat A nilpotent is. Volgens V.1.31 is dan elke eigenwaarde
van A nul.

(ii) Neem nu aan dat elk der n eigenwaarden ven A nul is. Omdat A n eigen-

waarden heeft, is A aequivalent met een (n X n)-bovendriehoeksmatrix A uit

C, die op de hoofddiagonaal de eigenwaarden van A heeft staan. Dus is A een



122

bovendriehoeksmatrix met op de hoofddiagonasal uitsluitend nullen. Volgens
V.1.32 is A dan nilpotent. Zeg: Ak = On' Nu is er, omdat A ~ A, een regu-
liere (n x n)-matrix S uit € zodat

A =s"as.

Er volgt:

=
I

= (s7'as)+(s7T8)e ... o(s7AS) =
s~'ass™Ma(ss™ ). ... eas =

s =s"los =0
n n

S

(ga na!), zodat A nilpotent is. De opmerking is dus bewezen ingeval F = C.

Neem nu aasn dat F =R, A is dan een matrix met re€le getallen. Omdat
elk regel getal ook een complex getal is, kunnen we A opvatten als een com-
plexe matrix. A heeft dan n complexe eigenwaarden, die echter volgens het
eerste geval alle nul zijn (en dus in het bijzonder re&el), als A nilpotent
is. Als we omgekeerd ervan uitgean, dat alle eigenwaarden van A nul zijn,
dan kunnen we -geheel analoog aen het geval F = €, maar nu met reéle in
plaats van complexe matrices- bewijzen dat A nilpotent is.

Hiermee is de opmerking bewezen. []

§V.2. Complexe matrices

V.2.1 Definitie: Zij V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Dan heet

een lineaire combinatie

b = A1a1 + ...+ Anan,

waarin A1""’An reéle getallen zijn, een reéle lineaire

combinatie van de basis [31,..., an].

V.2.2 Opmerking: Is V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an] en is W de

deelverzameling van V die bestaat uit alle re&le lineaire

combinaties van [a1,..., an], den is W op natuurlijke wijze

een n-dimensionale R-vectorruimte met basis [a1,..., an].
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Bewijé: We kiezen in W de door V geinduceerde optelling en (re&le) scalaire

vermenigvuldiging:

(u1a1 + .. 4 unan) + ()\1a1 + ...+ Anan) =

= (up+ A dag + o+ (u + A e
Y(u1a1 + ...+ unan) = YHag ... YR,

waarbij HyseoosH s A1,...,An; Y reéle getallen zijn. Uiteraard is W zo een

R-vectorruimte. Ga na dat [a1,..., an] een basis is voor W. []

V.2.3 Definitie: Is V een C-vectorruimte, is [a1,..., an] een basis voor V

en is
w.= {u1a1 o tue | Hyseees W € R}
de R-vectorruimte van re€le lineaire combinaties van

(e.,..., a_], dan zeggen we dat (W, [a_ ,..., a_ 1) het
1 n 1 n-’ =

reéle deel is van (V, [31,..., an]).

V.2.4 Definitie: Zij V een C-vectorruimte met basis (agseess an]. Zij
(w, agseees an]) het reéle deel van (V, lays..es an]).
Een C-lineair endomorphisme ¢ : V -+ V heet een refel endo-

morphisme van (V, {a1,..., an]) als geldt:

o(W) < W.

V.2.5 Voorbeeld: Beschouw de C-vectorruimte C; met de basis [a1,a2,a3] ge-

geven door:
a; = (0, 1, 1) 35 &y, =(i,=1, 1) ; 8y = (0, 0,-i).
Beschouw het C-lineair endomorphisme ¢ : C; - G; dat gegeven wordt door:

* *
¢ = (0:3, [5-1 n5'298-3]) A (¢3a [a1532933])’

waarin:
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T3 1
A= |2 1 0
-1 1 0

Dan is ¢ een regel endomorphisme van (C;, [a1,az,a3]).0m dit te laten zien,
moeten we aantonen dat elke vector van W als beeld onder ¢ weer een vector
wordt uit W (als (W, [a1,a2,a3]) het reéle deel is van (C;, [a1,a2,a3])).

Welnu,Akies een willekeurige vector w uit W, zeg:

W= 1(0,1,4) + y(i,m1,1) + 1,(0,0,-i)

3
(Uy5 Uys My € R). Den is
12 722 73
o(w) = (uy + 3u, + u3)a1 +(2uy + uyla, + (-u + Hy)as.
Omdat Hys Hy en u3 reéle getallen zijn, zijn ook de getallen

redel, zodat ¢(w) € W. Dus is ¢ inderdaad een re&el endomorphisme van

*
(03’ [8.1 ,8-2,5-3]) .

Is [b1,b2,b3] een andere basis van C;, dan behoeft ¢ niet een reéel

endomorphisme te zijn van (C;, [b1,b2,b3])! Bijvoorbeeld: kies

b, = (1,0,0) b, = (0,1,0) 3 by = (0,0,1).

Ga na dat
o(b,) = (3, -1-2i, 5-bi).

Als (U, [b;,b,,b5]) het reéle deel is ven (c;, [b,,D,sD51)s dan is uitersard

b1 € U. Echter:

¢(b,) = 3, - (1+2i)p, + (s-hi)b3

is geen reéle lineaire combinatie van de basis [b1,b2,b3], zodat ¢(b1) ¢ U.
Dit betekent:

®(u) ¢ U,
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zodat ¢ geen re€el endomorphisme is van (C;, [b1,b2,b3]).

V.2.6 Opmerking: Is V een C-vectorruimte met basis [a,,...,a ] en is

1°°
¢ : V>V een C-lineair endomorphisme van V, gegeven door:

e

6= (V, [agenns 8,1) 3 (V, [ag,.0n, 8 ])

(waarbij A dus een (n X n)-matrix uit € is), den geldt:

¢ is een redel endomorphisme van (V, lagseees an]) dan

en slechts dan als A uitsluitend redle getallen tot ele-

menten heeft.

Bewijs: Zij (W, lajseees an]) het reéle deel van (V, lagseees an]) en zij

%91+ %p
A= | :

(¢} ees O

nil nn

(i) Veronderstel eerst dat ¢ een redel endomorphisme is van (V,[a1,...,an]).
Dan geldt: ¢(W) c W. We moeten dan.bewijzen dat elk element % ; ven A een
reéel getal is. Stel er is een paar indices k,j zodat akj ¢ R. Omdat 8 € W
en ¢(W) c W is ¢(ak) € W, oftewel:

®

dlay) = o, + ... togsas b o e W

Maar dan is ¢(ak) een re€le lineaire combinatie van [a,,..., a 1. Dus zijn
Oy qseves %5 €D in het bijzonder akj’ reéle getallen; tegenspraask. Dus zijn
alle elementen van A reéel.

(ii) Neem nu aan dat A uitsluitend re&le elementen bevat. Kies een wille-

keurige vector w € W, zeg:

W= a, .+t la (“1""’“n€R)‘
Dan is wegens
Qg oer Gp\ [ Wy
¢(w) = : : : e (v, la ...y an]),
a, .o u
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o(w) = Xja, + ... LR SCIE
waarbij

Ak = Oy et %nMn*

Omdat elke akj en elke uj (k =1,...,n3 J = 1,...,n) een redel getal is, is
ook elke Ak een redel getal, zodat ¢(w) € W. Dus geldt: ¢(W) < W, hetgeen

betekept dat ¢ een reédel endomorphisme is van (V, [31,..., an]). 0

V.2.7 Opmerking: Zij V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij

(w, oy se..s an]) het reéle deel van (V, [a,..., an]).

Dan is elke vector b € V op precies &&n manier te schrij-

ven in de vorm:
b=b_ +ib,
r c

‘waarbij br en bc vectoren zijn uit W.

Bewijs: Zij b een willekeurige vector uit V. Zeg:
b= B1a1 + ...+ Bnan.
De complexe getallen 81""’Bn kunnen we schrijven in de vorm
81 =y, * 161 5 62 =y, * 162 S eee 3 Bn =Y, * 16n ’
waarbij Yy en Gk reéle getallen zijn (k = 1,...,n). Er geldt nu:

b= (Y1a1 + ...+ Ynan) + 1(619.1 + ...+ Gnan)’
waarbij
b = Y1a1 + ...+ Ynan
en
b =88, + ... +8 8
c 171 nn
vectoren zijn uit W.

Veronderstel nu dat we een vector b € V kunnen schrijven als

b= br + 1bc

en ook als

o’
L1}

b! + ib!’,
r c
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waarbij br’ b;, 'bc en bé vectoren zijn uit W. We moeten dan nog aantonen dat
hieruit volgt:

Welnu, er volgt, als

= . 1 o= At ' .
br Y1a1 + ...+ Ynan H br Y1a1 + ...t Yna H
= . ' = ' ]
bc 61a1 + ... énan 3 bc 61a1 + ... dnan

(met Y Yi, 6k’ Gi e Ry k=1,...,0):

(Y1 + i51)a1 + ...+ (yn + ién)an =

= (y; + id;)a1 + ...+ (yg + iéé)an.

Omdat [a1,..., an] een basis is voor V, volgt hieruit:

Y * i6k s iGi (k = 1,...,0),
oftewel:

Yk = Yi 5 ék = Gi (x = Tss .on),
zodat

br =Dv' 3 bc =b'.

Hiermee is de opmerking bewezen. []
V.2.8 Definitie: Zij V een C-vectorruimte met basis [a,,..., & ;3 zij
EASETI S A2 ACR 1 n

b € V gegeven door:

B

b E e (v, [a1,..., an]).

B

n

Dan heet de vector b e V, gegeven door
81

b= |: e (v, (ajseees an]),

™

n

de complex geadjungeerde vector bij b in (V, [31,..., an]).
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V.2.9 Merk op dat de notatie b in de vorige definitie eigenlijk slordig is,
omdat er niet in wordt aangegeven dat b gedefinieerd is met betrekking tot
de basis [a1,..., an] van V. Hadden we een andere basis [b1,..., bn] van V
gekozen, dan hadden we een andere vector van V gevonden die de complex
geadjungeerde vector bij b is in (V, [b1,..., bn]), zoals uit het volgende
voorbeeld blijkt.

V.2.10 Voorbeeld: Kies de C-vectorruimte G;. Kies hieruit de vector

b=(1, i, 1+i).

Kies eerst als basis voor C. [a1,a2,a3] met

3

a, = (1,0,0) a, = (0,1,0) agy = (0,0,1).
Dan is
1
. *
b = i € (C3, [a1,32,33]),
1+1
zodat
1
. R *
b, = -i| e (¢3, [a1,a2,a33)
1-1

de complex geadjungeerde vector in (C;, [a1,52,a3]) bij b is, oftewel:

b, = (1, =i, 1-1).

*

Kies nu eens [b1,b2,b3] als basis voor G3 met

b, = (i,0,0) b, = (0,i,0) b3 = (0,0,i).

Dan is

*
b= 1 |e (c3, [b1,b2,b3]),

1-i

zodat de complex geadjungeerde vector van b in (Cg, [b1,b2,b3]) is:
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i)
b= | 1 (¢X, [b.,b.,b.1)
2 = € 1035 10450550337
1+1
oftewel:
b, = (=1, i, i-1)

en ten duidelijkste is b, # b2.

V.2.11 Definitie: Zij V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Defini-

eer de afbeelding

m™: VIV=>C

als volgt. Als

8, Y4
b= E e (v, [a1,..., an]) 3 ¢ = E e (v, a s, an]),
By Yn

dan is per definitie

w(p,c) =By, v By, * e By,

Deze afbeelding T noemen we het hermitisch inproduct in

(v, [31,...,an1). Het complexe getal T(b,c) noemen we het

hermitisch inproduct van b en c¢ in (V, [a1,...,an]).

V.2.12 Voorbeeld: Kies in G; twee bases [a1,a2,a3] en [b1,b2,b3], gegeven
door:

©
n

1 (1,0,0) a, = (0,1,0) 3 = (0,0,1),

3

o
[]

(0,i,14i).

1 (igoao) ; b2 =(19i9'i) ; b3

. * .
Kies vervolgens twee vectoren b,c € €,, bijvoorbeeld:

b= (2,1, 3i+2) ; ¢ = (1+i, 2-3i, 5).
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Laten ﬁervolgens
H (14

de hermitische inproducten zijn in (C;, [a1,32,a3]), resp. in
*
(¢3, [b1,b2,b3]). Er geldt:

2 -31
_ * . _ _ *
b = i € (c3, [31,32,a3]) ;b= 1 € (c3, [b1,b2,b3]) .
3i+2 P2
1+1 (-2-21i)/5
c=|2=3i]| € (C;, [al,az,a3]) ; ¢ =[(=16+T1)/5]| ¢ (m;,[b1,b2,b3]).
5 ( 1-17i)/5

Ga na dat geldt:
T(b,e) = =151 + 9 H m(c,b) = 151 + 9,
tb,c) = 281 - b7i) 5 t(e,d) = 5(81 + UTi).

We zien dus dat de definitie van het hermitisch inproduct afhankelijk is

van de keuze van de basis, en dat bovendien het hermitisch inproduct niet
commutatief is: w(b,ec) # m(e,b); T(b,e) # T(c,b).

V.2.13 Opmerking: Zij V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij

™ VIIV~>C

het hermitisch inproduct in (V, [a1,..., an]). Dan geldt

voor elke U € € en elk drietal vectoren a, b, ¢ uit V:

(i)  w(a,b) = m(b,a);
(ii) m(a+b,c) = w(a,c) + n(b,c);
(iii) m(a,b+c) = n(a,b) + m(a,c);

Hem(a,b)s

(iv) w(pa,db)
(v) m(a,udb) = pen(a,b);
(vi) m(a,a) e R en m(a,a) 2 03

(vii) m(a,a) = 0 dan en slechts dan als a = 0.
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Bewijs: Zij
a=oe, +...+t0a g b= B1a1 + ...+ Bnan 3 C=Y,8 .ty
Dan volgt:
ad (i): m(b,a) = (Bjoy + ... + B o) =B, + ... +Bo =
=B,a, + ...+ Bnan =oB,+ .. ¥ aan = m(a,b)
ad (ii): m(atb,c) = (a1+B1)Y1 + ...+ zan+8n5Yn =
= (a#B.)y, + ... + (o +B )y =
= Oy + e o) By b BY) =
= m(a,c) + m(b,c).
ad (iii): m(a,b+c) = a1(B1+y1) ool + an(sn+yn) =
= (B + oo o B)) +(agyy + e vy ) =

m(a,b) + m(a,c).

ad (iv): m(ua,b) = (ua1)81 + ... 4 (uan)Bn SHOoB + ...+ aan =
=u(aB, + ... +apB)=umnla,b),

ad (v): m(a,ub) =a (uB,) + ... + o (uB) = u(aBy + ... + aB)) =
= pem(a,b).

ad (vi): m(a,a) = 0,0, + +oa = |a l2 + + la I2 een niet-

: . 1%+ .. O 1 ves a1
negatief reéel getal.
ad (vii): m(a,a) = 0 dan en slechts dan als |0!.1|2 + ...+ Iotnl2 = 0.

Dit is het geval dan en slechts dan als |a1|2 = ... = la |2 =0 en dit is

n
weer aequivalent met a1 = ... = an = 0, oftewel: a = 0. [0
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V.2.14 Opmerking: Zij V een C-vectorruimte met basis [31,..., an]. Zij

™ VIV~>C

het hermitisch inproduct in (V, [51,..., an]). Zij ver-
volgens [b1,..., bm] een m-tupel uit V, zodat bk Z0

(k = 1,...,m). Als voor elk tweetal verschillende indices

k,1 uit {1,...,m} geldt:

‘n(bk,bl) =0,

dan is [b1,..., bm] een lineair onafhankelijk stelsel.

Bewijs: Veronderstel dat [b1,..., bm] lineair afhankelijk is. Dan zijn er
complexe getallen u1,...,um, niet alle nul, zodat

111b1 + o0 * ]mem= 0.

Dan volgt, gebruik mekend van V.2.13:

0= 'n(u1b1 + ...+ umbm, ;11b1 + ...+ umbm) =

= m( b wb,) = Ty s Wyby) =
N R ke L N e e s e
§ f—

= H.m(b, ,b.).

N e L !

Nu is n(bk,b ) =0 als k # 1. Dus vinden we hieruit:

1

m

How (b, b ) =
kz1pk“k"k k

o
n

2 2
g 15m(b,,b,) + s+ T 190 50 ). (*)

Nu zijn Iu1l2,..., |Um|2; ﬂ(b1,b1),..., ﬂ(bm,bm) niet-negatieve reéle getal-
len, zodat uit (*) volgt:
2
lu, 1%m(v, ;0

2
1) =,.. = |uml Tr(bm,bm) = 0. (%)
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Omdat geen der vectoren b ..,bm nul is, zijn volgens V.2.13 (vii) de ge-

1°°
tallen ﬂ(b1,b1),..., ﬂ(bm,bm) alle strikt groter dan nul. Dus volgt uit
(%x): .
2 _ _ 2 _
1= =0 = w1 =0,

oftewel:

in tegensprask met de veronderstelling. Hiermee is de opmerking bewezen. [J

V.2.15 Opgave: Ga na dat de omkering van V.2.14h niet geldt.

V.2.16 Definitie: Zij

Oqq eee Qg
A= . .

[0} e O

ni nn

een (n X n)-matrix uit C. Den heet de matrix

de complex geadjungeerde matrix bij A.

V.2.17 Voorbeeld:

1431 2 b-i 1-3i 2 b+
A= | 3 h+i -i s A= | 3 Lh-i i
i 3 b+ -i 3 1h-i

V.2.18 Opmerking: Voor elke (n x n)-matrix A uit € geldt:

Bewijs: Triviaal. 0
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V.2.19 Definitie: Is

B
LI
B

dan heet de matrix

Leony 1= 1,...,0),

de hermitisch getransformeerde matrix bij A.

V.2.20 Voorbeeld:
1431 2 b-i 1-31 3 -1
A= 3 Wi -] oy aAf=| 2 w3 | .
i 3 1+ b+i i h-i
V.2.21 Opmerking: Voor elke (n X n)-matrix A uit € geldt:
F e @ = (D).
Bewijs: Triviaal, O
V.2.22 Opmerking: Voor elke (n X n)-matrix A uit € geldt:
(A = 4,
Bewijs: Triviaal. [I
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V.2.23 Opmerking: Voor elke symmetrische (n X n)-matrix uit € met uitslui-

tend reéle elementen geldt:

A=%=aT = pH

Bewijs: Triviaal. ]

V.2.24 Definitie: Een (n x n)-matrix A uit € heet hermitisch (invariant)
als geldt:

V.2.25 Opmerking: Zij V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij

m™: VIV-~>C(C

het hermitisch inproduct in (v, layseees an]). Zij
¢ : V>V een C-lineair endomorphisme van V en zij A de

{n x n)-matrix uit € zodat

¢ = (Vs [a-l"k'-; an:]) é (V, [31,..., &n]).

Laat ¥ : V > V het C-lineaire endomorphisme zijn van V,

gegeven door:

V=, [a,..n, 2 0) £ (v, [agseees 8 1),
Dan is voor elke b,c € V:
m(¢(b),c) = mb,ple)).
Bewijs: 2ij
b= B1a1 + ...+ Bnan 5 L L R A

S
—~
o’
"
hos)
——
®
-
+
+
w
b‘;
=)
e
<
-
[
<
]

Yigq t oot YpEs
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%11 %n B Bin
A= ; A= [
0tn1 tt otnn Bn1 v Bnn
Dan hebben we (ga na!):
(1) Bkj = Egk (k = 1,..05n3 J = 15...50);
(ii) yi Bk1Y1 + ...+ BknYn (k = 1,...,0)3;
(iii) Bllt=ak1e1 + ... +0Lann (k = 1,...,0).

Er volgt:

n
z .
k= 1 3o
n _ n a =
n
= jZ1(Bj1Y1 + ...+ Bjnyn) S = (volgens (ii))

zodat de opmerking bewezen is. []

V.2.26 Stelling: Is A een hermitische (n X n)-matrix uit C,dan zijn alle

n eigenwaarden van A reéel.

Bewijs: Kies een n-dimensionale C-vectorruimte V met basis [a1,..., an].

Zij ¢ : V + V het C-lineaire endomorphisme van V dat gegeven wordt door:
¢ =(V, [a a )3 (v, (a a 1)
) 'ERREEILW N EEREERLNE PR
Omdat A hermitisch is kunnen we ook schrijven:

H
¢ = (v, layseees an]) A, (v, layseees an]).
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Volgeﬁs V.2.25 geldt dan voor elk tweetal vectoren b, c € V:
ﬂ(b,¢(c)) = TT(¢(b),C),

als T : VIV + € het hermitisch inproduct is in (V, [a1,..., an]).

Zij nu A een eigenwaarde van A. Dan is A ook een eigenwaarde van ¢. We
kunnen dus een eigenvector b € V van ¢ bij A kiezen met b # 0. Er volgt:

Aem(b,b) = m(b,Ab) = M(b,d(b)) = m($(b),b) = 7(Ab,b) = Aem(b,b).
Omdat b # 0,is volgens V.2.13 (vii) ook m(b,b) # 0, zodat volgt:

A=A

Dit betekent dat A een redel getal is. []

V.2.27 Opmerking: Zij V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij A

een hermitische (n x n)-matrix uit € en zij ¢ : V>V

het C-lineaire endomorphisme van V, gegeven door

¢ : (v, layseees an]) 4 (v, [31,..., an]).

Zij voorts m : VIV -+ € het hermitisch inproduct in

(v, (agseees an]). Als A, A2 twee verschillende (regle)

eigenwaarden van A zijn, en b1 (resp. b2) is een eigen-

vector van ¢ bij X1 (resp. A2), dan geldt:

ﬂ(b1,b = 0.

o)

Bewijs: Er geldt (vgl. het bewijs van de voorgaande stelling):

Asm(by,0,) = (b, ,A50,) = by ,0(by)) = m($(by),b,) =

= mA,Db

1P1sPp) = Aym(ysby).

Omdat k1 reéel is, is 7: = A1, zodat volgt:

Agn(b1,b2) = A1ﬂ(b1,b2).
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Omdat X1 # Ae volgt hieruit:

n(b1,b ) =0. 0

2

§V.3. Re€le matrices en inwendige producten

V.3.1 Definitie:

Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Beschouw

de functie
¢ ¢+ VIIV-+R
die als volgt is gedefinieerd: als

B
(v, [31,;.., an]) ; b= E e (v, [a1,..., an])

n

twee vectoren uit V zijn, dan is

¢(a,b) = aBy+ . taB .

Deze functie ¢ zullen we het inwendig product in

(v, lagseees an]) noemen. ¢(a,b) heet het inwendig product

ven a en b in (V, layseees an]).

V.3.2 Evenals dit het geval was in de vorige paragraaf met het hermitische

inproduct in het geval van complexe vectorruimten, hangt de definitie van ¢

uit V.3.1 uiteraard af van de keuze van de basis [a1,..., an] van V.

Vask zal echter uit de context duidelijk zijn met betrekking tot welke

basis we het inwendig product gedefinieerd hebben. In dat geval noteren we

ook wel:

<a,b>

in plaats van ¢(a,b).
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V.3.3 Voorbeeld: Beschouw in R; de bases te1,e2,e3] en [a1,a2,a3], gegeven

door:

(1,0,0) ; e

(0]
[}

2 (031!0) H 33 (03031) H

o
[l

1_(19(),0) H 9-2 (1a190) H a3—(1,1,1) s

*

en kies twee vectoren a, b uit R3

» bijvoorbeeld:

a=(2,2,1) ; b=1(0,1,0).

Is nu ¢ (resp. ¥) het inwendig product in (V, [e1,e2,e3]) (resp.
(v, [a1,a2,a3])),dan geldt wegens

a = 2e1 + 2e2 + ey B b = e 3
a = a2 + a3 H b = —a1 + a2 N
dat
¢(a,b) = 2+0 + 2¢1 + 1.0 = 2
en
P(a,b) = 0°(=1) + 1°1 + 1°0 = 1,

V.3.4 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [a1,...,an] en is voor

elk tweetal vectoren a, b € V, <a,b> het inwendig product

ven a en b in (V, [a1,..., an]), dan geldt:

(i) <Xa,b> = A<a,b> = <a,Ab>;
(ii) <a,b> = <b,a>;

(iii) <a,b+ec> = <a,b> + <a,c>;
(iv) <atb,c> = <a,c> + <b,c>;
(v) <a,a> 2 0;

Yo (vi) <a,a> = 0 dan en slechts dan als a = 0,

voor elk drietal vectoren a, b, c € V en elke X € R,

V.3.5 Merk op dat uit (i), (iii) en (iv) volgt dat het inwendig product in
(v, [a1,..., an]) een bilineaire functie is op V en -volgens (ii)- boven-
dien commutatief.
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V.3.6 Opmerking: Is V een C-vectorruimte met basis [a1,..., an] en is

(w, [a1,..., an]) het reéle deel van (V, [a1,..., an]),
terwijl

¢ : VIIV->C 3 Y : WIW->R

respectievelijk het hermitische inproduct in

(v, PR an]) en het inwendige product in

(w, (ayseees an]) zijn, dan geldt voor elk paar vectoren
a, b e W:

¢(&,b) = lli(a,b) .

Bewijs: Als

a=a@ +..+0a ;3 b=28 + ... Bnan,

181

dan zijn o P B1,...,Bn redle getallen. In het bijzonder geldt:

1°°

ak = o (k = 1,...,10).

Derhalve volgt:

¢(a,b) = 5181 ..+ Ensn =08+ ... +aB =Ua,b).0

V.3.7 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [31,..., an] en is ¢ het

inwendig product in (V, (agseens an]), dan geldt voor elk

tweetal indices i,j ¢ {1,..., n}:

1 als i=j,

¢(a.,a.) = {
1 0 als i # j.

Bewijs: Dit volgt rechtstreeks uit de definitie van een inwendig product.
(Ga na!) O

V.3.8 Opgave: Is V een R-vectorruimte met basis Fa1,..., an] en is

[b1,..., bn] een andere basis van V terwijl ¢ het inwendig
product is in (V, [b1,..., bn]), dan behoeft niet te gelden:
¢(ai,aj) =0alsi#jen ¢(ai,ai) = 1. Geef zelf een voor-
beeld.
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V.3.9 Definitie: Is V een F-vectorruimte en is ¢ : VIV - F een bilineaire
functie op V, dan heet ¢ symmetrisch als voor elk tweetal

vectoren a, b € V geldt:

¢(a,b) = ¢(b,a).

V.3.10 Volgens V.3.4 (ii) is, als ¢ het inwendig product is in
(v, lagseees an]) (waarbij V een R-vectorruimte is met basis aseees an]),

¢ een symmetrische bilineaire functie op V.

V.3.11 Opmerking: 2ij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij

¢ : VIV >R een bilineaire functie op V. Zij vervolgens

¢(a1,a1) ¢(a1,a2) ces ¢(a1,an)
¥ay,2,) *ay,a,) ... ¥(ay,a )

¢(an,a1) Ceerraeeenna ¢(an,an)

Dan geldt voor elk tweetal vectoren

% 1
a = E e (v, (agseees an]) ; b= S e (v, [agseees an])
e "
81
¢(a,b) = (a,.ee, @) AL . *)
Bn
Bewijs:
81 8,
(a1,..., an)A : = {(a1,..., an)A} : =
Bn Bn
B
n n 1
= (iZ1 qi¢(ai,a1),..., iZ1 ai¢(ai,an)) E =
By

Strikt genomen is dit matrixproduct een (1x1)-matrix (T) met T € R en
niet het reéle getal T. We zullen dit formele verschil tussen (T) en T
voortaan negeren.
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n 'n
(.z ai¢(ai’a1))61 LA (.2 ai¢(ai’an))8n =

i=1 i=1
n n n n
= jZ1 i§1 ai¢(ai’aj)8j = 321 121 ¢(aiai’ejaj) =
n n
) ¢(i21 alai, 521 Bjaj) = dlesn),

zodat de opmerking bewezen is. [J

V.3.12 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij A

een (n x n)-matrix uit R. Definieer een afbeelding

¢ : VIIV > R

als volgt: is

o, 31
a = E e (v, Lagsenes &n]) 3 b= e (v, layseees an]),
o Bn
dan is per definitie:
81
dla,b) = (oy,..e, 0 ) A |2 .
Bn

Er geldt nu dat de zo gedefinieerde functie ¢ een biline-

aire functie is op V.

Bewijs: Laat U een redel getal zijn en a, b, ¢ een drietal willekeurig

gekozen vectoren uit V. Zeg:
+ ...t Bnan; c=Yayt .ty

We dienen dan de volgende vier eigenschappen te verifiéren:

(i) ¢(a+b,c) = ¢(a,c) + ¢(b,c);
(ii) ¢(a,b+c) = ¢(a,b) + ¢(a,c);
(iii) ¢(ua,b) = u-d(a,b);

(iv) d(a,ub) = u-d(a,b).
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ad (i): ‘ Y,

¢(a+b,c) (a1+B1,..., an+6n)A : =

Yy

Wgseees a)) + (Byoeees BIA

n
n

Y

n
Y1 Y4
= (a1,..., an)A E + (81,..., Bn)A E =
Yn Ya

¢(a,c) + ¢(b,e).

De eigenschappen (ii), (iii) en (iv) bewijze de lezer zelf op een over-

eenkomstige manier. [J

V.3.13 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an], zijn ¢

en Y twee bilineaire functies op V en geldt voor elk psar

indices i, J dat
¢(ai’aj) = ‘JJ(ai,aj)s

dan is ¢ = V.

Bewijs: We moeten laten zien dat voor elk tweetal vectoren a, b e€ V geldt:
¢(a,b) = Y(a,b). Welnu, zij

a=o.a, +...+t0a 3 b= B1a1 + ...t Bna s

171 nn n
dan is
(a,0) = o( § } Bed=13 1 o )
¢(a,b) = ¢ 0.8, , B.a.) = ¢a.a., B.a.) =
S I S I R 3
n n n n
= 121 JZ1 a18j¢(a1’8'3) = 121 JZ1 a].BJw(al’aJ) =
n n n n
) iz1 jZ1 W(aiai’ejaj) ) w(iz1aiai’jz18jaj) = vle,n).
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V.3.14 We kunnen uit de drie voorgaande opmerkingen de gevolgtrekking

maken dat, als V een n-dimensionale R-vectorruimte is en als [a,,..., an]

-
een eenmaal vast gekozen basis is van V, elke bilineaire fUncti; ¢ op V één-
éénduidig wordt bepasld door een (n X n)-matrix A uit R. Deze corresponden-
tie tussen ¢ en A wordt door de keuze van de basis [a1,..., an] van V vast-
gelegd.

Net zoals we eerder de correspondentie tussen lineaire afbeeldingen
en matrices hebben vastgelegd in een notatiewijze, doen we dit nu voor boven-

genoemde correspondentie tussen bilineaire functies en (vierkante) matrices.
V.3.15 Notatie: Is V een R-vectorruimte met basis [31,..., an] en is
¢ : VIIV->R

een bilineaire functie op V terwijl de matrix

A11 . X1n
A= . .

A e A

nil nn

gedefinieerd is door:
Aij = ¢(ai,aj) (i =1,0005n3 3 = 15...,0),

den noteren we formeel:

¢ = (v, (ayseees an])H(V, layseees an]) 4g.

V.3.16 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [a1,..., ar], is A een
(n x n)-matrix uit R en is ¢ de bilineaire functie op V,

gegeven door

o= (v, [a1,..., an])H(V, agseees an]) 4 R,

" dan is ¢ het inwendig product in (V, [a1,..., an]) dan

en slechts dan als A = In'

L



145

Bewijs: Zij ¥ het inwendig product in (V,'[a1,..., an]). Volgens V.3.13 is
¢ = ¢ dan en slechts dan als voor elk paar indices i, j geldt:

¢(ai’aj) = w(ai,aj).

Nu is

0 alsi#}j
w(ai’aj) = {

zodat we moeten laten zien dat

1 als i=j,

0 alsi #j
¢(ai’aj) = {?

als i =j

aequivalent is met A = In' Dit volgt echter, omdat:

wearbij Aij = ¢(ai,aj) (i =1,0005n3 §J = 15000en). O

V.3.17 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis la,seees a.n], is A een

(n x n)-matrix uit R en is ¢ de bilineaire functie op V
gegeven door:

6= (V, [agseees 8 DIV, [ay,eee, o 1) 38,

dan is ¢ symmetrisch dan en slechts dan als A symmetrisch

is.

Bewijs: (i) Is ¢ symmetrisch, dan geldt voor elk tweetal vectoren a, b € V:
¢(a,b) = ¢(b,a). In het bijzonder geldt den voor elk paar indices i, j dat
¢(ai,aj) = ¢(aj,ai). Dus is A = (¢(ai’aj))i,j een symmetrische matrix.

(ii) Stel nu dat A een symmetrische matrix is. Dan geldt, als
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twee willekeurig gekozen vectoren uit V zijn, dat:

B

¢(a,b) = (a1,..., an) Al
By

Dit is een (1 x 1)-matrix, dus gelijk aan zijn getransponeerde. Derhalve is:

B,
T
¢(&,b) = {(a.‘,o--, OLn)A E } =
Bn
81 T o,
= |t | A%y 0T = (Bpaenn, 8AT 1],
Bn a,
Nu is A = AT, dus: '
Oy
$(a,p) = (By,..., B A : = ¢(b,a),
ol
n

waarmee de symmetrie van ¢ geverifieerd is. ]

V.3.18 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [a,1,... , a.n] en A een
(n x n)-matrix uit R, 2ij ¥ : V » V het R-lineaire endo-
morphisme van V gegeven door:

Y= (v, (agseees an]) 4 (v, [a.1,..., a.n])

en ¢ de bilineaire functie op V, gegeven door
_ A
¢ = (v, Lay,eees an])II(V, lagseees an]) > R.

Als < > het inwendig product is in (V, lagsees an]),dan
geldt voor ieder tweetal vectoren a, b € V:

¢(a,b) = <a,P(b)>.
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Bewijs: Zij

a=o08 +...+0a ; b= B1a1 + ...t Bnan.
> - 1 1]
Dan is, als P(b) = 18yt e+ B,
]
61 81\
. =Al .
]
Ba Bn)
Derhalve:
1)
61 i
¢(a,b) = (a1,..., an)A : = (a1,..., an) E =
]
Bn B

=oB)+ ... +0pB =<, Y(p)>.0

V.3.19 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an] en is A

een symmetrische (n X n)-matrix uit R, is ¢ : V =+ V het

R-lineaire endomorphisme van V dat gegeven wordt door:

6= (v, [ag,..., 8,1 3 (V, [ay,..., 8 1),

dan geldt, als < > het inwendig product is in

(v, [a1,..., an]), voor elk tweetal vectoren a, b € V:

<a,$(b)> = <¢(a),b>.
Bewijs: Zij Y de bilineaire functie op V, gegeven door:

v = (v, Cayseees an])H(V, [8,5e00s an]) 4R.

12

Dan geldt volgens de vorige opmerking:

<a,$(b)> = Y(a,b) ; <¢(a),b> = <b,¢(a)> = Y(b,a).
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Omdet A symmetrisch is, is ook Y symmetrisch, zodat
<a,¢(b)> = Y(a,b) = Y(b,a) = <¢(a),b>. 0]

V.3.20 Opgave: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,.. .y an]. Zijn A en

B twee (n X n)-matrices uit R en ¢ en Y de bilineaire

functies op V gegeven door:

6= (V, las.0n, 8 DIV, [a,..0, 8 1) g

b=V, [a,e.es & DIV, [ag,..., 8 1) 2R,

dan geldt: A = BT dan en slechts dan als voor elk paar vec-

toren a, b uit V geldt: ¢(a,b) = P(b,a).

V.3.21 Beschouw nu eens de R-vectorruimte E2 met de basis [e1 ,e2] waarbij

Kies de volgende vier vectoren a, b, ¢ en d uit E

2:

—_—— = e — 4 — ——f = ———
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Intuitief gesproken hebben de vectoren a en b "richtingen" die "onderling
loodrecht" zijn. Hetzelfde geldt voor de vectoren d en b. De richtingen van
a enc of van b en ¢ zijn daarentegen niet loodrecht ten opzichte van elkaar.

Kies twee willekeurige vectoren v, w uit E_ met v # 0 en w # 0. Zeg:

2

Rl el

OA=0¢1 3 OB=oa, 0A'=B1 5 0B'=(?>2 3
P =vo2+al ; op'=BT+BS
zodat
cos(Y=¢) = cos Y cos ¢ + sin ¥ sin ¢ =
JOA , OA' OB .OB'_
OP op' OoP OP' ~
a.B, + 0,8
1
- 1 22 (%)

2 . /2 2 "
AL_?-D-az B1+62

Nu zijn de richtingen van v en w onderling loodrecht dan en slechts dan als
cos(y-¢) = 0, oftewel:

v,w> = a161 + a282 = 0.

(Uiteraard is < > hier het inwendig product in (E2, [e1,e2]).) Bijvoorbeeld,

voor wat betreft de eerder gekozen vectoren a, b, ¢ en 4 uit E2:
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<g,b> = 1+(=2) + 2°1 =0 3 <d,b> = 2+(=2) + 41 =0 ;3

]
]

<a,c> = 11+ 23 =T#0 ;3 <b,e>=(=2)*1+13=1#0 .,
Merk op dat we, omdat de definitie van het inwendig product < > in dit

voorbeeld is gekoppeld aan de keuze van de basis [e1,e2] van E2, niet

mogen verwachten dat als we een willekeurige andere basis [a1,a2] van E2

gekozen hadden, ook zou gelden: de richtingen van v en w zijn onderling lood-

recht dan en slechts dan als ¢(v,w) = 0, waarbij ¢ het inwendig product is

in (Ez, [a1,a2]). Bijvoorbeeld: kies

aefl) ol

Dan is

zodat
¢(a,b) = 1+(=3) + 2*1 £ 0.

Bovenstaand voorbeeld suggereert dat we kunnen spreken over een soort
"loodrechtheids"-begrip in een vectorruimte, mits we eerst hebben vastgelegd
ten opzichte van welke basis we werken. (We mogen dasrbij niet verwachten,
dat dit begrip =-bij keuze van een willekeurige basis- samenvalt met het in

vectorruimten als E2, E3, enz, intuitieve begrip "loodrecht".)

V.3.22 Definitie: Zij V een R-vectorruimte met basis [31,..., an]. Zij < >
het inwendig product in (V, layy..ts an]). Een m-tupel
[b1,..., bm] uit V heet orthogonaal in (V, [a1,..., an]),
als voor elk paar verschillende indices i, j € {1,...,m}
geldt:

b ,bs> = 0,

terwijl bovendien voor elke i, by #Z 0 is.



151

V.3.23 Voorbeeld: %ij V een 3-dimensionale R-vectorruimte met basis
[a1,a2,a3]. Zij

b, = -a, + 2a sy b,=2a, -a, +a sy b, = 2a1 + 5&2 + a

1 1 3 2 1 2 3 3 3

Dan is, als < > het inwendig product is in (V, [a1,az,a3]),

<b.,by> = <bybo> = <b,by> = 0.

1°P2 3 2203

Derhalve is [b1,b2,b3] een in (V, [a1,a2,a3]) orthogonaal 3-tupel uit V. Ga
zelf na of [a1,32,a3] een orthogonaal 3-tupel is in (V, [b1,b2,b3]) en in
(v, [a1,a2,a3])!

V.3.24 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Dan is

elk m-tupel [b1,..., bm] uit V dat orthogonsal is in
(v, fa1,..., an]) een lineair onafhankelijk stelsel.

Bewijs: Stel dat [b1,..., bm] lineair afhankelijk is. Dan zijn er m reéle
getallen A,,..., A_ te vinden, niet alle nul, zodat
1 m

k1b1 + ...+ Ampm = 0.

Zeg: A1 # 0. Dan geldt:

b1 =u2b2 *oeen +umbm
(waarbij A
e _ 3 ;=
W = % (i =2,...,m) ).

Zij < > het inwendig product in (V, Laseees an]). Den geldt:

<b,,b,> = <b1, u2b

> =
LN + .00+ umpm

2

= Dy abpbp> + <Dyylgba> 4o+ <DL >

= u2<b1,b2> + u3<b1,b

]

< >

F> * eee *W<bSb ()
Omdat [b,,..., bﬁ] orthogonaal is in (V, [31,..., an]),is b, # 0 (zodat ook
b, .b,> 2 0), terwijl voor elke i € {2,...,m} bovendien geldt: <b,,b;> = 0.
Dus volgt uit (*):
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> = u,° . .o *0 = 0.
0¥ <b1,b1 M, 0+ u3 0+ ... + I 0=0
Tegensprask. Dus is [b1,..., bm] een lineair onafhankelijk stelsel. [

V.3.25 Opgave: Is V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an] en is
[b1,..., bm] een lineair onafhankelijk stelsel vectoren uit

V, dan behoeft dit m-tupel niet noodzskelijk orthogonaal te

zijn in (V, Caseees an]). (Geef voorbeelden in E2!)
V.3.26 Definitie: Zij V een R-vectorruimte met basis ayse.es an]. Zij < >
het inwendig product in (V, layseees an]). Dan is (cf.
V.3.4 ) voor elke vector a € V, <a,a> = 0, zodat

laf = Ve

een (positief) redel getal is. Jall heet de norm van de

vector a in (V, [ayseees an]).

V.3.27 Voorbeeld:

Beschouw in E, de vector

2
a={,
2

[e1,e2] met

o) el

Kies als basis voor E2
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Als < > het inwendig product is in (E2’ [é1,e2]), dan geldt:
lall = V<a,8> = Va? + ag

(waarbij llall de norm van a in (E2, [e1,e2]) is). Nu is /a? + ag de lengte
van het lijnstuk OP in de figuur. Dus in (Ez, [ez,eel) stemt de norm van a
overeen met de "lengte" van a.

Hadden we een andere basis voor E2 gekozen, dan hoeft de norm van een
vector ten opzichte van die basis: niet met het "lengte'"-begrip in E2 over-—

een te stemmen. Bijvoorbeeld: kies de basis [a1,a2] met

) el
i

Is ¢ het inwendig product in (EZ’ [a1,a2]) en is llal” de norm van a in

en zij

(E2, [a1,a2]), dan vinden we (wegens a = &, - a1):

lal* = V3(a,a) = A-1)% + 12 = /3,
terwijl de norm [lal van a in (E2, [e1,e2]) is:

lall = V<a,a> = 02 + 12 =1,

Men ziet dus dat de norm van een vector afhankelijk is ven de basis ten op-

zichte waarvan we werken.

V.3.28 Beschouw in "het platte vlak" een driehoek:
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Een welbekende eigenschap uit de euclidische meetkunde is dan, als a, b
respectievelijk ¢ de lengtes zijn van de respectieve 1lijnstukken OA, OB en

0OC (zie de figuur):

(Deze betrekking heet wel de "driehoeksongelijkheid".) We hebben hiervoor
al opgemerkt dat voor een R-vectorruimte V met basis [a1,..., an] de norm
in (v, [a1,..., an]) een generalisatie is van het lengtebegrip in vector-

ruimten zoals E2. Het blijkt dat we de hierboven omschreven driehoeksonge-

lijkheid ook kunnen generaliseren:

V.3.29 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [a.,..., an] en is || |

1°°
de norm in (V, [a1,..., an]), dan geldt voor elk tweetal

vectoren a, b uit V:
la + vl < llall + Ibl.

(Zie onderstaande figuur en vergelijk deze met de situa-
tie uit V.3.28.)

;Aa+b

Bewijs: 2ij < > het inwendig product in (V, [31,..., an]). Voor elk reéel
getal A geldt volgens V.3.k:

<la+b,Aa+b> 2 0,
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oftewél:
<\a,Aa> + <Aa,b> + <b,\a> + <b,b> = 0.

Omdat <Aa,b> = A<a,b> = A<b,a> = <b,Aa> volgt hieruit dat voor elke A € R
geldt:

<a,a>)\% + 2<a,b>A + <b,b> 2 0. (%)
De discriminant van de kwadratische veelterm in A

<a,a>A2 + 2<a,b>\ + <b,b>
is:

h<a,b>2 - h<a,a><b,b>

en het is welbekend dat- (*) voor elke A € R geldt dan en slechts dan als

deze discriminant niet positief is, dus:
<a,b>° < <a,a><b,b>.
Hieruit volgt:
<a,b> < ¥<a,a><b,b> = |all [l (%)

((**) heet "de ongelijkheid van Cauchy-Schwartz"). Uit (#**) volgt:

lla+b 112 = <a+b,at+b> = <a,a> + <a,b> + <b,a> + <b,b> =
= "8."2 + llbll2 + 2<a,b> <
< lalf + 1012 + 2lall.ivl = (lall + Ib1)2,

zodat inderdead geldt:
la+bll < flall + loll. 1
V.3.30 Definipie: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Een

m-tupel [b1,..., bm] uit V heet orthonormaal in

(v, [a1,..., an]) als geldt:
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0 alsi#}j
<b,,b.> =
J 1 alsi=]J ,

waarbij < > het inwendig product is in (V, [a1,..., an]).

V.3.31 Merk op dat een orthogonaal m-tupel orthonormesal is dan en slechts

dan als elk der vectoren uit dit m-tupel norm 1 heeft.

V.3.32 Voorbeeld: Zij V een L-dimensionale vectorruimte met basis

[a1,32,a3,ah]. Beschouw de volgende vectoren:

= . =1 .

pTagtay 3 oc =2
= . =1 .

b,=a, -a, ; c, /2 b, 3
= H =.I H

b3 a3 + 8, 3 °3 2 b3,
. = 1 .

bh—a3 -8 c), 5/5 bh

Noteer < > resp. " | voor inwendig product, resp. norm in (V, [a1,...,ah]).

Wegens
<bi’bj> =0 als i # j

is [b1,b2,b3,bh] een orthogonaal lU-tupel in (V, [a1,...,ah]). Echter:
I, Il = Hb2" = "b3" = th” = /2,

zodat [b1,b bh] niet orthonormaal is in (V, [a1,...,ah]). Ga na dat

2’b3’
[c1,c2,c3,ch] wel een orthonormasl stelsel is in (V, [a1,...,ah]).

V.3.33 Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Omdat elk in

(v, [a1,..., an]) orthonormaal m-tupel [b o bm] ook orthogonaal is in

1oe
(v, [31,..., an]), is volgens V.3.2k [byseees bm] een lineair onafhankelijk
stelsel. Is m = n, dan is [b1,..., bm] = [b1,..., bn] een basis van V. We

spreken wel over een orthonormasle basis in (V, [a1,..., an]).

V.3.34 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij

(b,5..., b ] een in (V, [a,,..., & 1) orthonormaal m-
1 m- —— 1 n

tupel uit V. Als m < n, dan kunnen we een vector bm+1 eV

kiezen zodat het (m+1)-tupel byseees Dy bm+1] ortho-

normaal is in (V, Ca,,..ns an]).
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Bewijs: Volgens V.3.33 is [b1,..., bm] een lineair onafhankelijk stelsel.

We kunnen dus met vectoren a;,..., aﬁ_m uit V dit m-tupel aanvullen tot een

basis [b,,..., b, aj,..., aﬁ_m] van V, Definieer nu, als < >, resp. || |l

het inwendig product, resp. de norm is in (V, [a1,..., an]):

m

(] - | I (] >
brep = 8p - 1 <alpoby
k=1
en vervolgens
1
= ——71' ..
m+1 ' m+1
ot 1
Voor elke index 1 € {1,...,m} geldt dan:
m
' = S ' =
PysPpyq” = <Ppa8g2 <"1’1{21“’1’1’13 Py
’ m
= ' - 1 =
<b;,842 1 <), <alspe> o>
k=1 ,
m
= ' - []
<b,,81> kZ1<a1,bk><bl,bk>. (%)

Omdat [b1,..., bm] orthonormaal is in (V, [a1,..., an]), geldt voor k # 1
dat <b, ,b.> = 0. Bovendien is <b,,b.> = 1 voor elke 1 € {1,...,m}. Dus volgt

k*1 171
uit (*):
<by,bl.4> = <b,81> = <al,b,><b,,b,> =
= <b,,a]> - <aj,b;> =0 (1=1,...,m).

Dan geldt ook voor elke 1 e {1,...,m}:

,_._1__ ' >—._1_<b b' > = 0.
o}

D1sbpyq” = <P " P’ = ™ 1°Pme
m+1

1 '
o

Dus geldt in het (m+1)-tupel [b1,..., bos bm+1] voor elk tweetal verschil-

lende indices 1, k € {1,...,m+1}:

<b,,b,> = 0.

Omdat [b . bm] orthonormaal is in (V, [a1,..., an]) geldt ook:

130
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Moy = oun = Ib Il = 1.
Voorts is ook:
2 _ = S =
"bm+'l “ - <bm+1 ’bm+1> - <Ilb‘ " bm+1’ “-bc " m+1>
m+1 m+1
2
o, .l
1 ' ' m+1
= —— > = —=
e P T T
m+1 m+1

zodat [b1,..., bm’ bm+1] een orthonormaal stelsel is in (V, [31,..., an]).

(Omdat bé+1 een lineaire combinatie is van [b1,..., bm’ a{],waarin niet alle
coéfficiénten nul zijn (zie de definitie van b£+1),en dit (m+1)-tupel uit V
als deel van een basis voor V lineair onafhankelijk is, is bé*1 (en derhalve

LI (ge na!)) ongelijk aan de nulvector.) [

V.3.35 Gevolg: Is V een R-vectorruimte met basis fagseees an] en is
[b1,..., bm] orthonormeal in (V, [a1,..., an]) met m < n,

dan is dit m-tupel uit te breiden tot een orthonormale basis

[b1,..., boseees bh] in (V, [a1,..., an]).
Bewijs: Dit volgt onmiddellijk door (herhaald) toepassen van V.3.34. (Ga na!)(]

V.3.36 Voorbeeld: Kies in E_ de basis [a1,32,a3], gegeven door

3

1 0 0

a, = 0 H a, = 5 33 =1|0 N
0 0 1
en bovendien het 2-tupel [b1,b2] met
V2/2 /3/3
b=l 0 3 b, = /3/3| .

vV2/2 /3/3

Ga na dat [b1,b2] orthonormaal is in (E3, [a1,a2,a3]). We gaan op de manier
zoals geschetst in het bewijs van V.3.34 dit 2-tupel uitbreiden tot een in
(E3, [a1,a2,a3]) orthonormaal 3-tupel (< >, resp. |l |l zijn het inwendig

product, resp. de norm in (E3, [a1,a2,a3])).
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Breidt allereerst [b1,b2] uit tot een basis [b1,b2,a;] van E3. Kies
bijvoorbeeld:

—-
n
O O =

Definieer (de notatie van V.3.3L4 aanhoudend):

1/6

=a;-<a'b>b - <a'!',b,>b, = [-1/3

b 120474 1202705 =
1/6

'
3

(  na!) en vervolgens:
1/6 v6/6
1 1
b.=——D>b! = — —1/3 = -\/6/3
3 . 0Ipil "3 1
3 2% L1/6 -/6/6

en controleer dat [b1,b2,b3] inderdaad orthonormaal is in (E3, [a ,a.3]).

1°%

V.3.37 Definitie: Zij V een R-—vec_torruimte met basis [a1,...,an]. Een R-
lineair endomorphisme ¢ : V -+ V van V heet orthonormaal
in (V, [a.1,..., a.n]) als voor elk m-tupel [b1,..., bm],
dat orthonormaal is in (V, [a1,..., an]),geldt dat ook
[¢(b1),..., ¢(bm)] orthonormaal is in (V, [aqseees an]).

V.3.38 Opmerking: 2ij V een R-vectorruimte met basis [8.1,..., a.n]. Zij

¢ : V>V een R-lineair endomorphisme van V en A een

(n x n)-matrix uit R, zodat

= (v, layseees 8 1) 3 (V, Tay,.en, 8 1),

dan is ¢ orthonormasal in (V, [a,,..., & ]) dan en slechts
—_— 1 n -

dan als



160

Bewijs: 2ij

111 cee A1n
A= . .
An1 e on
Dan is.
g oeee Wy
At = | : ,
l'ln1 tee unn
waarbij
Hij = Aji (i = 15000503 3 = 1540e,n),
zodat
: Vig et Vi
ata = | :
Vn1 o Vnn
met
Vij T Highgy Mooy e AL
= A1ix1j + Azixzj + ...+ xnixnj . (*)

Voorts weten we, als < > het inwendig product is in (V, [a1,..., an]):

e (v, (ajseees an]) (k = 1,.. ,n),

zodat geldt:

<¢(ai),¢(aj)> = x1i;\1j + >‘2i>‘2j + ... 4 Anixnj
(i =1,...,n3 j = 1,...,n). Hieruit en uit (*) volgt voor elke i en j:

Vij = <¢(ai)’¢(&j)> N

oftewel:
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<¢(a1),¢(a1)> vee <¢(a1),¢(an)>

T

A'A = (#%)

<¢(a ),d(a))> ... <¢(a ),0(a )>

(i) Veronderstel eerst dat ¢ orthonormaal is in (V, agseees an]). Omdat
uiteraard [a,,..., a 1 orthonormeal is in (v, lagse.es an]) (Vv.3.7 ), is
ook [¢(a1),..., ¢(an)] orthonormaal in (V, Cayseees an]) (en volgens
V.3.33 dus zeker een basis van V, wat inhoudt dat A regulier is). Derhalve
is
0 alsi#j
<¢(ai)’¢(a.j)> =

1 als i=],

oftewel -wegens (*x)-

(ii) Neem nu aan dat AT

= A", Kies een n-tupel [b,,..., b ] uit V dat
orthonormeal is in (V, layseees an]). We moeten dan laten zien dat ook

[¢(b1),..., ¢(bm)] orthonormaal is in (V, aseees an]).‘Zij

ng)
b= (¢ e (V, [aj,.ee, 8 0) (k = 1,...,m);
ng)
XS
¢(v) = | : e (V, [agsee, 8 ) (k = 1,...,m).
ng)
Dan geldt:
ng) ng)
: =Al: (k = 1,...,m)
Y g()
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en, door links en rechts te transponeren:

B(1k) T
‘ B(k)
n

D Derhalﬁe geldt:

<¢(bi),¢(bj)> = Ygi)ng) ..+ 'Y(i)'Y(j) =

n Mo
1)
SRR el A
Yr(l.i)
- Bl) o)
S VCY IR T SN (S
N )
vegens ATA = A”'A = I_. Dus:
o)
<o) 000> = (gl L el ).
Bt(lj)
= ggi)egj) + ...+ Br(li)sx(lj) = <bi’bj>‘ (%xex)

Omdet [b,,..., b ] orthonormaal is in (V, lagseees an]) volgt uit (*%x):

0 alsi= ]

<b(b;),6(b,)> = {

1 als i

]
[N

zodat [¢(b1),..., ¢(bm)] orthonormaal is in (V, lagseees an]). Hiermee is
de opmerking bewezen. (0

V.3.39 Definitie: Een (n X n)-matrix A uit R heet orthonormaal als
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V.3.40 Merk op dat uit bovenstaande definitie impliciet volgt dat elke
orthonormale matrix regulier is. We formuleren hieronder twee resultaten die

in de bewijsvoering van V.3.38 al bewezen zijn. (Ga na!)

V.3.41 Opgave: Zij V een R-vectorruimte met basis lagseees an]. Zij < >

het inwendig product in (V, lags..es an]) en z2ij¢ : V>V

een R-lineair endomorphisme van V en A een (n X n)-matrix
uit R,zodat

6= (V, lagser, 80) # (V, [ag,..0, 8 1)
dan is

<b(a)),0(a,)> ... <b(a,),b(a )>

ATa : :

<b(a),0(a,)> ... <b(a),0(a )>

V.3.42 Opgave: Zij V een R-vectorruimte met basis [a.1,..., a.n]. Zij A een

orthonormale (n X n)-matrix uit Ren ¢ : V= V het (in

(v, Cayseees a.n]) orthonormale) R-lineaire endomorphisme van
V, gegeven door:

¢ = (V’ [a'-‘!"'! a'n]) & (VQ [31,---, an]).

Dan geldt voor ieder tweetal vectoren a, b € V:

<¢(a)9¢(b)> <a,b>

(als < > het inwendig product is in (V, [ayseees é.n])).

V.3.43 Voorbeeld:

coé ¢ -sin ¢ v2/2  /6/6 V3/3
I, ; 0o -/6/3 V3/3
sin ¢ cos ¢ v2/2 -/6/6 -V3/3

zijn voorbeelden van orthonormale matrices uit R.
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V.3.4h Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis (ayseees an], dan is
een R-lineair endomorphisme ¢ : V = V orthonormaal in

(v, [a1,..., an]) dan en slechts dan als het n-tupel

[¢(a1),..., ¢(an)] orthonormaal is in (V, Layseees an]).

Bewijs: Zij
o=V, [a e 1) % (v, (a a 1)
’ go°ces 8 N q3eees 8 1)
Dan is volgens V.3.41

<¢(a;),(a)> ... <¢(a,),é(a )>
ATa : : ;

<¢(a ),(a)> ... <¢(an),¢(an)>

¢ is orthonormaal in (V, [a1,..., an]) dan en slechts dan als ATA = I, en

dit is het geval dan en slechts dan als

1alsi=]

<¢(ai)’¢(aj)>, = {0 ols i F’ ;.

oftewel, als [¢(a1),..., ¢(an)] een orthonormale basis is in (V,[a1,...,an]).D

V.3.45 Opgave: Is A een orthonormale (n x n)-matrix uit R, dan is
ldet(A) | = 1.

V.3.46 Opgave: Is A een orthonormale (n x n)-matrix uit R, dan zijn ook

A" en AT orthonormsal. Is B een tweede orthonormale (n x n)-

matrix uit R dan _is ook AB orthonormaal.

V.3.47 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met bases [a1,..., an] en
[b1""’ 'bn]. Zij

id, = (V, [a;,..., 8,]) § (v, [byseres b 1),

[by,..., b 1 is orthonormaal in (V, [agsenes an]) dan

en slechts dan als S een orthonormale matrix is.
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Bewijs: Zij < > het inwendig product in (V, [a1,..., an]). Zij voorts

111 cee A1n
S-1 = . : .
A e A
nl nn
Dan is 1
ia, = (v, [by,..., b J) 5 (v, lays.nes 8 1),
zodat
A1k
bk = E e (v, [5.1,..., an]) (%)
Ank

(k =1,...,0n). Zij voorts ¢ : V =+ V het R-lineaire endomorphisme van V, ge-

geven door:
S-1
¢=(V, [&1’---’ an])> > (V, [8-1,.-., an]).

Dan volgt voor elke k € {1,...,n}:

A1k

¢(ak) = 5 e (V, [31,..., an]). (**)'

Ak

Dus geldt volgens (*) en (**):

[byseees b 1= [¢(a1),..., ¢(an)].

Nu is S-1 orthonormaal dan en slechts dan als ¢ orthonormaal is in
(v, [51,..., an]). Volgens V.3.4l4t is dit aequivalent met de orthonormali-

teit van [¢(a1),..., ¢(an)] = [b1,..., bn] in (V, [a1,..., an]). Omdat uit

V.3.46 volgt dat S orthonormaal is dan en slechts dan als S™! orthonormaal

is (ga na!), is de opmerking bewezen. []

V.3.48 Opmerking: Elke symmetrische (n X n)-matrix A uit R heeft n reéle
eigenwaarden.
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Bewijs: We kunnen A beschouwen als een matrix uit €. Dan is, omdat A symme-

trisch is,

en omdat A alleen reéle elementen heeft,
A=4h,
Derhalve volgt:

A= (A

zodat A een hermitische matrix is uit €. Volgens stelling V.2.26 heeft A

dan n reéle eigenwaarden. []

V.3.49. Opmerking: Bij elke symmetrische (n X n)-matrix A uit R bestaat een

orthonormale (n x n)-matrix S uit R zodat

s~ 1as

een diagonaalmatrix is.

Bewijs: (Met volledige inductie naar n.) Voor n = 1 is er niets te bewijzen.
Stel nu dat we bij elke symmetrische ((n-1) x (n-1))-matrix S' kunnen kiezen
zodat (S')71A'S' een diagonaalmatrix is.

Kies een n-dimensionale R-vectorruimte V met basis [31,..., an], en zij

¢ : V>V het R-lineaire endomorphisme van V, gegeven door:
¢ = (v, [31,..., an]) 4 (v, agseees an]).

Omdat A een symmetrische matrix uit R is, heeft A reéle eigenwaarden (cf.
V.3.48 ). Kies zo'n eigenwaarde A en laat b; # 0 een eigenvector zijn bij A

van ¢. Dus:

¢(b;) = )\b{.

Definieer nu (als || || de norm is in (V, lagseees an])):
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Dan is wegens

= a(b) = A
#0q) = opy #4) = oy ®

ook b, # 0 en tevens een eigenvector van ¢ bij A. Ook geldt:
oIl = 1.

Dus is het 1-tupel [b1] uit V orthonormsal in (V, [a1,..., an]). Breidt dit

1-tupel uit tot een orthonormale basis
[b1, Cposenes cn]

in (V, [a,se.., an]) (vgl. V.3.35"). Zij 8, vervolgens de (reguliere)

1°°
(n x n)-matrix uit R, gegeven door:

s
idv = (v, [a1,..., an]) -1 (v, [b1, Claenns cn]).

We hebben dan de volgende situatie:

— v (v, o seees an]) A, (v, la se.es an])

I I

e D) =B (V00 ,0p,0e00,1)

£
=

v — V (V,‘[b1,c2,..

waarbij

-1

B = S,IAS1

g (ga na!). Volgens V.3.47 is, omdat by, cpseves ¢ ] orthonormaal is in

(v, lagseees an]), §, een orthonormale matrix. Derhalve geldt:

T. (s1Asff)T =s.aTsT = srAs,;1 =B,

T -1
B” = (5,87) A5,

zodat B een symmetrische matrix is. Omdat



168

¢ = (v, [b1, Chaenns cn]) 3 (v, [b,, Channns cn])

en ¢(b1) = kb1 is B een (n x n)-matrix uit R van de vorm:

A By e B
0

: B,

0

Omdat B symmetrisch is, volgt:

Byp = 613 =...=8,, =0,
zodat
A 0 ... O
0
B=|. B, ,
0

waarbi]j B1 een symmetrische ((n-1) x (n-1))-matrix is uit R. Kies bij B1 een

orthonormale ((n-1) x (n-1))-matrix T, uit R zodat
-1
Ty BTy
een diagonasalmatrix is. Definieer:
1 0 ... O
0
S, = .
2 : T
0

Dan ga de lezer na dat geldt:
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10 ... 0 10 0
0 0

-1 _ _ _ T

S, = | T;1 I (T1)T (82) ’
0 0

zodat S2 een orthonormale matrix is. Ook controlere men:

o
o
o

n
n
H
o

Ke)

]
1
iy

=)
o]
=]

1 orthonormaal is, is ook S;1 ortho~

normaal. 82 is eveneens orthonorméal, zodat 81182 ook orthonormeal is. We

hebben dus een orthonormale matrix

en dit is een diagonaalmatrix. Omdat S

-1
R = S1 82’
zodat

“ln _ (aml
R™AR = (87'S,

“ramla ) L o1 e =
)T'A(ST'S,) = s (5,A577)8, = S BS,

en we hebben gezien dat S;1B82 een diagonaalmatrix was. Hiermee is de op-

merking bewezen. [

V.3.50 Opmerking: Zij V een R-vectorruimte met basis [31,..., an]. Zij A

een symmetrische (n X n)-matrix uit R, Zij ¢ : V > V het

R-lineaire endomorphisme ven V dat gegeven wordt door:

¢ = (V, [a1s---9 an]) & (V, [3'1,'-" an])~
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Dan bestaat er een orthonormale basis [b cey bn] in

12°
(v, [31,..., an]) die geheel uit eigenvectoren van ¢

bestaat.

Bewijs: Er bestaat volgens V.3.49 een orthonormale matrix S uit R zodat

een diagonasalmatrix is. Omdat A aequivalent is met D via bovenstaande

relatie is er een basis [b1,..., bn] voor V zodat

v -4 v (V, [oypeees 1) —2+ (¥, [byse..y B1)
v b ‘
v Aoy (V, Cagseees 80) =2 (¥, Loy, 8 0).
Als
A
.o
D= ‘. ’
o
n

dan zijn -omdat A en D aequivalent zijn- A,,..., A_ de eigenwaarden van A
1 n

(en van ¢). Uit
= D
¢ =(V, [by,..uy b 1)+ (V, [by,eees b 1)
volgt bovendien:
¢(bk) = Akbk (k = 1,...,n),

zodat elke bk een eigenvector van ¢ bij Ak is. Omdat S orthogonaal is, is
ook §”° orthogonaal. Wegens

-1
idy = (V, [a5.ers 80) S (v, [by,..0, b 0)

volgt hieruit met V.3.L47 dat [b1,..., bn] een orthonormale basis is in

(v, [aseees an]).m



V.3.51 Opmerking:

Bewijs: Zij < > het
keurige indices i,

<b.,b.> = 0. Welnu,
17

A;<b; b

Omdat Ai # Aj volgt
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Z2ij V een R-vectorruimte met basis [a1,..., an]. Zij A

een symmetrische (n x n)-matrix uit R en ¢ een R-lineair

endomorphisme van V zodat

¢ = (v, [31,..., an]) 4 (v, layseees an]).

Zijn A1,..., Am m verschillende regle eigenwaarden van A

en zijn b,,..., b vectoren uit V zodat b, #Z0 en b, een
eigenvector van ¢ bij li is (i = 1,...,m), dan is
(byseees bm] orthogonaal in (V, (aqseees an]).

inwendig product in (V, lagseees an]). Kies twee wille-
je{1,...,m} met i # j. We moeten bewijzen dat

volgens V.3.19 geldt:

>

<A.b.,b.> = <¢b.,b.>
i Albl,bJ ¢b1,b

J
. > = <b. .b.>
<b, 590 by 5D

A.<b.,b.>,
J 17

hieruit dat <bi,bj> =0. 0

V.3.52 Voorbeeld: Beschouw de symmetrische (3 x 3)-matrix

/2 1/2 0
A= {1/23/20 .
0 0 2

We gaan een orthonormale matrix S zoeken, zodat

een diagonaalmatrix

[e1,e2,e3], gegeven

s~ 'as

is. Hiertoe kiezen we de R-vectorruimte R, met basis

3

door:

o
n
o
-
o
1]
-
-
(0]
1]
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De methode om zo'n S te bepalen is beschreven in het bewijs van V.3.50 :
We construeren een orthoncrmale basis [b1,b2,b3] in (R3, [e1,e2,e3]) die uit
eigenvectoren bestaat van het R-lineaire endomorphisme ¢ vanZR3, gegeven

door:
¢ = (R,, [e,,e.,e.]) 4 R,, [e,,e,,e.])
39 -I! 2’ 3 3’ 1, 2’ 3 .
Is S de matrix, bepaald door
1da3 : (133, [b1,b2,b3]) § (R3, [e1,e2,e3]),

dan is, wegens

R3 —9‘* RB (R3 19 2,b ]) _—A§' (B3s [b19b29b ])
lldR 1163 ls ls

A
R :R (RB, [81,62,331) I (R3: [61,82,63]),

en omdat b1, b2 en b3 eigenvectoren zijn van ¢, S-TAS een diagonaslmatrix.

Ock is, omdat [b,,b,,D ] orthonormaal is in (R3, [e1,e2,e3]) en omdat

2’
. -1
1§R3 R 3, [e1,e2,e ]) (R3, [b1, 2,b 1)
volgens V.3.47 g1 (en dearmee S) orthonormsal.
We gaan eerst de eigenwaarden van A bepalen. Het karakteristieke poly-

noom van A is:

3, 1 0

21 32 2
det(A - )\13) =det| 5 35X 0 = (1 -2)(2-1)

0 0 2-A

Dus A1 = 1 (enkelvoudig) en 12 = 2 (dubbeltellend) zijn de drie eigenwaarden

van A.

Nu gean we de eigenvectoren bij A1 en Xa van ¢ bepalen. Een vector
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is een eigenvector van ¢ bij A, (resp. le) als ¢(x) = x (resp. ¢(x) = 2x),

oftewel (ge na!) als

X, x, x, X,
Al x = | x, (resp. A Xy | = 2 X, ).
x x X xq

x1 1
X, | =u|-1 (u € R)
x3 0

en het rechter stelsel:

Xy | =V (1| +v,(2 (v1, Vv, € R).
X 2 1

We kennen nu alle eigenvectoren van ¢. Nu moeten we een orthonormale
basis [b1,b2,b3] in CR3, [e1,e2,e33) van eigenvectoren kiezen. Hiertoe gaan
we allereerst een in (33, [eT,eg,e3]) orthogonaal 3-tupel [c1,c2,c3] van

eigenvectoren kiezen. Met de definities

c: (i =1,2,3)

krijgen we dan het verlangde 3-tupel [b1,b2,b3] (ga na!).

Volgens V.3.51 is elke eigenvector bij X1 in GR3, [e1,e2,e3]) ortho-
gonaal met elke eigenvector bij 12. Als we dus een in (R3, [e1,e2,e3])
orthogonaal 2-tupel [02,c3] van eigenvectoren bij A2 kiezen en een willekeu-
rige eigenvector c, # 0 bij A1,
in (R3, [e1,e2,e3]). Kies als eigenvector c

dan is het 3-tupel [c1,c2,c3] orthogonaal

1 bij X1 bijvoorbeeld:

Kies vervolgens een eigenvector ¢, bij A2, bijvoorbeeld:

2
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2
2
Zij
1 2
c3 = v1 1 + v2
2 1

een tweede eigenvector bij 12.
Zij < > het inwendig product in (R3, [e1,e2,e3]). Opdat het 2-tupel
[02,c3] orthogonaal zij in (R3, [e1,e2,e3]).moet dan gelden:

1 1

2
<c >=<|1]|,v. 1] +v 2>=6\)1+6v2=0.

2°¢3

Kies bijvoorbeeld: vV, =1len v, = -1. Dit levert:

We hebben nu de verlangde in (R3, [e1,e2,e3]) orthogonale basis

1 1 -1

—_
-
]
-
(-]

[c1,c2,c3] =[(=-1],
0 2 1

van eigenvectoren van ¢. Omdat

Nc1" =v/2 Nc2H =& ;3 le,ll=V3

3
krijgen we als in (R3, [e1,e2,e3]) orthonormale basis van eigenvectoren

van ¢:

V2/2 /6/6 -/3/3
(b, = [ 272 |, V6/6 |, |-V3/3] 1.
0 v6/3 V3/3
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Omdat
L s
1dR3 = (R3, [b1,b2,b3]) > (R3, lessep5e51)
vinden we hieruit (ga na!):
v2/2  /6/6 -V3/3

-V2/2 -/6/6 -V/3/3 .
0 v6/3  V3/3

S

De lezer controlere dat

1
s 'as = sTas =

o NN O
N o o

0
0

V.3.53 Beschouw een R-vectorruimte V met basis [a1,..., an]. Zij < > het

inwendig product in (V, [a1,..., an]). We hebben gezien dat geldt:

(i) < > is een symmetrische bilineaire functie op R;
(ii) voor elke a € V is <a,a> 2 0;
(iii) <a,a> = 0 dan en slechts dan als a = 0.

We defini&ren nu algemeen, analoog aan (ii) en (iii) hierboven:
V.3.54 Definitie: Zij V een R-vectorruimte en zij
¢ : VIIV-+>R

een bilineaire functie op V. ¢ heet positief definiet
als geldt:

(i) voor elke a € V is ¢(a,a) 0

(ii) ¢(e,a) = 0 dan en slechts dan als a = 0.

V.3.55 Opmerking: Is V een R-vectorruimte met basis [31,..., anl, dan is
het inwendig product < > in (V, ajseees an]) een posi-

tief definiet symmetrische bilineaire functie op V.
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Bewijs: ef. V.3.53. []
We kunnen de vorige opmerking ook omdraaien:

V.3.56 Stelling: Zij V een R-vectorruimte. 2ij

¢ : VIIV->R

een positief definiete symmetrische bilineaire functie op

V. Dan bestaat er een basis [b o bn] voor V zodat ¢

120
het inwendig product is in (V, [byseres an).

Bewijs: Zij A de (n x n)-matrix uit R, gegeven door:
¢ = (v, [a a DIV, [a e 1) 4R
s Lagseees gy > layseen, 8y .
Zij vervolgens Y : V - V het R-lineaire endomorphisme van V zodat
v = (v, [a a )3 (v, [a a 1)
s Lagseees B » [ag5..05 8 1),

Omdat ¢ symmetrisch is, is A een symmetrische matrix. We kunnen dan een in

(v, [31,..., an]) orthonormale basis [c .o cn] van V kiezen die geheel

TR
uit eigenvectoren van Y bestaat. Zeg:

w(ci) = Aici (i=1,...,n).

Omdat ¢ positief definiet is, en elke c; # 0, volgt:
¢(ci’ci) >0 (i= 19'-'sn)a

zodat we kunnen definiéren:

b, = ——— ¢, (i =1,...,n).

. '¢(cisci) .

Dan zijn ook b .y bn eigenvectoren van J en geldt:

T

w(bi) = A;b; (i =1,...,n),

zoals gemakkelijk valt na te gaan.
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Als T het inwendig product is in (V, [b1,..., bn]) dan is het volgens
V.3.13 voldoende om te laten zien dat voor elk tweetal indices

i, j e {1,...,n} geldt:

d)(bi,bj) = ﬂ(bi,b.) =

0 als i # j
J

1 als i=j.

Welnu, zij < > het inwendig product in (V, [a1,..., an]). Dan geldt:
(i) als i # j:

¢(bi,bj) = <bi,‘b(bj)>=<bi,)\jbj> = )\J.<bi,bj> =
: A,

= A, —— = L

1
c.,—————c.>_
J '¢(ci’ci) . V¢(cjscjj J '/{b(cisci)‘t’(cjscj)

<c.,c.>.
17

Omdat [c1,..., cn] orthonormaal is in (V, [a1,..., an]) is <ci,cj> =0,
zodat ¢(bi’bj) =0 als i # j.

(ii) N
d(b;,b;) = DU(b)> =2, <b, ,b.> = ¢(C-1c y <eysc;> =
1’71
= <c. hc.> = ——— <c U(e.)> = ! ¢(c.,c.) =1
¢(ci,ci) i2%itd -¢(ci,ci) PP ¢Eci,ci) i*7i :

Hiermee is de stelling bewezen. []

V.3.57 Voorbeeld: Beschouw de bilineaire functie ¢ op R3, gegeven door:

% B,
_ 3 1 1 3
o oy |5 | By| ) = 50,8y + 50,8, + 50,8, + 50,8, + 20,65,
o3 By

Ge na dat ¢ inderdaad bilineair en bovendien symmetrisch is. Wegens
¢ | o o, |) = 3(a, + %
2 |° 2 2 1 372

%3

is ¢ ook positief definiet (ga na!). Voorts is, als
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1 0 0
e, = H e = 1 B e3 = 0
0 1
en
3/2 1/2 0
A= 1/2 3/2 0
o o 2

¢ = (By, [eg,ep,e )Ry, [eg,ep,e3) 3R
Zij vervolgens Y het R-lineair endomorphisme van R3, gegeven door:
V= (Ry, [epsepe]) B (Ry, [egueyes)).

Dan weten we uit voorbeeld V.3.52 dat [01,c2,c3] met

V2/2 v6/6 -/3/3
c, = -vV2/2 3 e, = v6/6 3 cg = -v3/3
0 v6/3 v3/3

een orthonormale basis in (R3, [e1,é2,e3]) is, die geheel bestaat uit eigen-

vectoren van Y. Nu is
¢(c1,c1) =1 3 ¢(c2,c2) =2 ¢(c3,c3) =2,

zodat we (de notatie uit V.3.57 volgend) als basis [b1,b2,b3] verkrijgen:

v2/2 V3/6 -/6/6
b, = (-V2/2 3 by = | V3/6 3 by = [ -v/6/6
0 v3/3 v/6/6
(waarbij b1,b2 en b3 gedefinieerd waren door:

b. = e c. (i =1,2,3)).

. V¢(Ci’ci5 *

Dus ¢ is het inwendig product in (R3, [b1,b2,b3]). Kies bijvoorbeeld:
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Dan vinden we enerzijds

o(a,b) = g-m + %-1-1 + 10001 # 30001 # 20701 = 4,

2 2
Wegens
V2/2
a=| V3| € (R3, (b, ,b,,b,1)
0
en
0
b= (W3/3] € (R3, [b1,b2,b3])
-v6/3

vinden we anderzijds dat het inwendig product van a en b in (R3, [b1,b2,b3])
is:

1 h/— 1 _

5 2°0 + /5‘3 3+ 0'(—5/6-) =L,

* %k %
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*)

Lijst van symbolen

-1

<a,b>

b= (V, [ayeees a DIV, [ay,..., a 1) 38

lal

*5, :
Zie ook Deel 1, blz.

I1I1.3. 8
III.3.29
Iv.1. 1
w.1. 1
Iv.1. 7
.. 7
v.1.22
v.1.27
v.1.28
v.1.28
v.2. 8
V.2.16
vV.2.19
V.3. 2
V.3.16
V.3.26



Index *)

Aequivalentie (van matrices)
Aequivalentie (van homogene stelsels)
Antisymmetrische n-lineaire functie
Bilineaire functie

Cauchy-Schwartz (Ongelijkheid van -)
Compléx geadjungeerde matrix

Complex geadjungeerde vector
Eigenruimte

Eigenvector

Eigenwaarde van een endomorphisme
Eigenwaarde van een matrix
Hermitisch getransformeerde van een matrix
Hermitisch inproduct

Hermitische matrix

Homogeen stelsel

Homogeen stelsel, geassocieerd met een lineair stelsel

vergelijkingen

Homogeen stelsel, gelnduceerd door een matrix

Inverse matrix

Inwendig product
Karakteristieke veelterm
Kolommen-rang

n-Lineaire functie
Lineaire handeling

Lineair stelsel vergelijkingen

Lineair stelsel vergelijkingen (Matrix van een -)

Lineair stelsel vergelijkingen (Uitgebreide matrix van een =)

Nilpotente matrix

Norm

Nulmatrix

Ontwikkelen naar een kolom

Ontwikkelen naar een rij

Oplossing van een lineair stelsel vergelijkingen

Oplossingsruimte

*)

Zie ook Deel 1, blz.
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I11.3.29
v.2. 6
III.1. 6
III.1. 3
V.3.29
V.2.16
v.2. 8
V.1. 9
Vo1, 7
V.ol. b4
V.1. 5
v.2.19
v.2.11
v.2.2h
.2, 2

IvV.3. 4
w.e. 7
IIT.3. b
V.3. 1
V.1, 6
.1, 2
III.1. 2
5

1

v.1.27
III.2.12
III.2. 9

Iv.2. 3

Iv.2.15
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Orthogonaal m-tupel
Orthonormale basis
Orthonormaal endomorphisme
Orthonormale matrix
Orthonormeal m-tupel
Positief definiet

Rang van een matrix

Reéel deel

Redel endomorphisme

Reéle lineaire combinatie
Reguliere matrix
Rijen-rang

Spoor van een endomorphisme
Spoor van een matrix

Symmetrische bilineaire functie

*

v.3.22
V.3.33
V.3.37
V.3.39
V.3.30
V.3.5k4
IV.1.15
v.2. 3
v.2. k4
V.2, 1
IIT.3.11
Iv.1. 2
V.1.26
v.1.22
vV.3. 9
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