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Ten Geleide

Jan van de Craats
KMA Breda
e-mail: jcr@euronet.nl

Experimentele wiskunde — nog maar kort geleden zou die term in universitaire
wiskundekringen vooral fronsende wenkbrauwen opgeleverd hebben. In de wis-
kunde werd niet geéxperimenteerd, in de wiskunde werd de geest gescherpt
door zuiver denkwerk. Experimenten bewijzen niets, en een bewijs is in de
wiskunde het enige dat telt.

Inmiddels is dat beeld sterk veranderd. Natuurlijk, nog steeds gaat het in
de wiskunde om denkwerk, en nog steeds vormen bewijzen de kern van de zaak,
maar ook de zuiver wiskundige gaat experimenten niet meer uit de weg. Zo
valt er bijvoorbeeld in de getaltheorie tegenwoordig heel wat te experimenteren,
met name met behulp van de computer. Daar komen dan allerlei verrassende
resultaten, maar ook weer nieuwe onderzoeksvragen uit voort. Dit voorbeeld
staat niet op zichzelf, zoals uit de teksten in deze Syllabus moge blijken. Op
allerlei gebieden in de wiskunde spelen experimenten een rol, zowel in het on-
derzoek als in het onderwijs. Daarmee is Experimentele Wiskunde een thema
dat een rijk gevarieerde Vakantiecursus voor wiskundeleraren mogelijk maakt,
met oog voor historische achtergronden en moderne ontwikkelingen in het on-
derzoek, maar ook met aandacht voor de beroepspraktijk van de wiskundige
en dwarsverbanden met de schoolpraktijk.

Wiskunde is de wetenschap van structuren en patronen. Experimenten,
al dan niet met de computer, helpen wiskundigen structuren te ontdekken, te
verkennen en in beeld te brengen. Intelligent experimenteren in combinatie met
abstract denkwerk vormen een vruchtbare voedingsbodem waarop de wiskunde
in de komende eeuw een nieuwe bloeitijd tegemoet gaat.

Gaarne wil ik op deze plaats allen bedanken die in 2001 opnieuw een Vakan-
tiecursus mogelijk hebben gemaakt. In de eerste plaats natuurlijk de spre-
kers, die naast hun lezing ook een tekst voor deze Syllabus hebben geleverd.
Daarmee wordt opnieuw een aantrekkelijk deel toegevoegd aan een serie syl-
labi met voor leraren en andere belangstellenden uiterst waardevol materiaal.
Het Centrum voor Wiskunde en Informatica te Amsterdam en de Technische
Universiteit Eindhoven stelden zaalruimte beschikbaar, de administratieve en
praktische organisatie van de cursus was in handen van mevrouw Wilmy van
Ojik en dr. Miente Bakker, die ook samen met mevrouw Minnie Middelberg de
inhoudelijke cotrdinatie van de Syllabus verzorgde.

Allen hartelijk dank!
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Experimentele Getaltheorie

Frits Beukers
Universiteit Utrecht
e-mail: beukers@math.uu.nl

1. DE VERGELIJKING VAN MORDELL
In de 17e eeuw merkte Fermat al op dat 52 = 3% — 2 en vroeg zich af of er meer
gehele getallen z,y bestaan z6 dat y?> = 2> — 2. Al spoedig liet Fermat zien
dat er geen andere oplossingen bestaan. Fermat’s vraag laat zich gemakkelijk
generaliseren. Gegeven een getal k # 0, positief of negatief, bestaan er gehele
getallen z,y z6 dat

v’ =2° + k.

Dit is een voorbeeld van een diophantische vergelijking, dat wil zeggen een
vergelijking waarvan we de oplossing in gehele getallen willen weten. De ver-
gelijking y? = z3 + k staat bekend als de vergelijking van Mordell, naar de
eerste wiskundige die aantoonde dat voor gegeven k # 0 er hooguit eindig veel
oplossingen kunnen zijn. Het bewijs hiervan, dat niet makkelijk is, is te vinden
in Mordell, Diophantine Equations, Academic Press 1969. Mordell’s vergelij-
king wordt gezien als een van de meest ”klassieke” diophantische vergelijkingen.
Hoewel we weten dat er voor gegeven k hoogstens eindig veel oplossingen zijn,
is het vaak een lastige zaak om die oplossingen ook inderdaad te bepalen. In het
boek van London en Finkelnstein, On Mordell’s equation, Bowling Green State
University 1973, wordt voor de meeste waarden van k met |k| < 100 de volle-
dige oplossing gegeven. Het feit dat hieraan een heel boek besteed wordt, geeft
al aan dat het geen eenvoudige klus is! Hier is een voorbeeld, de vergelijking
y? = 2% + 17 heeft de oplossingen

(-’E,y) = (_27 3)’ (_1’4)’ (27 5)7 (41 9)7 (85 23)

(43,282), (52, 375), (5234, 378661)

waarbij we alleen de oplossingen met y > 0 hebben opgeschreven. De andere
krijg je gewoon door het teken van y te veranderen. Aan de andere kant zijn er
voor veel waarden van k helemaal geen oplossingen. Sinds een twintigtal jaren
zijn er systematische methoden ontwikkeld om Mordell’s vergelijking aan te
pakken. Deze ontwikkeling is gestimuleerd door de beschikbaarheid van steeds
grotere hoeveelheden rekencapaciteit in de vorm van steeds sneller wordende
computers. In een artikel uit 1998 van Gebel, Petho en Zimmer, On Mordell’s
equation, Compositio Math. 110(1998), p. 335-367 worden alle vergelijkingen
met |k| < 10.000 opgelost en het merendeel van de vergelijkingen met |k| <
100.000. Deze laatste lijst is afgemaakt door K.Wildanger. De lijst met |k| <
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10.000 is te vinden op http://emmy.math.uni-sb.de/ simath/MORDELL/. Uit
deze tabel reproduceren we in de Appendix A de oplossingen voor alle k met
0 < |k| < 100.

Sleutelwoorden in de gebruikte technieken zijn: lineaire vormen in ellipti-
sche logaritmen en LLL-algoritme, ingredienten die pas de laatste vijftien jaar
gevonden zijn.

2. HALL’S VERMOEDEN

Ondanks het feit dat er nu uitgebreide tabellen voor de Mordell-vergelijking be-
staan, blijft er nog een groot aantal vragen over. Bijvoorbeeld, om de Mordelli-
vergelijking op te lossen zou het handig zijn om te weten hoe klein het verschil
tussen een kwadraat en een derde macht kan zijn. Het bekendste vermoeden
in die richting is het volgende.

Vermoeden 2.1 (Hall). Er bestaat een getal C > 0 26 dat voor elk tweetal
z,y € Lo met 23 # y? geldt |2° — y?| > C/x.

Dit vermoeden werd naar voren gebracht door Marshall Hall tijdens een
symposium Computers in Number Theory [H] in 1969. Dit symposium was
een van de eerste waarin computer-experimenten op getaltheoriegebied voorop
staan.

Laten we eens aannemen dat Hall’s vermoeden waar is en kijken wat het
gevolg is voor de Mordell vergelijking. Aangezien we nog geen enkel voorbeeld
van z,y kennen met 0 < |z® — y2| < 0.01,/7, nemen we even C = 0.01. Voor
een oplossing van de vergelijking y?> = z® + k zou dit betekenen dat |k| =
|23 — 92| > 0.01y/z en dus, < (100k)?. Om de vergelijking van Mordell op
te lossen met bijvoorbeeld k = 17 zouden we voor z = —2,—1,0,1,2,...1700?
moeten proberen of 2% 4+ 17 een kwadraat is. Voor de meeste PC’s is dit
tegenwoordig een paar seconden werk.

Het vermoeden van Hall is, zoals de naam zegt, een vermoeden. De onder-
grenzen voor |22 — y?| die werkelijk bewezen zijn in de getaltheorie liggen daar
nog heel ver af. Een recente ondergrens is de volgende

Stelling 2.2 (Sprindzuk, 1982). Als 23 # y? en x > 10, dan geldt
|23 — 32| > ylogx/(loglog x)®
waarin vy een berekenbaar positief getal is.

De techniek om deze stelling te bewijzen, is A.Baker’s theorie van lineaire
vormen in logaritmen uit 1970 en verbeteringen daarop in latere jaren. Dit
resultaat is het beste resultaat dat we kunnen krijgen met de hedendaagse
technieken uit de getaltheorie. Om echter in de buurt van Hall’s ongelijkheid
te komen zullen er waarschijnlijk fundamenteel nieuwe technieken in de getal-
theorie ontwikkeld moeten worden.

Omdat we natuurlijk geen zin hebben om op die nieuwe technieken te wach-
ten, gaan we aan het experimenteren. Allereerst zouden we eens kunnen pro-
beren om getallen z,y te vinden zo dat 0 < |z% — y?| < \/z. De lezer is bij deze



Experimentele getaltheorie 5

uitgenodigd een poging hiertoe te wagen, zonder naar de tabellen verderop te
kijken. Hij of zij zal waarschijnlijk verbaasd. zijn om te moeten constateren
dat dit vrijwel niet lukt. De hardnekkigheid waarmee |23 — y?| > \/z voor
elk doorsnee tweetal z,y is opvallend. Het lijkt erop dat we te maken heb-
ben met een harde wetmatigheid die zich in de getallenwereld afspeelt. Een
systematische manier om erachter te komen hoe hardnekkig dit verschijnsel is,
is natuurlijk voor z = 1,2,3,... de waarde z° uitrekenen en het verschil met
het dichtstbijzijnde kwadraat y? bepalen. Dit experiment is talloze malen op
vele computers gedaan. Een aantal jaren geleden heb ik zelf ook een dergelijke
proef genomen en alle getallen z < 10! getest. De waarde |z° — y?|//Z zullen
we de Hallwaarde van het paar x,y (of van z) noemen. We spreken ook af dat
we z,y met Hallwaarde nul, dus z3 = y? voortaan buiten beschouwing laten.
Hieronder volgen alle z < 10*! met Hallwaarde< 1.

z | 2% —y? | Hallwaarde

5234 -17 0.234
8158 -24 0.265
93844 -297 0.969
367806 207 0.341
421351 -618 0.952
720114 -225 0.265
939787 307 0.316

28187351 -1090 0.205
110781386 -8569 0.814
154319269 | -11492 0.925
384242766 | -14668 0.748
390620082 | -14857 0.751

3790689201 | -28024 0.455
65589428378 | -117073 0.456

Een fysicus zou, aangemoedigd door deze tabel, kunnen concluderen dat
C = 0.2 in Hall’s vermoeden. Er is echter geen enkele garantie daarvoor.
Laten we dus verder gaan en grotere waarden van z testen. Nu treedt er
echter een probleem op. Vroeger of later botsen we tegen de beperkingen
van onze hardware op. Om een idee te geven op welk moment we met deze
beperkingen te maken krijgen, stellen voor het gemak dat het testen van één
z-waarde ongeveer 10~7 seconde kost. Dit zijn ongeveer 100 klok cykels met de
tegenwoordige GigaHertz processoren, amper genoeg om een getal van zo’n tien
cijfers tot de derde macht te verheffen, een bijbehorende y te vinden en y? — 23
te bepalen. Voor het testen van 10'? z-waarden hebben we dus ongeveer 10°
seconden nodig, ofwel 30 uur. Om alle z < 10*® te testen hebben we 30.000 uur
nodig. Het moge duidelijk zijn dat we hier aan de grens van onze mogelijkheden
zitten.

De enige optie om verder te komen is een andere methode te bedenken die
ons verder kan brengen. Dit is tevens de grootste uitdaging voor de computa-
tionele wiskunde. Goede ideeén die ons rekenbereik significant vergroten zijn
zeldzaam en meestal zeer lastig te vinden. Daarom zijn ze goud waard. Een
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dergelijke doorbraak op het gebied van het experimentele Hall-vermoeden werd
in 1998 door Noam Elkies gedaan. Door herordening van het zoekbereik en een
aantal ideeén uit de diophantische approximatie te gebruiken, slaagde hij erin
alle z < 10'® te testen. De grens 10! is hiermee letterlijk verpletterd. Als we
met de naieve methode alle getallen < X willen testen dan hebben we daar-
voor ongeveer vX seconden nodig, waarin v athangt van de gebruikte hardware.
Een functie die begrensd wordt door een constante te maal X noemen we een
functie van orde X. Notatie: O(X). De methode van Elkies daarentegen heeft
een looptijd van de orde O(X'/?log X). Een fors verschil met X, vooral als X
groot is. Hier volgt een tabel van de nieuwe instanties met Hall-waarde< 1.

T z3 —y? | Hall-waarde
12438517260105 2767769 0.784
35495694227489 5190544 0.871
53197086958290 -4401169 0.603
5853886516781223 1641843 0.021
12813608766102806 87002345 0.768
23415546067124892 | 105077952 0.686
38115991067861271 30032270 0.153
322001299796379844 | 548147655 0.965
471477085999389882 | -497218657 0.724
810574762403977064 | -193234265 0.214

In deze tabel komt zelfs een paar z,y met Hall-waarde 0.021 voor! Het
even simpele als geniale idee van Elkies zullen we in dit stukje niet uiteenzetten.
Daarvoor verwijzen we naar het artikel van Elkies in Lecture Notes in Computer
Science 1838, Springer Verlag. Maar zelfs met Elkies’ nieuwe ideeén stuiten
we uiteindelijk ook weer op de beperkingen die de hardware ons oplegt. Uit de
tabel krijgen we echter wel het gevoel dat er oneindig veel z met Hallwaarde
< 1 zijn.

De Russische wiskundige Danilov baarde in 1980 groot opzien toen hij erin
slaagde oneindig veel voorbeelden met Hallwaarde < 1 te construeren. Dani-
lov’s constructie is even verrassend als eenvoudig. Hij begint met de identiteit

(u—3)% = 5)% — (u? +1)(u? — Ju + 19)? = 27(2u — 11).

Stel nu dat we een gehele waarde van u kunnen vinden zé dat u?+1 = 12502
voor zekere gehele v. In het bijzonder betekent dit dat u? +1 = 0 (mod 5).
Hieruit volgt dat u = +3 (mod 5). Door het teken van u geschikt te kiezen
kunnen we ervoor zorgen dat u = 3 (mod 5). Met deze waarde van u volgt nu

dat
3\? ? 27
u - _ 202 2 _ 40 _
(5( E ) 1) ve(u® — 9u +19) 125(2u 11).

Stel nuz =5 (“5;3)2 —1leny=v(u? —9u+19). Dan hebben we hiermee een
paar z,y met Hallwaarde

27|2u — 11]v/5

125¢/(u —3)2 -5
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; 54 _
en dit gaat naar E = 0.965...<1

De vergelijking u? + 1 = 125v2 kan herschreven worden als u? — 1250? = —1
en staat bekend als de vergelijking van Pell. Het is bekend dat deze vergelijking
oneindig veel gehele oplossingen heeft. Ze kunnen verkregen worden door de
oneven machten van 682 + 611/125 uit te werken in de vorm u + vv/125. Bij-
voorbeeld, de eerste macht van 682+ 61/125 geeft u = 682,v = 61. We nemen
nu u = —682 om ervoor te zorgen dat u = 3 (mod 5). Met deze u vinden we
r=25 (yg—3)2 —1=93844 en y = v(u? — 9u + 19) = 28748141. Merk op dat
938443 — 287481412 = —297. Deze komt inderdaad in de eerste tabel voor.
Uitwerking van de derde macht geeft

(682 + 61v/125)% = 1268860318 + 113490317v/125.
We kiezen u = 1268860318. De bijbehorende z-waarde is dan
z = 322001299796379844,

welke in de tweede tabel voorkomt.
Tenslotte nog een waarde die niet in de tabellen voorkomt.

(682 + 61\/125)5 = 2360712083917682 + 211148507797805v/125
We kiezen u = —2360712083917682. De resulterende z-waarde is
r = 1114592308630995805123571151844.

We kunnen ons afvragen of er misschien oneindig veel z met Hallwaarde
< 0.5 of zelfs < 0.2 kunnen voorkomen. Een expliciete constructie van een
dergelijke rij z-waarden zou bijzonder spectaculair zijn!

Bij voorlopig gebrek aan een dergelijke constructie zullen we een experi-
ment uitvoeren waarvan de uitslag suggereert dat er inderdaad zulke rijen zijn.
Sterker nog, we zullen argumenten aanvoeren waarom Hall’s vermoeden niet
juist kan zijn. Anders gezegd, we zullen betogen, maar niet bewijzen, dat er
bij elke C' > 0 een paar z,y € N bestaat z6 dat |23 — 3| < C/7.

3. EEN EXPERIMENT
Kies een getal C' > 0 en beschouw de ongelijkheid

ly? —2*| < CVz (A)

waarin x,y positief gehele getallen zijn. Als z,y inderdaad aan een dergelijke
ongelijkheid voldoen, dan zal, als > 4C, het getal y het unieke gehele getal
zijn dat het dichtst bij 23/2 ligt. We kiezen nu een interval, bijvoorbeeld 10 <
x < 107. Vervolgens bepalen we voor elke z daarin het gehele getal y dat het
dichtst bij z3/2 ligt en kijken of z,y voldoen aan (A). We tellen het aantal
z-waarden waarbij dat inderdaad gebeurt. In de volgende tabel vinden we de
resultaten voor z < 10'! en C = 20,10, 5,2, 1.
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interval C=20|C=10|C=5|C=2|C=1
10° <z < 107 43 16 7 3 2
10* < z < 10° 37 19 5 2 1
10° < z < 10° 43 21 12 7 4
10% <z < 107 40 18 6 1 0
107 < z < 108 40 15 6 2 1
108 < z < 10° 64 38 20 8 4
10° < z < 10'° 55 25 14 3 1

Uit deze tabel wordt het volgende patroon zichtbaar. Voor gegeven C > 0
bestaat er een getal nc z6 dat de gevonden aantallen oplossingen van (A) in
elk interval 10" < z < 10"*! rond deze waarde nc fluctueren. Voor C = 20
ligt n9g rond de veertig. In elk interval lijkt zich eenzelfde aantal ”hits” af te
tekenen. Er zijn natuurlijk fluctuaties, zoals in het interval 108 < z < 10°
waarin de aantallen ver boven het gemiddelde uitsteken. De vraag is natuurlijk
of bij uitbreiding van onze tabel de gevonden gemiddelden aan blijven houden
of niet. Met veel moeite zouden we de tabel met nog een paar regels kunnen
uitbreiden, maar op een gegeven moment houdt het op. Er zijn grenzen, zelfs
voor de snelste hedendaagse computers.

We willen dit gedrag verklaren met behulp van een redelijk klinkende aan-
name. Maar eerst vertalen we ongelijkheid (A) in een iets andere. Uit deze
ongelijkheid volgt namelijk dat |y — 2%/2|(y + 2°/?) < C\/z en dus |y — z°/?| <
Cy/z/(y+x°/?). We nemen aan dat z groot is ten aanzien van C. In dat geval
is namelijk y vrijwel gelijk aan z3/2 en we vervangen y in de rechterzijde van
onze afschatting gewoon door z3/2. We vinden,

ly — 2% < CVa/(y +2°°) ~ C/2x

De fout die we bij de benadering gemaakt hebben, is miniem en van geen enkele
consequentie voor ons verhaal. Uit onze ongelijkheid mogen we afleiden dat y
het gehele getal is dat het dichtst bij 2°/2 ligt. Het verschil van een getal £ met
het dichtstbijgelegen gehele getal zullen we aangeven met (£). Bijvoorbeeld
(r) =0.14159... en (e) = —0.2817.... We vinden nu

| <z3/2> | < C/2z (B)

Voor practische doeleinden en voor grote z is (B) vrijwel equivalent met
ongelijkheid (A).

We formuleren nu onze hypothese. Deze berust erop dat in de rij getallen
(z%/%) voor z = 1,2,3,... geen enkel herkenbaar patroon zit. Er is geen enkele
reden waarom sommige deelintervallen van [—1/2,1/2] relatief meer waarden
van <:c3/ 2) zouden bevatten dan andere deelintervallen. Bij gebrek aan enig
zichtbaar patroon maken we de volgende aanname:

De rij getallen (z%/?) wvoor z = 1,2,3,... is verdeeld over het interval
[—1/2,1/2] via een uniforme kansverdeling op dit interval.

Anders gezegd:
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Gegeven een interval I C [—1/2,1/2], dan is de kans dat (z°/2) in I zit
geligk aan de lengte van I.

Met behulp van deze hypothese kunnen we een verklaring geven van de
uitslag van ons experiment. Kies twee grote gehele getallen X, Y met X < Y.
In onze toepassingen zal Y een bepaalde factor maal X zijn, bijvoorbeeld Y =
2X of Y = 10X, zoals in ons experiment. We gaan kijken hoeveel getallen z
met X < z <Y volgens verwachting voldoen aan ongelijkheid (B). De kans
dat z aan (B) voldoet is volgens onze hypothese gelijk aan de lengte van het
bijbehorende interval, C'/z. De kans dat z niet aan (B) voldoet is derhalve
1-C/z.

Met P, geven we de kans aan dat precies n getallen £ met X <z <Y aan
(B) voldoen. Om te beginnen de kans dat geen enkele x voldoet. Deze is gelijk

aan . H <1~%>'

X<z<Y

We zullen de waarde van Py niet uitrekenen. De kans P is gelijk aan de som
over y van alle kansen dat y aan (B) voldoet en alle andere waarden niet. Dus

A 2509 I 09

X<y<y X<z<Y

Omdat we X zeer groot nemen ten opzichte van C, kunnen we veronderstellen

dat de factor (1 — %)— vrijwel gelijk aan 1 is. Hiermee krijgen we de zeer
accurate benadering
o
P Y =P
X<y<Y y

Uit de appendix van deze tekst blijkt dat we een fout van hooguit 1/X
maken als we )y, v % vervangen door log(Y/X). Dus, :

P~ Clog(X/Y)P,.

De kans dat er twee oplossingen voor (B) zijn in het interval X <z <Y is
gelijk aan

P2 ~ Z g-gpo

X<yr<ya<y Y2
Merk op dat
y Loly !
X<yi<p<y 192 2 oy e
y1#v2

Als we hier ) X<y<y y% bij optellen, dan kunnen we de eis y; # yo in de
sommatie laten vervallen. Uit de appendix blijkt dat

3 1.1
s —.
X§y<Yy X 1
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Een zeer klein getal dus. We vinden daarom de accurate benadering

1 ccC

P = 5 Z ——PO
X <y1,y2<Y Y192
2

(Z,5) °

X<y<Y ¥

Q

1 .
~ 5(Clog(Y/X))* Py
Op analoge wijze vinden we dat
1
P, =~ T—J(C'log(Y/X))"PO.

Met andere woorden, de aantallen oplossingen van (B) zijn verdeeld volgens
een Poisson verdeling met verwachting C'log(Y/X). We willen hier niet ingaan
op de details van het begrip Poissonverdeling. Daarvoor refereren we naar de
voordracht van professor Tijms, of naar zijn boek Spelen met Kansen in de
Epsilonreeks. Wel geven we hier een aantal plots van de grafiek van P,. In ons
experiment hadden we ¥ = 10X genomen. De grafiek van %(Clog 10)™ met

C = 20 ziet er als volgt uit.
C=20

0 20 40 60 80

De waarden die we in ons experiment vonden, passen goed in dit plaatje.
Enige uitzondering is misschien de waarde 64 die we in het interval 108 < z <
10° vonden. Deze valt nog net in het bereik waar de kans significant positief is.
Hieronder volgen de grafieken van de kansverdelingen bij de overige waarden
van C.
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Het blijkt dat onze experimentele resultaten redelijk binnen het bereik van
bovenstaande grafieken vallen. De spreiding van de grafieken wordt groter
naarmate de waarde van C kleiner wordt. Dit hangt samen met het feit dat
de standaarddeviatie van een Poissonverdeling met gemiddelde A gelijk is aan
VA. De verhouding standaarddeviatie/gemiddelde is dus 1/v/A, een dalende
functie in A.

4. CONCLUSIES
Het feit dat de voorspellingen in de vorige paragraaf in redelijke overeenstem-
ming zijn met ons experiment, suggereert dat de voorspellingen ook opgaan
voor andere waarden van C, X,Y. Neem bijvoorbeeld C = 0.1 en als interval
X,Y =10%°X. Dan geldt C'log(Y/X) =6.90... en standaarddeviatie 2.6. ...
Dit suggereert dat we in elk interval van de vorm X,10%°X een zestal oplos-
singen van (B), en dus ook (A), mogen verwachten. Nu is de waarde C' = 0.1
willekeurige gekozen en hadden we ook iedere andere positieve waarde kunnen
nemen. Onze conclusie luidt dus dat we verwachten dat het vermoeden van
Hall niet waar is. Iets anders gezegd, we verwachten dat er een oneindige rij
paren (x1,y1), (Z2,¥2),-.. , (Tn,Yn), ... bestaat waarvan de bijbehorende Hall-
waarde naar nul gaat als n — oo.

Tegenwoordig is men voorzichtiger en formuleert het Hallvermoeden als
volgt.

Vermoeden 4.1 (Gewijzigd Hall-vermoeden). Bij elke € > 0 is er een
C(e) >0 26 dat
ly? ~ 2% > Cle)e />

voor elk tweetal x,y € N met y? # x°.
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We willen dit verhaal besluiten met een kleine waarschuwing die illustreert
dat de formulering van aannemelijke hypothesen binnen de getaltheorie een
uiterst precaire bezigheid is. Vaak laat men op het Hall-vermoeden een heu-
ristische redenatie toe die maakt gebruik van het feit dat in de buurt van een
groot, geheel getal X het verschil van twee opeenvolgende kwadraten ongeveer
2v/X is. Stel namelijk n> < X < (n + 1)2. Dan is n ongeveer v X en het
verschil tussen n? en (n+1) is 2n+1 ~ 2v/X. Kies z willekeurig. In de buurt
van z° hebben kwadraten een onderling verschil van ongeveer 2z%/2. De kans
dat het interval [z® — Cy/z, 2% + C+/7] een kwadraat bevat is dus de lengte
2C+/z van het interval gedeeld door 2z3/2. Met andere woorden, C/z. De ver-
wachting van het aantal z tussen twee grenzen X en Y waarvan de Hallwaarde
kleiner dan C is, is dus Zf: X % ~ Clog(Y/X). Dit komt goed overeen met
onze beschouwingen in de voorgaande paragrafen, en is dus bemoedigend.

Het blijkt echter dat in veel gevallen soortgelijke redenaties volkomen fou-
tieve antwoorden geven. Bijvoorbeeld, de vergelijking z3 + > = 2® met
ged(z,y,z) = 1 heeft alleen maar de triviale oplossingen met zyz = 0, ter-
wijl de vergelijking 2% + y® + 1 = 2% er oneindig veel heeft. Kies bijvoorbeeld
T =9t* +3t,y = 93 — 1,2 = 9t* met ¢ willekeurig. Vanuit statistisch oogpunt
zouden we echter verwachten dat de functies {/z3 + y® en {/23 + y3 + 1 elkaar
niet zoveel ontlopen. Dit geeft al een indicatie dat als er zoiets als zinvolle
experimentele getaltheorie bestaat, dan zullen we zeer voorzichtig moeten zijn
in het formuleren van goede uitgangspunten.

5. DIVERSEN

Behalve het Hall-vermoeden bestaan er nog vele andere gebieden waarbij men
met de computer probeert het antwoord te zoeken. Fen bekend voorbeeld
is dat van generalisaties van het vermoeden van Fermat. Gegeven een getal
n > 2, dan weten we sinds 1994 dat de vergelijking van Fermat: z" + y™ = 2"
geen oplossing in positieve gehele getallen z,y, z heeft. Generalisaties van de
Fermatvergelijking zijn er ook altijd geweest. Bijvoorbeeld z* + y* + 2% = u?.
Sinds de 18e eeuw heeft men zich afgevraagd of er behalve de voor de hand
liggende oplossing 04 4+ 0% + 0* + 1* = 1* nog andere oplossingen zijn. Ook in
het computertijdperk is door veel mensen naar zo’n oplossing gezocht. Totdat
Noam Elkies in 1988 ontdekte dat er oneindig veel oplossingen zijn, met als
"kleinste”:

95800 + 217519* + 414560* = 422481*.

Deze oplossingen werden op puur theoretische gronden ontdekt, er is dus geen
computer aan te pas gekomen. De enig bekende methode om via de computer
oplossingen van z* + y* + 2% = u* te bepalen is alle mogelijke drietallen z,y, 2
met ¢ < y < z aflopen en testen of de som van hun vierde machten weer een
vierde macht is. Nemen we als bovengrens z,y, 2z < 500.000 dan moeten we
%(500.000)3 ~ 21 x 105 mogelijkheden testen. Veel te veel voor zelfs de snelste
PC’s. Hoewel er voor 1988 vele pogingen zijn gedaan om oplossingen voor het
vierde graads probleem te vinden, is het nu duidelijk waarom dit niet gelukt is.

Dit betekent niet dat computers nutteloos zijn bij het vinden van oplos-
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singen. Er is namelijk een generalisatie van Fermat’s vergelijking waarvoor in
1966 door Lander en Parkin wel een oplossing per computer werd gevonden,
namelijk:

27° 4 84° 4+ 110° + 133° = 144°.

Ook hier geldt weer dat naieve zoekacties al gauw stranden op het feit dat
looptijden voor het computerprogramma uit de hand lopen. Ondanks de vele
pogingen daartoe zijn er nog steeds geen andere oplossingen dan bovenstaande
voor het vijfde graads geval gevonden. Overigens zijn er wel oneindig veel
gevallen van vijf vijfde machten waarvan de som een vijfde macht is. Deze
worden bijvoorbeeld gegeven door de identiteit

(75y° — 2°)5 4 (25 4 259°)° + (2 — 259°)° + (1023y*)5 + (50zy*)®
= (2° + 75y°)°.

Op de website http://euler.free.fr wordt een verzameling aangelegd
van gevallen waarin sommen van k-de machten gelijk zijn aan sommen van
andere k-de machten. Iedereen die zin en klokcykels op de PC over heeft, kan
zich aanmelden en meedoen met de zoektocht naar deze rariteiten. Een andere
beroemd internetproject is het GIMPS-project, waarin gezocht wordt naar de
grootste bekende priemgetallen. De laatste vier records zijn afkomstig uit dit
project. Zie http://www.mersenne.org, waar ook vele links staan naar andere
projecten waar volop aan gerekend wordt.

6. APPENDIX A

Oplossingen van de Mordell-vergelijking y? = 23 + k voor alle k met 0 < |k| <
100. Als een waarde k niet in de tabel voorkomt dan betekent dit dat er geen
oplossingen zijn. We schrijven alleen de oplossingen met y > 0 op en beginnen
met k£ > 0.
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k | Oplossingen k | Oplossingen

1 (_1a0)a(273)a(0’1) 44 (_276)7(57 13)

2 | (-1,1) 48 | (1,7)

3 |(1,2) 49 | (0,7)

4 (0,2 50 | (~1,7)

5 | (~1,2) 52 | (=3,5)

8 (—27 0), (173) (2’ 4)? (467312) 54 (37 9)

9 | (0,3),(=2,1),(3,6), (6,15), (40,253) || 55 | (9,28)

10 | (-1,3) 56 | (2,8)

12 | (=2,2),(13,47) 57 | (=2,7),(7,20), (4,11)

15 | (1,4),(109,1138) 63 | (—3,6),(1,8)

16 | (0,4) 64 | (—4,0),(8,24),(0,8)

17 (_2a3)»(_174)7(2>5)7(8723)7(4a 9)7 65 (_471)7(—178‘)7(147 53)7
(43,282), (52, 375), (5234, 378661) (584, 14113)

18 | (7,19) 68 | (—4,2), (152,1874)

19 | (5,12) 71 | (5,14)

22 | (3,7) 72 | (-2,8)

24 | (=2,4),(1,5), (10,32), 73 | (~4,3),(2,9), (3,10),(6,17),
(8158, 736844) (72,611), (356, 6717)

25 | (0,5) 76 | (=3,7)

26 | (—1,5) 79 | (45,302)

27 | (=3,0) 80 | (—4,4),(1,9), (4,12), (44, 292)

28 | (=3,1),(2,6) 81 | (0,9)

30 | (19,83) 82 | (~1,9)

31 | (-3,2) 89 | (=4,5),(—2,9),(10,33), (55, 408)

33 | (-2,5) 91 | (-3,8)

35 | (1,6) 92 | (2,10)

36 | (—3,3),(0,6), (4,10), (12, 42) 94 | (3,11)

37 | (~1,6),(3,8), (243, 3788) 97 | (18,77)

38 | (11,37) 98 | (7,21)

40 | (6,16) 99 | (1,10)

41 (27 7) 100 (_4a 6)a (Oa 10)7 (5> 15)7 (20> 90)1

(24, 118), (2660, 137190)
43 | (=3,4)

In de volgende tabel staan de oplossingen van 3% = 23 +k,y > 0 met k < 0.
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k | Oplossingen k Oplossingen
-1 | (1,0) —47 | (6,13),(12,41), (63, 500)
-2 | (3,5) —48 | (4,4),(28,148)
-4 | (2,2),(5,11) —49 (65 524)
-7 | (2,10),(32,181) =53 | (9,26),(29,156)
-8 | (2,0) =54 | (7,17)
—11 | (3,4),(15,58) -55 | (4,3),(56,419)
—13 | (17,70) —56 | (18,76)
-15 | (4,7) —60 | (4,2),(136,1586)
-18 | (3,3) —61 | (5,8)
-19 | (7,18) —63 | (4,1),(568,13537)
—20 | (6,14) —64 | (4,0)
-23 | (3,2) —67 | (23,110)
—25 | (5,10) -71 | (8,21)
—26 | (3,10),(35,207) -72 | (6,12)
—27 1 (3,0) —74 | (99,985)
-28 | (4,6),(8,22),(37,225) || =76 | (5,7),(101,1015)
-35 | (11, 36) =79 (20 89)
-39 | (4,5),(10,31),(22,103) || —81 | (13,46)
—40 | (14,52) —83 | (27,140)
—44 | (5,9) —87 | (7,16)
—45 | (21,96) -89 | (5,6)

-95 | (6,11)

—100 | (5,5),(10,30), (34,198)

7. APPENDIX B
In deze appendix geven we afschattingen voor de sommaties

s= ¥

voor k =1,2,3,...

voor de sommatie van reeksen.

X<n<Y

k

. We gebruiken hiervoor het zogenaamde integraalcriterium

Stelling 7.1. Zij f(z) een monotoon dalende functie op de positieve reéle ge-
tallen. Dan geldt voor elk tweetal positief gehele getallen X <Y dat

/f(:cdm< Z f(n

X<n<Y

f(xX +/Y f(z)dz
X

Het bewijs van deze stelling is het makkelijkst aan de hand van een plaatje
uit te leggen. De sommatie )y, .y f(n) is gelijk aan het oppervlak van de
gearceerde figuur in onderstaand plaatje.
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X

Hieruit volgt direct dat onze sommatie groter is dan de integraal [ ;(/ f(z)dz.
De bovengrens volgt uit het volgende plaatje.

Y

Het gearceerde gebied bestaat nu uit de eerste kolom met hoogte f(X) en

verder een gebied dat onder de grafiek van f(z) ligt. De bovengrens voor onze
sommatie volgt nu direct.

Passen we deze Stelling toe op f(z) = 1/x dan vinden we,
1 Y1
- > / —dz = log(Y/X)
x<n<y X T
en y
1 1 1 1
- < = —dr = — +log(Y, .
n-X+/ 290 = x +losY/X)

X<n<Y X

Het integraalcriterium toegepast op f(z) = 1/x? geeft

2
n
X<n<Y

Het laatste getal is weer kleiner dan <&y +
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1. INLEIDING

Wij leven in een 3-dimensionale wereld (voor zover wij weten). Wat betekent
dat eigenlijk? In een 3-dimensionale ruimte zijn er 3 onafhankelijke ‘vrijheids-
graden’ waarmee je een positie in die ruimte kan vastleggen. In de wiskunde
maak je die 3 vrijheidsgraden vaak expliciet, bijvoorbeeld met Cartesische
coordinaten: de positie van een punt leg je vast met 3 codrdinaten ten op-
zichte van de 3 (z-, y- en 2-) assen van het Cartesische codrdinatensysteem.
Op eenzelfde manier heeft een 3-dimensionaal voorwerp ook 3 ‘onafhankelijke
richtingen’: een lengte, een breedte en een hoogte. Zo’n voorwerp heeft een
volume, dat wordt gemeten in kubieke meters, m3, en dat bij eenvoudige, blok-
vormige voorwerpen verkregen wordt uit het product van de lengte, breedte en
hoogte.

In een 2-dimensionale ruimte, een oppervlak, zijn er maar 2 van die vrijheids-
graden, die in Cartesische codrdinaten worden vastgelegd met de z-as en de
y-as. Op eenzelfde manier heeft een 2-dimensionaal object ook bijvoorbeeld
wel een lengte en een breedte, maar geen hoogte. Dit heeft natuurlijk niets te
maken met het al dan niet ‘plat’ zijn van het oppervlak: ook op een gekromd
oppervlak zijn er volgens onze intuitie 2, en niet meer dan 2, codrdinaten nodig
om een positie vast te leggen. Een 2-dimensionaal voorwerp heeft een opper-
vlak dat wordt gemeten in vierkante meters, m2. Voor de meest eenvoudige
2-dimensionale objecten wordt dit bepaald door het product lengte x breedte.

Neem je nog zo’n vrijheid weg, dan hou je een 1-dimensionale ruimte, ofwel
een kromme, over. Een kromme heeft alleen een lengte, en die wordt geme-
ten in meters, m = m!. Wiskundig kan je ook die laatste vrijheid wegnemen,
wat overblijft is een 0-dimensionaal object, een mathematisch punt, dat geen
lengte, breedte of hoogte heeft. Het enige wat je met zo'n 0-dimensionaal ob-
ject kan doen is het tellen, ofwel bepalen uit hoeveel (losse) punten het bestaat.

Tot zover lijkt ons intuitieve idee van het begrip dimensie goed te werken.
Onze intuitie kan ons echter in de problemen brengen: als één punt dimensie
0 heeft, dan heeft een verzameling bestaande uit twee punten natuurlijk ook
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FIGUUR 1. Een zogenaamde ‘chaotische attractor’ die optreedt in een model voor de eb
en vloed-cyclus (zie paragraaf 6). Dit plaatje is verkregen met behulp van een compu-
ter-simulatie van het bijbehorende dynamische systeem.

dimensie 0. Hetzelfde geldt voor iedere verzameling van eindig veel punten.
Maar zijn lijnen en vlakken niet verzamelingen van oneindig veel punten? Hoe
en wanneer maak je dan de stap van 0 naar 1 of naar 2?7 Moeten de overgan-
gen per se discontinu zijn? Kunnen verzamelingen misschien ook een dimensie
hebben die tussen 0 en 1 of 1 en 2 inzit? Wat zijn dat dan voor verzamelingen?
Zulke in eerste instantie abstracte vragen spelen ook een belangrijke rol buiten
de zuiver wiskundige context. Met de opkomst van de computer is het duide-
lijk geworden dat zeer veel natuurlijke processen gerelateerd kunnen worden
aan verzamelingen waarvan het niet a priori duidelijk is wat de dimensie zou
moeten zijn. Deze verzamelingen ontstaan uit computer-experimenten met de
dynamische systemen die deze processen wiskundig beschrijven. In dit verhaal
nemen we als voorbeeld een representatie van de benadering van een zoge-
naamde chaotische attractor, zie figuur 1. Deze attractor speelt een rol bij het
bestuderen van getijde-systemen en geeft aan hoe de op het eerste gezicht zeer
regelmatige eb en vloed-cyclus chaotisch gemoduleerd kan worden (zie para-
graaf 6). De computer geeft ons vanzelfsprekend alleen een eindige hoeveelheid
punten, maar de attractor bestaat ‘natuurlijk’ uit oneindig veel punten. De
vraag is nu: wat is de dimensie van deze attractor? De puntenwolk heeft op
meerdere plaatsen al een duidelijke lijnenstructuur, dus het lijkt erop dat de
dimensie (minstens) 1 is. Op sommige plaatsen liggen deze lijnen echter zo
dicht bij elkaar dat ze een tweedimensionaal gebiedje lijken te vullen en je dus
eerder zou denken dat de dimensie van de attractor 2 moet zijn. Of is het
zo dat deze ‘2-dimensionale gebiedjes’ toch weer blijken te bestaan uit vele
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aparte, maar zeer dichtbij elkaar liggende lijnen, zoals gebruikelijk is bij ‘frac-
tale objecten’ (zie [4])? Maar als dat nu eens oneindig veel lijnen blijken te zijn?

Wat is eigenlijk de dimensie van deze puntenwolk? Hoe zou je de dimensie
van dit wellicht ‘fractale’ object moeten ‘meten’?

We zullen hier een methode presenteren die ons in staat stelt een soort (!)
dimensie, ofwel de limiet-capaciteit, van verzameling, of een puntenwolk te be-
palen, of te meten (vaak met behulp van de computer). Deze methode is in
essentie op niets anders dan een nauwkeurige wiskundige (her)formulering van
het intuitieve dimensie begrip gebaseerd (paragraaf 4). We zullen laten zien
dat de methode voor mooie ‘gladde’ verzamelingen ook het antwoord geeft
waarop we rekenen: een ‘gewone’ lijn heeft gewoon dimensie 1, etc. Echter, als
we de methode gebruiken om de dimensie van een fractale verzameling, zoals
een Cantor verzameling (paragraaf 2), een Koch kromme (paragraaf 3) of een
chaotische attractor (figuur 1, paragraaf 6), te bepalen, dan vinden we uitkom-
sten die niet per se geheeltallig zijn. Met andere woorden, zulke verzamelingen
kunnen een zogenaamde ‘fractale dimensie’ hebben.

Hoewel het wiskundige fundament van de methode op een limiet-procedure
berust, kan de methode ook op een eenvoudige manier worden toegepast op
‘experimentele’ en dus eindige ‘data-sets’, zoals de output van een computer-
experiment of waarnemingen van natuurlijke structuren. Omdat de verzame-
ling in zo’n geval maar uit eindig veel elementen bestaat, of omdat de meet-
nauwkeurigheid begrensd is, kan nu de wiskundige limiet niet worden genomen.
Echter, ook zonder de limiet te nemen kan de methode een benadering of een
indicatie van de dimensie van een data-set geven. Wij zullen bijvoorbeeld in
sectie 6 de dimensie van de attractor in figuur 1 schatten en vinden dat deze
(ongeveer) gelijk aan 1.6 is.

2. VERZAMELINGEN EN LIMIET-PROCEDURES

In deze, en de komende paragraaf, geven we voorbeelden van verzamelingen die
aan de hand van een limiet-procedure geconstrueerd worden. Mede als gevolg
daarvan is het intuitief niet duidelijk wat de dimensie van deze verzamelingen
zou kunnen/moeten zijn. Met andere woorden: de verzamelingen die we in deze
en de komende paragraaf construeren tonen aan hoe gebrekkig ons intuitieve
dimensie begrip eigenlijk is.

Allereerst construeren we de (standaard) Cantor-verzameling C; C is een deel-
verzameling van het gesloten interval [0,1]. De Cantor-verzameling C wordt
stapsgewijs opgebouwd. Voor de eerste stap definiéren we:

Vo = [07 1]'

Merk op dat de lengte van Vp, Lo, gelijk is aan 1. Vervolgens definiéren we
V1 door Vy in 3 gelijke stukken te verdelen en het middelste stuk, het interval
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Fi1Guur 2. De eerste 5 stappen in de constructie van de Cantor-verzameling C: van
boven naar onderen zien we Vg, Vi, Va, V3 en V4.

(3,2), ‘weg te snijden’ (zie figuur 2):

1 2
—_ U -,
3] [3
Vi heeft (totale) lengte Ly = %. We definiéren V5 door hetzelfde te doen met
elk van de twee componenten van V;: deel het in 3 gelijke stukken in en snij
het middelste stuk weg. Dus,

Vi =10, 1];

1 21 27 8
%—[O,—]U[§;§]U[§;§]U[§,

1
9 b

met totale lengte Lo = % X % = %. In het algemeen wordt Vi uit V,
geconstrueerd door ieder component van V,, in 3 gelijke stukken te delen en
de middelste daarvan weg te snijden (figuur 2). Het gevolg hiervan is dat
Ly = %Ln. De Cantor-verzameling C is nu gedefinieerd door

C= lim V,.
n—o0
Hoewel C is geconstrueerd uit elementen die stuk voor stuk ‘duidelijk’ dimen-
sie 1 hebben, is het nu niet meer zo duidelijk of C zelf ook nog wel dimensie

1 heeft: de lengte van C is bijvoorbeeld niet gedefinieerd, want L, — 0 als
n — 00, zodat C dus wel ‘lengte 0’ moet hebben. Toch is C nog een behoorlijk
‘volle’ verzameling, die veel meer punten bevat dan alleen de randpunten
van de intervallen V,, (met 0 < m < 3"). De Cantor-verzameling C bevat zelfs
overaftelbaar veel punten. Dit betekent dat C ‘net zoveel’ punten bevat als het
interval [0, 1], hetgeen natuurlijk merkwaardig is omdat we C juist geconstru-
eerd hebben door oneindig veel stukken uit [0, 1] weg te snijden (zie Opmerking
1).

Een andere belangrijke eigenschap van C is dat de verzameling zelfgelijkvor-
mig is, dat wil zeggen dat je door op de goede manier in te zoomen op C, steeds
weer in essentie dezelfde verzameling C terugvindt. Bekijk hiervoor bijvoor-
beeld de linkerhelft van C, dat wil zeggen de verzameling C; = C N[0, %] cC.
Na vermenigvuldiging van ieder element met een factor 3 is deze verzameling
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Figuur 3. Een benadering van het Cantor-gordijn; « loopt van boven naar beneden
van 0 tot 1. Merk op dat in deze figuur de verzameling V5* D C® is getekend (voor alle
a € [0,1]).

identiek aan C zelf! Hetzelfde geldt voor iedere doorsnede van C met een van de
componenten van een verzameling V,,: na verschuiving en vermenigvuldiging
met de factor 3" is deze identiek aan de oorspronkelijke verzameling C.

Natuurlijk kan je op een eenvoudige manier andere, maar soortgelijke, Cantor-
verzamelingen C® construeren. Hiervoor kijken we nog eens naar de constructie
van C. Bij iedere stap in de limiet-procedure wordt ieder deelinterval van V,,,
dat dus een lengte heeft van 37", in 3 stukken gedeeld. Ieder deel heeft tel-
kens dezelfde lengte, te weten 3~(*+1). We kunnen dit natuurlijk ook anders
doen: we beginnen weer bij V4 en geven het middelste deelinterval een lengte
a, waarbij a een willekeurig getal in [0, 1] is. Vervolgens maken we de twee
deelintervallen aan de uiteinden precies even lang, hetgeen betekent dat ze een
lengte van (1 — a) hebben. Net als bij de constructie van C snijden we nu het
middelste interval weg, zodat
1 1
Vi =00,50-a]U[5(1+a)1]

overblijft. Vervolgens snijden we uit beide deelintervallen van V}* het ‘mid-
delste a-gedeelte’, etc. De middelste-a Cantor-verzameling C* wordt nu weer
verkregen door de limiet te nemen. Net als in het oorspronkelijke geval geldt
dat de totale lengte van V., L%, naar 0 gaat als n — oo, tenminste, als a > 1:

Ly=Q1-a)ly_=(1-a)" =0 als n = oo,
dus, de ‘totale lengte’ van C'* is, net als in het oorspronkelijke geval, 0 (als

a > 0). Merk op dat C° = [0,1], C* = {0,1} (ofwel: 2 losse punten) en dat
=C5. In figuur 3 is (een benadering van) het zogenaamde Cantor-gordijn
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geschetst: a loopt van 0 tot 1 van boven naar beneden, bovenaan staat C°,
onderaan C'. Voor kleine « liggen de elementen van C* zo’n beetje homogeen
verdeeld in [0, 1] en lijkt C* wel eens een verzameling van dimensie 1 te kunnen
zijn (hetgeen het natuurlijk duidelijk is voor a = 0). Voor a dicht bij 1 bestaat
C© alleen uit ijle puntenverzamelingen dicht bij de randpunten 0 en 1: C* lijkt
nu meer op een verzameling met dimensie 0 (de dimensie van C! is natuurlijk 0).

De verzamelingen C® lijken dus een mooie continue ‘verbinding’ te geven tus-
sen een overduidelijk 0-dimensionale verzameling (o = 1) en een 1-dimensionale
verzameling (o = 0). Dit maakt het wel erg natuurlijk om het bestaan van ver-
zamelingen met een niet-gehele dimensie te accepteren: indien de dimensie van
C? altijd 0 of 1 moet zijn, bij welke o € [0,1] zou dan de overgang van 0 naar
1 moeten zijn?

OPMERKING 1. Om in te zien dat C = C3 overaftelbaar is, dat wil zeggen,
‘evenveel’ punten bevat als het interval [0,1], merken we op dat er een grote
overeenkomst bestaat tussen de bovenstaande meetkundige constructie van C
en de 3-tallige representatie van getallen in het interval (0,1). De vraag is dan
eerst: hoe bepaal je de 3-tallige representatie van een getal p € [0,1)? Dat gaat
als volgt:

- Kies p € [0,1) en bereken ¢; = 3p.

- Definieer p; € {0,1,2} door p; < q1 = 3p < p1 + 1 (p1 heet de ‘entier’ van
q)-

- Bereken g2 = 3(q1 — p1).

- Definieer p, € {0,1,2} door ps < g2 < p2 + 1.

- Bereken g3 = 3(g2 — p2).

- Definieer ps € {0,1,2} door p3 < g3 < p3 + 1.

- Etcetera.

Merk op dat nu per constructie geldt dat

Het getal p € (0,1) ligt dus eenduidig vast als we het rijtje {p1,p2,...} —met p; €
{0,1,2} — kennen en kan nu worden gerepresenteerd door p =@3) 0.p1p2p3....
Bijvoorbeeld

1 1 1

Echter, verschillende rijtjes {pi1,p2,...} kunnen wel hetzelfde getal p € [0,1]
representeren:

=(3) 0.1 =(3) 0.02222...
=(5) 1.0 =(3) 0.22222...,

1 2
3 '3 =(3) 0.2 =3, 0.12222..,,
1 etc
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Dit fenomeen kennen we natuurlijk al van de gewone 10-tallige representatie van
getallen: 1 =(10) 0.9999.... etc. We kunnen nu terugkeren naar de constructie
van de Cantor-verzameling C en constateren dat

peViep #1

met andere woorden: p € V; impliceert dat p; = 0 of 2, en p; = 0 of 2 betekent
dat p € V5. Analoog zien we dat

pEVy & p1,D2, ... # 1 ofwel pi,pa,...,pn € {0,2}.

Hieruit volgt dat C als volgt kan worden gekarakteriseerd:

C = {p =(3) 0.p1p2..., met p; € {0,2}}.

Merk op dat we op deze manier veel ‘concrete elementen’ van C — die geen
randpunt van een van de basis-intervallen V,,, zijn — kunnen vinden, bijvoor-
beeld: % =(3) 0.020202... € C. Aan de hand van de zojuist geconstateerde
niet-uniciteit van de representatie zien we tevens dat deze randpunten gz, die
natuurlijk ook allemaal elementen van C zijn, ook op deze manier gekarakteri-
seerd kunnen worden. Als we ons nu realiseren dat ten opzichte van het 2-tallig

stelsel het interval [0, 1] als volgt kan worden gerepresenteerd:

[O, 1] = {p =(2) 0.p1p2..., met pj € {0, 1}},

dan zien we hoe we aan ieder punt van C een uniek punt van [0, 1] kunnen
koppelen (en omgekeerd): verander elke ‘2’ in de 3-tallige representatie van een
element p van C in een ‘1’ (of andersom). Op deze manier wordt bijvoorbeeld
% € [0,1] gekoppeld aan i € C. Op deze manier heeft C dus ‘precies evenveel’
elementen als [0, 1]!

OPMERKING 2. Op eenzelfde manier als in Opmerking 1 kan worden aan-
getoond dat alle in deze paragraaf geconstrueerde Cantor-verzamelingen C* —
natuurlijk met 0 < a < 1 — overaftelbaar zijn, dat wil zeggen in essentie net
zoveel punten hebben als het interval [0, 1].

3. EEN KROMME MET ONBEGRENSDE LENGTE

De Cantor-verzamelingen uit de vorige paragraaf kunnen natuurlijk nooit meer
dan 1-dimensionaal zijn, ze zijn tenslotte geconstrueerd als deelverzamelingen
van [0,1]. In deze paragraaf construeren we, wederom met behulp van een
limiet-procedure, een ‘kromme’ waarvan de lengte ‘oneindig’ moet zijn. Dit
zou kunnen betekenen dat deze kromme een dimensie heeft die groter is dan 1.

We starten weer met het (gesloten) eenheids-interval, Wy = [0, 1], delen het
weer in 3 gelijke stukken op en snijden het middelste interval, (3,2), weg.
Echter, we vervangen dit interval nu door een tent- of driehoek-constructie,

bestaande uit 2 lijnstukken met dezelfde lengte als het oorspronkelijke stuk,
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VAN

5

FIGUUR 4. De eerste 5 stappen (de verzamelingen Wy, W1, Wa, W3, W4) in de constructie
van de Koch kromme K.

5 (zie figuur 4). Merk op dat de zo geconstrueerde ‘tent’ met de hoekpunten
(3,0), Tt = (3,1V/3), (£,0) een gelijkzijdige driehoek is.

De verzameling W; bestaat nu dus uit 4 lijnstukken met lengte : de verbin-
dingen tussen de punten (0,0) en (3,0), (3,0) en T1, T} en (3 , 0) en tenslotte
(2,0) en (1,0). Dit betekent dat de lengte M; van Wy gelijk is aan 4.

Vervolgens passen we dezelfde ‘tent-constructie procedure’ toe op ieder van
de 4 deel-lijnstukken van W;. Hieruit ontstaat de verzameling W5, die uit
16 lijnstukjes met lengte % bestaat; deze lijnstukjes verbinden 17 punten met
elkaar, waaronder de 4 nieuwe ‘tent-punten’

2 3, =2 Lvs).

1 1 11
TZ1 = (_7—\/§>7 T22 = (§a§\/§)7 T23 = (3 9 6:‘1‘§

6" 18

De totale lengte M, van W is dus 3 = 2 x 2. In de volgende stap wordt
natuurlijk op ieder van de 16 lijnstukjes weer een gelijkzijdig tentje ‘opgezet’,
zodat Ws uit 64 lijnstukjes van lengte - bestaat: Ms = 64 x 3= = (3)%. Et-

cetera (zie figuur 4).

De Koch-kromme K ontstaat nu door het nemen van de limiet n — oo in
W,. Vanzelfsprekend geldt dat

lengte(K) = li_>m lengte(W,,) = lim (Z—L)" = 00.

n—o0
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Echter, ondanks het feit dat K ‘oneindig lang’ is, is X wel keurig begrensd: K
past bijvoorbeeld in z’n geheel in de rechthoek met hoekpunten (0, 0), (0, % 3),
(1,5v3), (1,0). Maar als K begrensd is en toch oneindig lang is, is £ dan wel
een kromme, dat wil zeggen, is K dan wel 1-dimensionaal? Intuitief was het heb-
ben van een (eindige) lengte toch de bepalende eigenschap van 1-dimensionale
objecten. De ‘kromme’ K lijkt zeker ook niet 2-dimensionaal te zijn, al was het

maar omdat de Koch kromme ‘duidelijk’ geen oppervlak lijkt te hebben.

Net als de Cantor verzamelingen uit de vorige paragraaf is ook K weer zelf-
gelijkvormig. Ieder stukje van K dat opgebouwd wordt uit een van de deel-
lijnstukjes van een W,, kan door middel van schuiven, draaien en ‘opblazen’
geidentificeerd worden met de oorspronkelijke ‘hele’ K.

OPMERKING 3. Natuurlijk kan je ook hier weer algemenere structuren dan
KC definiéren, net als in de vorige paragraaf waarin C* de Cantor verzameling
C generaliseerde. In het geval van een gegeneraliseerde Koch kromme ontstaat
er wel het ‘probleem’ — dat helemaal geen probleem hoeft te zijn — dat deze
‘kromme’ zichzelf gaat doorsnijden.

4. DE LIMIET-CAPACITEIT VAN EEN VERZAMELING

In deze paragraaf, en in de rest van dit verhaal, beperken we ons tot deelverza-
melingen van het (platte) vlak. De verzamelingen die we beschouwen kunnen
dus maximaal dimensie 2 hebben. Alles wat we hier bespreken kan worden
gegeneraliseerd naar IV dimensies.

Het basis-idee achter het begrip ‘limiet-capaciteit’ is dat de dimensie van een
begrensde verzameling U C R? bepaald hoeveel ‘kleine vierkantjes’ er nodig
zijn om U te overdekken. Hierbij bedoelen we met ‘overdekken’ dat ieder ele-
ment van U in minstens een van de overdekkende vierkantjes zit.

Het lijnstuk [0, 1] kan natuurlijk (precies) worden overdekt met 2 vierkant-
jes S(3), dat zijn vierkantjes waarvan beide zijden lengte 3 hebben. In het
algemeen definiéren we S(¢) als een vierkantje met zijden van lengte €. Er
zijn 4 vierkantjes S() en, in het algemeen, n = n' vierkantjes S(1) nodig om
[0,1] te bedekken. Natuurlijk zijn er n? vierkantjes S() nodig om het ‘grote’
vierkant S(1) te overdekken. Aan de andere kant is er altijd maar 1 = n® S(%)

1
nodig om het punt (0,0) te overdekken. b

Als we nu ¢ schrijven in plaats van L en N (e) = N(e;U) introduceren als het
getal dat aangeeft hoeveel vierkantjes S(g) er nodig zijn om een gegeven ver-
zameling U C R? te overdekken, dan kunnen we concluderen dat AV(g) = =2
voor het duidelijk 2-dimensionale vierkant S(1), dat N(e) = ~! voor het 1-
dimensionale interval [0,1] en dat A'(e) = 1 = €° voor een 0-dimensionaal
punt. We zullen verderop zien dat er nog een aantal haken en ogen aan deze
conclusies zitten, maar, het lijkt duidelijk dat de dimensie van een verzame-
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ling U iets te maken heeft met de (absolute waarde van de) exponent van ¢ in
de uitdrukking voor NV (e;U). Nu hebben de zojuist gegeven drie voorbeelden
natuurlijk wel een zeer simpele, en bovenal regelmatige, structuur. Als gevolg
daarvan zijn deze voor relatief grote waarden van ¢ al zeer ‘netjes’ te overdek-
ken. Dit geldt natuurlijk niet voor alle waarden van e: S(1) wordt bijvoorbeeld
‘sluitend’ overdekt met 4 S (%)’s, maar voor waarden van ¢ die ook maar iets
kleiner zijn dan % geldt meteen dat N(e;S(1)) > 7 (maar niet automatisch
9, zie hieronder), met als gevolg dat er een aantal vierkantjes S(e) zullen zijn
die flink ‘uitsteken’ — we komen hier verderop nog uitgebreid op terug. Met
name voor verzamelingen met een wat meer grillig karakter zal gelden dat de
overdekking passender /nauwkeuriger wordt naarmate de waarde van € afneemt.
Gebaseerd op deze constateringen definiéren we de limiet-capaciteit limcap(U)
van een verzameling U C R? als volgt:

limcap(U) = — lim loiN—(iU—).
e—0 loge

(1)

Merk op dat in ieder geval geldt dat 0 < limcap(U) < 2, voor iedere (begrensde)
U C R? (omdat zeker geldt dat 0 < N (e;U) < Ce™2, voor zekere positieve
C). Opvallend is dat het niet uitmaakt welk grondtal we gebruiken voor de
logarithmes in (1), de extra omrekeningsfactor (bijvoorbeeld van e naar 10)
treedt in teller en noemer op en valt dus weg. Omdat N (g;S(1)) = &2 geldt
nu natuurlijk dat

-2
limcap(S(1)) = — lim 28¢

i —oge =2 = dim(S(1))

en, natuurlijk,
limcap([0,1]) =1 = dim([0,1]) en limcap(P = (p1,p2)) = 0= dim(P).

Dus, voor dit soort eenvoudige verzamelingen lijkt de formule (1) een correcte,
berekenbare uitdrukking voor de dimensie van een verzameling te geven.

Echter, tot nu toe hebben we de situatie iets eenvoudiger voorgesteld dan hij
in werkelijkheid is. We moeten eigenlijk het getal A/(g;U) precieser definiéren:
het is het minimale aantal vierkantjes S(¢) waarmee de verzameling U C R?
in z’n geheel overdekt kan worden. Deze voorwaarde dat A/ (e) minimaal is kan
a priori aanleiding geven tot een flink gepuzzel.

Laten we daarom nog eens terugkeren naar het vierkant S(1). Zoals we al
opmerkten geldt namelijk in het algemeen niet dat A'(g;S(1)) = 72, dat

is alleen het geval voor € = ;11— voor zekere n € N. Als we ¢ gelijk aan

% — o kiezen, en aannemen dat ¢ ‘klein genoeg’ is dan zien we meteen dat
4 < N(e) <9. Echter, N(e) is kleiner dan 9. Om dit in te zien maken we eerst
van 4 vierkantjes S(e) te samen het vierkant S(2¢), en geven dat de hoekpunten
(0,0), (0,2¢), (2¢,2¢), (2¢,0). Als we deze S(2¢) over S(1) met de hoekpunten

(0,0),(0,1),(1,1),(1,0) leggen dan blijft er nog een strookje ter breedte van o
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over langs de zijdes van S(1) die de punten (1,0), (1,1) en (0,1) met elkaar
verbinden. De ‘zuinigste’ methode om dit (smalle) strookje te overdekken is
om 3 vierkantjes S(g) te nemen: eentje leg je met het middelpunt op (1,1) zo
dat de diagonalen samenvallen met de twee onbedekte zijdes van S(1), de an-
dere 2 kunnen nu de resterende overgebleven stukjes van de nog open strookjes
overdekken door ook deze een kwartslag te draaien (en dus de diagonalen weer
parallel aan de zijdes van S(1) te kiezen). Dus, we hebben 7 S(g)’s nodig gehad
om S(1) te overdekken. Merk op dat dit alleen kan voor € behoorlijk dicht bij
%: zodra ¢ te klein wordt (of o te groot) zal het niet meer lukken om het over-
gebleven strookje op deze manier te overdekken (het volgt vrij eenvoudig dat
er zeker ruimte zal overblijven als ¢ < %\/5 a2 0.471...). Verder hebben we nog
niet bewezen dat er nu ook werkelijk geldt dat N (e) = 7 voor € dicht genoeg bij
1

31 wie weet lukt het toch met 6 vierkantjes S(e) als we de overdekking geheel

anders aanpakken.

Nu willen we een ‘werkbaar’ — en voor een computer berekenbaar — dimensie
begrip hanteren, en dan willen we bovenstaand combinatorisch gepuzzel natuur-
lijk vermijden. En dat kan ook met het in (1) geintroduceerde begrip limiet-
capaciteit. We zijn namelijk niet in de exacte waarde van N'(g) geinteresseerd,
maar alleen in het (exponentiéle) groeigedrag van N(g) als functie van ¢ als
€ — 0. We kijken daarom nog eens naar S(1). Als & voor zekere n tussen n+|-1
en L in zit, dan zal in ieder geval gelden dat n*> < N(g) < (n + 1)%. Ofwel,

voor ieder (< 1) geldt dat

1 1

Dus
. log(% - 1)? . . log(L+1)?
—_ _t < < — e .
Ehn% logz limcap(S(1)) EhII(l) loge

Beide limieten zijn gelijk aan 2: het maakt dus helemaal niet uit of we de
preciese waarde van A(e;S(1)) kennen, het vinden van een geschikte boven-
en ondergrens is al voldoende. Met andere woorden, het nemen van de limiet
maakt, in combinatie met de logarithmes, het exact bepalen van N (g) overbo-
dig! De combinatorische subtiliteiten worden er als het ware uitgefilterd.

De vraag is natuurlijk of dit geldt voor alle mogelijke verzamelingen U C R2.
. Allereerst beschouwen we verzamelingen U waarvan het ‘intuitief duidelijk’ is
dat dim(U) = 2. Wat betekent dat? In ieder geval dat U zo is dat er een
0 > 0 te vinden is zodat er een (wellicht zeer klein vierkantje) S(d) bestaat
dat in z’'n geheel in U past. Lukt het niet om zo’n S(d) te vinden, dan is het
namelijk meteen de vraag of U wel 2-dimensionaal is. Echter, alleen al om
S(8) te overdekken zijn er minstens een zekere constante xe~2 vierkantjes S(g)
nodig (als € klein genoeg is, en zeker kleiner dan §), zoals we zojuist gezien
hebben (voor § = 1, maar dat maakt natuurlijk niet echt uit). Er geldt dus dat
N(g;U) > Ce™2 (voor zekere C), zodat limcap(U) = 2 (omdat limcap(U) < 2
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voor alle begrensde U C R?). We concluderen dat dim(U) = limcap(U) = 2
voor elk van deze verzamelingen U.

Hetzelfde geldt voor verzamelingen die ‘duidelijk’ 1-dimensionaal zijn. Laat
v C R? zo’n duidelijk 1-dimensionale (begrensde) verzameling zijn: laten we
aannemen dat 7y een zogenaamde gladde kromme is. In dat geval heeft  een
welgedefinieerde lengte L., (zie Opmerking 4). Kies nu € klein genoeg en plaats
een vierkantje S(g) over . De doorsnede v N S(g) zal er ‘bijna’ uitzien als een
recht lijnstukje (door steeds dieper in te zoomen — ofwel: door ¢ steeds kleiner
te kiezen — wordt het net alsof -y lokaal niet langer gekromd is — dit komt na-
tuurlijk omdat we hebben aangenomen dat + ‘glad’ is). We kunnen S(e) dus
zo neerleggen dat v S(e) ingaat en uitgaat via twee diagonaal tegenover elkaar
liggende hoekpunten van S(g); v N S(e) valt dan dus bijna samen met een di-
agonaal van S(e), hetgeen betekent dat de lengte van vy N S(e) ‘bijna gelijk is’
aan £v/2. Door alle S(¢) op deze manier neer te leggen, en ze netjes op elkaar
te laten aansluiten zien we dat
L,

N(e;y) ~ T2 als € = 0,

waarbij het nu wel duidelijk is dat deze N (e;~y) daadwerkelijk het minimale
aantal vierkantjes S(e) is (hetgeen ook betekent dat de hierboven gevonden
N(g) = e7! voor v = [0,1] veel te grof was!). We zien nu dus ook dat voor
iedere gladde kromme v geldt dat dim(y) = limcap(y) = 1.

Ook voor verzamelingen Py bestaande uit eindig veel, ofwel NV, losse punten
geldt natuurlijk dat dim(P) = limcap(P) = 0 (eenvoudigweg omdat N (¢; Py) =
N, onathankelijk van ¢, als € klein genoeg is). Dus, we mogen concluderen dat
het begrip limiet-capaciteit inderdaad overeenkomt met ons intuitieve dimensie
begrip, tenminste, voor verzamelingen U waarvoor er geen twijfel kan bestaan
over de dimensie van U (zie opmerking 5). In de volgende paragrafen zullen
we zien dat de interpretatie van het begrip dimensie als limiet-capaciteit (1)
van het dimensie begrip ook een zeer berekenbare (en benaderbare) grootheid
maakt.

OPMERKING 4. Een gladde kromme -y wordt vastgelegd door een afbeelding
F = (f1,f2) : [0,1] —» R?, zodat v = {(f1(t), f2(t)) : t € [0,1]}. Voor beide
componenten f; moet nu gelden dat de afgeleide bestaat en continu is als func-
tie van ¢, voor iedere t € [0,1]. Dit betekent dat L. bestaat en eindig is (zie
bijvoorbeeld [8]). Merk ook op dat dit impliceert dat de Koch kromme K on-
mogelijk door zo’'n gladde afbeelding F' gegeven kan worden.

OPMERKING 5. De limiet-capaciteit is zeker niet de ‘beste’ generalisatie van
het dimensie begrip. Het is bijvoorbeeld zeer eenvoudig om te laten zien dat
de limiet-capaciteit van de verzameling van rationale getallen tussen 0 en 1,
QN (0,1), gelijk is aan die van het hele interval [0,1]: limcap(Q N (0,1)) = 1.
Echter, Q N (0,1) bevat slechts aftelbaar oneindig veel punten (zie bijvoor-
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beeld [8]) en is dus zeer ‘jjI’. In het bijzonder geldt dat Q N (0,1) dus veel en
veel minder punten dan de Cantor verzameling C* bevat, voor iedere a < 1
— zie Opmerkingen 1 en 2 en figuur 3 (!). In de volgende paragraaf zullen
we laten zien dat 0 < limcap(C%*) < 1 voor iedere a € (0,1) en het feit dat
limecap(Q N (0,1)) = 1 is dan dus niet erg ‘logisch’. Dit probleem kan wor-
den weggevangen door het begrip Hausdorff-dimensie in te voeren, dat gezien
kan worden als een generalisatie van de limiet-capaciteit en waarvan de waarde
samenvalt met die van de limiet-capaciteit voor alle andere in dit artikel ge-
noemde verzamelingen U C R2, zie [1, 7, 9].

OPMERKING 6. We hebben de wiskundige vraag of de in de definitie van
de limiet-capaciteit genomen limiet voor iedere mogelijke U C R? bestaat niet
gesteld. Het is inderdaad niet uitgesloten dat deze limiet niet bestaat, en dat
het quotiént in (1) tussen twee uitersten blijft op en neer schommelen als ¢ — 0.
In dat geval is de limiet-capaciteit gedefinieerd als de maximale waarde die het
quotiént aanneemt in de limiet € — 0.

5. VERZAMELINGEN MET FRACTIONELE DIMENSIE/LIMIET—CAPACITEIT
De limiet-capaciteit van de Cantor-verzameling C kan op een eenvoudige ma-
nier expliciet berekend worden.

Allereerst constateren we dat A(e,,;C) direct te bepalen is als £, = % 2% (%)”
voor zekere n > 1. Voor iedere waarde van n kunnen we de verzameling
Vi D C volledig overdekken met 2" vierkantjes S(e,) door ieder van de 2"
deel-lijnstukjes van V,, precies passend te bedekken met de diagonaal van een
vierkantje S(e,) — deze heeft voor deze waarde van £ namelijk exact de lengte
3 (zie figuur 2). Het is duidelijk dat deze waarde van A/ (g, C) voor deze keuzes
van ¢ inderdaad minimaal moet zijn. Als we ons nu even niets aantrekken van
alle andere mogelijke waarden van ¢ dan vinden we:
log N (en; C)

llmcap(C) = — Elil'_l;lo v =
n n

log 2™ . nlog2 _log2

im —=—— = lim = ~ 0.6309...
n—co log 371/2 nvoo nlog3 +1logv2 log3

Het preciese bewijs dat inderdaad limcap(C) = log2/log3 € (0,1) (!) heeft
" nog wat meer voeten in de aarde, omdat we vooralsnog alleen maar naar a
priori heel speciale waarden van e gekeken hebben. Maar, net als in het geval
van het vierkant S(1), volgt er dat deze andere waarden van € geen leidende
orde invloed hebben op de exponent van € in de uitdrukking voor A (g;C) in
de limiet € — 0. We zullen hier niet verder op ingaan.

Dus, de Cantor-verzameling C heeft een dimensie/limiet-capaciteit die niet ge-
lijk is aan een geheel getall Mede om deze reden wordt C wel een fractale
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verzameling genoemd. De verzameling C is dus duidelijk meer dan een verza-
meling losse punten (die zou dimensie 0 hebben), maar, zoals verwacht, ook
minder dan een ‘kromme’;, want dan zou de dimensie 1 hebben moeten zijn.

Op eenzelfde manier kunnen we de dimensie/limiet-capaciteit van de Koch
kromme K bepalen. Ook hier trekken we ons weinig meer aan van de vraag
of we wel voor iedere waarde van € de optimale — en dus ‘echte’ — waarde van
N(g;K) kennen. We zullen ons verder ook niet meer bezig houden met deze
kwestie, uiteindelijk kan met wat meer moeite worden laten zien dat dit — al-
weer — geen invloed heeft op de dimensie van K. Net als bij het bepalen van
limcap(C) maken we ook hier weer gebruik van het feit dat X aan de hand van
een limiet-procedure geconstrueerd is.

We kiezen wederom €1 = 1v/2 x 1 en zien dat we de verzameling Wi ne-
tjes kunnen overdekken met 4 vierkantjes S(e1) (zie figuur 4): ieder van de
4 lijnstukjes waaruit W; is opgebouwd laten we precies samenvallen met een
diagonaal van een overdekkende vierkantje S(e;), die per constructie exact de
goede lengte (= %) heeft (dit is natuurlijk volledig analoog aan de overdekking
van V,, hierboven). Anders dan bij C moeten we nu nog wel expliciet nagaan
of deze overdekking van W; ook een overdekking van K geeft. Dat was in het
geval van C automatisch duidelijk, omdat C C V,,, voor iedere n. Dit is na-
tuurlijk niet het geval voor K en de W,,’s (figuur 4) en heeft daarom nog enige
voeten in de aarde.

De overdekking van W, is zeker ook een overdekking van W5, want de 4 nieuwe
‘tentjes’ die in de volgende iteratie-stap op ieder van de deel-lijnstukjes van
W1 worden ‘opgezet’ liggen keurig binnen het vierkantje S(e1) dat het deel-
lijnstukje overdekt. Dit is eenvoudig na te rekenen, bijvoorbeeld, de ‘top’
T3 = (},75V3) van het ‘tentje’ op het eerste deel-lijnstukje [0, 3] van W,
(zie paragraaf 3) ligt duidelijk onder het hoekpunt van de overdekkende S(e;)
(dat natuurlijk op (%, 1) ligt). Dus ligt ook het hele ‘tentje’ binnen de overdek-
kende S(e;). Dit geldt dan automatisch ook voor de eerste iteraties van de 3
andere deel-lijnstukjes van W; (deze zijn namelijk op verschuiving en draaiing
na identiek aan de iteratie van [0, £]). De vraag is nu: overdekken de S(e1)’s
ook de volgende iteraties W3, Wy, etc. en uiteindelijk K7 Dit is a priori niet
duidelijk: er worden meer en meer ‘tentjes’ dichter en dichter bij de randen van
de S(e1)’s ‘opgezet’ (figuur 4).

Laten we eerst eens naar de volgende, fijnere, overdekking kijken. Door de
zelfgelijkvormigheid van K kunnen we de constructie van zojuist een stapje
dieper in het iteratie-proces herhalen: we kiezen e5 = % 2 X (%)2 en over-
dekken ieder van de 16 deel-lijnstukjes van W5 met een S(es) (weer zodat de
diagonaal van S(ez) samenvalt met het deel-lijnstukje). Door de gelijkvormig-
heid in de constructie van K geldt nu automatisch dat deze overdekking ook de
volgende iteratie W3 van W, overdekt. We kunnen nu terugkeren naar de vraag
of de overdekking van Wy door de 4 S(e1)’s ook W3, Wy, etc. overdekt. We be-
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schouwen hiervoor wederom de overdekking van het eerste deel-lijnstukje [0, %]
door S(e1). Het is direct expliciet na te gaan dat alle 4 de vierkantjes S(e2)
die de Wo-iteratie van [0, 3] overdekken binnen S(e;) liggen. Dit betekent dat
de overdekking van W; door de 4 S(g1)’s ook een overdekking geeft van Ws
(omdat de S(e2) overdekking van W, hierbinnen ligt en we weten dat deze W3
overdekt). Analoog zien we een iteratie-stap verder dat de S(e2) overdekking
van Wy ook W, overdekt (dit is weer het gelijkvormigheids-argument). Dit
betekent dan weer dat de S(e1) overdekking van W; de Wy overdekt. Etce-
tera. Deze constructie van ‘geneste overdekkingen’ kunnen we dus in z'n geheel
itereren: voor alle g, = % 2 X (%)” kunnen we de bijbehorende W,,, en alle
daar op volgende W, ,,.’s, overdekken met 4™ S(e,,)’s. Dit betekent dat al deze
overdekkingen tevens K overdekken, zodat we kunnen concluderen dat

log N (en; K) lim log4”  2log?2

limeap(K) = = lim = = I o anya ~ log3

~ 1.2618...

De Koch kromme K heeft dus inderdaad een dimensie (of beter: limiet-capaciteit)
die niet geheeltallig is en in ligt tussen 1 en 2!

De dimensie van de algemene Cantor verzameling C* zou ook weer op een-
zelfde manier als die van C en K kunnen worden bepaald. Echter, er is een
makkelijker manier, tenminste, als we de formule (1) nog iets ‘ruimer’ interpre-
teren. Deze relatie lijkt namelijk te impliceren dat voor € ‘klein genoeg’

N(e;U) = CelimeaprU) - yoor zekere C > 0. (2)

Dat dit niet per se zo hoeft te zijn was al in Opmerking 6 geconstateerd, echter,
voor de meeste verzamelingen U is dit een zeer bruikbare benadering, die we
ook in de rest van dit verhaal zullen gebruiken. Met deze formule, en het feit
dat C* zelfgelijkvormig is, is limcap(C®) zonder at teveel expliciet rekenwerk
te bepalen.

De linkerkant van de verzameling C%, de verzameling C{ = C* N V|, vormt
natuurlijk de helft van de gehele C* en kan dus ook met half zoveel vierkantjes
S(e) worden overdekt:

N(g, Cf) = %J\/(E,C‘I).

Aan de andere kant kunnen we C{* ook ‘opblazen’, ofwel vermenigvuldigen
met een factor, zodat C{ precies samenvalt met de oorspronkelijke C* (C* is
tenslotte zelfgelijkvormig). Omdat de lengte van V;* gelijk is aan 3 (1 — «) (zie
paragraaf 2), zal de opblaasfactor % zijn. Door dit opblazen verandert ook
de grootte van de overdekkende vierkantjes S(g): S(e) blaast op tot S(:2z¢).
Dus, een overdekking van C{* met S(e)’s geeft door ‘opblazing’ een overdekking
van C* met S(72-¢)’s, hetgeen betekent dat

2
N(Eacla) = N(l—_——a—s,CQ)
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Deze laatste twee formules te samen geven de relatie:

%J\/’(E,C"“) = N( g,C%)

l-«a
Als we nu aannemen dat (2) exact geldt, dan betekent dit dat

2
=0,

%Cs_d =C( )~%~% met d = limcap(C®).

Hieruit kunnen C en ¢~¢ worden weggedeeld, zodat volgt:

log 2

d=1i ¢ = .
imeap(C*) log2 —log(1l — a)

Deze enigszins formele afleiding van limcap(C®) kan ook wiskundig hard wor-
den gemaakt, maar daar gaan we hier verder niet op in (zie ook [1, 7, 9]).

We kennen al drie expliciete waarden van limcap(C®): limcap(C!) = 0 (want
C' = {0,1}), limcap(C®) = 1 (want C° = [0,1]) en natuurlijk limcap(C?) =
log2/log3. Deze 3 waardes kloppen keurig met de algemene uitdrukking
(al moet voor &« = 1 wel een limiet genomen worden). Verder valt op dat
limcap(C®) monotoon afneemt als @ van 1 naar 0 loopt (met precies tussenin
limcap(C?) = +1): C* geeft ons dus de mogelijkheid om voor ieder getal d tussen
0 en 1 een verzameling te construeren waarvan de dimensie/limiet-capaciteit
precies gelijk is aan d!

6. HET BENADEREN VAN DE DIMENSIE VAN EEN ATTRACTOR/PUNTENWOLK
We keren nu terug naar de oorspronkelijke vraag uit de Inleiding: hoe moet
je de dimensie (of nu: limiet-capaciteit) van een verzameling, of attractor, of
puntenwolk, 4 ‘meten’? Het grootste probleem hierbij is dat deze puntenwol-
ken ‘in de praktijk’ door een computer gegenereerd worden, en dat je dus altijd
maar eindig veel van deze punten kent (zie figuur 1). Natuurlijk gaan we er
hierbij vanuit dat deze verzameling, of attractor in het geval van figuur 1, wel-
degelijk uit oneindig veel punten zal bestaan, het is alleen praktisch onmogelijk
om al deze punten te bepalen.

De ‘officiéle definitie’ van de limiet-capaciteit, (1), kan hiervoor niet gebruikt
worden: er wordt een limiet € — 0 genomen, en voor een verzameling van ein-
dig veel punten zal dat altijd betekenen dat de limiet-capaciteit = 0 is. Echter,
we kunnen wel weer gebruik maken van de benadering als in (2): voor ¢ klein
genoeg, maar niet te klein, zal gelden dat

. log N (g5 A)

limcap(A) ~ T loge (3)
En hierbij hebben we het ons zelfs nog makkelijker gemaakt. We hebben
N (g; A) namelijk vervangen door A(g;.A). Dit betekent dat we niet langer
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‘gedwongen’ willen zijn om te gaan ‘spelen’ met vierkantjes S(g) om zo te pro-
beren de verzameling A zo ‘zuinig mogelijk’ te overdekken (hetgeen nodig is
om N(g; A) te bepalen). In plaats daarvan fixeren we gewoon de vierkantjes
S(e) in een rooster (als op een ruitjespapier, zie figuur 5) en tellen de ‘ruitjes’
die een stukje van A overdekken. De uitkomst noemen A (e;.A). Dit getal
geeft natuurlijk alleen een bovengrens op N (e;.4), maar we hebben in de vo-
rige paragraaf toch steeds al gezien dat het hebben van de preciese waarde van
N (e; A) er niet echt toe doet bij het bepalen van limcap(A) (zie Opmerking
7).

Het ‘berekenen’ van N (e; A) is natuurlijk zeer eenvoudig te programmeren,
hetgeen duidelijk maakt waarom deze, a priori grotendeels formele benadering
zo populair is. De op deze manier bepaalde dimensie van een object heeft zelfs
een eigen naam gekregen: de boz-counting dimension, een naam die precies zegt
wat het is (Opmerking 7). De box-counting aanpak geeft ons (en vele met ons)
een ideaal handvat om een schatting te maken van attractors als in figuur 1 en
maakt van het begrip dimensie een experimenteel meetbare grootheid.

Voor we hier aan gaan beginnen moeten we nog even stilstaan bij een gevaarlijk
aspect van deze methode. We beschouwen hiertoe (alweer) het eenheidsvier-
kant S(1), op een rooster dat is opgebouwd uit vierkantjes S(0.1). Als we de
zijdes van S(1) precies samen laten vallen met de assen van het rooster dan is

N(0.1;,5(1)) = 100 en geeft de box-counting aanpak ons met behulp van (3)
de volgende ‘benadering’

log100

— P = 2,
log0.1 0

limcap(S(1)) ~
Echter, de dimensie van S(1) mag natuurlijk niet veranderen als we S(1) met
de een of ander factor ‘opblazen’. Maar, als we S(1) twee keer zo groot maken,
dan vinden we, op hetzelfde rooster (dat we dus niet mee opblazen):

_log 400

limcap(S(2)) ~ Tog 0.1

= 2.602...,

En, een opblaasfactor 1 geeft (nog steeds op het S(0.1) rooster):

B log 25
log0.1

limcap(S(0.5)) ~ =1.397..,,

Dat zijn nogal verschillen. Waar ligt dat aan? Laten we nog eens naar bena-
dering (2) kijken en deze in de vorm van (3) schrijven:

_logN(s;A) —logC
loge '

limcap(A) =

Dus, benadering (3) is veel ‘grover’ dan (2). Natuurlijk komen beide uitdruk-
kingen overeen als ¢ echt heel klein wordt, maar voor niet al te kleine & heeft



34 Arjen Doelman

6
Y
-6
-6 6
X
6
Y
-6
-6 6

FIGUUR 5. Twee overdekkingen van de attractor A uit figuur 1. De eerste overdekkingen
geeft de schatting limcap(A) ~ 1.62, de tweede (meer nauwkeurige) limcap(A) =~ 1.58.
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de extra term ‘—log C’ een significante invloed op de uitkomst. In de boven-

staande voorbeelden is het natuurlijk duidelijk wat de waarden voor C' moeten
zijn: Cg) =4, Cs1) = 1 en Cg(o.5) = 0.25. Geen wonder dat S(1) de beste
benadering geeft: log Cs(;) = 0! Met deze extra correctie-term volgt nu

_log400 —log4 90 = _log25 —1og0.25

limeap($(2)) ~ log0.1 B log 0.1

~ limcap(S(0.5)).
Dit betekent in de praktijk dat we er voor moeten proberen te zorgen dat we
onze attractor 4 zo schalen dat de waarde C'4 — die we niet kennen en eigen-
lijk ook niet willen kennen — zo dicht mogelijk bij 1 ligt. Het bovenstaande
voorbeeld geeft aan dat dit betekent dat we de absolute afmeting van A niet
‘te groot’ (zoals bij S(2)) en niet ‘te klein’ (zoals bij S(0.5)) mogen maken,
tenminste, als we de € niet zo klein kunnen maken als we maar willen (hetgeen
eigenlijk altijd het geval is). In de praktijk betekent dit dat we .4 zo schalen
dat A ‘ongeveer passend’ overdekt wordt door één vierkant S(1).

We kunnen nu de tot dusver ontwikkelde theoretische kennis toepassen op de
attractor A in figuur 1.

Eerst gaan we kort in op de achtergrond van deze attractor. Deze is ver-
kregen met behulp van een computer-simulatie van een model, in de vorm
van een dynamisch systeem, dat de modulatie van de getijde-golf in een zeker
geidealiseerd bekken (denk hierbij aan een baai, een fjord of een haven) be-
schrijft (zie [5]). Met modulatie bedoelen we hier dat de punten in figuur 1
niet de exacte waterstanden representeren, maar de veranderingen ten opzichte
van de door ‘iedereen’ verwachtte perfect periodieke — en dus zeker niet chao-
tische — eb en vloed cyclus. Grofweg gesproken kan je zeggen dat ieder puntje
in figuur 1 (of figuur 5) een ‘meting’ van de waterstand tijdens springvloed
representeert. Dit betekent dat de computer het dynamische systeem, in dit
geval een (gewone) differentiaalvergelijking, simuleert en, in de fysische tijd,
eens in de 28-dagen een waarde van X en Y geeft; zo'n waarde bepaalt een
puntje in figuur 1. Het volgende puntje volgt 28 dagen later. Het getal 28
staat natuurlijk voor de periode van de springvloed-cyclus. In figuur 1 staan
meer dan 5000 van deze puntjes, dus, deze figuur beschrijft de eb en vloed
dynamica in het bekken over een periode van zo’n 400 jaar. De waarden X
en Y representeren de amplitude en de fase van (een getransformeerde en ge-
schaalde versie van) het getij; de amplitude, of wel de geschaalde hoogte van
de waterstand, volgt uit v X2 +Y? (zie [6] voor meer details en voor de oor-
spronkelijke versie van figuur 1). De voor de hand liggende vraag ‘Waarom zou
het getij chaotisch zijn?’ kan hier niet zo een, twee, drie worden beantwoord
(en het antwoord valt ook volledig buiten de context van dit verhaal). In de
artikelen [6] en [2] wordt uitgelegd hoe de nietlineariteit in het model die ver-
oorzaakt wordt door de geometrie van het bekken (ofwel de vorm en structuur
van de bodem) aanleiding kan geven tot chaotisch, en dus onregelmatig, gedrag.

De assen in figuur 1 en 5 geven aan dat X,Y € (—6,6). Dit betekent dat
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de attractor A4 ‘behoorlijk groot’ is: grof gezegd wordt 4 zo’n beetje passend
overdekt door het vierkant S(12). Om de zojuist geconstateerde vertroebelende
invloed van de constante C 4 zoveel mogelijk te reduceren schalen we A zodat
we S(12) kunnen vervangen door S(1). Dit komt in figuur 5 neer op het ne-
geren van de +6-en langs de assen: we definiéren de punten links onderaan de
twee (grote) vierkanten in figuur 5 als (0,0) en rechts bovenaan als (1,1).

In het eerste plaatje in figuur 5 is het vierkant overdekt met 144 kleinere vier-
kantjes. Dit betekent dat &€ = {5: S(1) wordt overdekt door een rooster van 144
S(5)’s. Enig telwerk levert dat 56 van deze S(55)’s een of meer elementen van
A bevatten: N/ (755 A) = 56. Dit geeft met behulp van (3) de eerste benadering
van limcap(A):

__ log 56

limcap(A) = og 12 =1.6199...

Fijnere roosters geven: A/ (575 A) = 158 (het bijbehorende plaatje staat niet in
deze tekst) en N (355 A) = 289 (het tweede plaatje in figuur 5). Dit geeft de
volgende, meer nauwkeurige, benaderingen:

__ log 158 __ log 289

li ~ —— = 1.5929... li ~ ——— = 1.5812...
imcap(A) Tog 24 5929... en limcap(.A) Tog 36 58

Deze 3 opeenvolgende benaderingen komen dus uitstekend overeen. Zonder na
te denken over de nauwkeurigheid van de benaderingen lijkt in ieder geval de
conclusie dat limcap(A) = 1.6 gerechtvaardigd.

Heeft het nu nog zin om een nog fijnere overdekking te beschouwen, en zo
een nog betere benadering van limcap(.4) proberen te vinden? Het antwoord
hierop is ‘nee’. Er zijn namelijk al een aantal vierkantjes S (3—16) aan te wijzen
waarin geen van de ruim 5000 punten van A liggen, en die dus niet meetellen
voor N (31—6, A), maar waarvan het duidelijk is dat er wel punten van A in zou-
den liggen als we meer punten van A hadden gehad (zie bijvoorbeeld in figuur
5 de 5(31—6)’3 in de 6-de rij, 29-ste kolom en de 8-ste rij, 31-ste kolom). Dus,
terwijl je zou denken dat er zoveel punten zijn dat een fijner rooster zeker nog
zou kunnen, blijkt voor deze waarde van € al dat we ‘last hebben’ van het feit
dat we zo ‘weinig’ punten hebben. Dit probleem wordt natuurlijk alleen maar
groter als we € nog kleiner kiezen. Dit betekent dat A(e;.4) voor kleinere &
(veel) te klein gaat worden en we dus een steeds grotere fout in de benadering
van limcap(A) gaan maken. Zie ook de discussie in de volgende paragraaf.

OPMERKING 7. Voor een wiskundig preciesere definitie van de box-counting
dimension dienen we N (g;.A) in (1) te vervangen door N(e; A). Natuurlijk is
het a priori weer niet duidelijk of de limiet ‘altijd’ dezelfde uitkomst zal geven.
We gaan hier wederom niet verder op in en verwijzen naar [1, 7, 9] voor meer
details.
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7. DIsScUSSIE

We hebben in dit verhaal laten zien hoe het intuitieve begrip dimensie gemathe-
matiseerd en gekwantiseerd, ofwel berekenbaar, kan worden. Met behulp van
de formules (1), (2) en (3) kunnen we nu voor allerlei verzamelingen de dimensie
bepalen. Soms kan dat analytisch, soms is hiervoor een benaderingsprocedure
en een computer nodig. Het is ook duidelijk dat er eigenlijk geen goede reden
meer is om aan te nemen dat de dimensie van een ‘object’/verzameling geheel-
tallig moet zijn.

Vooral de laatste formule (3) geeft ons ook de mogelijkheid om de dimensie
van een door de computer gegenereerde of zelfs van een experimenteel waarge-
nomen ‘data-set’ te schatten. Met behulp van (3) en gedetailleerde kaarten kan
nu zelfs een schatting worden gemaakt van een ‘natuurlijk fractaal object’ als de
kustlijn van Engeland (zie [7]). Bij alle toepassingen van (3) dient men wel ten
alle tijde bewust te zijn van de beperkte geldigheid van deze uitdrukking. We
hebben gezien dat je zelfs bij een behoorlijk grote en nauwkeurige data-set als
die van figuur 1 al vrij snel ‘in de problemen’ komt. Bij experimentele geogra-
fische of biologische ‘toepassingen’ van de box-counting dimension aanpak zijn
deze problemen nog eens veel groter: er is meestal een relatief grote meetfout
en het aantal betrouwbare ‘waarnemingen’ is vaak klein. In dit soort situaties
is het dan ook maar de vraag wat de betrouwbaarheid of waarde van uitspraken
over, bijvoorbeeld, ‘de dimensie van de kustlijn van Engeland’ is. Echter, dat
neemt niet weg dat het met de hier gepresenteerde wiskundige ideeén mogelijk
is om gestructureerd en nauwkeurig over dit soort kwesties na te denken.

Je zou verwachten dat de begrippen limiet-capaciteit en box-counting dimen-
sion vooral binnen de theorie en de praktijk van het interdisciplinaire vakgebied
dynamische systemen van groot belang zijn. Echter, om attractors in dyna-
mische systemen goed te beschrijven en te begrijpen zijn subtielere en meer
geavanceerde begrippen noodzakelijk. In die zin is het begrip limiet-capaciteit
slechts de eerste stap in de richting van de ontwikkeling van een ‘dynamisch’
dimensie begrip. Een van de belangrijkste redenen hiervoor is het feit dat de
limiet-capaciteit geen rekening kan houden met inhomogeniteiten in de verde-
ling van punten over een attractor A als in figuur 1. Het is zeer duidelijk dat
sommige gebieden van A veel vaker ‘bezocht’ worden dan anderen (zie figuur
5). De limiet-capaciteit kan dit niet ‘meten’ en geeft daarom vaak een onbe-
trouwbaar beeld ‘de dimensie’ van een attractor. We verwijzen naar inleidende,
maar vaak toch nog redelijk geavanceerde, teksten als [1, 3, 9, 10] waarin meer
geschikte en dynamische begrippen als correlatie-dimensie en Lyapunov expo-
nent worden geintroduceerd.

VERANTWOORDING/DANKWOORD. Een belangrijk gedeelte van het ‘mate-
riaal’ in dit verhaal is gebaseerd op Barteld Braaksma’s hoofdstuk ‘Gebroken
dimensies en fractale verzamelingen’ in [1], dat dieper op de materie ingaat.
De figuren zijn gemaakt door Harmen van der Ploeg.
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Uitputting en Evenwicht — Officiéle en Experimentele
Bepalingen van Oppervlakte en Inhoud Sinds de Oudheid

Jan van Maanen
Rijksuniversiteit Groningen
e-mail: maanen@math.rug.nl

In hoeverre was er in de Oudheid ‘experimentele’ wiskunde? Wanneer noemen
we wiskunde eigenlijk ‘experimenteel'? Als er stevig gerekend wordt? Als de
aanpak niet meteen in een vakje te plaatsen is? Was chaostheorie twintig jaar
geleden 'experimenteel’ en is het nu officiéle wiskunde geworden?

In de Griekse Oudheid leefden vergelijkbare vragen al. In elk geval was in de
vlakke meetkunde duidelijk welke methoden acceptabel waren en welke niet.
Neem de vraag naar de omvang van een gesloten vlakke figuur, een driehoek
bijvoorbeeld. Wij beantwoorden deze vraag tegenwoordig door een reéel getal
te noemen: de oppervlakte, ofwel het aantal eenheidsvierkanten waarmee de
driehoek precies bedekt kan worden. In navolging van Euclides deden Griekse
meetkundigen dat anders. De omvang van een driehoek gaven ze aan in de vorm
van een quadratuur, dat is de constructie van een vierkant dat even groot was
als de drichoek. En die constructie moest plaatsvinden volgens de spelregels die
Euclides in de Elementen had vastgelegd: met passer en liniaal en in een eindig
aantal stappen.

Bij dit soort vragen, die in de Oudheid voor allerlei gesloten vlakke en ruim-
telijke figuren gesteld werden, verlieten sommige wiskundigen het officiéle pad.
Archimedes bijvoorbeeld permitteerde zich het gebruik van illegale methoden,
meer in het bijzonder het splitsen van een figuur in oneindig veel delen die hij
aan een balans in evenwicht bracht met delen van een andere figuur. Maar hij
deed dat alleen om een oplossing op het spoor te komen. De juistheid bewees hij
vervolgens met ‘nette’ meetkunde en een redenering in een eindig aantal stappen.

1. RIJST KOKEN

Zomer 1996. Ik zit in een restaurant in Braga (Portugal). Er staat, naast
andere heerlijkheden, rijst op tafel, en ik spreek met Eduardo over hoe wij zelf
rijst koken. We blijken dezelfde regel te hanteren: op één kop rijst doen we
twee koppen water in de pan. Meteen zegt Eduardo: “op deze manier vond
Archimedes de inhoud van de kegel”. In schaakpartijen heet dat een nieuwtje,
iets wat iemand op het bord tovert om de ander te verrassen —heel toepasselijk
in een restaurant trouwens. Het duurde even voor Eduardo aan mijn glimlach
kon zien dat zijn opmerking aangekomen was. Waarop doelde hij?
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In de eerste plaats is er een vuistregel, die in keukens ontstaan is en die van
generatie op generatie doorgegeven wordt: op één deel rijst doe je twee delen
water. '

In de tweede plaats is er het historische gegeven hoe de klassieke meetkundi-
gen, zeg Euclides en Archimedes, werkten met het begrip inhoud. Ze drukten de
inhoud van een lichaam uit door het te vergelijken met een standaard-lichaam,
net zoals wij eigenlijk. Als wij zeggen

Inhoud kegel = §7r7"2h

dan geven we aan hoe vaak een eenheids-kubus in de kegel past, namelijk het
reéle getal 27r?h keer. Dankzij de integraalrekening is het tegenwoordig geen
probleem meer om een lichaam met gebogen grensvlakken te vergelijken met
een kubus. Bij Archimedes lag dat heel anders, sterker nog: twee- en driedi-
mensionale objecten met gebogen grenzen vergelijken met objecten met rechte
of vlakke grenzen was de kern van zijn wiskundige onderzoek. Archimedes
duidde de inhoud van de kegel in eerste instantie aan door hem te vergelijken
met een even hoge cilinder op dezelfde grondcirkel:

Inhoud kegel = é x Inhoud cilinder met zelfde grondvlak en hoogte

Hiermee hebben we de sleutel voor de interpretatie van Eduardo’s opmerking.
Als je rijst in een ronde pan gooit, vormt het een kegel op de bodem van de pan,
even aangenomen natuurlijk dat er niet te veel rijst is. Bij het koken wil je dat
de rijst helemaal onder water staat. Rijst en water samen vormen een cilinder,
waarvan de rijst volgens de vuistregel één derde deel uitmaakt. De vuistregel
komt dus precies overeen met Archimedes’ bepaling van de inhoud van een
kegel. De vraag of Archimedes inderdaad een dergelijke heuristiek gebruikte,
en of hij er bewijskracht aan toedichtte, staat verder centraal in dit verhaal.

2. DE QUADRATUUR VAN DE CIRKEL

Een goed voorbeeld van de officiéle aanpak van oppervlakteproblemen via uit-
putting is de eerste stelling uit de Cirkelmeting van Archimedes. Deze luidt:

Stelling 2.1. Een willekeurige cirkel is even groot als een rechthoekige driehoek
waarvan één rechthoekszijde gelijk is aan de straal van de cirkel en de andere
rechthoekszijde gelijk is aan de omtrek van de cirkel.

Deze stelling verplaatst het probleem van de quadratuur van de cirkel naar
de rectificatie —rechttrekking— van de cirkel. Stel dat je met passer en liniaal een
lijnstuk kunt construeren dat even lang is als de omtrek van C'. Dan verander je
eerst de cirkel C' in de rechthoekige driehoek D, want volgens Archimedes zijn
die twee even groot. En van elke driehoek is de quadratuur elementair (zie de
stappen in Figuur 1), voor een rechthoekige driehoek al helemaal. Maar verder
dan het aantonen dat de quadratuur en de rectificatie van de cirkel equivalent
waren, kwam Archimedes niet met een exacte oplossing van het quadratuurpro-

bleem. Zijn benadering 312 < omtrek

middellijn < 3% was natuurlijk een fenomenaal
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en heel practisch alternatief voor de exacte oplossing, die trouwens zeer lang een
open probleem bleef. Pas in 1882 bewees Lindemann dat de exacte quadratuur
van de cirkel met passer en liniaal onmogelijk is.

Laten we Archimedes’ bewijs bekijken (Figuur 2).

Bewijs. Stel dat de cirkel C groter of kleiner is dan de rechthoekige driehoek D.
Ik ga laten zien dat dat beide veronderstellingen tot een tegenspraak leiden,
dus de enige mogelijkheid die overblijft is dat de cirkel even groot is als de
driehoek.

Stel nu eerst dat C groter is dan D. Maak dan het ingeschreven vierkant ABCD,
deel de bogen AB, BC, CD en DA middendoor, deel de helften opnieuw mid-
dendoor, en ga zo door totdat de cirkelsegmenten die buiten de ingeschreven
veelhoek liggen, samen minder zijn dan het verschil tussen cirkel C en driehoek
D.

Dus is de veelhoek groter dan D.

Maar ON, de afstand van het middelpunt tot de zijde van de veelhoek, is
kleiner dan de straal van C en dus ook kleiner dan de kortste rechthoekszijde
van D. En de omtrek van de veelhoek is kleiner dan de omtrek van de cirkel
en dus ook kleiner dan de andere rechthoekszijde van D. Dus is de veelhoek

Maak eerst van de
driehoek een rechthoek

| “\\\ Maak dan van
~\ "de rechthoek
.___JM een vierkant

Ficuur 1. De quadratuur van de driehoek, uit [7]. In de laatste stap wordt ge-
bruikt dat hoek CNM recht is, zodat CD : DN = DN : DM = DN : DB en
dus DN?> = CD x DB.

kleiner dan D, maar dit is in tegenspraak met de eerdere constatering dat de
veelhoek groter is dan D. C kan dus niet groter zijn dan D.

De andere veronderstelling, dat C kleiner is dan de driehoek D leidt met
een soortgelijke redenering over een eindige rij omgeschreven veelhoeken tot
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een tegenspraak. Zie bijvoorbeeld [4, pp. 148-150], [6, pp. 91-93] of [8] voor
het complete bewijs. , O

Het proces dat Archimedes hier gebruikt wordt exhaustie genoemd, uit-
putting. De achtergrond van deze naam is duidelijk: je kunt de cirkel met
ingeschreven veelhoeken zo ver uitputten (zo vol maken, of met omgeschreven
veelhoeken zo nauw insluiten) als je wilt. Dijksterhuis vond exhaustie trouwens
“wel de slechtste naam, dien men kon bedenken.” [2, p. 122]. Het principe
is namelijk dat de figuur helemaal niet uitgeput wordt, want Archimedes doet
het juist zo dat het proces na een eindig aantal stappen stopt. Vanaf Euclides
(rond 300 v.Chr.) was de bewijsmethodiek op dit punt heel precies. Euclides
geeft in de Elementen een stelling (boek X, stelling 1), die bij het onderzoek
naar het afbreken van het proces zeer goed van pas komt:

Stelling 2.2. Indien, wanneer twee ongelijke grootheden witgezet zijn, van de
grootste een stuk, groter dan de helft, wordt afgenomen en van de rest een stuk,
groter dan de helft, en indien dit steeds zo doorgaat, dan zal er een grootheid
overblijuen, die kleiner zal zijn dan de uitgezette kleinste grootheid. [in de
vertaling van Dijksterhuis]

FIGUUR 2. Archimedes' figuur bij de Cirkelmeting

Bij het opvullen van C gaat het om de ruimte tussen C en de ingeschreven veel-
hoek, die kleiner moet worden dan het verschil tussen C en D. Bij de overstap
van ingeschreven vierkant naar ingeschreven achthoek worden vier driehoeken
afgenomen van de ruimte tussen C en het ingeschreven vierkant. Driechoek ABE
is er één van; deze is gelijk aan de helft van een rechthoek met basis AB en
dezelfde hoogte als het cirkelsegment. Aangezien de rechthoek groter is dan
het cirkelsegment, is driehoek ABE groter dan de helft van het segment, en
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de vier driehoeken samen nemen dus meer dan de helft van de ruimte buiten
het ingeschreven vierkant weg. Bij de volgende stappen blijft dit argument van
kracht, en dus kan stelling 2.2 hier toegepast worden (ook al doet Archimedes
dat niet expliciet, wellicht heeft hij gevonden dat het hier wel erg voor de hand
lag): in een eindig aantal stappen is de ruimte buiten de veelhoek kleiner ge-
worden dan het verschil van C en D.

Archimedes’ aanpak heeft het grote voordeel dat het begrip ‘oneindig’ (of ‘on-
eindig klein’) vermeden wordt. Het heeft tegelijk het grote nadeel dat een bewijs
uit het ongerijmde nodig is, hetgeen alleen mogelijk is als het resultaat al be-
kend is. Nu is voor de cirkel de analyse die tot het resultaat leidt, niet zo heel
ingewikkeld. Dit wordt bijvoorbeeld mooi toegelicht door een figuur uit 1698
van de Japanse wiskundige Sato Moshun (Figuur 3), die aannemelijk maakt
dat C is gelijk aan de rechthoek met als zijden de straal en halve omtrek van
C; deze figuur is hier gekozen wegens haar visuele aantrekkelijkheid —historisch
gezien is het waarschijnlijk dat Satd Moshun het werk van Archimedes gekend
heeft— en deze figuur is dus geen analyse vooraf maar een toelichting achteraf
bij het resultaat van Archimedes. Maar bij andere figuren, zoals bijvoorbeeld
het paraboolsegment, ligt het meteen veel ingewikkelder.

3. DE QUADRATUUR VAN HET PARABOOLSEGMENT

In de zestiende eeuw werden de eerste werken van Archimedes gedrukt. Na
enkele publicaties van losse werken, verschenen verzamelde werken in Basel
(1544) verzorgd door Venatorius en in Venetié (1558) door Commandino. In
deze edities bevond zich een tractaat over De quadratuur van het paraboolseg-
ment. De vraag was: als van een parabool door een koorde een segment wordt
afgesneden, wat is daarvan dan de quadratuur?

Archimedes gebruikt in zijn oplossing wat we zulllen noemen de standaard-
ingeschreven driehoek: bij het segment dat door koorde AB is afgesneden zijn
A en B hoekpunten van deze driehoek, en het derde hoekpunt C is het punt
waar de raaklijn aan de parabool evenwijdig is aan AB. Archimedes bewees:

Stelling 3.1. Het paraboolsegment is % keer de standaard-ingeschreven drie-
hoek.

Het principe van het bewijs zal intussen duidelijk zijn: Archimedes werkt
ook in dit geval met uitputting. Maar het raadsel zit hem in de vraag hoe hij
aan het resultaat gekomen is, want dat ligt hier niet zo voor de hand als in het
geval van de cirkel. Straks meer hierover, eerst de grote lijnen van het bewijs
van de stelling.

Bewigs. In Figuur 4 is V' het midden van koorde ¢@, en PV is de toegevoegde
middellijn. Deze deelt alle koorden die evenwijdig zijn aan ¢ middendoor, en
in het eindpunt P is de raaklijn evenwijdig aan q@). Driehoek ¢QP is dus de
standaard-ingeschreven driehoek bij koorde ¢@). Tevens zijn bij de koorden qP
en PQ de standaard-ingeschreven driehoeken qPr en PQR getekend.
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FIGUUR 3. De cirkelmeting volgens Saté Moshun, overgenomen uit [10]

Uit de eigenschappen van de parabool leidt Archimedes eerst af dat

opp. A PQq=8xopp. A PQR.

Dit geldt ook als je AqPr neemt in plaats van APQR. De twee standaard-
ingeschreven driehoeken in de tweede stap zijn dus samen een vierde deel van
APQq uit de eerste stap. De oppervlakte van de in het segment ingeschreven
veelhoek in de n-de stap is dus

(1+5+ G2+ ) x aras

Voor deze meetkundige reeks leidt Archimedes af dat de som gelijk is aan

4 1 1
z — = x (3)" x APQq.
5 X APQq— 3 x ()" x APQq

Stel nu, zegt hij, dat het segment groter is dan % x AP@Rq. Ga dan zo ver met
de ingeschreven figuur dat die ook groter is dan % x APQq. Dat kan, want het
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FIGuuR 4. De quadratuur van het paraboolsegment via uitputting

verschil tussen segment en veelhoek neemt per stap met minstens de helft af,
dus als het segment groter is dan % x APQq, dan is de ingeschreven veelhoek
dat vanaf een bepaalde stap ook. Het geeft wel een tegenspraak, want de
oppervlakte van elke ingeschreven figuur is de som van de meetkundige reeks,

en die is minder dan 3 x APQq.

Dan zou het segment nog kleiner kunnen zijn dan % x APQq. De ingeschreven
veelhoek zou dan zeker ook kleiner moeten zijn dan % x APQq. Maar door
ver genoeg door te gaan met het opvullen komt er een ingeschreven veelhoek
waarvan de oppervlakte zo dicht tegen % x APQq aan ligt dat hij groter is dan

het paraboolsegment. Dat geeft ook een tegenspraak.

De enige mogelijkheid die overblijft is: opp. segment PQq = % x APQq. O

Stelling en bewijs hebben wiskundigen eeuwenlang voor raadselen geplaatst. Je
kunt deze uitputting namelijk alleen gebruiken als je al weet aan welke, door
rechte lijnen begrensde figuur het segment gelijk is, want anders weet je niet
welke twee alternatieven je moet uitsluiten. Hoe kwam Archimedes aan zijn
resultaten?

Zoals het vaker gaat met historische vragen kwam het antwoord doordat er in
1906 in Constantinopel een nieuw document opdook. Het was een religieuze
tekst uit de 13de eeuw, maar die bleek geschreven te zijn op perkament waar
in de 10de eeuw al eerder op geschreven was, in Byzantijns Grieks, een zoge-
naamde palimpsest. De Deense classicus en wiskundige Johan Ludvig Heiberg
had begrepen dat de oudste, weggekrabde tekst nog net leesbaar was, en dat het
een wiskundig document was. Hij kreeg een beurs, trok naar Constantinopel
en ontcijferde met veel moeite en grote deskundigheid een onbekend werk van
Archimedes, de Methode van de mechanische stellingen (1907). Daarin bleek
dat Archimedes oppervlakte (inhoud) onderzocht door de figuren (lichamen) in
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strookjes (schijfjes) op te delen, en die aan een balans in evenwicht te brengen
met figuren (lichamen) waarvan hij de oppervlakte (inhoud) al kende. Onder
meer bevatte het nieuwe Archimedes-handschrift, dat trouwens op 29 oktober
1998 door Christie’s in New York voor 2 000 000 US Dollar geveild werd, een
brief van Archimedes aan Eratosthenes over de manier waarop hlJ de quadra-
tuur van het paraboolsegment had ontdekt.

]

M

K
E
W

fé

0

FiGuuRr 5. Quadratuur via evenwicht

De figuur bij Archimedes’ analyse (Figuur 5) is als volgt opgebouwd. Eerst
is er segment ABC van een parabool; B op de parabool is het eind van de
toegevoegde middellijn BD, D is dus het midden van koorde AC. Verder zijn
in C' de raaklijn aan de parabool en in A de lijn evenwijdig aan BD (en dus
ook evenwijdig aan de as van de parabool) getrokken. Deze lijnen snijden
elkaar in F', het verlengde van BD snijdt de raaklijn in E. Het verlengde van
CB snijdt AF in K, en wordt nog een keer verlengd met een stuk K H dat
gelijk is aan CK. Archimedes beschouwt C'H als een balans, met het midden
K als draaipunt. Vervolgens deelt hij het paraboolsegment op in lijnstukken
evenwijdig aan DB. Een ervan, willekeurig gekozen, is PO. Het verlengde van
PO snijdt de raaklijn in M en CK in N. Nu past hij zijn kennis van de theorie
van kegelsneden toe. Hieraan ontleent hij een lemma dat we hier verder niet
zullen bewijzen, maar dat bijvoorbeeld analytisch direct te verifiéren is:

Lemma 3.2. MO :0OP =CA: AO.

Dit geeft, toegepast op ED ook: ED : BD = AC : AD = 2 : 1, zodat
EB = BD, waaruit weer volgt: MN = NO en FK = KA.
Uit het lemma en gelijkvormigheid volgt: MO : OP =CK : KN =HK : KN.
Hang nu een lijnstuk, even lang als PO in H aan de balans (Archimedes noemt
dit lijnstuk T'G). Omdat OP x HK = MO x KN maakt PO (hangend in
H) evenwicht met MO (hangend in N). Je kunt dus lijnstuk voor lijnstuk
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de parabool ophangen in H, en houdt evenwicht met de verzameling van alle
lijnstukken MO, als die in hun midden vastgemaakt zijn aan KC.

Dan vervangt Archimedes de verzameling van alle lijnen MO door de hele
driehoek ACF', die hij in het zwaartepunt W aan KC vastmaakt. W ligt dus
zo op de zwaartelijn KC dat CW : WK = 2 : 1, en de arm KW waaraan
driehoek ACF hangt is dus %K C. Dus:

AACF :segment A ABC =3:1

maar AACF = AACK (omdat K het midden is van AF) en dus AACF =
4 A ABC (omdat B het midden is van CK). Met elkaar gecombineerd geeft
dit

segment ABC = —:1); AN ACF = g— A ABC

Maar Archimedes zag dit niet als bewijs, want “deze redenering geeft een soort
bevestiging dat de conclusie juist is. Omdat we zien dat de stelling niet bewezen
is, maar we wel de indruk hebben dat de conclusie juist is, moeten we ons
baseren op een meetkundig bewijs dat ik zelf ontdekt en reeds bekend gemaakt
heb.”

Balanceren van lijnstukken mag je wel op een idee brengen, maar je moet dat
idee vervolgens met een meetkundig bewijs hard maken. Experiment gaat bij
Archimedes dus samen met het streven naar formele correctheid.

4. BOL, KEGEL EN CILINDER

Dat inhoud van de cilinder drie maal de inhoud van de kegel met zelfde grond-
vlak en hoogte is, had Euclides al bewezen, langs de officiéle weg der uitputting
(Elementen boek XII, stelling 10). Archimedes gaat er met zijn mechanische
methode mee verder, en vindt de relatie tussen de inhoud van een bol en de
inhoud van de kegel die een grote cirkel van de bol als grondcirkel heeft en de
straal van de bol als hoogte.

Deze analyse volgt hier, als toegift, in een tekst voor 5/6 VWO, bewerkt door
Anne van Streun (Figuur 6).
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redeneringen. Hij had niet de b ikking over de al
notaties die wij af en toe gebruiken om de red ingen duidelijk te
maken. Archimedes maakte veelvuldig gebruik van de ‘hefb "
die in het kort op het volgende neerkomt:

Als een balans in evenwicht is geldt: <——~d.—+—dz—->

=

Gy . Gz

Deze wetmatigheid gebruikte hij om de inhoud van een bol te
berekenen.

Er was reeds bekend dat de inhoud van een cilinder met grondvlak G
en hoogte / gelijk was aan G - h = nr2h, als r de straal is. Tevens
wist men dat de inhoud van een kegel met grondviak G en hoogte h
gelijk was aan 3Gh = jnrh, waarbij r de straal van de grondcirkel is.

In de kende bal pstelling van Archi hangen een bol
met straal r en een kegel met hoogte = straal v.d. grondcirkel = 2r
aan een punt op afstand 2r van het ophangpunt. Een cilinder met

hoogte = straal = 2r is vast bevestigd aan de andere balansarm.

(a) Toon aan dat de drie gekl
elke waarde van x.

(b) Toon aan dat (bij gelijke dichtheid van de lichamen) uit het
evenwicht volgt: 2r - (/oo + /ueget) = 7 * cilinder.
Leid hieruit de inhoudsformule af voor een bol met straal r.

schijfies icht maken voor

36

FIGUUR 6. De methode van Archimedes bestemd voor 5/6 VWO, [11, p. 36]
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Snel Oplossen Is een Experiment Waard
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Bij wetenschappelijk rekenwerk wordt de meeste rekentijd verstookt aan het op-
lossen van stelsels lineaire vergelijkingen. Die stelsels kunnen behoorlijk groot
van omvang zijn, zoals bijvoorbeeld bij stromingsproblemen waarbij elke verge-
lijking weergeeft hoe de waarde van een lokale (onbekende) grootheid (zoals de
stroomsnelheid) afhangt van de waarden in de directe omgeving. Men beperkt
zich daarbij tot waarden over een van te voren vastgelegd rooster en het aantal
roosterpunten bepaalt de omvang van het lineaire stelsel. In Figuur 1 zien we
zo’n rooster schematisch aangegeven voor het doorrekenen van oceaanstromin-
gen. Bij elk knooppunt hoort een onbekende en een vergelijking waarin deze
onbekende gekoppeld wordt aan onbekenden uit de naaste omgeving in het
rooster. Omdat we meestal veel roosterpunten nodig hebben om een redelijke
nauwkeurigheid te halen, hebben we dus ook veel vergelijkingen. Een pret-
tige bijkomstigheid is wel dat er in elke vergelijking maar een paar onbekenden
voorkomen. De matrix van het stelsel staat dus grotendeels vol met nullen. We
zullen daar later in dit verhaal nog dankbaar gebruik van maken.

We zien dat het rooster in de figuur uit een viertal verschillend aangege-
ven deelroosters bestaat. Dat komt omdat dit model in onze Utrechtse groep
daadwerkelijk gebruikt is om oceaanstromingen door te rekenen, om te zien hoe
onze oplosschema’s zich gedroegen. Het probleem was voor een enkele computer
echter te groot en daarom werd het rekenprobleem over vier samenwerkende
computers verdeeld. De rekenschema’s die we zullen introducéren lenen zich
redelijk voor een dergelijke parallelle verwerking.

Zoals aanstonds duidelijk zal worden leidt het bepalen van de onbekenden uit
grote selsels problemen tot zeer omvangrijk rekenwerk. De aanpak via directe
(Gauss-)eliminatie van onbekenden is vaak onaantrekkelijk, dat zag Gauss in
1823 ook al in, zij het om andere redenen dan pure rekensnelheid [2]. Hij
stelde in dat jaar een iteratieve methode voor om stelsels van 4 vergelijkin-
gevergelijkingenn met 4 onbekenden, die voortkwamen uit driehoeksmetingen,
nauwkeurig op te lossen.

Laten we eerst maar eens kijken hoe dat elimineren ook al weer in zijn werk
gaat. We bekijken als voorbeeld het stelsel
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Fi1GuuRr 1. Het rekenrooster voor een oceaanstroming

Het veeg-proces verloopt als volgt. Men trekt 21—0 keer de eerste rij van de

tweede rij af en daarna nog eens % keer de eerste rij van de derde. Daardoor
zijn er in de eerste kolom nullen gekomen en ziet het stelsel er als volgt uit
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Toevallig staat er nu ook in de tweede kolom een 0 onder het diagonaal element
en kan het stelsel zonder veel moeite opgelost worden. Dat leidt tot de oplossing
3 =1,x9 =1, en 1 = 2. Merk op dat we exact gerekend hebben. Dat is in
dit geval niet zo lastig omdat er ‘mooie’ getallen uitkomen. Echter, wanneer
er, zoals in meer realistische situaties, getallen met een paar decimalen achter
de punt optreden, dan kan het exact rekenen tot zeer gecompliceerd rekenwerk
aanleiding geven. De kans op rekenfoutjes is niet denkbeeldig en het is dan
na controle lastig om op te sporen waar de rekenfout zit. Gauss had daar ook
veelvuldig last van.

Gauss had een behoorlijk fysisch inzicht en wist dat de gewenste oplossingen
voor zijn stelsels (voortvloeiend uit driehoeksmeting) componenten van dezelfde
grootteorde hadden. Omdat in zijn stelsels ook de diagonaalelementen sterk
overheersten, komt de grootste bijdrage van de oplossing in het rechterlid van
de componenten die met een diagonaal element vermenigvulodigd zijn; in ons
voorbeeld dus 10z;, 7zs, en 6z3. Dat betekent dat als we in het stelsel de
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buitendiagonaal coefficienten verwaarlozen, dus
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we van het verstoorde stelsel een redelijke benadering voor de oplossing van
het ongestoorde stelsel mogen verwachten, in ons geval: z; = 2.1, 2 = %, en
T3 = %. Dat is inderdaad een, zij het wat grove, benadering voor de gewenste
oplossing. Deze vorm van benadering staat tegenwoordig ook wel bekend als
de Gauss-Jacobi benadering, omdat de wiskundige-astronoom Jacobi er ook
gebruik van maakte bij het berekenen van baanafwijkingen voor de planeten in
ons zonnestelsel.

Gauss pakte het nog wat slimmer aan. We kunnen het oorspronkeelijke
stelsel wat meer intact laten door alleen de coefficienten in de rechter boven-

driehoek door nullen te vervangen. Dat leidt tot het stelsel

10 0 O T 21
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en dit stelsel heeft als oplossing z; = 2.1, zo = Z'—79—5, en r3 = %. Dit is

inderdaad nauwkeuriger (hoewel dat niet altijd hoeft te gelden; er zijn situaties
waarbij deze aanpak geen verbetering geeft).

Al met al hebben we voor ons kleine probleempje tegen een slechts geringe
besparing een beroerdere oplossing gekregen. Voordat we verder gaan, past
daarom een beschouwing over de kosten van deze verschillende aanpakken.
Voor een stelsel met n vergelijkingen en n onbekenden zijn we bij het vegen
van de eerste kolom 2(n — 1)? rekenoperaties kwijt (als we geen gebruik maken
van de nullen die in het stelsel zelf al voorkomen). Daarna, voor de tweede
kolom, bedragen de rekenkosten 2(n — 2)? operaties. Hieruit volgt dat voor
het vegen van de gehele onderdriehoek, de rekenkosten ongeveer %nB bedragen.
Het oplossen van het resterende bovendriehoeksstelsel kost dan nog ruwweg n?
operaties, en voor grotere n valt dat relatief in het niet. De kosten voor het
verkrijgen van de exacte oplossing lopen dus op met de derde macht van n.
Men gaat gemakkelijk na dat de benaderingen die met het benedendriehoeks-
gedeelte van het stelsel berekend worden, verkregen worden tegen kosten die
evenredig zijn met de tweede macht van n. Voor grote problemen ligt hier dus
een enorm voordeel voor het grijpen.

Echter: Hoe nu deze benaderde oplossing goedkoop te verbeteren? Ook
daar had Gauss natuurlijk aan gedacht. Om zijn aanpak te beschrijven, gaan
we over op matrixotatie. Deze was in uss’ tijd nog niet bekend en dat maakte
de beschrijving van zijn rekenaanpak wat omslachtig. We schrijven het stelsel
als

Ax = b,
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met
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Het benedendriehoeksgedeelte van A noteren we met L:

10 0 0
L=|3 7 0],
1 0 6

en dan is de benaderde oplossing dus verkregen uit het oplossen van
Lz =b.
Voor verbetering van deze oplossing zoeken we naar het ontbrekende deel Ax:
AZ+Az) =0
en hiervoor geldt dus
ANz =b— Az =r.

Het ligt nu voor de hand om Az ook weer met een Gauss benadering te bere-
kenen, dus we bepalen Az uit

LAz =7
en we corrigeren met deze benadering onze eerste schatting Z:
T=7I+ Az.

We kunnen deze truc natuurlijk blijven herhalen en dat levert ons de volgende
iteratieformule op

D = 20 4 L1 — Az®),
waarbij de vector y = L~ (b — Az()) berekend wordt door
Ly =b— Az®

op te lossen.

We voeren dit proces nu uit voor ons kleine stelseltje. Bij gebrek aan betere
informatie starten we maar met z(®) = 0. In Tabel 1 staan de resultaten voor
de eerste drie iteratiestappen weergegeven.
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TABEL 1. Resultaten voor drie Gauss-iteraties

stap 1 2 3

1 2.1000 2.0017 2.000028
T 1.1357 1.0023 1.000038
T3 0.9833 0.9997 0.999995

Zoals we zien, neemt het aantal correcte decimalen met ongeveer 2 per stap
toe. Dat is natuurlijk niet altijd het geval: het hangt af van de mate waarin
de diagonaal in A overheerst.

De rekenkosten per iteratie stap bedragen ruwweg 2n? operaties (optellin-
gen, aftrekkingen, vermenigvuldigingen) voor het berekenen van Az(?, plus nog
eens n? voor het oplossen van het benedendriehoeksstelsel met L, dus totaal
~ 3n® operaties per stap. De oplossing via de directe veegmethode vergt ~ 2n?
operaties, dus als je met het benaderde resultaten na minder dan

2 4 oy 2
(5n°)/Gn?) = 2n
slagen tevreden bent, dan heb je rekenwinst geboekt.

Voor Gauss had het rekenen met deze iteratie methode ook enorme voor-
delen: het was weliswaar, voor n = 4 niet zo efficiént in termen van rekeno-
peraties als het directe oplossen, maar hetgrote voordeel voor hem was dat je
de benaderingen niet nauwkeurig hoeft uit te rekenen. Reken- en afrondfouten
corrigeren zichelf als het ware in het verdere verloop van de teratie. Aan het
residu b — Az() dat je toch moet uitrekenen, kan je in iedere stap zien hoe
goed de gevonden benadering bij het gegeven stelsel past. Hij schreef dan ook
opgetogen in een brief aan zijn collega Gerling dat je dit half in je slaap kon
uitvoeren, danwel dat je onderwijl aan andere zaken kon denken.

Gauss had het geluk dat zijn stelsels sterk diagonaal dominant waren, waar-
door bij hem het iteratieroces redelijk snel convergeerde, ongeveer zoals in het
voorbeeld dat wij bekeken hebben. Bij de zeer grote lineaire stelsels, zoals die
bijvoorbeeld in oceaanstromingen optreden, is dat vrijwel nooit het geval en
dan convergeert de Gaussethode akelig langzaam of zelfs helemaal niet. Men
heeft dus al heel lang uitgekeken naar snellere alternatieven.

We keren terug naar de basisiteratieormule

2D = g0 4 17— Az®)
= 20 4 710, (1)
met 79 = b — Az(). We zullen verder, voor het gemak, maar aannemen dat

de startvector zo gelijk is aan de vector met allemaal nullen.
Door vergelijking (1) te vermenigvuldigen met —A en er links en rechts b bij
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op te tellen, krijgen we

b— Azt = p— Az — AL
PO+D) L) _ A1)
(I —AL™Y)r(®, (2)

Vergelijking (2) geeft een relatie tussen twee opeenvolgende resiductoren en we
kunnen deze formule herhaald toepassen. We krijgen dan

P+ = (1 = ALY
(I — ALY+ (b — Az(©)
= (I —ALYHHlp,
Kennelijk kan het residu in de i + 1-ste stap geschreven worden als allerlei
machten van AL~! maal de vector b. Merk op dat we nooit, maar dan ook echt
nooit, de matrix L™! zelf uitrekenen. Dat zou veel te inefficiént zijn. Omdat
deze matrix steeds voorkomt in een product dat wordtwordt losgelaten op een
vector, komt het er dus op neer dat we in staat moeten zijn de vector y = L™ 'z

uit te rekenen voor zekere z. Dat gaat op de inmiddels bekende manier, door
y op te lossen uit

Ly =z.

We kijken nu nog eens naar de oorspronkelijke iteratie en we zien dat we deze
herhaald kunnen toepassen, zodat we de volgende vorm overhouden
20D = () 4 1,0
= =D 4 =161 | 1-1,.0)

1
= 2043 L0
Jj=0

i
= > L0, (3)
=0
We kunnen dat nog wat handiger herschrijven:
L7400 = L=YI - AL™Y)b

= (I-L"A)JL™'.

Uit vergelijking (3) leren we dat z(**!) geschreven kan worden als een combi-
natie van de vectoren

L', L7 AL, (L7 A)2 L™, ... , (L7 A)'L™'b.

Zo’n ruimte, die opgespannen wordt door opeenvolgende machten van een ma-
trix (in ons geval L™1A), losgelaten op een vaste vector (in ons geval L~'b),
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heet een Krylov-rruimte, naar de Russische wiskundige A.N. Krylov. Krylov
maakte voor zijn berekeningen in de dertiger jaren van de vorige eeuw gebruik
van deze ruimten, maar het duurde tot rond 1950 voordat dat voor lineaire
stelsels een beetje succesvol begon te worden.

Lanczos kwam in 1952 op het idee om te onderzoeken of de Krylov-ruimte
betere benaderingen bevatte dan de benadering die door het Gauss-proces
wordt opgeleverd [4]. Hij merkte op dat het werk dat gedaan moest worden om
de basis vectoren te berekenen ongeveer net zo veel was als het werk dat in het
Gauss-iteratie proces verstookt moest worden: namelijk voor uitbreiding van
de basis is een operatie met A nodig en een keer oplossen met L. De vraag rijst
wel meteen of deze basis geschikt is om mee te rekenen en Lanczos had al snel
in de gaten dat de ‘Krylov’-basis vectoren niet erg orthogonaal waren; erger
nog, ze hebben na een aantal stappen meestal een zeer kleine hoek met elkaar.
Hij kwam daarom op het idee om van meet af aan een orthogonale basis voor
de Krylov-ruimte te construeren. Dat gaat als volgt. De eerste vector is L™'b
en deze delen we door zijn lengte:

vy = L7/||L710))5.
Vervolgens laten we hier de operatie L' A op los
wy = L7 Av,.
We hebben nu twee vectoren en we trekken van w de projectie op vy af ! :
z1 = wy — (wq,v1)01.
We normeren dit resultaat en dat levert ons de tweede orthogonale basisvector
vz = 21/ 212

Dit proces zetten we voort. Stel dat we j stappen hebben uitgevoerd, dan
hebben we dus de onderling orthogonale vectoren vy, v, ... , v;. De volgende
vector krijgen we door de operatie L™! A op v; los te laten en er vervolgens de
projecties op alle voorgaande vectoren vanaf te trekken:

R -1 .
w; = L7 Av
J
zo= wi— Y (wy,v;)v
k=1
vier = zj/llzll2
De set vectoren vy, v, ..., v; vormt een set van onderling loodrechte basis-

vectoren (met lengte 1) voor de Krylov-ruimte van dimensie j. We moeten nu
nog in deze ruimte de beste benadering voor de oplossing bepalen. Dit deed
Lanczos op een zeer handige manier. We vatten de basis vectoren op als de
kolommen van een matrix:

Vi=[vi]vz] ... |vj],

! Met (z,y) noteren we het inproduct tussen de vectoren z en y
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dan kunnen we het resultaat van het orthogonalisatierocess schrijven als
L7'AV; = Vi Hjp (4)

met H; 1 ; een j+ 1 bij j~dimensionale matrix met de volgende elementen

[ (w1,v1)  (w2,v1) (wz,v1) -+ (wj,v1) ]
lzill (w2,v2) (ws,v2) -+  (wy,v2)
0 ”32”2 (’lU3,’U3) (wj7v3)
Hji1; = : :
0 0 0 e (w,v)
. 0 0 0 0 Izl

Nu merken we op dat elke vector, en dus ook de gezochte benaderde oplos-
sing, in de j dimensionale Krylov ruimte geschreven kan worden als z(¥) = Viv,
waarbij y een vector is met j coordinaten. Nu moeten we nog aangeven wat
we met beste benadering zullen bedoelen. Lanczos vond het prima als het
residu dat bij die benadering past loodrecht op de Krylov-ruimte stond. Om
die Krylov-uimte bij het stelsel te laten passen, keek hij naar het residu voor
de vergelijking

L7 YAz = L7'.
Dan eisen we dus dat
L' — L 'AzW) L {vi,v2,...,v;},
ofwel
L7'h— L_lAij 1 {v1,v9,...,05}.

Door nu keurig de loodrechtheid voor alle vectoren uit te schrijven en gebruik
te maken van de observatie dat '

L_lb = ||L"1b|l21}1

en van vergelijking (4), komen we tot het verrassende resultaat dat de vector
y oplossing is van het j bij j stelsel

(wlvvl) (w27vl) (’UJ3,’U1) (’U)j,U]) Y1 ”L_leZ
||Zl||2 (w27v2) (’U.)3,'UQ) (wjvv2) Y2
0 lz2ll2  (w3,v3) - (w;,v3) Ys | = 0
0 0 0 lzj-1ll2  (wj,v;) Y 0

Met de gevonden oplossing y construeren we de benaderde oplossing z; sim-
pelweg als z; = Vjy.
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Een aantal opmerkingen is hier op zijn plaats. Lanczos bedacht deze me-
thode oorspronkelijk voor het geval dat L~ A symmetrisch, of liever symmetri-
seerbaar, was. In dat geval kunnen er enorme vereenvoudigingen worden aan-
gebracht vanwege het feit dat dan (wg,v;) = 0 voor alle j < k—1. Dat betekent
een grote winst in efficiency. De resulterende methode is in zijn uiteindelijke
vorm gepresenteerd in 1954 door Hestenes en Stiefel, onder de naam geconju-
geerde gradiéten methode [3]. Pas veel later werd de niet-symmetrische variant
populair. De meest bekende en gebruikte variant voor niet-symmetrische ma-
trices is GMRES, in 1986 voorgesteld door Saad en Schultz [5].

Bereken ro = b — Axg voor start vector zg
fori=1,2,...
Los Oop Zi—1 uit KZi_l =Ti-1
Pi—1 =Tj_12i-1
ifi=1
P1 =20
else
Bi1 = pi—1.
i1 pi—

2 )
Pi = zi—1 + Bi—1Pi-1
endif
¢ = Api
. — Pi-1
Qi P} i
Ti = Ti—1 t Qi
i =Tio1 — Qg
stop indien residu klein genoeg
end;

F1GUUR 2. De geconjugeerdegradiéntenmethode

Laten we nog eens op een rijtje zetten wat we gedaan hebben:

— We zijn uitgegaan van de simpele Gauss-iteratie (ook wel Gauss-Seidel-

iteratie genoemd).

Die iteratie levert benaderingen in Krylov-ruimten op.

Met net zoveel werk kan ook meteen een basis voor die Krylov-ruimten

geconstrueerd worden.

De constructie levert meteen de coefficiénten van een klein stelsel op.

— Oplossing van dat kleine stelsel leidt tot een optimale benaderde oplossing
in de Krylov-ruimte van de gegeven dimensie.

|

Dit lijkt tot ingewikkelde code aanleiding te zullen geven, maar we zien in
Figuur 2 dat dit, voor de geconjugeerdegradiéntenmethode reusachtig meevalt.
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Is deze aanpak nu werkelijk zoveel goedkoper dan directe oplosmethoden of
dan de oorspronkelijke Gauss methode? Dat hangt af van het aantal iteratie-
slagen dat nodig is. Dat aantal hangt weer af van de gekozen basis-iteratie. In
plaats van L kan je natuurlijk ook andere delen K van de matrix A afsplitsen,
zolang dat maar een goedkoop te berekenen benadering oplevert. Dat gebeurt
tegenwoordig vaak met onvolledig uitgevoerde veegprocessen. Hoe onvolledig
je dat nog mag doen om toch een efficiénte methode te krijgen is niet bekend,
het hangt op een onbekende manier van het probleem af. Dit aspect vereist veel
ervaring en veel geéxperimenteer, maar het levert dan ook vaak groot succes op.
De oceaanstromingen kunnen meer dan een factor n sneller opgelost worden in
vergelijking met slim uitgevoerde veegmethoden (die gebruik maken van de vele
nullen in het stelsel). Bij NASA rekende men ooit uit dat de krachtverdeling,
die optreedt bij de lancering van de ruimteshuttle, met het Gauss-veegproces
meer dan 520,000 jaar rekentijd op een supercomputer zou vereisen. Met de
standaard Gauss-iteratie treedt vrijwel geen convergentie op en die is dus on-
bruikbaar, maar de geconjugeerdegradiéntenmethode, in combinatie met een
onvolledig veegproces, vroeg slechts een tiental minuten rekentijd.

Voor het oceaanprobleem uit Figuur 1 kon het stromingsprofiel uiteindelijk
in luttele seconden op een normaal werkstation berekend worden: de grootte
van de pijlen in Figuur 3 geeft de sterkte van de stroming aan.

F1GUUR 3. De berekende oceaanstroming

De zogenaamde Krylov-iteratie methoden worden op uiteenlopende gebieden
met succes toegepast: Oceaanstromingen, Oliereservoir simulatie, electrische
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circuits, mechanische constructies, tunnelboringen, vliegtuigontwerp, medische
toepassingen, etc.

Ondanks het feit dat de methode steeds toegesneden moet worden op een
bepaalde klasse van problemen bieden ze zoveel snelheidswinst dat men niet
meer zonder kan. Er vindt nog steeds zeer veel onderzoek plaats op dit gebied.
Er worden hele congressen gewijd aan het ontwerp van bruikbare afsplitsin-
gen K van de matrix van het stelsel, en de publikaties op dit gebied behoren
tot de meest geciteerde artikelen uit de wiskunde. Een artikel over een effi-
ciente Krylov-methode voor niet-symmetrische stelsels (in feite een combinatie
van het geconjugeerdegradiénten-idee met de GMRES methode) was het meest
geciteerde wiskunde artikel uit de jaren negentig [6].

Voor een goed overzicht van iteratieve methode en verdere verwijzingen zie
het zogenaamde Templates boek [1].
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1. INLEIDING

CABRI is een computerprogramma om te tekenen, meer niet. Okee, het is een
handig gereedschap om de figuren die gewoonlijk de meetkundeboeken bevolken
op scherm of papier te krijgen. Maar dat verandert niets aan de meetkunde
waar die boeken eigenlijk over gaan.

Waar, allemaal waar. CABRI is inderdaad alleen maar gereedschap. Maar
wel een gereedschap waardoor het makkelijker wordt splinternieuwe vermoedens
in de vlakke meetkunde op te sporen, bewijzen ervoor te vinden, of nieuwe ver-
banden tussen oude bekenden te leggen. Daarover gaat dit verhaal: CABRI als
onderzoek- en experimenteergereedschap in de vlakke meetkunde.

De voorbeelden in dit artikel zijn geselecteerd om juist dit gebruik van
CABRI te illustreren. Het programma is ook nuttig bij volgzaam bestuderen
van ‘bestaande’ meetkunde, bij het maken van mooie tekeningen bij de grote
klassieken als de Feurbachcirkel en de deltoide van Steiner, maar in dit artikel
zoeken we expliciet naar de méérwaarde van CABRI bij eigen, bescheiden of
geavanceerd, onderzoek.

1.1. Verkrijgbaarheid CABRI

De officiéle naam van het

CABRI GEOME T‘ R E@» Bl programma en de ontwer-

Het Interactive Meetkunde Schetsboek pers staan uiteraard vermeld
Door Jean-Marie Laborde & Franck Bellemain . ..
Versie 1.0 MS Windows op het infoscherm dat bij
Voor meet informatie tel. 020-5823430 starten van CABRI vertoond
et s wordt. In Nederland wordt
CABRI  gedistribueerd door
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1.2. Inhoudelijk overzicht
Er zijn vier bijna los van elkaar staande delen.

Deel I: Draaiende lijnen.

Eigenlijk is de basis voor dit deel een stelling die een belangrijke plaats heeft in
het Voortgezette Meetkunde programma van wiskunde B2: de stelling van
de constante omtrekshoek. De stelling wordt bekeken en toegepast vanuit
een standpunt dat dicht aansluit bij de dynamische mogelijkheden van CA-
BRI waardoor bewijzen zich laten stroomlijnen.

Deel II: Tweemaal onderzoek doen met CABRI

Een recent probleem en een inleiding op een spectaculair stukje 19¢-eeuwse
vlakke meetkunde. In beide gevallen gaat het om meetkundige plaatsen of
banen van bewegende punten. Bij het eerste geval is de baan onverwacht van
vorm en is deze zelf onderwerp van onderzoek; in het tweede geval gebruiken
we ‘meetkundige plaats’ als gereedschap bij zoeken naar een bewijs.

Deel III: Hoe betrovwbaar is het JA van CABRI?

Bij werken met CABRI vallen de mooie resultaten je soms zomaar in de schoot.
Dit artikel bevat diverse voorbeelden daarvan. CABRI levert echter geen be-
wijzen, laat alleen verbanden zien. Maar als CABRI zegt dat drie punten op
een lijn liggen, is dat dan zeker zo? Die betrouwbaarheidsvraag is belangrijk
voor wie iets ontdekt. Het is frustrerend te zoeken naar een bewijs voor iets
dat alleen maar waar lijkt en het niet is.

CABRI zegt in dit gedeelte JA tegen een bewering, waarvan wij al bij voor-
baat weten dat het NEE moet zijn. Maar CABRI gaat niet zomaar de fout in;
een achtiende-eeuws mechaniek uit de wereld van de stoommachine moet uit
de kast komen om CABRI tot dit valse getuigenis te brengen. CABRI is eigenlijk
heel betrouwbaar onder ‘normale’ omstandigheden.

Deel IV: Wat is construeren nu eigenlijk?

Van de oude Grieken moest het met passer en liniaal. Waarom eigenlijk? En
wat gebeurt er als we de constructiemiddelen uitbreiden? In dit gedeelte con-
strueren we de regelmatige zevenhoek, voeren we de trisectie van de willekeurige

hoek uit en ‘gebruiken’ we de kwadratuur van de cirkel als nieuw constructie-
middel.

1.3. Doe het zelf!

De lezer wordt uitgedaagd met de voorbeelden zelf te gaan experimenteren.
Daartoe zijn de CABRI-bestanden die gebruikt worden, beschikbaar gemaakt.
Ze zijn op te halen op de downloadpagina van het wisweb, dat te bereiken is via
de www-site van het Freudenthal Instituut: http://www.fi.uu.nl. Klik jezelf
via nederlands naar wisweb en downloads en haal daar CWI-2001-CABRI op. De
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gevonden bestandsnamen corresponderen met vermeldingen tussen blokhaken
als [bestand.fig] in dit artikel.

Er is geen inleiding-CABRI-voor-beginners opgenomen. Zulke inleidingen
zijn beschikbaar bij enkele van de grotere wiskundemethoden, zoals Moderne
Wiskunde en Getal en Ruimte. Zie [18], [7]. Een zeer korte ‘hands-on’ inleiding
is opgenomen in de bundel ‘Werkstukken wiskunde B’, [14]. Veel extra in-
formatie is ook te vinden via de homepage van Dick Klingens, [11].

Bij enkele van de voorbeelden worden minder vanzelfsprekende mogelijkhe-
den gebruikt; in die gevallen wordt verwezen naar constructietips. Deze staan
aan het einde van dit artikel, voér de literatuurverwijzingen. Bijvoorbeeld over
HELP: zie constructietip 1.

Deel I: Draaiende lijnen

2. KLEINE ONTDEKKING OVER GESPIEGELDE CIRKELS

Het volgende is bekend: als we de omgeschreven cirkel van een driehoek in de
zijden van de driehoek spiegelen, dan gaan de drie spiegelbeelden door één punt
en dat punt is het hoogtepunt van de driehoek.

Wat zou er gebeuren als we uitgaan van een willekeurig punt S in driehoek
ABC - liever niet het hoogtepunt van ABC — en dan de cirkels door S waarvan
de driehoekszijden koorden zijn in die koorden spiegelen? Was S wel het hoog-
tepunt van ABC, dan vonden we driemaal dezelfde omgeschreven cirkel, maar
wat gebeurt in andere situaties? Het is typisch een vraag, die roept om CABRI-
aanpak omdat het probleem dan snel getekend kan worden en er gekeken kan
worden naar eventuele opmerkelijheden.

FiGuur 1.

Maar zie ook constructietip 2 en constructietip 3. De beloning kwam direct.
De drie spiegelbeelden blijken verassenderwijs door één punt te gaan, T in de
figuur. Een fraai resultaat; het verscheen ‘toevallig’ bij het voorbereiden van
deze cursus. Zonder CABRI was het al een hele toer geweest ook maar één
ligging van deze configuratie nauwkeurig te tekenen. En dan nog zou het door
één punt gaan van de drie cirkels bij T een bijna-toevalligheid kunnen zijn.
Nt kan ik in de CABRI-tekening door verslepen van punten gemakkelijk vele
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liggingen onder ogen krijgen. T" dartelt het vlak over als we .S verslepen, maar T
is er steeds wél, als we tenminste afzien van voor de handliggende uitzonderin-
gen, zoals S als hoogtepunt van de driehoek of S op de omgeschreven cirkel. Zo
raak je overtuigd: er is iets nieuws ontdekt. Of iemand anders dat eerder heeft
ontdekt? Ach, ik hoop het voor hem of haar, want zo’n ontdekkingsmoment is
een bijzonder prettige ervaring, die je iedereen graag gunt.

Na de overtuigende experimenten — want dat waren het — komt de vraag:
hoe bewijs je zoiets?

Ervaren meetkundepuzzelaars komen hier wel uit. Ze kennen hun gereed-
schap: hoeken en bogen zal het wel moeten worden en al snel staat de figuur
vol tekentjes en extra lijnen waarbij hoeken vergeleken, opgeteld of afgetrokken
worden, naar gelang de ligging van S ten opzichte van de driehoek.

Voor ons de vraag: kan CABRI hier helpen een bewijs te vinden en liefst
een dat correct, overzichtelijk en volledig is? Dat kan, via de omweg van een
CABRI-geinspireerde dynamische versie van de hoeken-en-bogen-theorie. Ter
inleiding een ogenschijnlijk totaal ander voorbeeld.

3. VENIINIG STAARTJE BlJ DE ‘DOORSTEEKCIRKELS’

FIGUUR 2.

In Figuur 2 zijn drie onderling rakende cirkel C,,Cj en C. gegeven. P; ligt —
beweegbaar — op C, en lijn [; is getrokken door P; en raakpunt R, van cirkels
C, en Cp. [j snijdt Cy nogmaals in P,. vanuit P, wordt op dezelfde manier
P; op Cc bepaald. Py ligt weer op C, maar valt niet samen met P;, maar
doorgaan tot Ps en P; loont: P; blijkt weer wel op P; uit te komen. Dat is
bijzonder.

Dit was onderdeel van een praktische opdracht meetkunde met CABRI in
een VWO 6 klas. Sommige leerlingen wisten de sluitingseigenschap te bewij-
zen door te kijken naar de pijlen M,P; en MyP,. Die zijn evenwijdig, maar
tegengesteld gericht. Daarna is het bewijs dat P; = P, niet moeilijk meer: er
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treedt zes keer omkering op. Bij inwendig raken bij andere liggingen van de
cirkels treedt geen omkering op van de pijlrichting, en zo weten we genoeg om
ook bij andere en grotere kringen van rakende cirkels te voorspellen of sluiting
na één of pas na twee rondgangen optreedt. Zie de volledig opdracht in [14] en
een verslag in [8].

Sommige leerlingen merkten op dat de lijnen Iy,l3 en I5 door één punt gaan
en dat ls,l4 en lg dat ook doen. Ze beten hun tanden stuk bij het zoeken naar
een bewijs; dat kan gebeuren als er de kans wordt gegeven iets te ontdekken en
er de aanwijzing ligt: probeer te bewijzen wat je ontdekt.

De onverwachte concurrentie van [y, 3 en ls nemen we nu onder de loep en
gaan optimaal gebruik maken van de dynamische mogelijkheden van CABRI.

P, ligt vrij op cirkel C,. Dat betekent dat we P; over C, kunnen rondslepen
en dat we dat ook kunnen automatiseren. Als P; rondgaat blijken de geheim-
zinnige snijpunten ook rond te lopen op een cirkel, de cirkel die door de drie
raakpunten gaat. (Hoe dat zichtbaar wordt gemaakt? Gebruik constructietip
4.) Bovendien is Qg steeds een middellijn van die cirkel. Een goed waarnemer
ziet ook nog dat alle hoeken van de lijnen /; tot en met lg onderling constant
zijn.

Door de dynamiek van CABRI te gebruiken is ons oorspronkelijk vermoeden
dat l;,I3 en l5 door één punt gaan, uitgegroeid tot een hele lijst vermoedens
die bewezen moeten worden. Dat lijkt ongunstig, maar dat is het niet: al het
ontdekte hangt uiteraard samen en van het een komt vast het ander.

Cirkels en bewegende lijnen die constante hoeken maken in punten op die
cirkels; dat thema diepen we eerst wat uit.

4. HOEKEN EN BOGEN IN DYNAMISCHE HERINTERPRETATIE

Op de cirkel met middelpunt M van Figuur 3 ligt een vast punt A en een
lopend punt X. Als X tegenkloks een hele ronde aflegt, draait de lijn AX
om A, maar slechts over een halve ronde. Uiteindelijk ligt de lijn wél weer als
geheel op zichzelf. Als X met vaste hoeksnelheid rondgaat, draait AX ook met
vaste snelheid, zij het met halve snelheid. Dit alles is direct aan te tonen als
we X tegenover A op de cirkel laten beginnen, in Z dus in Figuur 3, en hoek
LXMZ met £LXAZ vergelijken. Er geldt ZXMZ =2/XAZ, omdat ZXMZ
buitenhoek is van de gelijkbenige driehoek AM B.

Vandaag houden we het op de dynamische beschrijving:

Als A een vast punt op een cirkel is, en X een bewegend punt, dan
is de hoeksnelheid van de om A draaiende lijn AX de helft van de
hoeksnelheid van X over de cirkel.

Ook als X het punt A passeert blijft dit gelden, al moeten we het voor een kort
moment met de raaklijn in A tevreden zijn.



66 Aad Goddijn

draai-achterstand

vanlop m.

Figuur 3. FiGuur 4. Figuur 5.

In Figuur 4 herhalen we het spel met twéé vaste punten A en B en één lopend
punt X. Nu draaien lijnen AX en BX met beide dezelfde snelheid om hun
vaste punten A en B — dat volgt immers uit de dynamische beschrijving - en
daarom moet de hoek bij X constant zijn. De draaiachterstand van de ene
lijn op de ander zal immers constant zijn als beide lijnen met dezelfde snelheid
ronddraaien.

Een bekend resultaat natuurlijk, maar wie het kent komt wellicht met een
bezwaar, namelijk de ligging van Figuur 5. We gaan hier toch niet beweren
dat de hoeken ZAX B en ZAY B gelijk zijn?

De hoeken, gemeten op de gewone manier, die zijn inderdaad niet gelijk.
Maar dat is iets anders dan de hier beschreven ‘draaiachterstanden’! De beide
pijlen laten de tegenklokse draaiachterstanden zien. Daarom toch maar deze
fraaie ‘dynamische’ vorm:

Als X over een wvaste -cirkel loopt die door A en B gaat, dan is de
draaiachterstand van lijn X A op X B constant.

De bedoelde draaiachterstand geven we voortaan aan met 2(AX B). Lees dat
als een beschrijving van wat bij X te zien is: hoeveel moet de lijn AX rond X
draaien om op BX te vallen.

Met behulp van dat begrip kunnen we de stelling van de constante
omtrekshoek mooi als volgt formuleren:

Laten A, B en C drie punten zijn die niet op een lijn liggen. een punt
X ligt dan en slechts dan op de cirkel door A,B en C als A(AXB) =
A(ACB).

Drie opmerkingen:

a. Het belangrijkste verschil met de traditionele stelling is dat we geen onder-
scheid hoeven te maken voor de twee bogen waarin AB de cirkel verdeelt.
Anders gezegd: de koordenvierhoekstelling en de constante omtrekshoek-
stelling zijn dezelfde.

b. Pas op, er geldt niet AAXB) = (BXA).

Integendeel, A(AX B) = —A(BXA)!

c. De lezer die een betere onderbouwing wil van dit nogal intuitieve verhaal
heeft het exacte hart op de juiste plaats. In de volgende paragraaf volgen
suggesties en literatuurverwijzingen in die richting, maar overslaan van de
volgende paragraaf beinvloedt de leesbaarheid van het daarna volgende
niet.
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5. THEORETISCH UITSTAPJE: GEORIENTEERDE HOEKEN
Na de voorgaande verkenning is de volgende definitie voor de hand liggend. De
georiénteerde hoek van lijnen twee l en m is:

- de draaiingshoek modulo ™ van een rotatie die | op m afbeeldt, als | en m
elkaar snijden,
- 0, als | en m evenwijdig zijn.

We noteren de georiénteerde hoek van de lijnen [ en m met: A(l,m).

Deze hoeken worden gerekend modulo # omdat na een draaiing over 7 de
lijn { met de oorspronkelijke lijn samenvalt of ermee evenwijdig is.

Er moet nu wel het een en ander bewezen worden, of misschien had dat
véor de definitie al gemoeten. Bijvoorbeeld dat het er in de definitie niet toe
doet welke rotatie gekozen wordt. Want er bestaan erg veel rotaties die [ op m
leggen!

Ook willen we zeker weten dat allerlei elementaire regels gelden. Bijvoor-
beeld, alles modulo 7:

a. A(l,m) = —=A(m,l).
b. &A(l,m) + A(m,n) = A, n).
c. als ! en I' elkaar niet snijden geldt voor alle m : A(I,m) = A(l',m).

b kunnen we met gebruikmaking van a ook herschrijven als

d. &AA(l,m) + &(m,n) + A(n,l) =0.

Een herformulering van de bekende stelling over de hoekensom van de driehoek,
want de bewering geldt ook als de drie lijnen niet door een punt gaan.

Vaak zullen we A(AB,CD) schrijven om de georiénteerde hoek van de
lijnen AB en C'D aan te geven. Het maakt niet uit welke punten van de lijnen
worden genomen. Voor A(AB, AC) zullen we kortweg schrijven 2(BAC). Dat
lijkt erg op de gewone hoeknotatie. Maar pas op, &A(BAC) en A(CAB) zijn
nu in het algemeen niet gelijk! Wie op de volgorde past, mag best ook ZABC
noteren als echt ZABC' bedoeld wordt en niet ZCBA. '

De stelling van de constante omtrekshoek ziet in de taal van de gedrienteerde
hoeken net zo uit als eerder geformuleerd.

Voor een systematische behandeling van georiénteerde hoeken zij verwezen
we naar de uiterst grondige Geometry van M. BERGER [3]. Voor het krijgen van
‘feeling’ voor het werken met dit type hoeken: kijk naar uw computerscherm
met geanimeerd draaiende beelden; zie weer constructietip 4.

De georiénteerde hoeken treden ook op natuurlijke wijze op als de vlakke
cirkel-meetkunde met behulp van complexe getallen wordt beschreven.. Een
cirkel door de punten (complexe getallen) zy, 22 en 23 bestaat uit juist de punten
z, waarvoor de uitdrukking

zZ— 21 zZ3 — 21

(

zZ— 22 zZ3 — 22
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een reéle waarde heeft. De quotienten links en rechts van de schuine deelstreep
staan voor argumentverschillen van de complexe getallen in teller en noemer;
die geven elk dus een hoek aan. Alleen als de argumenten van linker en rech-
terbreuk gelijk zijn of 7 verschillen, is hun quotiént reéel. Anders gezegd, maar
slordig genoteerd: dan is Azz129 = Az32125.

Een aantrekkelijke recente tekst over deze vorm <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>