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Ten Geleide 

Is wiskunde nag wel mensenwerk? Menigeen die de stormachtige ontwikkelin
gen van de informatietechnologie in de laatste decennia van de afgelopen eeuw 
gevolgd heeft, zal zich <lat wel eens hebben afgevraagd. En de man of vrouw 
op straat, voor wie wiskunde toch al hetzelfde is als rekenen, maar dan op 
een moeilijke manier, heeft al lang het idee <lat de computer het rekenen, en 
dus ook alle wiskunde, van de mens overgenomen heeft. Maar ook wiskunde
leraren en wiskundigen die in andere sectoren van de maatschappij werkzaam 
zijn, zullen zich de laatste tijd steeds vaker zijn gaan afvragen welk deel van de 
wiskunde nog mensenwerk blijft, nu steeds meer van het traditionele handwerk 
door computers overgenomen wordt. 

De vraag ligt daarbij voor de hand of er nog wel werk voor wiskundigen over
blijft, met name in het onderwijs. Symbolisch differentieren en integreren kan 
de computer immers veel beter dan wij, grafieken tekenen en functieonderzoek 
plegen is met de computer een fluitje van een cent. Het moeizaam benaderen 
van kansverdelingen door een normale verdeling en die vervolgens op standaard
vorm herleiden, is dankzij de computer een volstrekt overbodige vaardigheid 
geworden. Voer een willekeurige stelling uit traditionele vlakke euclidische 
meetkunde in symbolische vorm in het computeralgebrapakket MAPLE in, en 
een slim deelprogramma1 antwoordt onmiddellijk 'TRUE' of 'FALSE'. 

Is wiskunde nag wel mensenwerk? en: Wat vaar werk is er nag vaar wis
kundigen in de kamende eeuw? - Dat zijn de centrale vragen van de Vacan
tiecursus 2000. De sprekers laten zien <lat er voor het hierboven geschetste 
pessimisme geen enkele reden bestaat. De wiskunde is nog steeds springlevend 
- je zou zonder enige overdrijving kunnen zeggen: springlevender dan ooit, als 
<lat niet zulk lelijk taalgebruik was. Want weliswaar neemt de computer ons 
steeds meer werk uit handen, maar tegelijkertijd zorgt diezelfde computer voor 
tal van nieuwe mogelijkheden en uitdagingen, niet alleen in de wetenschap, de 
techniek en de industrie, maar ook in de klas. Het programma van de Va
kantiecursus en de in deze Syllabus verzamelde teksten van de verschillende 
voordrachten tonen overduidelijk aan <lat de wiskunde ons in de nabije toe
komst voor een overvloed aan fascinerende, nieuwe opgaven stelt. De nieuwe 
informatietechnologie zal daarbij belangrijke gereedschappen leveren, maar uit
eindelijk blijft wiskunde wel degelijk mensenwerk - ook in de eenentwintigste 
eeuw! 

Gaarne wil ik deze inleiding besluiten met een woord van dank aan allen die 
hebben bijgedragen aan het welslagen van de cursus. In de eerste plaats natuur-

1 zie het artikel 'Plane Geometry: An Elementary School Textbook (ca. 20.50 AD)' van 
Shalosh B.Ekhad XIV (pseudoniem van Doron Zeilberger), The Mathematical Intelligencer, 
21 (3), 1999, pp. 64-70. 
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lijk de sprekers, die naast hun lezing ook een schriftelijke neerslag ervan voor 
deze Syllabus hebben aangeleverd. Het Centrum voor Wiskunde en Informa
tica te Amsterdam en de Technische Universiteit Eindhoven stelden zaalruimte 
beschikbaar, de administratieve en praktische organisatie was in handen van 
mw. Wilmy van Ojik en dr. Miente Bakker, die ook de inhoudelijke coordinatie 
van de Syllabus verzorgde. 

Allen hartelijk dank! 

Jan van de Craats 
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lnteractief onderwijs in de algebra 

Hans Sterk 
Technische Universiteit Eindhoven 

1. COMPUTERS: VAN REKENEN NAAR (RE)PRESENTEREN 

pp. 3 - 20 

Met de komst van computers voorzien van programma's en interfaces die steeds 
meer mogelijkheden aan de gebruikers bieden, rijst de vraag wat deze nieuwe 
technologie kan betekenen voor het doen van wiskunde op de computer in de 
breedste zin des woords. Het verleden heeft overtuigend laten zien hoe nuttig 
de rekenkracht van computers voor de wiskunde is, maar de rol van computers 
ten behoeve van presentatie van wiskunde (hoe laat je wiskunde met of op de 
computer zien?) 

100 e-x2 dx 

FIGUUR 1. Mooie presentatie. 

en representatie van wiskunde (hoe sla je wiskunde op de computer op ten 
behoeve van allerlei gebruik?) komt pas de laatste jaren van de grond. 

FrGUUR 2. Softwarepakket Maple 'herkent' deze wiskunde-expressie als xy + 1. 

Het gaat hier natuurlijk niet om gescheiden grootheden: moderne presentatie 
van wiskunde beoogt onder meer gebruikers integraal diverse rekenmogelijk
heden aan te bieden en daarbij speelt impliciet de representatie een grote rol. 
Centraal staat nu de vraag welke manier van (re)presenteren van wiskunde een 
meerwaarde heeft boven klassieke (re)presentatievormen, gegeven een aantal 
technologische innovaties, zoals een toenemend reken- en manipulatievermo
gen, en niet te vergeten internet. Met andere woorden, hoe structureren we 
met moderne middelen wiskundedocumenten? Meerwaarde moeten we natuur
lijk in het licht zien van een doel, zoals het vlot kunnen communiceren van 
wiskundeberekeningen, of van een doelgroep, zoals middelbare scholieren, in
genieurs, wiskundigen enz. De vraag is te veelomvattend om hier volledig te 
bespreken. In plaats daarvan schets ik in deze bijdrage hoe een en ander in 
de groep waarin ik werk gestalte krijgt en wat we voor de nabije toekomst 
voorzien. 

Bij de leerstoel DAM (Discrete Algebra en Meetkunde) van de Technische 
Universiteit Eindhoven is in 1999 het cursusmateriaal Algebra Interactive! (zie 
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[3]) in gebruik genomen, bestaande uit een CD-rom en een boek, voor het on
derwijs in de algebra aan eerste- en tweedejaars studenten van de ingenieursop
leidingen Technische Wiskunde en Technische Informatica. De CD-rom is het 
hart van Algebra Interactive! en maakt gebruik van nieuwe electronische mid
delen, waarin de bovengenoemde zaken een rol spelen. Algebra Interactive! is 
ontstaan uit een zogenaamd 'studeerbaarheidsproject' van het Ministerie OC & 
W, maar is gaandeweg een project geworden <lat op meerdere (internationale) 
pilaren steunt en is feitelijk een momentopname van lopende ontwikkelingen. 
Juist algebra hebben we gekozen, omdat studenten <lit vak zo vaak als theore
tisch en saai zien. Onze hoop is <lat we met Algebra Interactive! het onderwijs 
in de algebra nieuw leven inblazen, <lat we met Algebra Interactive! de studen
ten een stimulerende werkomgeving bieden die aansluit bij het multimediale 
tijdperk waarin zij opgroeien en <lat gebruikers overtuigd raken van de funda
mentele, maar niet altijd zichtbare rol van de algebra. 

In deze bijdrage gaan we in op de verschuiving in de richting van elec
tronische middelen, op veranderende visies ten aanzien van de inhoud van te 
presenteren wiskunde, op de realisatie bij Algebra Interactive! en op toekom
stige ontwikkelingen, met name de representatie van wiskunde op de computer. 
Concreet illustreren we diverse aspecten tijdens de Vakantiecursus met de keu
zes die gemaakt zijn bij Algebra Interactive! en zijn opvolger(s) in wording. 

Mijn mede-auteurs, Hans Cuypers en Arjeh Cohen, wil ik graag bedanken 
voor hun constructieve opmerkingen bij eerdere versies. 

2. VAN BOEKEN NAAR MULTIMEDIA 

Wiskundeboeken en tijdschriftartikelen vormen het klassieke medium om wis
kunde vast te leggen en over te dragen. Vorm en inhoud leken daarbij een lang
durig verbond te zijn aangegaan: ieder van ons is vroeg of laat wel eens gecon
fronteerd met de strakke lijn definitie-stelling-bewijs die in oude (leer)boeken 
jarenlang heeft overheerst. 

Definitie. Een geheel getal n > 1 is een priemgetal als het geen andere posi
tieve delers heeft dan 1 en zichzelf. 

Voorbeeld. 3 is een priemgetal want de enige positieve delers zijn 1 en 3. 

Stelling. Er zijn oneindig veel priemgetallen. 

Bewijs . ... 

FIGUUR 3. Klassieke opbouw 

In de loop der jaren is de stijl van wiskundeboeken op allerlei manieren aan
gepast aan veranderende inzichten op het gebied van kennisoverdracht, vaak 
parallel aan veranderende mogelijkheden die druktechnieken bieden. Denk bij 
aanpassingen van de stijl die de leesbaarheid kunnen vergroten bijvoorbeeld 
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aan regelafstanden, lettergrootten en lettertypen, illustraties (tabellen, teke
ningen, foto's), omkaderen van tekst, gebruik van kleuren, gebruik van marges, 
het toevoegen van toepassingen waar men wiskunde aan het werk ziet, het on
derbreken van de tekst met vragen en/ of opgaven 'om de lezer bij de les te 
houden', het opnemen van becommentarierende teksten enz. In het licht van 
de beschikbare moderne middelen komen totaal andere varianten in beeld om 
wiskundemateriaal te structureren. Met de huidige gigantische productiesnel
heid van software is het componeren van een wiskundedocument dat optimaal 
gebruik maakt van deze software een complexe en uitdagende taak geworden, 
waarin inhoudelijke en didactische aspecten opnieuw aandacht vragen. 

Laten we de ontwikkelingen, voor zover relevant voor de wiskunde, even in 
grote lijnen doorlopen. Die ontwikkelingen bestrijken het terrein van tekstver
werkers, internet en op wiskundige berekeningen gerichte softwarepakketten. 

2.1. Tekstverwerkers voor wiskunde 
Met de komst van professionele tekstverwerkers en geavanceerde printers is het 
aanmaken van een wiskundetekst met allerlei toeters en bellen binnen het be
reik van auteurs zelf gekomen ( deze tekst is bijvoorbeeld door de auteur in 
To\'IE)(geschreven). Het tekstverwer kingsprogramma To\'IE)( ( en de wat minder 
uitgebreide versie TEX), zie [8], [9], heeft een ware revolutie in de wiskun
dewereld teweeggebracht in de zin dat wiskundigen hun artikelen en boeken 
hiermee veelal zelf haast drukklaar bij een drukker kunnen aanleveren2 . Zowel 
de bovengenoemde als vele andere mogelijkheden om teksten qua lay-out aan 
te passen, zijn aanwezig in dit programma, of zijn met enig programmeerwerk 
zelf aan deze programma's toe te voegen. Het enorme scala aan mogelijkheden 
dat nu direct in handen van auteurs is, heeft het oude verbond tussen vorm en 
inhoud definitief opengebroken. De vraag dringt zich op hoe je deze middelen 
effectief inzet bij de presentatie van wiskunde. Zo is het verleidelijk teksten te 
zeer op te smukken met allerlei franje, die bij nader inzien de kwaliteit wellicht 
schaadt. Functioneel gebruik van het arsenaal aan middelen blijkt een (nieuw) 
ambacht. 

2.2. Internet/World Wide Web 
Stoud de ontwikkeling van tekstverwerkers nog niet zo prominent in de schijn
werpers, de ontwikkeling van internet gedurende de afgelopen vijf a zes jaar 
daarentegen krijgt alle mogelijke aandacht van de media en grijpt zichtbaar 
diep in onze samenleving in. Het World Wide Web of internet (er is wel een 

2 Deze tekstverwerkers zijn in het alledaagse !even niet zo bekend; daar overheersen pro
gramma's, die niet primair voor de aanmaak van wiskundedocumenten bedoeld zijn; ove
rigens biedt het programma Word intussen al we! opmaakmogelijkheden voor wiskunde. 
Curieus aspect van TEX en Tu\TEX is dat teksten gecodeerd warden ingevoerd, ze behoren 
daarmee niet tot de wereld van de 'WYSIWYG' (what you see is what you get). In dit op
zicht is er een overeenkomst met HTML (zie verderop) dat gebruikt wordt voor de aanmaak 
van internetdocumenten, al bestaan hiervoor inmiddels editors die het WYSIWYG-aspect 
hebben teruggebracht. 
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verschil maar dat is hier niet relevant, we gebruiken beide termen door elkaar, 
zie [1] voor een indruk van de historie) heeft andere karakteristieken en be
helst een arsenaal aan nieuwe mogelijkheden: verwijzingsmogelijkheden ('links' 
naar andere digitale informatiebronnen), het oproepen van nieuwe vensters, de 
stuurbaarheid (door de bezoeker van een site), de minder tekstuele orientatie 
van de documenten, de mogelijkheid informatiebronnen te 'downloaden' en de 
dynamiek in algemene zin: denk aan bewegende figuren, over het scherm wan
delende teksten, plaatjes waar je als gebruiker soms zelf iets mee kunt doen, en 
in- en uitvoervelden waarmee je bijvoorbeeld een database kunt raadplegen of 
jezelf bij een instantie kunt aanmelden. 

2. 3. Rekenen op de computer 
Ten slotte: rekenkracht op de computer is uitgemond in redelijk gebruikers
vriendelijke pakketten, varierend van 'general purpose' computeralgebrapak
ketten en numerieke paketten als Maple ([13]), Mathematica ([10]) en Matlab 
([12]), tot gespecialiseerde pakketten op numeriek en symbolisch terrein. Een 
voorbeeld van dat laatste is GAP ([6]), bedoeld voor specialistische berekenin
gen in de groepentheorie. 

Int(x/(x~2+1), x=0 .. 1): \%=value(\%); 

r1 x l 
Jo x2 + 1 dx = 2 ln(2) 

FIGUUR 4. Een berekening in Maple 

Sommige pakketten pogen al diverse moderne technologieen in zich te vereni
gen. Maple en Mathematica bijvoorbeeld bieden naast reken- en programmeer
faciliteiten ook de mogelijkheid om sessies als volwaardige documenten aan te 
bieden en bijvoorbeeld om te zetten in I¥IEX. Nadeel is wel dat in alle gevallen 
pakketafhankelijke kennis vereist is om ermee te kunnen omgaan: een geoefend 
gebruiker van Maple kan niet zonder meer overweg met Mathematica. 

Tekstverwerkers, internet, rekenen op de computer, de uitdaging bestaat 
eruit in deze veelheid aan mogelijkheden wegen uit te stippelen die tot cohe
rente, wiskundig zinvolle producten leiden. Wat zijn nu de ingredienten van 
zo'n nieuw product? Wat willen we met wiskunde doen? 

In de eerste plaats willen we natuurlijk wiskundige berekeningen van al
lerlei soort doen en die berekeningen en resultaten op een deugdelijke manier 
archiveren en op een begrijpelijke en inspirerende manier aan anderen tonen 
en met anderen delen. Berekeningen willen we graag door computers laten uit
voeren. Met het World Wide Web dient zich de mogelijkheid aan berekeningen 
op machines elders te laten uitvoeren. Archivering hoeft ook niet per se lokaal 
te gebeuren, maar kan aan gespecialiseerde instanties uitbesteed worden, die 
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digitaal toegankelijk zijn. Communiceren van wiskunde is via email al een stuk 
versneld ten opzichte van enkele decennia geleden, maar meestal bedient de 
wiskundige zich dan van een soort JbTE;X-achtige pseudotaal om de betekenis 
over te brengen. 

Heb je nog naar de vergelijking x~n + y~n z~n gekeken? 

FIGUUR 5. Wiskundecommunicatie per email 

Mooier is het als je wiskunde-expressies met betekenis en al makkelijk kunt 
oversturen, niet alleen naar personen, maar ook naar machines, bijvoorbeeld 
om een berekening te laten uitvoeren. Kortom: hoe kunnen we wiskundige 
zaken tot hanteerbare objecten op een computer ombouwen (het aspect repre
sentatie)? 

En van de didactische kant: oude teksten boden wellicht een efficiente lei
draad door een stuk wiskunde, maar lieten impliciet veel aan de lezer over. Ze 
vormden een toegangsdeur tot een wereld van verwante zaken (voorbeelden, 
berekeningen, variaties op resultaten, toepassingen), maar konden die wereld 
hooguit summier betreden, al was het alleen maar om de lijn van het verhaal 
niet te zeer te onderbreken. De computer nodigt uit allerlei illustraties in te 
bouwen (meer het aspect presentatie), van statisch tot dynamisch, zonder de 
voortgang te verstoren, omdat nieuwe technologie het mogelijk maakt materiaal 
anders aan te bieden, bijvoorbeeld in een meer gelaagde structuur. 

In de volgende paragraaf gaan we in op een inhoudelijke verschuiving bij 
ons materiaal die is ingegeven door bovenvermelde ontwikkelingen en door onze 
belangrijkste doelgroep: toekomstige ingenieurs. Het betreft een verschuiving 
naar een meer algoritmische, op concrete berekeningen gerichte aanpak. Inge
nieurs zullen beroepshalve veel met door computers uit te voeren berekeningen 
te maken krijgen en dienen vertrouwd te zijn met de wiskundige achtergronden 
van de relevante software. 

In de paragraaf daarna komt de opbouw van Algebra Interactive! aan bod. 

3. WISKUNDE: VAN BEWIJZEN NAAR ALGORITMEN 

Er is geen koninklijke weg naar de wiskunde antwoordde Euclides aan de koning 
van Egypte, die zich zo graag wat sneller dan gewone stervelingen de wiskunde 
eigen wilde maken. 3 Wiskunde leren is, zo luidde de boodschap, voor iedereen 
een intensieve bezigheid, maar, in een variatie op Euclides, niet een eenduidig 
vastgelegde activiteit: er zijn vele wegen om je iets eigen te maken. Die wegen 
hebben gemeen dat je wiskunde moet doen. Met de huidige computeralge
brapakketten voorzien van programmeerfaciliteiten krijgen we op een dienblad 
de mogelijkheid aangereikt de wiskunde te benaderen vanuit een meer algorit
misch standpunt. Inderdaad gaan achter resultaten uit de wiskunde regelmatig 
berekeningswijzen schuil die niet altijd zo duidelijk uit de formulering blijken. 

3 Deze uitspraak is te vinden in het werk van de Romeinse auteur Proclus (410-485), zie 
bijvoorbeeld [4], vol. 1, p. 1. 
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In Algebra Interactive! hebben we ervoor gekozen om de wiskunde met nadruk 
op deze algoritmische kant te presenteren. Dit maakt de beschreven algebra 
meteen wat operationeler. Bovendien geven we hiermee een concrete invulling 
aan het ingenieurskarakter van de opleidingen waar we Algebra Interactive! 
gebruiken. 

3.1. Delen met rest 

Denk maar eens aan het elementaire 'delen met rest' om de gedachten te be
palen. Deling met rest formuleren we in eerste instantie tamelijk abstract als 
volgt: 

Gegeven zijn de gehele getallen a en b #- 0. Dan bestaan er unieke gehele 
getallen q en r z6 dat a = qb + r en O s:; r < b. 

Het bewijs van deze stelling kan op diverse abstractieniveaus gegeven worden, 
maar een concrete variant richt zich tevens op een methode ter bepaling van 
quotient en rest; het bewijs van de uniciteit laten we hierbij buiten beschouwing. 
Kortom, we willen de bekende staartdeling, zoals bijvoorbeeld de deling 

24/ 2371 \98 
216 
211 
192 
19 

die leidt tot de conclusie 2371 = 98 • 24 + 19, dat wil zeggen, q = 98 en r = 19, 
tot een ( door een machine uitvoerbaar) algoritme ombouwen. Laten we ons 
gemakshalve tot niet-negatieve getallen a en b beperken. Een constructie ter 
bepaling van quotient q en rest r verloopt stapsgewijs als volgt. Bij het begin 
geven we q (voorlopig) de waarde 0. We onderscheiden twee stappen. 

- Als a < b dan zijn we klaar omdat q = 0 en r = a in dit geval voldoen. 

- Als a 2 b, dan vervangen we a door a - b, zetten q voorlopig op 1 en 
herhalen het procede met a - b en b. Dat wil zeggen, als a - b < b, dan zijn 
we klaar, en wel met q = l en r = a - b. Als a - b 2 b, dan herhalen we 
ons procede met a - 2b en b en verhogen q tot 2, etc. 

In de optiek van Algebra Interactive! gaat het bij deze stelling om een algo
ritme ter bepaling van het quotient en van de rest. Daarop ligt de nadruk, 
en bij de presentatie speelt <lat algoritme een prominente rol. De twee items 
zijn het voorstadium van een 'echt' algoritme (efficientie laten we hier buiten 
beschouwing), <lat er in pseudo-taal zo uit zou kunnen zien: 

Input: a, b 2 0 
Output: quotient q en rest r 
i = 1; 
while a - ib 2 0 do i := i + 1; 
q := i - 1, r = a - qb 
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Het existentiegedeelte van de stelling is nu gegoten in de vorm van een algo
ritme, en het bewijs ( dat we hier niet verder toelichten) zou zich kunnen richten 
op de correctheid van het algoritme. Natuurlijk is de bespreking hier summier 
en verdienen allerlei facetten in het onderwijsmateriaal nadere toelichting. 

Opgave. Hoe moet dit algoritme aangepast worden zodat het werkt voor alle 
gehele getallen a, b met b -/- 0? 

Het algoritmisch aspect verlegt de aandacht enigszins naar de vraag: hoe laat 
ik wiskunde werken, hoe reken ik iets uit, hoe kan ik dat automatiseren en 
hoe zit het met de correctheid? lets ambitieuzer nog: welke onderdelen van 
dit proces kan ik uitbesteden aan de computer? Kun je bijvoorbeeld (cor
rectheids)bewijzen of andere redeneringen in enigerlei vorm automatiseren? Zie 
ook paragraaf 5. 

3.2. Symmetrieen 
Het onderwerp groepentheorie uit de algebra leent zich ook uitstekend voor 
een meer algoritmische aanpak. Dit laat zich goed illustreren aan de hand van 
het onderzoek naar symmetrieen van meetkundige objecten. Groepen vormen 
het natuurlijke kader om symmetrieen te beschrijven. Groepentheorie tref je 
vaak in een abstracte vorm aan, maar wanneer je je aanpak richt op algoritmen 
en berekeningen, dan verandert dit abstracte perspectief zonder verlies van 
diepgang. Om de gedachten te bepalen, kijken we naar de symmetrieen van 
een kubus. Overigens zijn in dit geval de berekeningen nog wel met de hand 
uit te voeren, maar wordt al wel duidelijk dat de hoeveelheid (reken)werk in 
dergelijke situaties makkelijk fl.ink groot kan zijn. 

0 goo '.u 1200 

8.,....-----;--------?.1··· 7 
.········ 

.. 
5 9······· 

..... ······<·· 

3 

1 2 

FIGUUR 6. Symmetrieen van de kubus 

De eerste fase bestaat emit symmetrieen op een voor berekeningen en voor de 
computer handige wijze te beschrijven. We nummeren de hoekpunten van een 
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kubus met de getallen 1 tot en met 8 als in de figuur. Draaien we de kubus 
bijvoorbeeld om de as door de centra van boven- en benedenvlak over 90° in de 
aangegeven richting, clan kunnen we deze draaiing vastleggen door te vertellen 
wat er met de hoekpunten is gebeurd: 

( ; 2 3 4 5 6 7 : ) , 3 4 1 6 7 8 

waarin elke kolom onderin het beeld van het getal bovenin heeft staan. Een 
draaiing om de as door de hoekpunten 1 en 7 over 120° geven we weer met 

( ~ 2 3 4 5 6 7 ~). 5 6 2 4 8 7 

Efficienter is het om deze permutaties in ( disjuncte) cykelnotatie weer te geven: 
de eerste draaiing wordt in deze notatie (1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8) en de tweede wordt 
(2, 5, 4)(3, 6, 8). De permutatie (2, 5, 4)(3, 6, 8) lezen we als volgt: de eerste 
kring, (2, 5, 4), vertelt dat 2 naar 5 gaat, 5 naar 4, en 4 weer terug naar 2; 
de tweede kring dat 3 naar 6 gaat, 6 naar 8, en 8 naar 3. Merk op dat hier 
- weliswaar op papier de vraag naar de representatie van een permutatie is 
binnengeslopen! Hoe stel je een permutatie eigenlijk voor? 

Opgave. Beschrijf nog enkele symmetrieen met behulp van permutaties. Geef 
ook hun cykelnotatie. Waarom is 

2 
3 

3 4 
4 1 

5 
5 

6 
6 

7 
7 

geen symmetrie van de kubus? Als a- en T permutaties zijn (van dezelfde 
getallen) clan betekent a-r voer eerst T uit en clan a- ( de samenstelling van a
en T). Welke permutatie is clan bijvoorbeeld 

2 3 4 5 
3 4 1 6 

6 7 
7 8 

2 
5 

3 
6 

4 5 
2 4 

6 
8 

7 8 ) 7 
7 3 . 

Beschrijf een algoritmische aanpak om een permutatie in cykelnotatie weer te 
geven. Hoe bepaal je (algoritmisch) de inverse van een permutatie? 

Nu we symmetrieen met behulp van (rijtjes) getallen vast hebben gelegd, staat 
de weg open om deze met een computer te verwerken. We kunnen ons bij
voorbeeld afvragen hoeveel symmetrieen van de kubus er zijn. Omdat er 8! 
permutaties van de 8 hoekpunten zijn, vormt dit getal een bovengrens. Struc
tuurloos opsommen van de mogelijkheden is natuurlijk een zwakke strategie, 
een wiskundige niet waardig. 

Een fraaie theoretische, maar tamelijk ad hoc, aanpak om dit aantal te 
bepalen, is de volgende ( de preciese details vergen iets meer moeite, het gaat 
hier even om de grote lijn). De kubus bevat vier lichaamsdiagonalen; in termen 
van hoekpunten gaat het om de puntenparen {1, 7}, {2, 8}, {3, 5}, { 4, 6}. Zo'n 
puntenpaar bestaat uit twee punten die op maximale afstand van elkaar liggen, 
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en wel afstand 3 als we de kubus even als graaf opvatten. Omdat deze vier paren 
alle paren punten op maximale afstand zijn, permuteert elke symmetrie van de 
kubus deze vier diagonalen. Het is binnen handbereik te laten zien dat alle 24 
mogelijke permutaties voorkomen. Nu levert een puntspiegeling in het centrum 
van de kubus de symmetrie (1, 7)(2, 8)(3, 5)(4, 6) op die de lichaamsdiagonalen 
vasthouden. Door combinatie van deze spiegeling met de eerder genoemde 24 
permutaties vind je alle 48 symmetrieen van de kubus. 

Een algoritmische aanpak probeert lijn te brengen in zulke telexercities en 
leidt tot een andere strategie, die we nu bespreken. Merk eerst op dat als we 
symmetrieen samenstellen (na elkaar uitvoeren), we weer een symmetrie vin
den en dat de inverse van een symmetrie uiteraard ook weer een symmetrie is. 
Dit weerspiegelt de aanwezige groepsstructuur. We zeggen dat de symmetrieen 
een groep vormen, zeg G. Om structuur in onze tellerij aan te brengen, ma
ken we gebruik van het hieronder vermelde resultaat. Het is gebaseerd op de 
overweging dat we de groep als volgt kunnen opdelen in acht disjuncte deelver
zamelingen, corresponderend met de 8 hoekpunten: in het i-de deel zitten die 
symmetrieen van de kubus die het hoekpunt 1 in het hoekpunt i overvoeren. 
Het bijzondere van deze opsplitsing is dat elk van deze acht delen even groot 
is. 

Laat G de groep van alle symmetrieen van de kubus zijn en laat G 1 de deel
verzameling van permutaties uit G zijn die het hoekpunt 1 vastlaten. Dan geldt 
voor het aantal elementen IGI van G en IG1I van G1: 

Bewijs. In de eerste plaats is het eenvoudig om vast te stellen dat elk van 
de acht delen niet leeg is: door een geschikte combinatie van de permutaties 
(1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8) en (2, 5, 4)(3, 6, 8) te gebruiken, kunnen we hoekpunt 1 over
voeren in elk van de acht hoekpunten ( de relevantie van deze opmerking blijkt 
straks). We zeggen wel dat {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} de baan van 1 is. Nu bewijzen 
we dat elk van de acht delen even groot is als G1 door een bijectief verband 
aan te geven. Kies een index i E {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} en een permutatie gi die 
1 overvoert in i. Is g E G1 dan is de samenstelling gi o g een permutatie die 
1 in i overvoert: (gi o g)(l) = gi(g(l)) = gi(l) = i. Dus gi o g behoort tot de 
permutaties die 1 in i overvoeren. Is omgekeerd h een permutatie die 1 in i 
overvoert, dan is de samenstelling g;1 oh een permutatie die 1 in 1 overvoert, 
dus tot G1 behoort. □ 

De deelverzameling G1 is zelf weer een groep: samenstellingen van permutaties 
die 1 op 1 afbeelden, hebben zelf die eigenschap ook weer, evenals inversen 
van dergelijke permutaties. De andere zeven deelverzamelingen vormen geen 
groep; de situatie is vergelijkbaar met de opsplitsing van de gehele getallen :Z 
in de drievouden enerzijds en de drievouden plus 1 en de drievouden plus 2 
anderzijds. We zeggen dat G1 een ondergroep is van G. Ook heet G1 wel de 
stabilisator van 1 onder G. De permutaties van G1 permuteren eigenlijk alleen 
nog maar de getallen 2, ... , 8. We passen nu dezelfde strategie als daarnet toe 
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op G1: we delen G1 op in 7 disjuncte stukken: voor i = 2, ... , 7 bestaat het 
i-de stuk uit die permutaties in G1 die hoekpunt 2 naar hoekpunt i sturen. In 
<lit geval treedt er een complicatie op. Omdat 2 vastzit aan hoekpunt 1, kan 
hoekpunt 2 hooguit naar de hoekpunten 4, 5 en 2 zelf gaan. Er blijken nu 3 
niet-lege stukken te zijn, maar die zijn wel alledrie even groot ( de baan van 2 
onder G1 is {2, 4, 5} ); dit volgt met een redenering als boven. Geven we met 
G1,2 de ondergroep van G1 aan bestaande uit die permutaties die zowel 1 als 
2 vastlaten, dan geldt dus: 

In de volgende stap vinden we op soortgelijke wijze IG1,2I = 2 · IG1,2,3I• 

Opgave. Naar welke hoekpunten kan het hoekpunt 3 nog gaan als 1 en 2 vast 
zijn? Kunt u permutaties aangeven die <lit realiseren? 

Bij G1,2,3 stopt het proces omdat er maar een symmetrie is van de kubus die 
zowel 1, 2 als 3 vastlaat: <lat is de permutatie die alle hoekpunten vastlaat. 
Alles bij elkaar vinden we dus 48 symmetrieen: 

Bovenstaande berekeningswijze is algemeen toepasbaar bij het analyseren van 
symmetrieen, niet alleen om het aantal symmetrieen te bepalen, maar ook om 
de 'fijnere' structuur van een groep bloot te leggen. 

Welke algoritmische aspecten zitten verborgen in deze tellerij? Boven wezen 
we er al op <lat samenstellingen en inversen van symmetrieen weer symmetrieen 
zijn. We starten nu met enkele permutaties waarvan we denken <lat we daarmee 
behoorlijk veel, zo niet alle, symmetrieen van de kubus door samenstelling 
kunnen opbouwen4 • Het zijn de permutaties 

a= (2, 5, 4)(3, 6, 8), b = (1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8), c = (1, 4)(2, 3)(5, 8)(6, 7). 

De groep van permutaties die hieruit door samenstelling opgebouwd kan wor
den, noemen we r ( de permutaties a, b, c heten dan voortbrengers van r) en we 
schrijven hiervoor r = (a, b, c). 

Gegeven enkele symmetrieen van een object zoals de kubus, weergegeven 
als permutaties, kan de vraag naar het totale aantal symmetri~en <lat daarmee 
door samenstelling te verkrijgen is, als volgt algoritmisch benaderd worden. Er 
moeten twee typen berekeningen gedaan worden: 

- berekeningen van banen ( de baan van w bestaat uit de verzameling beelden 
van w onder alle elementen van de groep), 

- berekeningen van stabilisatoren. 

4 De reden dat we naa.st a en b nog een derde element gebruiken, is dat a en b beide rotaties 
voorstellen. Samenstellingen van rotaties zijn weer rotaties, dus daarmee kunnen we geen 
spiegelingen construeren. Het element c is een spiegeling. 
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Om de baan van een element w ( denk aan het hoekpunt 1 bij de kubus) te 
bepalen, bereken je het beeld van w onder elke voortbrenger van G. Dit levert 
mogelijk een aantal nieuwe elementen op. Vervolgens bereken je het beeld van 
elk van deze elementen onder iedere voortbrenger van G, enz. Dit is het grond
idee van het algoritme. Met een handige boekhouding kunnen banen nog wat 
efficienter bepaald worden. 

Om stabilisatoren te bepalen, leggen we de informatie zoals bij het bere
kenen van banen verkregen vast in een graaf (een Schreier-boom). Om de 
gedachten te bepalen illustreren we dit in het geval van de kubus en groep 
r = (a, b, c). Maak een graaf (in feite een boom) met wortel 1. De beelden :f. 1 
van 1 onder de voortbrengers a, b en c van r worden nieuwe hoekpunten van 
de graaf verbonden met 1 (komt een beeld meerdere malen voor, dan wordt 
alleen de eerste keer geadministreerd). De kanten labellen we met een a, een b 
of een c, de corresponderende voortbrenger. Deze gegevens laten zich admini
streren middels een algoritme. Uit deze graaf lezen we voortbrengers af van de 
stabilisator f 1 van 1 op de volgende manier (zie Figuur 7). 

3 5 

b a 

a 
4 2 

C b 

1 

FIGUUR 7. Stukje Schreier-boom met wortel 1 (stippellijn hoort niet bij de boom) 

Bij de constructie van de Schreier-boom administreerden we alleen de eerste 
keer <lat een beeld voorkomt in de graaf. De andere keren leiden tot 'bruggen', 
waarvan er een gestippeld is in Figuur 7. Uit de brug halen we het element 
b- 1ac <lat 1 vastlaat (start in de wortel, ga met c naar 4, dan met de brug a 
naar 2 en vervolgens met b- 1 terug naar de wortel). Ter controle: 

Het is een stelling <lat je met behulp van dergelijke bruggen een voortbrengend 
stelsel permutaties krijgt van de stabilisator, in <lit geval f 1 . Dergelijke bruggen 
zijn ook weer op een algoritmische manier uit de data van de Schreier-boom 
te halen. Het voert te ver daarop in te gaan (evenals op de complexiteit). 

Algoritmen voor het type berekeningen als hier besproken, zijn bijvoorbeeld 
geYmplementeerd in het pakket GAP, speciaal ontworpen voor berekeningen 
met groepen, maar niet in pakketten als Maple en mathematica. Zoals ik 
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boven al enigszins heh aangegeven, zijn deze algoritmen gebouwd op een stevig 
fundament van wiskunderesultaten. 

Overigens kun je de hier geschetste technieken ook gebruiken om 'Rubik's 
cube' en verwante spelletjes te analyseren. 

Opgave. Laat zien dat r uit alle symmetrieen van de kubus bestaat in de 
volgende stappen: (a) de baan van 1 bestaat uit alle acht hoekpunten; (b) de 
baan van 2 onder r 1 bestaat uit drie hoekpunten; ( c) de baan van 3 onder 
de stabilisator r 1,2 van 1 en 2 bestaat uit twee elementen. [Hint: gebruik het 
element abc.] 

Opgave. Bij de bespreking van symmetrieen van de kubus zijn we voortvarend 
over een subtiel aspect heengelopen: bedoelen we met de kubus een graaf, in 
dit geval een verzameling van 8 hoekpunten met kanten als in de figuur aange
geven? Een symmetrie is clan een bijectie van de hoekpunten met de eigenschap 
dat als twee hoekpunten verbonden zijn hun beelden ook verbonden zijn. Of 
bedoelen we met de kubus de gehele verzameling bestaande uit hoekpunten, zij
den, zijvlakken, inwendige? In dat geval bedoelen we met symmetrieen lineaire 
transformaties van de ruimte waarvan de beperking tot de kubus een bijectie 
oplevert van de kubus op zichzelf. Ga na dat beide standpunten op hetzelfde 
neerkomen: elke symmetrie van de ene soort hoort bij een unieke symmetrie 
van de andere soort. 

Opgave. Bereken het aantal symmetrieen van de hyperkubus in JR4 op de 
bovenbeschreven manier. Deze hyperkubus heeft 24 hoekpunten, bijvoorbeeld 
beschreven door (±1, ±1, ±1, ±1). 

4. DE OPBOUW VAN Algebra Interactive! 
Met de one-liner 'Wiskunde is overal' in het hoofd is het geen gekke gedachte 
gebruik te gaan maken van een technologische ontwikkeling die informatie op 
talloze plaatsen op de wereld met elkaar verbindt: het World Wide Web. Deze 
mogelijkheden beperken zich niet alleen tot statische informatie, maar strekken 
zich, in principe, ook uit tot dynamische activiteiten als het uitbesteden van 
een berekening aan een machine elders of het binnenhalen van programmatuur. 
Bovendien is het World Wide Web zo langzamerhand een door iedereen gebruikt 
medium. Dat is voor ons de reden geweest in deze ontwikkeling te participeren 
en uit te gaan van een webdocument. 

4- 1. Textuele aspect en 
Net als andere documenten op internet, bekijk je Algebra Interactive! met een 
web browser, bijvoorbeeld een versie van Netscape of van MicroSoft Internet 
Explorer5• Web browsers verenigen diverse mogelijkheden in zich: een browser 

5 De ontwikkeling van webbrowsers in de laatste 5 a 6 jaar vormt een schitterend voorbeeld 
van de manier waarop informatietechnologie (IT) en geld in Silicon Valley hand in hand 
gaan. Netscape maakte de ontwikkelaars, Jim Clarck en de door hem van de universiteit 
geplukte Marc Andreessen, in een mum van tijd schatrijk (zie [5] voor een relaas van 
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is een venster op de internetwereld van documenten die overal op de wereld 
op machines aanwezig zijn; een browser biedt editor-faciliteiten, zodat je er 
documenten geschikt voor het internet mee kunt aanmaken; een browser biedt 
zoekmogelijkheden, biedt mogelijkheden om documenten van het net te down
loaden voor eigen gebruik en nog veel meer. De basisstandaard waarin de do
cumenten op het net geschreven zijn is (Dynamic) HTML (HyperText Markup 
Language). Het is geen programmeertaal, maar enkel een manier om gegevens 
betreffende de opmaak van teksten vast te leggen; browsers zijn in staat deze 
gegevens op de bedoelde manier weer te geven. N aast de mogelijkheid platte 
tekst te produceren, levert HTML ook een scala aan verwijsmogelijkheden, de 
zogenaamde hyper-links of eenvoudigweg links, naar plekken in en buiten het 
eigen document. Tegenover de mogelijkheden die browsers bieden staat ook 
een in het oog springend nadeel: het weergeven van wiskunde-expressies in 
HTML moet meestal gebeuren met een vervelende kunstgreep: wiskundesym
bolen geef je dan weer door kleine plaatjes die relatief veel geheugen gebruiken. 
In nieuwere varianten (XML, MathML) van HTML warden nadelen als deze 
gedeeltelijk ondervangen. Het zal wel niet lang duren voor de opmaak van 
wiskunde-expressies geen probleem meer is. 

,;;;,;~- (J 
r;;a.;a;- !Tffl 
i.,,,.·-(Jj 
(, .. ,··-c 
c ...... 411?, 

Section 1.4 
Prime numbers 

In this section we discuss 
structure of the integers. 

Definition 

A prime is an integer p la 
p, 

The first five primes are 2 

Theorem 

There are infinitely many 1 

Eratosthenes' sieve 

Click on the numbers in the following table. 

• Which numbers disappear after a click? 
• What can you say about the numbers that remain? 

2 3 4 5 7 8 10 
11 13 14 '16 17 19 20 

22 23 25 26 28 29 
31 32 34 35 37 38 40 
41 43 44 46 47 49 50 

52 53 55 56 58 59 
61 62 64 65 67 68 70 
71 73 74 76 77 79 80 

82 83 85 86 88 89 
91 92 94 95 97 98 100 

101 103 104 106 107 109 110 
112 113 115 116 118 119 

121 122 124 125 127 128 130 
131 133 134 136 137 139 140 

142 143 145 146 148 149 
151 152 154 155 157 158 '160 
161 163 164 166 167 169 170 

172 173 175 176 178 179 
181 182 184 185 187 188 190 
191 193 194 196 '197 199 200 

FIGUUR 1. Een snapshot van een 'bladzijde' en een applet uit Algebra Interactive![3] 

dichtbij). Gestimuleerd door <lit succes begaf de concurrent MicroSoft zich op dezelfde 
markt met Internet Explorer. 
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In Algebra Interactive! zijn door het gebruik van vensters hoofdlijnen en de
tailzaken in een gelaagde structuur ondergebracht: hoofdzaken kom je het eerst 
tegen bij bladeren, terwijl bewijzen, voorbeelden en andere illustraties een ni
veau dieper zijn gelegen. Naast de gebruikelijke navigatiemogelijkheden zijn 
verschillende andere, op het document toegesneden, manieren van navigeren op
genomen. Rekenaspecten worden direct gei:llustreerd met gapplets (zie onder) 
die tot experimenteren met een bepaald type berekening aanzetten. Illustraties 
van concepten zijn toegevoegd in de vorm van Java applets ( zie onder), die soms 
het karakter van een spel hebben. Ook in de vorm van applets zijn opgenomen 
rekenmachines voor elke samenhangende groep rekentechnieken (rekenen met 
getallen, rekenen met polynomen, rekenen met permutaties). Definities en re
sultaten gaan vergezeld van een multiple choice vraag die fungeert als eerste 
begripstest. Naast een collectie open opgaven is verder een database van mul
tiple choice vragen opgenomen waaruit op twee manieren toetsen gegenereerd 
kunnen worden: toetsen over een hoofdstuk naar keuze of toetsen over de stof 
tot en met een hoofdstuk naar keuze. Deze toetsen warden random gegenereerd 
en online geevalueerd. 

4,2. Dynamiek: applets 
De dynamiek in webpagina's is grotendeels te danken aan de door het com
puterbedrijf SUN ontwikkelde programmeertaal Java [7]. Deze taal stelt je in 
staat programma's in te bouwen in internetdocumenten, zodat deze tezamen 
met een webpagina via het internet veilig binnengehaald en uitgevoerd kunnen 
warden zonder complicaties bij het gebruik van verscheidene platforms ( de eer
lijkheid gebiedt te zeggen dat de realiteit wat weerbarstiger is dan de claims 
van SUN suggereren). Zulke programma's heten applets. De programmeer
faciliteiten van Java zijn uitermate geschikt voor visuele aspecten: denk aan 
bewegende plaatjes. Eenvoudiger, aan Java verwant, is JavaScript, dat veel 
toegankelijker is voor de beginnende gebruiker. In Algebra Interactive! hebben 
we deze middelen gebruikt om online dynamische illustraties van concepten te 
tonen, niet alleen dynamisch in de zin dat er beweging in zit, maar vooral ook 
in de zin dat je als gebruiker mede stuurder bent in het gei:llustreerde proces; 
dit maakt de lezer tot speler, experimentator en ontdekker. Deze mogelijk
heden waren mede bepalend bij het besluit op HTML-basis te werken. Een 
andere vergelijkbare aanpak zou de schier onmogelijke taak van het ontwikke
len van relevante software bij de auteurs hebben gelegd (bij de oorspronkelijke 
orientatie op de mogelijkheden is een dergelijke paging binnen onze groep wel 
gedaan). 

4- 3. Berekeningen: gapplets 
Ten slotte berekeningen en algoritmen. Voor vrijwel elk type berekening, vaak 
gekoppeld aan een algoritme, is er een gapplet toegevoegd. De gebruiker heeft 
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alleen met een in- en uitvoerveld te maken en met wat becommentarierende 
tekst. Een aantal berekeningen berust op serieuze wiskunde en kan daarom 
niet eenvoudig in Java geprogrammeerd worden. We hebben hiervoor het com
puteralgebrapakket GAP ingeschakeld (gapplet is een samentrekking van GAP 
en applet). Vanuit de webbrowser wordt een verbinding gelegd met dit com
puteralgebrapakket. Bij de opzet van de gapplets wilden we bereiken <lat de 
gebruiker geen specifieke kennis van GAP nodig heeft; GAP fungeert als zo
genaamde backengine. De verbinding met GAP vanuit een browser was een 
hobbel bij de ontwikkeling omdat hierbij invoer in een webdocument moet war
den omgezet in invoer voor GAP (en omgekeerd uitvoer van GAP in HTML 
omgezet moet worden). Een dergelijke verbinding, die voor communicatie van 
wiskunde binnen een systeem zorgt, is het prototype van de problemen die zich 
bij communicatie van wiskunde met de computer voordoen. 

5. WISKUNDE OP DE COMPUTER 

Op het starship Enterprise uit de bekende tv-serie worden allerlei gecompli
ceerde technische handelingen vanachter beeldschermen of vanuit iets nog gea
vanceerders in gang gezet. Blijkbaar vindt er tussen allerlei instanties moeite
loos communicatie plaats om berekeningen te doen, om (onderdelen van) het 
ruimtevaartuig in beweging te zetten, om databanken te raadplegen enz. 

Anno 2000 zijn we in het stadium aanbeland waarin we ons daadwerkelijk 
kunnen bezighouden met het integreren van diverse nieuwe middelen tot een 
flexibele wiskunde~omgeving. Wat zijn de mogelijkheden waar we aan denken 
en aan werken? Hier volgt een summiere indruk. 

5.1. Computeralgebragebruik 
Berekeningen en algoritmen besteden we bij voorkeur uit aan bijvoorbeeld een 
computeralgebrasysteem. Tot op heden vereist <lit kennis van het gebruikte 
pakket, zelfs voor de meest elementaire zaken, en de aanwezigheid van een 
dergelijk pakket. Dit kan vervelend zijn omdat het ene pakket wel routines 
voor een type berekening heeft en een ander pakket niet. Denk maar aan de 
symmetrieberekeningen waarvoor GAP wel routines kent, maar Maple, Ma
thematica en MatLab niet. Ook vervelend als je misschien voor de zekerheid 
de correctheid van een antwoord van het ene pakket wilt testen met een an
tler pakket. De aspecten wiskunde construeren, wiskunde testen, wiskundige 
experimenten uitvoeren, wiskundige informatiebronnen raadplegen, zijn erbij 
gebaat als je gebruik kunt maken van verschillende pakketten, wellicht op di
verse locaties, zonder al die pakket-specifieke kennis. De interface in Algebra 
Interactive! met GAP is een eerste zeer minieme stap in de richting compute
ralgebrapakketten makkelijker te kunnen benaderen. 

5.2. OpenMath 

Binnen het project OpenMath ([14], zie ook [2]) werken we aan het betekenis 
geven aan wiskundige expressies zodat ze hanteerbaar worden voor gebruik op 
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de computer en in het bijzonder uitgewisseld kunnen worden tussen allerlei 
software tools. (Het al eerder genoemde MathML ([11]) houdt zich voorname
lijk bezig met presentatie van wiskundige objecten.) Je wilt bijvoorbeeld dat 
de expressie exp(x) herkend wordt als de exponentiele functie losgelaten op x, 
terwijl een andere interpretatie zou kunnen zijn dat het gaat om de expressie x. 
Of denk aan 7 / 4: bedoel je de breuk of heh je quotient 1 en rest 3 voor ogen? 
Het vastleggen van de betekenis is een zorgvuldige ( en tijdrovende) bezigheid 
die in het project OpenMath gestalte krijgt. Idealiter kan een wiskundig ob
ject uit een of antler softwarepakket omgezet worden in een OpenMath object 
( de kernwoorden bij deze vertaalslag zijn Phrasebooks en Content Dictionaries, 
waarbij een Phrasebook een vertaling uitvoert en daarbij Content Dictionaries 
consulteert) en vervolgens opgepikt worden door een antler softwarepakket. In 
OpenMath gecodeerde objecten kunnen niet alleen uitgewisseld worden tussen 
softwarepakketten, maar kunnen ook door browsers getoond worden, kunnen 
getest worden op wiskundige deugdelijkheid en gebruikt worden bij het aan
maken van interactieve documenten. 

De bestaande versie van Algebra Interactive! is nog zonder OpenMath ge
maakt, maar in de nieuwe editie hopen we het concrete gebruik van OpenMath 
in een wiskundedocument te kunnen demonstreren. 

5. 3. A utomatische bewijzen in de meetkunde 
Van 'bewijzen verzinnen' en 'bewijzen verifieren' is de eerste categorie onge
twijfeld het lastigst. In beide gevallen kan men zich afvragen of er automati
seringsmogelijkheden zijn. Dit is een behoorlijk ambitieus onderwerp. Ik wil 
me dan ook niet wagen aan een bespreking, maar me beperken tot een voor
beeld waarin algebra op de computer een rol kan spelen bij het vinden van 
bewijzen voor stellingen uit de vlakke meetkunde. De automatiseringsslag in 
de meetkunde waar we op doelen, bestaat eruit meetkundige beweringen en 
constructies, zo mogelijk, om te zetten in polynomiale vergelijkingen en ver
volgens de ( computer )algebra het werk te laten doen. Dit laat zich het best 
illustreren met een eenvoudig voorbeeld. 

Teken een cirkel C en trek een middellijn PQ. Kies een derde punt R op de 
omtrek van de cirkel. De bewering is dat PR en QR loodrecht op elkaar staan. 

p Q 

C 

FIGUUR 9. PR staat loodrecht op QR 
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Een cirkel met straal r en middelpunt in de oorsprong beschrijven we met de 
vergelijking x2 + y 2 - r 2 = 0. De antipodale punten P = (p, q) en Q = (r, s) 
voldoen aan 

p2 + q2 - r 2 = 0, p = -s, q = -t. 

Omdat R = ( u, v) ook op de cirkel ligt, levert <lit de vergelijking u2+v2-r2 = 0. 
De claim is <lat PR en RQ loodrecht op elkaar staan. In coordinaten vertaalt 
dit in 

(u - p)(u - s) + (v - q)(v - t) = 0. 

Het komt er nu op aan te laten zien <lat deze vergelijking uit de vier hypothese
vergelijkingen volgt. In de algebra is er een handige techniek om zo'n bewering 
na te gaan. In een variant daarvan komt het erop neer te laten zien <lat de 
uitdrukking (u - p)(u - s) + (v - q)(v - t) 'polynomiaal' is op te bouwen uit 
de vier uitdrukkingen p2 + q2 - r 2 , p + s, q + t, u2 + v2 - r 2 . Anders gezegd, 
de uitdrukking (u - p)(u - s) + (v - q)(v - t) moet met behulp van deze vier 
uitdrukkingen tot O af te breken zijn. In elk van de volgende stappen breken 
we de uitdrukking een stukje verder af: 

u2 - u(p + s) + v2 - v(q + t) + ps + qt -+ r 2 + ps + qt 
-+ r2 + p(p + s) - p2+ 

q(q+t)-q2 
-+ r2 _ P2 _ q2 
-+ 0. 

Bijvoorbeeld, bij de eerste overgang hebben we u2 + v2 door r 2 vervangen en 
p+s, q+t beide door 0. Ofschoon <lat uit deze berekening niet blijkt, kan deze 
berekening geheel geautomatiseerd worden. De gedachte achter het leveren van 
bewijzen in deze context op een geautomatiseerde manier is de volgende. Uit 
een database haal je vergelijkingen die bepaalde standaardsituaties beschrij
ven, zoals 'rechte door twee punten', 'lijnstukken zijn even lang', 'punt ligt op 
gegeven cirkel'. Vervolgens giet je de te bewijzen bewering in de vorm van een 
vergelijking (als <lat kan), en ten slotte zet je geautomatiseerde algebrai:sche 
technieken in om de bewering te bewijzen of te weerleggen. Varianten hiervan 
kunnen in principe ook gebruikt worden om stellingen te ontdekken. Het zal u 
niet ontgaan zijn <lat met wat meetkundig inzicht vereenvoudigingen zijn aan te 
brengen in bovenstaand voorbeeld, maar in complexere situaties is <lat wellicht 
niet meer mogelijk. 

Ideaal zou het zijn als je meetkundige configuraties op de computer kunt 
tekenen en uit deze plaatjes volautomatisch vergelijkingen in een of ander 
coordinatensysteem kunt genereren. Zulke ontwikkelingen zijn wel gaande. 

Overigens vergt het wel enige studie om de wereld van de algebra van po
lynomen te betreden; de technieken achter het bovenstaande voorbeeld komen 
dan ook pas in een vervolgcursus algebra aan de orde en niet in Algebra In
teractive!. Daarin is echter wel een inleiding in het werken met polynomen te 
vinden. 
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6. TOT SLOT 
De ontwikkelingen gaan snel: naast universitaire onderzoekers begeven name
lijk industriele spelers met flinke investeringen zich op diverse terreinen die we 
boven hebben aangeroerd. Natuurlijk richt de industrie zich primair op die as
pecten waar ze een reusachtige markt vermoeden. Dat laat voor wiskundigen de 
taak de nieuw geproduceerde middelen naar hun eigen inzichten te combineren. 
Onvermijdelijk vergt <lat links en rechts toch nog ontwikkelingswerk omdat de 
industrie natuurlijk niet in eerste instantie aan wiskundige gebruikers denkt. 
Overigens volgen de technologische innovaties elkaar zo snel op <lat ongetwijfeld 
binnen enkele maanden na verschijnen van deze bijdrage diverse onderwerpen 
in een ander licht zijn komen te staan. Het illustreert ook, zoals we uit ervaring 
weten, <lat wiskunde op de computer een zo omvangrijk terrein is <lat enkel in 
samenwerkingsverbanden vooruitgang is te boeken. Wiskundigen wacht een 
boeiende taak bij het realiseren van een flexibele wiskundige werkomgeving. 
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Informatie komt steeds vaker tot ons in de vorm van beelden. Dit is het geval 
in de medische diagnostiek waar artsen over steeds betere beeldvormingstech
nieken beschikken, o.a. dankzij steeds geavanceerdere MRI en CT-scanners. In 
een groot aantal produktie-processen worden tussen- en eindprodukten vaak 
aan geautomatiseerde visuele inspectie onderworpen. Op het militaire vlak 
probeert men steeds vaker wapensystemen uit te rusten met computers welke 
een zekere mate van 'visuele intelligentie' bezitten. Een steeds groter aantal sa
tellieten zendt een almaar toenemende hoeveelheid visuele data naar de aarde, 
die vervolgens geanalyseerd en opgeslagen moet worden. 

Maar ook in het dagelijks leven speelt beeldinformatie, en dan met name in 
digitale vorm, een steeds belangrijkere rol. Daarbij kan men natuurlijk in de 
eerste plaats aan internet denken, maar ook digitale fotografie en video maken 
hun opmars en digitale televisie staat op het punt onze huiskamers te veroveren. 

Deze en andere toepassingen hebben geleid tot een breed scala van onder
zoeksvragen op het gebied van de digitale beeldverwerking, de computervisie 
en de patroonherkenning. Om er een paar te noemen: hoe kunnen we de kwa
liteit van een beeld verbeteren? Hierbij kan de kwaliteit om allerlei redenen 
te wensen overlaten; het contrast kan te laag zijn, er kan bewegingsonscherpte 
voorkomen, het beeld kan door ruis verstoord zijn, enz. Welke informatie be
vat een beeld en hoe kan men deze informatie aan een beeld onttrekken? Hoe 
houden we opslagruimte en transmissietijden van beelddata binnen de perken? 

Bij het aanpakken van deze en talloze andere problemen in de digitale beeld
verwerking speelt wiskunde van oudsher een belangrijke rol, een rol die alleen 
maar belangrijker wordt naarmate de eisen die aan de oplossing gesteld wor
den steeds hoger worden. In deze bijdrage zullen we een paar problemen uit 
de digitale beeldverwerking de revue laten passeren. Daarnaast zullen we kort 
ingaan op een specifieke beeldverwerkingsmethodiek, de mathematische mor
fologie, een methodiek die sterk meetkundig georienteerd is en derhalve bij 
uitstek geschikt voor het extraheren van geometrische informatie uit beelden. 
Het spreekt voor zich dat we in zo'n kort tijdsbestek nergens echt diep op in 
kunnen gaan, maar niettemin hopen we dat we er in zullen slagen de lezer een 
globale indruk te geven van de onderliggende principes. 
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Een bekend Engels spreekwoord zegt: 'A picture is worth a thousand words'. 
Dat klinkt wellicht voor de hand liggend, maar een 'intelligente' computer zou 
daar onmiddelijk tegen inbrengen dat een 'picture' veel meer ruimte inneemt 
dan 'thousand words', en dat de informatie voor een computer nou niet onmid
delijk voor het oprapen ligt. Ook beeldverwerking, zo zal blijken, is voor een 
belangrijk deel mensenwerk .... 

2. ELEMENTAIRE BEELDVERWERKING 

Het uiteindelijke doel van een groot aantal beeldverwerkingstechnieken is het 
(helpen) interpreteren van de inhoud van een beeld. Bij dit alles speelt het 
proces van visuele perceptie een belangrijke rol. Alvorens een beeld op een 
computerscherm te tonen is het van belang te weten hoe het menselijk visueel 
systeem omgaat met verschillen in helderheid. Door het eenvoudigweg varieren 
van de helderheids-representatie van een beeld kan men grote visuele verschillen 
bewerkstelligen. We lichten dit aspect toe aan de hand van een voorbeeld. 

We zullen echter eerst een wiskundige definitie van een beeld geven. We 
beperken ons voor het gemak tot beelden op een discreet domein, bijvoorbeeld 
een 256 x 256 vierkant in 'll}. Punten in dit domein worden pixels genoemd, 
een afkorting van 'picture elements'. Een beeld is nu een functie van het do
mein in een grijswaarden-verzameling; we beperken ons hier tot een eindige 
een-dimensionale grijswaarden-verzameling, zeg {O, 1, ... , n }. Het histogram 
van een digitaal beeld is de functie die aan elke grijswaarde t E {O, 1, ... , n} 
de waarde p(t) = Nt/N toekent. Hierin is Nt het aantal pixels met grijswaarde 
t en N het totaal aantal pixels. We kunnen de functie p dus interpreteren 
als een soort kansverdeling over de verschillende grijswaarden. In Figuur l(a) 
zien we een afbeelding met een laag contrast. Alle grijswaarden bevinden zich 

[a] origineel histogram {b] histogram equa/isatie [o] histogram uitrekking 

FIGUUR 1. Een tweetal beeldtransformaties gebaseerd op het histogram. 
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in een relatief klein deelinterval van [O, 255], namelijk [132,200]; zie ook het 
bijbehorende histogram. Histogram equalisatie is een eenvoudige transformatie 
welke het histogram zo homogeen mogelijk maakt, d.w.z. de verdeling p zoveel 
mogelijk transformeert naar een uniforme verdeling. Het effect daarvan zien 
we in Figuur l(b). Allerlei details welke in de eerste afbeelding niet zichtbaar 
waren, zijn nu duidelijk te zien. Een eenvoudige variant hierop is de histogram 
uitrekking. Deze transformattie doet niets anders dan het bereik van het his
togram, in ons geval (132,200], uitrekken naar (0, 255]. Het effect is te zien 
in Figuur l(c). De histogram-gebaseerde operatoren werken op pixel-niveau: 
de uitkomst in een gegeven pixel hangt alleen af van de grijswaarde in <lat 
pixel. Een meer geavanceerde familie van operatoren wordt verkregen als de 
uitkomst in een pixel afhangt van de inputwaarden in een specifieke omgeving, 
venster genaamd, van de betreffende pixel. Vaak betreft het hier een lineaire 
combinatie zoals geillustreerd in Figuur 2. Hierbij wordt voor elk punt x in 
het input beeld de output waarde G(x) = ~f=o aiF(xi) berekend. In Figuur 2 
hebben we voor het gemak aangenomen <lat de afmeting van het venster 3 x 3 
is (dus 9 pixels bevat), maar dit is niet noodzakelijk. De operator geillustreerd 
in Figuur 2 heet wel een convolutie-operator en de bijbehorende matrix A de 
convolutie-matrix. 

X4 X3 X2 a4 a, a1 

X5 ~u X1 as llo QI X 

x6 X7 Xs a.i a1 £ts 

convolutie 
input bee/d F matrix A output bee/d G 

FIGUUR 2. Een lineaire operator. 

Een aanzienlijk deel van de klassieke, maar ook moderne, beeldverwerkings
technieken (bijvoorbeeld de wavelet-transformaties elders in deze bundel) zijn 
gebaseerd op lineaire convolutie-operatoren. Dit is niet zo verrassend als men 
zich realiseert dat door variatie van de grootte van het venster en de gewichten 
in A men de beschikking heeft over een groot aantal operatoren, middels welke 
men in staat is om verschillende aspecten van een beeld te bestuderen. In 
Figuur 3 laten we <lit aan de hand van een paar voorbeelden zien. In al deze 
voorbeelden, behalve ( c), is de venstergrootte 3 x 3. Voor de convolutie-matrices 
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welke respectievelijk corresponderen met het berekenen van een gemiddelde, 
een som van tweede afgeleiden (ook wel Laplace filter genoemd), en een ver
ticale gradient (Sobel filter geheten). In Figuur 3 worden achtereenvolgens 
getoond: het originele beeld zijnde een opname van bloedcellen, de convolutie 
met AM, het resultaat na een viervoudige convolutie met AM (feitelijk een 
middeling over een 9 x 9 venster), de convolutie met AL, de convolutie met 
As, resulterend in horizontale randen (edges), en een z.g.n. 'edge detector' 
gebaseerd op convoluties met horizontale en verticale Sobel matrices. 

FIGUUR 3. Van links naar rechts en onder naar boven: een input beeld, een middeling 

over een 3 x 3 en 9 x 9 venster, de convolutie met de Laplace matrix AL en de Sobolev 

matrix As, en als laatste een binair beeld verkregen m.b.v. een zogenaamde 'Sobolev 
edge detector'. 

Deze sectie beoogde slechts een paar elementaire beeldverwerkings-operaties de 
revue te laten passeren en bevat slechts een fractie van wat er in de literatuur 
allemaal over dit onderwerp te vinden is. 6 De lezer die meer wil weten over 
dit onderwerp verwijzen we graag naar het boek van Gonzalez and Woods [1], 
een van de standaardwerken op dit gebied. 

6 Merk op dater alleen al op het gebied van de digitale beeldverwerking zo'n 7 of 8 belangrijke 
tijdschriften bestaan, gezamenlijk goed voor een paar duizend pagina's per jaar! 
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3. PRINCIPES VAN DE MATHEMATISCHE MORFOLOGIE 

Het woord "morfologie" is te herleiden tot de Griekse woorden µop¢TJ en >..01oc; 
en betekent zoveel als "vormenleer" . Het woord "morfologie" komt in ver
schillende takken van de wetenschap voor: in de biologie duidt het de richting 
aan welke zich bezighoudt met vorm en bouw van organismen; in de geografie 
betreft het een methodiek voor de beschrijving van de vorm van aardoppervlak
ken; in de taalkunde tenslotte, is morfologie het vakgebied <lat zich bezighoudt 
met de vraag hoe in een taal woorden en verbuigingen daarvan worden ge
vormd. Met "mathematische morfologie" daarentegen, wordt een specifieke 
methodologie uit de digitale beeldverwerking bedoeld. Ook hier zijn de tref
woorden "vorm" en "structuur", maar nu in betrekking tot informatie, expliciet 
of impliciet, bevat in digitale beelden. 

De mathematische morfologie vindt zijn oorsprong in het werk van Mathe
ron [3] en Serra [4] van de Ecole Nationale Superieure des Mines de Paris in 
Fontainebleau. Hun werk is in belangrijke mate geinspireerd door zeer prakti
sche problemen afkomstig uit de mijnbouw, zoals de beschrijving van de poro
siteit van een bepaald materiaal (gesteente, legering) aan de hand van visuele 
kenmerken, veelal gegeven in de vorm van een opname van een dwarsdoorsnede 
van het betreffende materiaal. 

De technieken welke door Matheron en Serra werden ontwikkeld, berusten 
op elementaire operaties uit de verzamelingstheorie, zoals vereniging, doorsnij
ding, en verzamelingscomplement, en daarnaast op geometrische transforma
ties zoals translatie, rotatie en schaling. Ondanks (of misschien dankzij) hun 
eenvoud bleken deze technieken uitermate geschikt voor een groot aantal toe
passingen, en in de afgelopen decennia heeft de mathematische morfologie zich 
ontwikkeld tot een van de belangrijkste methodieken in de beeldverwerking. 
Wat de mathematische morfologie voor de wiskundige zo interessant maakt, 
is <lat deze discipline berust op solide theoretische fundamenten, samengesteld 
uit verschillende gebieden van de wiskunde zoals verzamelingstheorie, algebra, 
meetkunde, topologie en waarschijnlijkheidsrekening, om de belangrijkste te 
noemen. 

In deze uiteenzetting zullen we ons noodgedwongen beperken tot een aantal 
elementaire operaties uit de mathematische morfologie. Bovendien kiezen we 
er voor ons grotendeels te beperken tot binaire (i.e., zwart-wit) beelden. Deze 
laatstgenoemde keuze moge weliswaar erg restrictief zijn, het biedt ons wel de 
mogelijkheid om in een zeer kort ruimtebestek de lezer een redelijk inzicht te 
geven in de uitgangspunten van het vakgebied. Overigens zullen we in de laatste 
sectie alsnog aandacht besteden aan uitbreidingen naar grijswaarden-beelden. 
Een tweetal werken op het gebied van de mathematische morfologie van vrij 
recente datum zijn [2, 5]. 

Binaire beelden kunnen wiskundig worden gerepresenteerd middels een ver
zameling. Als we de onderliggende discrete ruimte aangeven met 'll}, i.e., de 
paren (i,j) met i,j E Z, clan kunnen we een binair beeld representeren als 
een deelverzameling X ~ Z2 . De ruimte van al zulke deelverzamelingen geven 
we aan met P(Z2 ), ook wel de machtsverzameling van Z2 genoemd. Onder 
een morfologische operator verstaan we een afbeelding 'ljJ welke P(Z2 ) in P(Z2 ) 
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afbeeldt, en welke vaak een aantal additionele eigenschappen heeft; deze zullen 
in de loop van dit betoog aan de orde komen. Een belangrijke eigenschap in 
<lit verband is translatie-invariantie: 

Hierin is X h de translatie van X over de vector h: 

xh = { x + h I x E x} . 

Translatie-invariantie van een operator 'I/; betekent dus <lat 'I/; commuteert met 
de translatie-operator X H Xh; zie Figuur 4 voor een illustratie. Alle operato
ren waar we hier mee te maken krijgen, hebben deze eigenschap. We besluiten 

"' 
trans/atle 

"' 
FIGUUR 4. Translatie-invariantie van een operator. 

deze sectie met een paar afspraken betreffende notatie. Als X, Y verzamelin
gen zijn, dan geven we met X n Y en X U Y de doorsnede resp. de vereniging 
van X en Y aan. Met xc bedoelen we het complement van X. Morfologische 
operatoren duiden we aan met Griekse letters 'I/;, <5, c:, etc. 

4. DILATIE EN EROSIE 

In deze sectie bespreken we twee morfologische operatoren, dilatie en erosie, 
welke de bouwstenen vormen voor een groot aantal andere operatoren. De 
dilatie <SA is als volgt gedefinieerd: 

Hierin is A E P('ll}) gegeven en is X E9 A de Minkowski som van X en A: 

X E9 A= {x + a Ix EX en a EA}. 
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Het is eenvoudig in te zien dat X EB A kan worden herschreven als 

X EB A = u Xa = u Ax . (4.1) 
aEA xEX 

Het eerste gelijk-teken betekent dat X EB A de vereniging van alle getransleerde 
verzamelingen Xa is, waarbij a een willekeurige vector uit A is. Het tweede 
gelijk-teken heeft een analoge interpretatie. In de mathematische morfologie is 
X het input beeld en heeft A de interpretatie van een zogeheten structurerend 
element. Dit is een verzameling A ~ 'Ii} welke naar eigen inzicht kan worden 
gekozen. In de praktijk is deze keuze sterk afhankelijk van de specifieke toe
passing. Een veelgemaakte keuze voor A is een 3 x 3 vierkant met de oorsprong 
als middelpunt. In Figuur 5 geven we een illustratie van de dilatie. 

FIGUUR 5. Van links naar rechts: het structurerend element A, de input verzameling X 
(donkere pixels) en de gedilateerde X EB A (lichte en donkere pixels). 

De dilatie heeft een aantal interessante eigenschappen. De eerste eigenschap is 
translatie-invariantie: 

Een tweede eigenschap, karakteristiek voor dilaties, is: 

(X UY) EB A = (X EB A) U (Y EB A) , 

(4.2) 

(4.3) 

voor alle X, Y E P('l}). D.w.z., als we de dilatie van een verzameling, welke de 
vereniging van een aantal kleinere componenten is, willen berekenen, dan kun
nen we ook eerst de dilaties van al deze componenten berekenen, en vervolgens 
de vereniging van alle afzonderlijke uitkomsten nemen. 

Een onmiddelijk gevolg van ( 4.3) is: 

X ~ Y impliceert X EB A ~ Y EB A . ( 4.4) 

We zeggen wel dat dilatie een (monotoon) stijgende operator is. Ten slotte 
geldt dat 

(X EB A) EBB = X EB (A EBB) . (4.5) 
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Dit betekent dat dilatie met A gevolgd door een tweede dilatie met B hetzelfde 
resultaat geeft als dilatie met A EB B. Deze laatste eigenschap betekent dat 
dilatie met een "groot" structurerend element A ontbonden kan worden in 
termen van dilaties met de componenten A1 , A2, ... , An welke zo gekozen zijn 
dat A1 EB A2 EB · · · EB An = A. Bijvoorbeeld: 

= ■■■ EB I EB •■• EB ·•. 

A 

De tweede morfologische operator is de erosie c: A gegeven door 

cA(X) = X 8 A, XE P('E}), 

waarin X 8 A het Minkowski verschil van X en A is: 

Deze operator heeft de volgende belangrijke geometrische interpretatie: 

x e A = { h E z2 I Ah ~ X} , 

(4.6) 

(4.7) 

m.a.w., X 8 A bestaat uit alle punten zodat A gecentreerd in dit punt geheel 
binnen X ligt. Een illustratie vindt men in Figuur 6. Ook de erosie is translatie-

oorsprong 

FIGUUR 6. Van links naar rechts: het structurerend element A, de input verzameling X 
en de geerodeerde verzameling Xe A (donkere pixels). 

invariant en stijgend (c.f. (4.2) en (4.4)), maar i.p.v. (4.3) vinden we: 

(X n Y) 8 A = (X 8 A) n (Y 8 A) . (4.8) 
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Het analogon van de decompositie in ( 4.5) is 

(X 8 A) 8 B = Xe (A E0 B). 

Dilatie en erosie zijn aan elkaar gerelateerd middels de volgende relatie 

X E0 A <;;; Y ¢:::=} X <;;; Ye A, X, Y E P('l}) , 

29 

(4.9) 

(4.10) 

welke de adjunctie-relatie wordt genoemd. Zander overdrijving kan men stel
len dat de abstracte versie van deze relatie ten grondslag ligt aan de mathe
matische morfologie. Allerlei uitbreidingen van de theorie, bijvoorbeeld naar 
grijswaarden- en kleurenbeelden zijn op deze adjunctie-relatie gebaseerd [2]. 

Ook geldt de volgende dualiteits-relatie: 

xc e A = (X E0 At , 

waarin A = { -a I a E A} de gespiegelde van A t.o.v. de oorsprong is. Feitelijk 
zegt deze relatie dat erosie van de achtergrond overeenkomt met dilatie van de 
voorgrond. 

Een belangrijke morfologische operator, welke met behulp van de erosie kan 
warden gedefinieerd, is de hit-or-miss operator. Een belangrijk verschil met 
de operatoren welke we hierboven besproken hebben, is dat het structurerend 
element hier uit twee componenten bestaat, een voorgrond component A en een 
achtergrond component B. Gegeven een binair beeld X zeggen we dat (A, B) 
op positie h met X overeenkomt als Ah binnen de voorgrond X en Eh binnen 
de achtegrond xc ligt: 

Deze operator is het best te illustreren aan de hand van een concreet voor-

FIGUUR 7. Door de specifieke keuze van A en B (links) waarin A de donkere en B de 
lichte pixels bevat, levert de hit-or-miss operator van een verzameling (midden) als output 
alle linker-beneden hoekpunten (rechts). 
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beeld. Dit doen we in Figuur 7 waar we laten zien hoe, middels een eenvoudige 
keuze van het paar (A, B), de hit-or-miss operator als output de linker-beneden 
hoekpunten in een beeld oplevert. Het is eenvoudig in te zien dat de hit-or-miss 
operator, welke ook kan warden geschreven als 

X@ (A, B) =(Xe A) n (Xe e B), 

translatie-invariant is. De operator is echter in het algemeen niet stijgend. 
Een ander operator, welke is afgeleid van de hit-or-miss operator, is de 

thinning (Nederlands: verdunning!). Deze wordt verkregen door de output van 
de hit-or-miss operator uit het oorspronkelijke beeld X weg te laten: 

X@(A,B) = X \X@ (A,B); 

hierbij wordt altijd aangenomen dat O (/. B. Er bestaan talloze algoritmen in de 
morfologie welke op de thinning gebaseerd zijn. De bekendste is ongetwijfeld 
het skelet. Het idee hierachter is erg simpel: bereken de thinning met (A1 , B1 ), 

□ 

(As.Bs) 

lnputX 1 lteratle 2 lteratles 

..... 
!I 

~i!iiilln1m!I 

,, '• ' ' ' ' __ ;: ___ :: ... :: ... :: .. ) ... : 
3 Jteratles 4 lteratles skeletvanX 

FIGUUR 8. Het skelet van input beeld X wordt verkregen na 5 iteraties, waarbij elke 

iteratie uit 8 thinnings is opgebouwd. 

dan met (A2, B2), enzovoorts tot aan (As, B8 ) (hierin zijn (Ai, Bi) de acht 
rotaties over veelvouden van 45° van een gegeven (A1 , B1)) en herhaal deze 
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reeks van acht thinnings tot er niets meer verandert. Een illustratie is gegeven 
in Figuur 8. Het skelet is een belangrijk concept in de digitale beeldverwerking 
en de patroonherkenning. Het wordt o.a. gebruikt in software voor karakter
herkenning (OCR). 

5. OPENING EN SLUITING 

Op het eerste gezicht lijkt het also£ dilatie en erosie elkaars inverse zijn, maar het 
is eenvoudig in te zien <lat <lit niet juist is. Als X kleiner is dan A in de zin dat 
geen enkele translatie van A binnen X past, dan is X 8 A de lege verzameling. 
Dit betekent met name <lat de erosie niet inverteerbaar is. Niettemin heeft de 
operator welke wordt verkregen als erosie gevolgd door dilatie, i.e., 

X o A = (X 8 A) EB A 

een aantal interessante eigenschappen. Behalve <lat deze operator wederom 
translatie-invariant en stijgend is, geldt ook <lat 

XoA<;;;;X (5.1) 

(X o A) o A= X o A, (5.2) 

voor alle X E P('l}), ongeacht de keuze van het structurerend element A. 
De eerste eigenschap, aangeduid met anti-extensiviteit, betekent dat het beeld 
X oA altijd bevat is in X. De tweede eigenschap is feitelijk de meest interessante 
en zegt <lat de operator X i--+ X o A idempotent is. Herhaalde toepassing van 
een idempotente operator heeft per definitie geen zin. Idempotentie is een 
wenselijke eigenschap waar het om het filteren van ruis in beelden gaat. We 
zullen daar in Sectie 7 een voorbeeld van zien. 

De operator 0:A (X) = X o A heet de opening van X met A. Deze bewerking 
heeft de volgende geometrische interpretatie: 

XO A= LJ{Ah I h E Z2 en Ah<;;;; X}, (5.3) 

m.a.w., X oA is de vereniging van alle translaties van het structurerend element 
A welke binnen X liggen. In Figuur 9 geven we een illustratie. Als we eerst de 
dilatie van X met A berekenen en daar vervolgens de erosie op loslaten, dan 
vinden we 

X • A = (X EB A) 8 A, 

de sluiting van X met A. De operator /JA(X) = X • A is translatie-invariant, 
stijgend, extensief, d.w.z. 

(5.4) 

en, evenals de opening, idempotent: 

(X • A) • A = X •A. (5.5) 
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FIGUUR 9. Van links naar rechts: het structurerend element A, de input verzameling X 
en de opening X o A. 

Verder geldt de dualiteits-relatie 

xc o A = (X • At . (5.6) 

Dit betekent zoveel als <lat de opening van de voorgrond overeenkomt met de 
sluiting van de achtergrond (waarbij het structurerend element, in het niet
symmetrische geval, gespiegeld client te worden). Een illustratie vindt men in 
Figuur 10. Merk op <lat in het geval van dilatie en erosie de positie van het 

FIGUUR 10. Van links naar rechts: het structurerend element A, de input verzameling 
X en de sluiting X • A. 

structurerend element t.o.v. de oorsprong belangrijk is; in het geval van de 
opening en de sluiting maakt <lit niet uit. 

6. PATROON-SPECTRUM 

In deze sectie zullen we aan de hand van een paar eenvoudige voorbeelden 
laten zien hoe een eenvoudige morfologische operator als de opening kan worden 
gebruikt om uiterst bruikbare geometrische informatie uit een beeld te halen. 
Zoals we tot nu toe steeds hebben gedaan, zullen we ons ook hier weer beperken 
tot het binaire geval, wederom met de kanttekening <lat alles uitbreidbaar is 
naar het geval van grijswaarden-beelden. 
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Het principe welk ten grondslag ligt aan de definitie van het patroon
spectrum is het volgende: als A, B twee structurerende elementen zijn, zodanig 
dat B open is m.b.t. A, d.w.z., Bo A= B (en hieraan is voldaan dan en slechts 
dan als er een C is zodat B = A EB C), dan geldt dat 

X o B ~ X o A voor alle X E P('//}) . 

Dit is eenvoudig in te zien: X o B is een vereniging van translaties van B, maar 
B kan weer worden geschreven als een vereniging van translaties van A omdat 
B o A = B. Kies nu een rij structurerend elementen A1, A2, ... zodat 

(6.1) 

Aan deze relatie is eenvoudig voldaan als An = nA := A EB A EB··· EB A (n 
termen), zoals in Maar we kunnen zo'n rij ook als volgt construeren: 

A 
2A 

3A 
4A 

A1 = A, A2 = A EBB, A3 = 2A EBB, A4 = 2A EB 2B, etc. 

Hierin kunnen we de structurerend elementen A en B willekeurig kiezen. Zo 
levert de keuze 

A= B= 

de volgende rij op: 
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Als aan (6.1) is voldaan, dan geldt, op grond van bovenstaande, voor willekeu
rige input verzameling X: 

(6.2) 

Bij elke stap n, waarbij we de resterende verzameling openen met An, verdwij-

Opening met A1 = 2 x 2 venster 

----------~,,....----......=----------~ 
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! Opening met A2 = 3 x 3 venster 

! Opening met Aa = 4 x 4 venster 

FIGUUR 11. De berekening van het patroon-spectrum. 
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nen er een aantal punten, en wel 

Px(n) = !XoAn-1 \XoAnl, (6.3) 

waarbij !YI het aantal punten in Y is (we nemen voor het gemak aan dat we 
met eindige verzamelingen werken), en waarbij A0 = {O} en dus X o Ao = 
X. De functie px wordt in de literatuur wel het patroon-spectrum van X 
genoemd, omdat deze functie informatie bevat over de afmetingen en de vormen 
van objecten in X. In Figuur 11 laten we aan de hand van een eenvoudig 
voorbeeld zien hoe deze functie wordt berekend. In de praktijk wordt het 
patroon-spectrum (soms in een iets andere hoedanigheid ook wel gmnulometrie 
genoemd) gebruikt om texturen te analyseren, of om objecten aan de hand van 
hun vorm van elkaar te onderscheiden. We geven een illustratie in Figuur 12. 

FIGUUR 12. Het patroon-spectrum van drie verschillende binaire textuurbeelden. 

7. MORFOLOGIE VOOR GRIJSWAARDEN-BEELDEN 

We hebben ons, wat de morfologie betreft, tot nu toe beperkt tot binaire beel
den. In deze sectie laten we aan de hand van concrete voorbeelden zien hoe bi
naire operatoren uitgebreid kunnen worden naar grijswaarden-beelden. Verder 
zullen we ook een morfologische operator construeren welke uiterst bruikbaar 
is voor het filteren van ruis in beelden. 

We hebben binaire beelden gemodelleerd met P('i.2), de machtsverzameling 
van Z2 . We zullen in het nu volgende grijswaarden-beelden representeren mid
dels de ruimte Fun(Z2 ) bestaande uit alle functies welke Z2 in een grijswaarden
verzameling T afbeelden. We zullen hier voor het gemak T = {O, 1, ... , n} 
kiezen, waarbij O zwart en n wit representeert (vaak is n = 255). Merk op 
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<lat voor RGB-kleurenbeelden T drie-dimensionaal is. Zoals we verzamelingen 
partieel kunnen ordenen middels de inclusie-relatie 'X <::; Y', zo kunnen we <lat 
ook voor functies m.b.v. de relatie F :S G, waarmee bedoeld wordt <lat in 
elk punt x E '1/} de grijswaarde F(x) niet groter is dan de grijswaarde G(x). 
We hebben ook een analogon van de intersectie en de vereniging, en wel het 
minimum en maximum: F I\ G en F V G zijn de functies gegeven door: 

(FI\ G)(x) = min(F(x), G(x)), (F V G)(x) = max(F(x), G(x)), 

voor alle x E '11.,2 . Uitgaande van ( 4.1) kunnen we nu de dilatie van een functie 
F E Fun('ll.,2 ) met een structurerend element A <::; '11.,2 definieren als: 

F EB A = V { Fa I a E A} , 

waarbij Fa de translatie van F over a is: Fa(x) = F(x - a). We kunnen 
bovenstaande uitdrukking ook schrijven als 

(FEB A)(x) = max{F(x - a) I a EA}. 

Met andere woorden, (FEB A)(x) is de grootste grijswaarde van F binnen het 
venster A gepositioneerd in punt x; zie Figuur 13. Evenzo is de erosie gegeven 

F(x) fllA= 3x3venster 
(FEf! A)(x) 

6 5 8 

2 5 6 

1 1 1 4 9 9 

2 9 4 3 

Input beeld F dllatie FEfJA 

FIGUUR 13. De dilatie (F EEJ A)(x) is de grootste grijswaarde F(y) waarbij y E Ax, het 

venster A gecentreerd in x. 

door 
(F 8 A)(x) = min{F(x + a) I a EA}. 

Allerlei eigenschappen welke in Sectie 4 zijn afgeleid voor het binaire geval 
blijven gelden, bijvoorbeeld translatie-invariantie, het analogon van ( 4.3), i.e., 

(F VG) EB A= (FEB A) V (G EB A), 
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enz. De belangrijkste eigenschap is echter de adjunctie-relatie (4.10), welke 
voor functies als volgt luidt: 

FEB A ::; G {=} F ::; G 8 A, F, G E Fun(Z1;2) . 

We kunnen door dilatie en erosie samen te stellen, openingen en sluitingen de
finieren voor grijswaarden-beelden, en wederom blijven alle resultaten bewezen 
in Sectie 5 overeind. We zullen hier nu niet verder op ingaan. In plaats daar
van introduceren we een specifieke klasse van operatoren, de zogenaamde rang
operatoren. Het idee is simpel. Kies eerst een ( eindig) structurerend element; 
we zullen hier voor het gemak een 3 x 3 venster gecentreerd in de oorsprong 
nemen, maar de lezer zal geen moeite hebben om in te zien dat dit gemakkelijk 
gegeneraliseerd kan worden. Leg A neer in een willekeurig punt x = x0 van het 
input beeld F (zie Figuur 2) en orden de grijswaarden F(x0 ), F(x1 ), ... , F(x8 ) 

in aflopende grootte; dit levert een rij ti 2: t2 2: • · · 2: t9 . We definieren voor 
k = l, 2, ... , 9 de rang-operator Pk middels 

Uit deze definitie volgt onmiddelijk dat 

(7.1) 

Het is verder eenvoudig in te zien dat elk van de operatoren Pk translatie
invariant en stijgend is. Uit de definitie volgt dat p1 ( F) ( x) het maximum van 
F in een 3 x 3 venster om x is, met andere woorden, 

Evenzo is 
p9 (F) = F 8 A. 

Van bijzonder belang is verder p5 aangezien p5 (F)(x) de mediaan van de waar
den F(xo), F(x1 ), ... , F(xs) is, en we noemen p5 dan ook de mediaan operator. 
Deze operator wordt in de praktijk vaak gebruikt om ruis te filteren, en we zul
len daar verderop in deze sectie een voorbeeld van zien. 

We construeren nu m.b.v. deze rang-operatoren een nieuwe familie van ope
ratoren, en wel de zogeheten RAS-filters (hierin is 'RAS' de afkorting van 'rank 
alternating sequential'). In de morfologie is een filter een stijgende operator 'lj; 
welke idempotent is, d.w.z. 'lj; 2 = 'lj;, oftewel 'lj;('lj;(F)) = 'lj;(F), hetgeen zoveel 
betekent als dat tweemaal toepassen van de operator niet meer effect heeft als 
slechts een keer toepassen, een eigenschap welke buitengewoon interessant is 
als de operator gebruikt wordt om ruis te filteren. We hebben eerder al ge
zien dat de opening en de sluiting deze eigenschappen bezitten. Definieer, voor 
k = l, 2, ... , 9, de operator 

d.w.z., bereken de rang-getransformeerde Pk(F), dilateer met A, en neem het 
minimum van de uitkomst en het oorspronkelijke input beeld. De operator ak 
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heeft alle eigenschappen welke de opening F ~ F o A ook heeft: ze is stijgend, 
translatie-invariant, anti-extensief (d.w.z. ak(F) :S F) en idempotent. In het 
binaire geval heeft ak een eenvoudige geometrische interpretatie: neem een 
getransleerde Ah van het structurerend element A zodat tenminste k punten 
uit A1i in X liggen, dan is A1i n X bevat in ak(X); zie Figuur 14. Het is 

opening a8 

\ 
7 pixels in A 

FIGUUR 14. lllustratie van de opening as. 

duidelijk <lat a 9 de oorspronkelijke opening F ~ F o A is. De opening a 1 is 
domweg de identiteits-operator (welke elke functie op zichzelf afbeeldt). De 
familie openingen ak voldoet als gevolg van (7.1) aan 

a1(F) 2°'. a2(F) 2°'. · · · 2°'. ag(F), FE Fun(Z::2). 

Gebruikmakend van het dualiteitsprincipe <lat men overal in de morfologie 
tegenkomt, definieren we een tweede familie operatoren 

(3k(F) = F V (P10-k(F) 8 A). 

Het zal niemand verbazen <lat ieder f3k een sluiting is, <lat (31 de identiteits
operator is, en <lat (39 de oorspronkelijke sluiting F ~ F • A is. Verder geldt 

/31(F) :S /32(F) :S · · · :S (39 (F), FE Fun(Z,2). 

We hebben nu alle gereedschappen om het RAS-filter 7Pk te definieren: voor 
k = 1, 2, ... , 9 is 

7Pk = f3kakf3k-l Ock-l · ' · /31 a1 · 

D.w.z., we passen eerst een opening gevolgd door een sluiting toe, beiden 
met een zwakke werking, waarvan alleen kleine ruisdeeltjes effect ondervin
den. (Merk op <lat we in bovenstaande uitdrukking (31 en a 1 weg kunnen laten 
aangezien <lit beide identiteits-operatoren zijn.) Vervolgens nemen we een iets 
krachtiger opening en sluiting, en we gaan zo door tot aan niveau k. In Fi
guur 15 laten we het effect van het RAS-filter 'ljJ9 zien. Het is interessant <lit 
filter te vergelijken met de mediaan-operator, omdat deze laatste operator een 
uitstekende reputatie heeft waar het verwijdering van ruis betreft. 
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FIGUUR 15. Boven een grijswaarden-beeld voor- en nadat er ruis aan is toegevoegd; 

ongeveer 40% van de pixels is door de ruis aangetast. Onder ziet men het effect van twee 

verschillende ruisfilters: links het RAS-filter 'lj;g en rechts de mediaan operator p5. Merk 

op dat de mediaan operator geen filter is omdat niet aan de idempotentie-eigenschap is 

voldaan. 

8. TOT SLOT .... 

We herhalen ten overvloede nog eens dat deze bijdrage slechts de pretentie heeft 
om als smaakmaker te fungeren. We hopen dat we er in geslaagd zijn de lezer 
te overtuigen dat het mogelijk is om met elementaire geometrische operaties 
interessante "beeld-operatoren" te bouwen. Zulke operatoren kunnen worden 
gebruikt om een gegeven input beeld in een antler beeld over te voeren, bij
voorbeeld met het oogmerk om de kwaliteit te verbeteren zoals in het geval van 
het RAS-filter. Ze kunnen ook worden gebruikt om kwantitatieve geometrische 
informatie aan een beeld te onttrekken. Een voorbeeld daarvan is het patroon
spectrum besproken in Sectie 6. Natuurlijk gaat de beeldverwerkings-literatuur 
in het algemeen, en de mathematische morfologie in het bijzonder, veel verder. 
In ieder geval ver genoeg om te bereiken dat de meeste plaatjes inderdaad veel 
meer waard zijn clan duizend woorden. Maar dat is clan wel voor een belangrijk 
deel aan de wiskunde te danken. 
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1. INLEIDING 

Wavelets in beeld en geluid 

Hennie ter Morsche 
Technische Universiteit Eindhoven 

pp. 41 - 63 

De wiskunde kent een aantal methoden <lat bij het analyseren van geluid en 
beeld of meer in het algemeen bij het analyseren van signalen goed kan worden 
gebruikt. Klassiek is de Fourier-transformatie, die bij de frequentie-analyse 
een belangrijke rol speelt. De noodzaak om signalen simultaan te beschrijven 
in zowel tijd/plaats als frequentie heeft aanleiding gegeven tot de introductie 
van de zogenaamde Short Time Fourier-transformatie. Bekend in deze is ook 
de Wigner transformatie ofwel de Wigner distributie. Al deze transformaties 
hebben het gemeenschappelijke kenmerk <lat ze bepaalde informatie die een 
signaal bevat op een gestructureerde manier proberen te achterhalen en wel 
zodanig <lat "het werk" door een computer kan warden uitgevoerd. Zo kan 
de Fourier-transformatie worden ingezet om frequenties in een geluidssignaal 
op te sporen en met behulp van bijvoorbeeld de Wigner transformatie kunnen 
we ook nog een idee hebben op welk tijdsinterval zich een bepaalde frequentie 
manifesteert. 

In <lit rijtje van transformaties past nu ook de Wavelet-transformatie (er 
bestaan overigens verschillende versies). Met deze transformatie is men in staat 
om, ondersteund door snelle algoritmen voor het nodige rekenwerk, een signaal 
lokaal op verschillende detail niveau's te onderzoeken. Dit maakt de Wavelet
transformatie erg aantrekkelijk voor verschillende toepassingen. Belangrijke 
daarbij zijn het comprimeren en restaureren van data bij beeld en geluid, het 
onderdrukken van ruis en het opsporen van speciale objecten of saillante punten 
in signalen. 

Deze cursus gaat over de Wavelet-transformatie, de wiskundige theorie en 
enkele toepassingen in relatie met beeld en geluid. De wiskundige theorie in 
deze cursus is vooral beschrijvend en weinig bewijzend, desondanks zullen we bij 
de presentatie de wiskundige context van functieruimten gebruiken. Paragraaf 
3 geeft een beknopt overzicht van de begrippen, die we uit de theorie van 
functieruimten zullen gebruiken. Fourier-analyse is onderwerp van Paragraaf 4. 
Deze paragraaf is bedoeld om enerzijds vertrouwd te raken met functieruimten 
en anderzijds als opstap te dienen voor de wavelettheorie. In de nu volgende 
paragraaf worden geluid en beeld als wiskundige objecten geYintroduceerd. De 
wavelets warden behandeld in Paragraaf 5. De cursus wordt afgesloten met het 
laten zien, vooral in het hoorgedeelte van de cursus, van enkele toepassingen. 

De wavelettheorie kent een erg interessante geschiedenis. Degene die zich 
hiervoor interesseren zij verwezen naar een artikel van Ingrid Daubechies in een 
proceedings van IEEE (cf [2]). 
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2. BEELD EN GELUID ZIJN FUNCTIES 

Het meest eenvoudige mathematisch model van een geluidssignaal is een func
tie, zeg f, gedefinieerd op een deel van de reele getallenrechte JR waarvan de 
functiewaarden f (t) reele getallen zijn. De getallenrechte JR staat model voor 
de tijd-as en de functiewaarde f (t) op tijdstip t stelt de door een geluidsbron 
veroorzaakte akoestische druk op dat tijdstip voor. Een geluidssignaal is dus 
een functie van een variabele. We zeggen dat geluid een lD-signaal ( een di
mensionaal) is. 
In Figuur 1 is een grafiek van een geluidsignaal getekend. Dit signal is een 
spraaksignaal met de tekst " Ik zie ik zie wat jij niet ziet". 

09 

0 
0 15 

SEC 

F!GUUR 1. Grafiek van een spraaksignaal 

Ook het mathematisch model van een beeld is een functie f, maar dan 
een functie van twee variabelen, zeg x en y. Het paar (x, y) zijn de cartesische 
coordinaten (t.o.v. van een rechthoekig assenstelsel) van een punt van het beeld 
en de functiewaarde f(x, y) stelt de grijswaarde in dat punt voor. Daarbij zijn 
we er gemakshalve van uitgegaan dat we te maken hebben met een zwart/wit 
beeld. In onze terminologie is dus een beeld een 2D-signaal. 

Het bewerken van signalen betekent dan ook het bewerken van functies. 
Tegenwoordig wordt een signaal bewerkt met computers, die alleen met digi
tale signalen kunnen omgaan. Het gevolg is dat een signaal eerst bemonsterd 
(gesampled) moet warden voordat er een digitale bewerking kan warden uitge
voerd. Voor een functie betekent dit dat we op een regelmatig rooster in het 
definitiegebied punten kiezen en de functie alleen in die punten beschouwen. 

Bij het bemonsteren van signalen moet men in het algemeen verwachten 
dat er informatieverlies zal optreden. Hoge tonen in een geluidssignaal gaan 
verloren als de zogenaamde bemonsteringsfrequentie te laag is. Bij geluid is de 
bemonsteringsfrequentie het aantal samples per seconde, waarbij dan aange
nomen wordt dat de samples op de tijdas op onderling gelijke afstand liggen. 
De samples van een beeld worden meestal op een uniform rechthoekig rooster 
gekozen, zodat er sprake is van een bemonsteringsfrequentie in de horizontale 
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richting en een bemonsteringsfrequentie in de verticale richting. Details in 
een beeld kunnen verloren gaan, wanneer een van deze twee bemonsteringsfre
quenties te laag is. Maar wat betekent in een dergelijke situatie dan te laag? 
Het zogenaamde bemonsteringstheorema van Shannon (reference) zegt <lat er 
bij een geluidssignaal geen informatieverlies zal optreden indien de bemonste
ringsfrequentie minstens tweemaal zo hoog is als de hoogste frequentie die in 
het signaal voorkomt. In een enigszins gemodificeerde vorm bestaat een der
gelijke theorema ook voor 2D- signalen. De Fourier-analyse leert ons hoe een 
signaal kan worden gesplitst in verschillende frequenties. Een lD-signaal met 
precies de frequentie JO is het cosinussignaal 

A cos(21r Jot+ <po) (t ER). 

Het getal A ;:::: 0 heet amplitude en <po de beginfase. Voor 2D-signalen is het 
enigszins gecompliceerder, omdat we dan met twee richtingen te maken hebben. 
Bijvoorbeeld een 2D-signaal J(x, y) met de frequentie Jo in de x-richting en de 
frequentie Ji in de y-richting zou men kunnen aangeven met 

J(x, y) = A cos(21r .fox+ <po) cos(21r Ji y + <p1) 

3. VECTORRUIMTEN VAN FUNCTIES 

In de inleiding is al gezegd <lat geluid is opgebouwd uit signalen met verschil
lende frequenties. In feite staat hier <lat een functie is opgebouwd uit een set 
van specifieke functies ( cosinussignalen), die elk een bepaalde frequentie ver
tegenwoordigen. De wiskundige context om dit goed te beschrijven is die van 
vectorruimten en bases in vectorruimten. 

In een ( eindig dimensionale) vectorruimte is een basis een onafhankelijk 
stelsel a1, ... , an van vectoren, zodat iedere vector x in deze ruimte kan worden 
geschreven als een lineaire combinatie van de vectoren ai uit <lit stelsel, i.e. 
x = 6 a1 + 6 a2 + · · · + tn an met eenduidig bepaalde coefficienten ti- Deze 
coefficienten identificeren de vector x volledig, zodat in principe alle informatie 
over x is opgeslagen in de coefficientenrij ti• We zeggen <lat de vector x is 
opgebouwd" uit de basiselementen ai, 

Omdat we weten hoe we functies kunnen optellen en hoe een functie met 
een getal kan worden vermenigvuldigd, kunnen we functies interpreteren als 
vectoren in een vectorruimte. Een vectorruimte van functies noemen we een 
Junctieruimte. Een voorbeeld is de ruimte van polynomen van de graad hooguit 
3. Deze ruimte is een eindig dimensionale ruimte van dimensie vier. Immers 
elk cubisch polynoom is een lineaire combinatie van de vier basispolynomen 
Po(t) = 1, p1 (t) = t,p2 (t) = t2 en p3 (t) = t3 . Vaak zijn functieruimten oneindig 
dimensionaal en hebben we een oneindige set van basisfuncties nodig om de 
functies te representeren. 

In een vectorruimte zijn natuurlijk verschillende keuzes van bases mogelijk. 
Zelfs als we in onze bekende ruimte Rn een zogenaamde orthonormale basis 
willen, dit is een basis waarvan de elementen onderling loodrecht zijn en lengte 1 
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hebben, dan zijn er nog oneindig veel mogelijkheden. Hoeken tussen vectoren en 
lengte van vectoren zijn ook zinvolle begrippen in functieruimten. De reden is 
<lat deze begrippen afkomstig zijn van een inproduct. In :U:r wordt het inproduct 
(x, y) van twee vectoren x en y gedefinieerd door 

n 

(x, y) = L Xi Yi, 

i=O 

waarbij x1, ... , Xn de kentallen zijn van x en Y1, ... , Yn die van y. Dit inpro
duct voldoet aan de volgende eigenschappen 

( 0: x, y) = 0: ( x, y)' 
(x + y, z) = (x, z) + (y, z), 

(x, y) = (y, x). 

(1) 

Bovenstaande eigenschappen gelden voor alle reele getallen a en alle vectoren 
x,y en z in de betreffende vectorruimte. Maar in een ruimte van functies, 
bijvoorbeeld functies gedefinieerd op het interval [a, b] kan men een inproduct 
(f, g) van twee functies f en g, definieren door 

(f,g) = 1b f(t)g(t)dt, 

en <lit inproduct voldoet aan dezelfde eigenschappen als vermeld in (1, waarbij 
de vectoren x, y, z zijn vervangen door functies zeg f, gen gh. 

In de ruimte :Rn weten we <lat de lengte llxll van een vector x gelijk is aan 

Men kan nu ook de lengte IIJII van een functie f overeenkomstig definieren. 

1 
11!11 = (f,!) 2 . 

De stelling van Pythagoras voor functies ziet er nu als volgt uit: 
Geldt voor de functies Ji, h, ... , f n <lat (Ji, fj) = 0 voor i =/- j ( we zeggen 

<lat de functies onderling loodrecht zijn) en f =Ji+ h + • • • + fn, dan geldt 

11!11 2 = ll!ill 2 + 11h11 + · · · + llfnll 2 - (2) 

Een belangrijke eigenschap van een inproduct staat bekend als de ongelijkheid 
van Cauchy-Schwartz. In een functieruimte zegt deze ongelijkheid <lat voor alle 
f en alle g in die ruimte geldt <lat 

l(f,g)I:::; 11!11 llgll, (3) 

waarbij het gelijkteken alleen dan optreedt, indien f = a g voor een zeker getal 
a. Hier is gemakshalve aangenomen <lat f niet de nulfunctie is. 
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Vanwege de ongelijkheid van Cauchy-Schwartz, speelt het inproduct een 
voorname rol bij het vergelijken van signalen. We zullen zien <lat Fourier
coefficienten en ook wavelet-coefficienten ook inproducten zijn 

De ruimte Rn is een eindig dimensionale ruimte van dimensie n. Een 
voorbeeld van een oneindig dimensionale ruimte zijn de oneindige rijtjes x = 
(x1 , x2 , ... ) van reele getallen waarvoor geldt 

00 

I:x; < oo. 
i=l 

In deze ruimte wordt het inproduct (x, y) van twee vectoren x en y gegeven door 
de oneindige som I::1 Xi Yi en natuurlijk geldt ook hiervoor de ongelijkheid 
van Cauchy -Schwartz (cf 3). 

De natuurlijke basis e 1 , e 2 ,. . . ( e; is het rijtje met op de i-de plaats 1 en 
elders overal nullen) is een orthonormale basis en het is duidelijk <lat 

00 

x = L(x, e;) e;. 
i=l 

Een belangrijke oneindig dimensionale functieruimte, is de ruimte L2 (R) waar
van de vectoren functies f zijn gedefinieerd op de reele getallen rechte R met 
de eigenschap 

In de signaaltheorie wordt deze integraal de energie-inhoud van het signaal f 
genoemd. Omdat een signaal een functie is, zal er in deze cursus geen onder
scheid worden gemaakt in een functie en een signaal. De ruimte L2 (R) kent 
ook een inproduct, gegeven door 

(f,g) = £: f(t)g(t)dt. 

Deze ruimte kent diverse fraaie orthonormale bases. Voor ons zijn straks 
orthonormale bases van wavelets van belang. 

Een functie f die gedefinieerd is op het interval [O, T] voor zekere T > 0 
en waarvoor Jt J2(t) dt < oo kan op een natuurlijke manier worden uitgebreid 
tot een functie behorende tot L2 (R). Men stelt eenvoudig f(t) = 0 voor alle t 
buiten het interval [O, T]. Dit heet zeropadding. Desondanks heeft het zijn voor
deel, met name voor de frequentie-analyse van signalen met eindige tijdsduur, 
om deze verzameling van functies als een aparte vectorruimte te beschouwen 
met als inproduct 

1 IT 
(f,g) =TI,, f(t)g(t)dt. 
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Deze ruimte wordt aangegeven met het symbool L2 ([0, Tl). 

We besluiten deze paragraaf met een korte verhandeling over deelruimten 
en orthogonale sommen van deelruimten. We weten dat in de R 3 een rechte 
door de oorsprong of een vlak door de oorsprong op zich weer als vectorruimten 
kunnen worden beschouwd van dimensie 1 respectievelijk 2. De rechte en het 
vlak zijn voorbeelden van lineaire deelruimten. Een lineaire deelruimte van 
een vectorruimte is een deel van die ruimte dat met de geldende optelling en 
vermenigvuldiging ook weer een vectorruimte is. Deelruimten kunnen worden 
opgeteld. Een som van deelruimten is ook weer een deelruimte. Als L0 en 
DL 1 twee lineaire deelruimten zijn van een vectorruimte V, dan is L 0 + L 1 

de deelruimte van V die alle vectoren x van V bevat die geschreven kunnen 
worden als een som x = dli + lz van een vector li in L1 en een vector lz in 
L2 . Als in de R 3 bijvoorbeeld L1 een rechte lijn is door de oorsprong en ook 
L2 en deze rechte lijnen vallen niet samen, dan is de som het vlak door deze 
twee rechten. Vallen deze lijnen wel samen dan is de som gelijk aan die lijn. 

Twee deelruimten L1 en DL2 zijn onderling loodrecht indien voor alle dli 
in L1 en alle lz in L2 geldt dat (11 , lz) = 0. Wij zullen vooral sommen van 
onderling loodrechte deelruimten tegenkomen. Als in een vectorruimte V, de 
vectoren a 1 , a 2 , ... een orthonormale basis vormen en Lk, k = 0, 1, ... is de 
twee-dimensionale deelruimte met als basis a 2 k+i, a 2 k+2 ( we zeggen ook wel 
Dk wordt opgespannen door a 2 k+l, a 2 k+2 )). Dan geldt dat de ruimten onder
ling loodrecht zijn en dat 

V = Lo +L1 + .... 

De ruimten Li vormen een orthogonale decompositie van de ruimte V. 

4. FOURIER-ANALYSE 

Met de kennis van de voorafgaande paragraaf, zijn we in staat om de zinsnede 
"geluid is opgebouwd uit frequenties" beter te begrijpen. We stellen de periode 
waarin we een geluidssignaal waarnemen gelijk aan het tijdsinterval [0, T]. De 
Fourier-theorie leert ons dat dit signaal kan worden opgebouwd uit signalen 
waarvan de frequenties gehele veelvouden zijn van de zogenaamde grondfre
quentie w0 = 2 71' /T. De frequentie 0 correspondeert met het constante signaal 
(f ( t) = c) en een signaal met frequentie k w0 ( k = 1, 2, ... ) is een lineaire com
binatie van ck(t) = cos(kw0 t) en sk(t) = sin(kw0 t). We weten dat een lineaire 
combinatie ak cos(k w0 t) + bk sin(k w0 t) van deze cosinus- en sinus functie ge
schreven kan worden in de vorm 

In deze representatie heet Ak = J a~ + b~ de amplitude van het signaal en 'Pk 
(cosi.pk = ak/Ak, sini.pk = -bk/Ak) de beginfase. 

De signalen 1, cos(w0 t), sin(w0 t), cos(2w0 t), sin(2w + 0t), ... zijn functies 
die we beschouwen als functies in de ruimte L2 ([0, Tl). Het fraaie is nu dat 
deze functies in L2 ([0, Tl) een basis vormen en onderling loodrecht zijn. Door 
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ze te "hernormeren" kunnen we ervoor zorgen <lat ze allemaal lengte 1 hebben. 
Dit "hernormeren" levert ons dan de volgende functies op: 

co(t) = 1, 

ck(t) = /½ cos(kwo t), 

sk(t) = /½ sin(k wot), 

Deze functies vormen een orthonornale basis van de ruimte L2 ([0, Tl), zodat 
iedere functie f E L2 ([0, Tl) als volgt kan worden geschreven. 

00 

f = (f, co)+ l)U, ck) Ck+ (f, sk) sk) 
k=l 

We mer ken op dat de signalen die een lineaire combinatie zijn van cos(k w0 t) en 
sin(kw0 t) een twee dimensionale deelruimte vormen van L 2 ([0,T]). We geven 
deze ruimte aan met het symbool Uk. Definieren we nu U0 als de een dimensio
nale deelruimte van de constante functies met als basis de constante functie 1, 
dan hebben we een orthogonale decompositie van de ruimte L2 ([0, Tl) in ter
men van de ruimten Pk. Elke deelruimte past bij een bepaalde frequentie. Met 
de Fourier-analyse is het mogelijk om te onderzoeken welke frequenties er in 
een signaal voorkomen. Het nadeel is wel dat het heel moeilijk valt te achterha
len waar die frequenties voorkomen. Neem als voorbeeld het volgende signaal 
f dat bestaat uit twee aan elkaar geknoopte sinussignalen van verschillende 
frequenties op het interval [O, T] met T = l. 

f(t) = { sin(201rt) 
sin( 40 1r t) 

0::; t::; 0.5, 
0.5 < t::; 1. 

In deze cursus noemen we dit signaal de "frequency break". De grafiek van 
<lit signaal is getekend in Figuur 2 en het amplitude- en fasespectrum in Figuur 
3, 

We zien duidelijk <lat er twee frequenties significant zijn, echter het is erg 
lastig om te kunnen zien <lat de hoge frequentie zich in de tweede helft van het 
tijdsinterval manifesteert en de lage frequentie in de eerste helft. Om lokale 
informatie te verkrijgen over de verschillende frequenties of variaties van een 
signaal hebben we een andere basisset van signalen nodig. Deze basisset moet 
dan kunnen weergeven welke variaties in een signaal lokaal kunnen voorkomen. 
Een dergelijke basisset leveren ons de wavelets. 

5. ORTH0G0NALE WAVELETS 

Een lD-signaal beschouwen we nu als een functie in de ruimte L2 (1R). In plaats 
deze ruimte op te splitsen in orthogonale deelruimten horende bij bepaalde 
frequenties, gaan we L2 (1R) opsplitsen in ruimten die passen bij verschillende 
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FIGUUR 2. Grafiek van de "frequency break" J(t) 

detail niveaus. In de wavelettheorie heet een dergelijke opsplitsing een Multi
resolutie analyse. Wat een detail niveau is, zal uit de context duidelijk moeten 
worden. We geven geen formele definitie. 

Bij die opsplitsing of decompositie spelen twee functies een belangrijke rol. 
Een zogenaamde moederwavelet 'lfJ(t) en een schalingsfunctie cp(t). Van deze 
twee functies worden nieuwe functies 'Pn,j en 7/Jn,j (n, j = 0, ±1, ±2, ... ) afgeleid 
op de volgende manier. 

'Pn,j(t) = ril2cp(ri t - n), 

'l/Jn,j(t) = rj/Z 'lj.J(ri t - n). 

De factor 2-i/2 zorgt er voor dat de lengte of norm van deze functies de
zelfde waarde hebben als die van 'P respectievelijk 'lj.;. We zien dat voor j --+ -oo 
de functies 'Pn,j en 7/Jn,k smaller en smaller worden en dat voor j --+ oo het te
genovergestelde gebeurt. Het ligt dan ook voor de hand om de parameter j te 
associeren met een bepaald detail niveau. De parameter n duidt een transla
tiestap aan. Omdat 7/J(2i t - n) = 7/J(2i(t - n2-i)), zijn de translatiestappen 
klein bij kleine j en groot bij grote j. De translatiestappen passen zich dus aan 
bij het detail niveau. 

Bij vaste j definieren we de detailruimte W1 als de deelruimte van L2 (R), die 
opgespannen wordt door de functies 7/Jn,j (n = 0, ±1, ±2, ... ) In deze cursus 
beschouwen we alleen maar die functies 'l/Jn,j die onderling loodrecht zijn en 
lengte 1 hebben. Dat betekent dat ook de ruimten W1 onderling loodrecht 
zijn. Bovendien willen we dat de totale som van deze ruimten gelijk is aan de 
gehele L2(R), dus 

(5.1) 

Dit betekent dat de ruimten Wi een orthogonale decompositie vormen van 



Wavelets in bee/d en gefuid 49 

0.25 

303540 50 

,o ,s m ~ 30 35 ~ ~ so 
HERTZ 

FIGUUR 3. Het amplitude- en fasespectrum van f(t) 

L2 (lR). Een moederwavelet 'l/; die hiervoor zorgt heet een orthogonale wavelet. 
In deze cursus zullen we verschillende orthogonale wavelets tegenkomen. 

Het gevolg van het voorafgaande is dat elke functie f in L2 (lR) geschreven 
kan warden in de vorm 

00 

f(t) = L Dj(t), 
j=-oo 

met 
00 

n=-CXJ 

(5) 

(6) 

Men zou kunnen zeggen dat Jj de functie f vertegenwoordigt op detail niveau 
j. De functie Ji heet de detailfunctie van f op detail niveau j. De coefficienten 
dn,j warden wavelet-coefficienten genoemd. 

Uit (6) zou men kunnen concluderen dat het berekenen van wavelet-coefficiente 
het berekenen van inproducten betekent. Echter als er sprake is van een scha-
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lingsfunctie is het berekenen van inproducten overbodig en zijn er snelle algo
ritmen beschikbaar. Daarom zullen we nog een een verdere eis stellen aan een 
de orthogonale wavelet. Bij deze eis speelt de schalingsfunctie cp een rol. 

Het is duidelijk dat een functie f, waarvan alle waveletcoefficienten dn,j 

gelijk zijn aan 0 voor alle n en voor j = 0, -1, -2, ... behoort tot de ruimte 
Vo := W1 + W2 + · • •. Onze voorwaarde is dat deze ruimte een speciale ortho
normale basis heeft, die bestaat uit alle translaties cp(t-n); (n = 0, ±1, ±2, ... ) 
van de schalingsfunctie cp. Een gevolg hiervan is dat bij vaste k de set 'Pn,k (n = 
0, ±1, ±2, ... een orthonormale basis is van 

In deze cursus gaan we niet in op de constructie van paren cp en 1/; die het 
bovenstaande realiseren. Het bekende boek "Ten lectures on Wavelets" van 
Ingrid Daubechies ( cf [1]) geeft hierover uitgebreide informatie. Verder zijn 
er heel wat leerboeken op dit gebied verschenen. In de referentielijst staan er 
enkele vermeld (cf [3],[4], [5] en [6]). Paragraaf 5.2 gaat over een van de meest 
eenvoudige voorbeelden van een orthogonale moederwavelet, de zogenaamde 
Haar-wavelet. We zullen deze wavelet met de bijbehorende schalingsfunctie 
hier alvast introduceren. 

1 
-1 

0 

cp(t) = { ~ 

0 < t < 0.5, 
0.5 < t < 1, 
elders, 

0 < t < 1, 
elders. 

(7) 

(8) 

In Paragraaf 5.2 in Figuur (5) zijn enkele detailfuncties (Dj (cf. 5) weerge
geven van de "frequency break", die met de Haar-wavelet zijn bepaald. 

We hebben al opgemerkt dat het berekenen van wavelet-coefficienten op een 
efficiente manier kan worden uitgevoerd via de zogenaamde discrete wavelet
transformatie. Dit betekent dat de wavelet-coefficienten worden berekend via 
filterbewerkingen. In Paragraaf 5.3 wordt hieraan aandacht besteed. In Para
graaf 5.2 komt het berekenen van wavelet-coefficienten eveneens aan de orde, 
maar dan speciaal voor de Haar-wavelet. 

De filtercoefficienten bij de discrete wavelet-transformatie komen voort uit 
een aantal belangrijke betrekkingen die er voor de paren cp en 1/; bestaan. Fun
damenteel voor onze orthogonale wavelet is de volgende betrekking, waarin 
alleen de schalingsfunctie voorkomt. 

M-1 

¢(t)= LPkCfJ(2t-k), (9) 
k=O 

voor zekere getallen p0 , p 1 , . . . , p M - l · Deze betrekking heeft als gevolg dat de 
schalingsfunctie cp(t) identiek nul is buiten het interval [O, M - 1]. We noemen 
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[0, M - 1] de drager van 'P· Een geschikte orthogonale moederwavelet kan nu 
uit de schalingsfunctie worden gemaakt met behulp van de betrekking 

N-l 

'l/J(t) = I)-l)kqkc.p(2t- k), (10) 
k=O 

met 

Net als de schalingsfunctie 'P heeft nu ook de moederwavelet 'l/J als drager 
het interval [0, M - l]. 

De volgende betrekking blijkt bij de decompositie van functies in detail
functies van belang te zijn. 

00 

c/>(2t-n)=½ L (Pn-2k'P(t-k)+qn-2k'l/J(t-k)). (11) 
k=-oo 

5.1. Voorbeelden van orthogonale wavelets 
De meest eenvoudige wavelet, de Haar-wavelet, is reeds in de vorige paragraaf 
geYntroduceerd. De Haar-wavelet is in feite een exemplaar uit een hele familie 
van wavelets, de zogenaamde Daubechies wavelets, die vernoemd zijn naar 
de Belgische wiskundige Ingrid Daubechies. We weten <lat de getallen Pl in 
Formule (9) in feite de orthogonale wavelet 'l/J bepalen. We stellen in deze 
formule M = 2 N met N = l, 2, 3, .... Ingrid Daubechies heeft voor elke N een 
rij Pl gemaakt, die een geschikte schalingsfunctie 'P levert en een moederwavelet 
'l/J. Deze moederwavelet heet dan de Daubechies-wavelet van de orde N. De 
Haar-wavelet is een Daubechies wavelet van de orde 1. Deze wavelet is een 
discontinue functie. Bij toenemende N worden de schalingsfuncties en dus 
ook de moederwavelet gelukkig gladder. Dit gaat overigens wel ten koste van 
de lengte van de drager van 'P en 'l/J en dus ook van de lengte van de filters 
die bij het berekenen van wavelet-coeffi.cienten worden gebruikt (zie paragraaf 
5.3). Een voordeel is wel <lat het aantal "vanishing moments" bij toenemende 
N toeneemt. Dit aantal is van belang als we de wavelets willen gebruiken 
voor het comprimeren van data. Men kan afleiden <lat voor elke wavelet 'l/J de 
gemiddelde waarde gelijk is aan nul, i.e. 

i: 'l/J(t) dt = 0. 

Het µ-de moment µ('l/J) (µ = 0, l, 2, ... ) van een wavelet wordt gedefinieerd 
door 

(12) 

Nu geldt voor de Daubechies wavelet van de orde N <lat alle momenten 
tot en met N - l gelijk zijn nul. De Daubechies wavelets , de Haar-wavelet 
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uitgesloten, kan men niet door middel van formules met elementaire functies 
worden weergegeven. Voor het rekenen met wavelets zal men moeten volstaan 
met de formules (9) en (10). Dit is overigens geen bezwaar. De Daubechies 
wavelet van de orde 4 met de bijbehorende schalingsfunctie zijn getekend in 
Figuur (4) 

db4: psi 
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-0.2 

FIGUUR 4. Daubechies wavelet van de orde 4 met schalingsfunctie 

In de Wavelet-Toolbox van MATLAB zijn verschillende orthogonale wavelet 
families opgenomen, waaronder de Symlet wavelet, de Coiflet wavelet etc. Deze 
wavelets onderscheiden zich in gladheid, in het aantal vanishing moments en 
eigenschappen van de bijbehorende filters. We gaan hier verder niet op in. 

5.2. Decompositie met de Haar-wavelet 
Een heel bekend voorbeeld van een moederwavelet is de zogenaamde Haar
wavelet, die we reeds eerder hebben ingevoerd. 

De formules (9), (10) zien er voor de Haar-wavelet er als volgt uit. 

cf>(t) = ¢(2t) + ¢(2t -1), 

1/;(t) = 'P(2t)-({)(2t-1). 

Formule (11) kan worden afgeleid uit de voor de Haar-wavelet gemakkelijk 
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te verifieren eigenschappen 

¢(2 t) = ½¢(t) + ½?Ji(t), 

¢(2t -1) = ½¢(t) - ½?Ji(t), 
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In de praktijk worden wavelet-coefficienten berekend via een discrete wavelet
transforrnatie. Dit betekent <lat rnet eenvoudige filterbewerkingen de coefficienten 
worden bepaald. We zullen <lit voor de Haar-wavelet laten zien. Hierbij wordt 
wel verondersteld <lat van het gegeven signaal f(t) alleen een bernonstering be
schikbaar is op tijdstippen, die op de tijd-as onderling gelijke afstand hebben. 
Gernakshalve stellen we deze afstand gelijk aan 1 en noteren an = f ( n) voor 
alle gehele n. Met het verschalen van de tijd-as kan <lit worden bereikt. In de 
punten n, waar f niet is gedefinieerd, stellen we an = 0 (zero padding). Men 
dient zich te realiseren <lat door het bernonsteren inforrnatie op fijne schaal 
verloren is gegaan. Het heeft dan ook geen zin orn wavelet-coefficienten dn,j 
uit te rekenen rnet j 2'. 0. We weten dat een functie waarvoor dn,j = 0 voor 
alle j :c::; 0 en voor alle gehele n te schrijven is als een lineaire cornbinatie van 
cp(t - n). Voor de schalingsfunctie bij de Haar-wavelet is deze lineare cornbina
tie een stuksgewijs constante functie rnet eventuele sprongpunten in de gehele 
getallen. Het ligt dan ook voor de hand orn f ( t) te vervangen door 

fo(t) = L an cp(t - n). 
n=-oo 

De wavelet-coeffcienten dn,j, gaan we schaal voor schaal afpellen" van f 0 . 

De rnanier waarop volgt uit het volgende rekenwerk. In dit rekenwerk is an,o = 
an gesteld. 

00 

00 

fo(t) = L an,o cp(t - n) = 
n=-oo 

00 

L a2z,ocp(t-2l)+ L a21+1,ocp(t-2l-1)= 
l=-oo 

00 

l=-oo 
CX) 

L ½ a21,ocp(t/2 - l) + L ½ a21,o?fa(t/2 - l) + 
l=-oo 

00 

l=-oo 

l=-cxo 
CX) 

l=-oo 
CX) 

~ L a1,1 cpz,1(t) + ~ L d1,1 ?P1,1(t). 
l=-oo l=-cxo 
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Hierin is 
1 1 

az,1 = J2 a21,o + J2 a21+1,o, 

1 1 
dz 1 = in a21 o - - a21+1 o-

, v2 ' J2 ' (13) 

We hebben het signaal f0(t) gesplitst in een approximatiesignaal fi(t) en 
een detailsignaal D 1 ( t). Dus 

fo(t) = fi(t) + D1(t) 

met 
00 

fi(t) = L az,1 cpz,1(t), 
l=-oo 

en 
00 

Di (t) = L d1,1 'l/Jz,1 (t). 
-oo 

Ditzelfde rekenwerk kan ook worden uitgevoerd op het approximatiesignaal 
fi(t). clan krijgen we fi(t) = fz(t) + D2(t) met 

00 

fz(t) = L az,2 cpz,2(t), · 
l=-oo 

00 

D2(t) = L dz,2 'I/J1,2(t). 
-oo 

De nieuwe coefficienten voldoen weer aan dezelfde betrekkingen als gegeven 
in (13), dus 

1 1 
a1,2 = J2 a21,1 + J2 a21+1,1, 

1 1 
dz,2 = J2 a21,1 - J2 a21+1,1-

De decompositie kan worden voortgezet. Elke keer opnieuw pellen we wavelet 
coefficienten af. Doen we dit zeg k keer clan hebben we uiteindelijk een approxi
matierij az,k en k detailrijen dz, 1 tot en met d1,k met wavelet-coefficienten ter 
beschikking. Bij de approximatierij past het signaal fk(t) = L~-oo az,k cpz,k(t) 
en bij de rij dz,j het signaal Dj(t) = L~-oo dz,j 'l/Jz,j(t). Bovendien geldt 

k 

fo(t) = fk(t) + L Dj(t). 
j=l 

Met de wavelet Toolbox van MATLAB zijn voor k = 5 deze zes signalen 
getekend. We zien dat bij steeds grovere schaal de hoekigheid van de schalings
functie en van de Haar-wavelet terug. Voor de analyse van een frequentie break 
zijn de Haar-wavelets niet zo geschikt. We gebruikken hiervoor liever gladdere 
wavelets. 



Wavelets in beeld en geluid 55 

Decomposition at level 5 : s =as+ d5 + d4 + d3 + d2 + d1 

FIGUUR 5. Decompositie van de "frequency break" tot en met detailniveau 5 

5. 3. Wavelets en filters 
De manier waarop uit az,o de nieuwe approximatiecoefficienten a1,1 en de wa
veletcoefficienten d1, 1 worden gemaakt, kan worden gezien als een filterproces 
gevolgd door een zogenaamde downsampling. Dit is echter niet voorbehouden 
voor alleen de Haar-wavelet. Gebruiken we een willekeurige andere orthogonale 
wavelet om een signaal J(t) at te pellen, dan gaan we ook f (t) vervangen door 

00 

fo(t) = L an cp(t), 
n=-oo 

met an de waarden van de samples van f en cp de bijbehorende schalingsfunctie. 
De fout die dan wordt gemaakt, wordt gemakshalve verwaarloosd. Bij een hoge 
bemonsteringsfrequentie en een cp met en erelatief smalle drager is dit ook het 
geval, anders is men aangewezen op geavanceerde methoden om een goede set 
van an te maken. 

Door gebruik te maken van de Formule (11), kan men net als bij de Haar-
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wavelet aantonen <lat f 0 (t) = Ji (t) + D 1 (t) met 

waarin 

00 

fi(t) = I>z,1 cpz,1(t), 
-oo 

00 

-oo 

1 00 

az 1 = 1n ~ akoPk-2l, 
' v2 ~ ' 

k=-oo 

1 
dz 1 = 1n ~ ak o qk-2 l · 

' v2 ~ ' 
k=-oo 

00 

H. ter Morsche 

(14) 

(15) 

Op welke wijze deze bovenstaande sommen gerelateerd zijn met lineaire 
filtering gevolgd door downloading laten we nu zien. 

Als een rij getallen y1 wordt geconstrueerd uit een gegeven rij getallen xz 
via een formule van de vorm 

00 

Yl = L CkXl-k 

k=-oo 

(l=0,±1,±2, ... ), (16) 

dan zeggen we <lat de rij yz is ontstaan uit xz door middel van een lineaire 
filtering met filtercoefficienten c1. Nu kunnen we in formule (14) a1, 1 ook als 
een dergelijke som schrijven. Merk op <lat a1,1 wordt verkregen ddor de som 

00 

F2 L ak,o Pk-l 
k=-oo 

te berekenen en daarna l te vervangen door 2 l. Deze laatste stap wordt nu 
downsampling genoemd. De som is een lineaire filtering met filtercoefficienten 
F2 P-z, waarvan er gelukkig slechts eindig veel ongelijk zijn aan nul. Ook de rij 
dz, 1 wordt door filtering en downloading verkregen uit az,0 . Van dit filter bevat 
de rij F2 q_l de filtercoefficienten. In onderstaand figuur hebben we de filters 
met downloading schematisch weergegeven. 

Natuurlijk kan men deze filters vervolgens toepassen op de rij az, 1 om de 
wavelet-coefficienten dz, 2 te berekenen. Voor onze "frequency break" is dit op 
10 niveaus gebeurd. Het resultaat is als een grijswaarde plaatje weergegeven 
in Figuur (7). 

De gebruikte wavelet is een zogenaamde Daubechies wavelet van de orde 
3. In de afbeelding correspondeert een donkere grijstint met een (in abso
lute waarde) relatief grote waveletcoefficient. In de verticale richting staan de 
schaalwaarden a = 21, j = 0, 1, 2, ... , 8 van fijn naar grof en in de horizontale 
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1 
az,1 

~P-l t 
az,o 

dz,1 
1 t ~Q-l 

FIGUUR 6. Decompositie 

richting de translatiestappen, die afgestemd zijn op het aantal samples (in ons 
geval 1000) op het tijdsinterval [0, l]. Het nu al duidelijk <lat rond t = 0.5 een 
overgang van grof naar fijn detail optreedt. 

Het bewerken van signalen met behulp van wavelets komt neer op het in 
eerste instantie het splitsen van een signaal in wavelets om vervolgens sommige 
wavelet-coefficienten te veranderen of in geval ze erg klein zijn weg te laten. 
Zo ontstaan er een nieuwe detailsignalen die we met behulp van het overgeble
ven approximatiesignaal weer worden gereconstrueerd naar een signaal op het 
oorspronkelijk niveau. 

Stel we hebben de beschikking over de approximatie-coefficienten az,1 en 
over de wavelet-coefficienten dz,-i en de vraag is hoe de oorspronkelijke coefficiente1 
az = az,o kunnen worden teruggevonden. Hiervoor zijn de formules (9) en (10) 
belangrijk. Uit deze formules volgt namelijk <lat 

met 

az,o = uz,o + v1,o, 

u - _L 
l,O- ~ 

k=-oo 

00 

- 1 ""' u1,o - ~ L ak,I Pl-2 k· 
k=-oo 

Net als bij de decompositie van een signaal, kunnen deze sommen geas
socieerd worden met een lineair filterproces, maar in plaats van downsampling 
na het filteren, wordt nu van te voren een upsampling op de te filteren rij toe
gepast. Upsampling wil zeggen <lat we steeds tussen twee opeenvolgende ele
menten van een rij een nul plaatsen. Passen we dit toe op de rij x1 dan ontstaat 
er een rij Yz met Y2 z = x1 en y2 l+l = 0. Upsampling en daarna filteren met fil
tercoefficienten cz geeft dus voor een invoerrij xz het resultaat ~~-= xk ez_ 2 k· 
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Absolute Values of Ca,b Coefficients for a= 1 2 4 816 ... 

wo 200 300 400 ~ ooo roo ooo 900 1~ 
time (or space) b 

FIGUUR 7. Grijswaardenplaatje van waveletcoefficienten 

Het filter bij de berekening van u1,o kent dus als filtercoefficienten de rij ✓:2 Pl· 

De rij ✓:2 q1 bevat de filtercoefficienten voor de berekening van v1,o, De recon
structie is schematisch weergegeven in Figuur (8) 

5.4. Wavelets in twee dimensies 
De theorie voor orthogonale wavelets in meer dimensies kent dezelfde opbouw 
als die in een dimensie. Er is wel een belangrijk verschil. Bijvoorbeeld bij 
functies gedefinieerd op het x-y vlak hebben we in plaats van een moeder
wavelet drie moederwavelets nodig. Om dit in te zien gaan we uit van een 
functie an het type f(x) 9(y) en proberen deze te splitsen met behulp van een
dimensionale wavelets met een schalingsfunctie <p1 ( x) en moederwavelet 'ljJ1 ( x) 
voor de x-richting en het paar <p2(Y), '1f2(y) voor de y-richting. Zoals we dat in 
de een-dimensies gewend zijn, gaan we de functie f(x) vervangen door fo(x) en 
9(y) door 9o(Y) en vervolgens worden zowel fo(x) als 9o(y) gesplitst naar de
tailniveau 1. De detailsignalen hierbij noemen we Di(x) respectievelijk Df(y). 
Dus 

fo(x) 9o(y) = (Ji (x) + Di(x)) (91 (y) + Dr(y)) = 

Ji (x) 91 (y) + Ji (x) Df (y) + Df (x) 91 (y) + Di(x) Df (y). 

We onderscheiden hierin een nieuw approximatie signaal Ji ( x) 91 (y) en drie 
detailsignalen. Het signaal Ji ( x) Df (y) met alleen details in de verticale rich
ting (y-richting); het signaal DI(x) 91 (y) met alleen details in de horizontale 
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FIGUUR 8. Reconstructie 

a1,o + f-----+ 
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(x-richting) en het detailsignaal Di(x) D~y) met details zowel in de x-richting 
als in de y-richting. Deze laatste wordt in de wavelettheorie ook wel het de
tailsignaal in de diagonale richting genoemd. Het is ook duidelijk <lat de twee
dimensionale schalingsfunctie gelijk is aan het product ¢(x,y) = ¢1(x)¢2(y) 
van de een-dimensionale schalingsfuncties en <lat er sprake is van drie moeder
wavelets te weten: 

'l/J 1 (x,y) = cp1(x)'I/J2(Y), 

'l/J 2(x,y) = 'I/J1(x)cp2(y), 

'ljJ3 (x,y) = 'I/J1(x)'I/J2(y). 

Meestal worden bij de twee-dimensionale voor de x-richting en y-richting 
dezelfde wavelets en schalingsfuncties gebruikt. In Figuur 9 is de wavelet gete
kend voor de diagonale details met behulp van de Daubechies wavelet van de 
orde 3. 

Men kan ook twee-dimensionale wavelets construeren die niet van een pro
duct cp1 ( x) cpz (y) afkomstig zijn, maar van een " echte" twee-dimensionale scha
lingsfunctie cp(x, y). Dan ook dienen er drie moederwavelets te worden gere
construeerd. We gaan hier verder niet op in. 

Het berekenen van wavelet-coefficienten in twee dimensies kan ook weer 
efficient worden uitgevoerd met filters en downloading. Ook hier zullen we ons 
niet verder uitwijden. In de volgende paragraaf laten we een voorbeeld zien 
van een toepassing van een waveletdecompositie op beelden. 
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FIGUUR 9. Een bivariate Daubechies wavelet, orde 3 en diagonale detail 

6. TOEPASSINGEN EN VERDERE ONTWIKKELINGEN 

In de afbeelding hierna is een jonge dame achter tralies geplaatst. 
Deze dame is naar detailniveau 1 gesplitst in vier beelden met behulp van 

de een-dimensionale Daubechies wavelets van de orde 3. 
Met de klok mee, vanaf linksboven, zien we het nieuwe approximatiebeeld, 

een detailbeeld in de horizontale richting, de diagonale richting en de verticale 
richting. Het detailbeeld in de verticale richting bevat blijkbaar de tralies. 
Door de corresponderende wavelet coeficienten op nul te zetten kan de jonge 
dame worden bevrijd. 

6.1. Compressie van data 
Omdat met behulp van wavelets een beeld kan worden gesplitst op diverse 
detailniveau's, zijn we in staat om in elk niveau wavelet-coefficienten die in 
absolute waarde klein zijn weg te laten. Hiervoor zijn in de regel wavelets ge
schikt die op z'n minst 2, liever 3, opeenvolgende vanishing moments hebben. 
Op delen van het beeld met weinig detail kan het percentage kleine wavelet
coefficienten behoorlijk groot, zodat een grote data-reductie kan worden be
reikt. Tijdens het hoorgedeelte van deze cursus zal met de Wavelet Toolbox 
van MATLAB ( cf. [7])enkele demo's worden getoond. 
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Decomposition at level 1 

FIGUUR 10. Een jonge dame achter tralies 

6.2. Onderdrukken van ruis in audio signalen 
Wavelets kunnen ook goed gebruikt worden voor het onderdrukken van ruis. 
Het boekje van James Walker (cf. [10]) geeft hiervan enkele mooie voorbeelden. 
In feite wordt hier dezelfde techniek gebruikt als bij data-compressie. Op elk 
detailniveau wordt geprobeerd de ruis te herkennen in de wavelet-coefficienten. 
Deze coefficienten worden op nul gezet. Op nul zetten gebeurt via een keuze 
van een treshold waarde, die in feite per detailniveau mag verschillen. De 
Wavelet Toolbox van MATLAB kent enkele commando's die kunnen helpen 
bij een goede keuze van treshold waarden. In het spraaksignaal " ik zie ik zie 
wat jij niet ziet" in Paragraaf 2 zit een stoorsignaal die afkomstig is van het 
elektrisch netwerk tijdens de opname van het signaal. Het signaal is gesplitst 
met behulp van de Daubeschies wavelet van de orde 3 tot en met niveau 10 ( cf 
Figuur 11). In de de detailsignalen vanaf D1(t) zien we de storing terug. De 
decompostie is gemaakt met de Wavelet Toolbox van MATLAB ([7]). 

6. 3. Opsporen van features in een signaal 
Een breed toepassingsgebied van wavelets is het opsporen van speciale kenmer
ken (features) in een signaal. Bijvoorbeeld bij het lokaliseren van het epicen
trum van een aardbeving in een meetstation, denk bijvoorbeeld aan het KNMI, 
is het belangrijk om te weten wat het tijdsverschil is van binnenkomst van de 
zogenaamde P-golf en S-golf die in de binnengekomen trilling zijn opgeborgen. 
Bij het bepalen van dit tijdsverschil spelen wavelets een nuttige rol (zie [8]). 
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Decomposrtionatlevel 10: s = a10+ d10+ cl9+ d8+d7 + d6 + d5 + d4 + d3 + d2 + dl. 

dg oi~ 
-0.2 

da _:i~~~ 
d1 _::t''""''" 1~1• • 1 f►":"1 •ti,,., • • lljll,i11l,.,,:,.,,t11~"'":'" 'j 
ds Oij~ 
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: : ~ 
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., .. 
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FIGUUR 11. Decompositie van het spraaksignaal "lk zie ... " 

6.4. Een nieuwe generatie wavelets 
Een van de beperkingen van de wavelets die door verschaling en translatie zijn 
gemaakt uit een moederwavelet is dat er per detailniveau steeds sprake is van 
een staplengte en dat de signalen op een of andere manier moeten worden 
voortgezet buiten het interval, waar ze zijn gegeven. Dit veroorzaakt allerlei 
randstoringen. Bijvoorbeeld zeropadding geeft meestal een dicontinuiteit aan 
de rand en dit werkt door als een artifact in de wavlet-coefficienten. Dit soort 
problemen hebben aanleiding gegeven tot een nieuwe generatie wavelets, waar 
nog steeds het splitsen van een signaal in een approximatiesignaal en een detail
signaal een centrale rol speelt. Er is geen sprake meer van een enkele wavelet. 
Met de nieuwe generatie wavelets zijn het aantal toepassingsmogelijkheden zelfs 
nog groter geworden. De ge'interesseerde lezer zij verwezen naar het artikel van 
Wim Sweldens (http://www.sweldens.com). Wim mag beschouwd worden als 
een van de geestelijke vaders van de nieuwe generatie wavelets. Hij is ook de 
redacteur van het bekende elektronisch magazine op het gebied van wavelets, 
The Wavelet Digest., met boordevol actuele informatie over toepassingen en 
nieuwe ontwikkelingen. 



Wavelets in beeld en geluid 63 

REFERENTIES 
1. I. DAUBECHIES, Ten lectures to wavelets, CBMS-NSF Regional Conference 

Series in Applied Mathematics, SIAM, Philadelphia 1992. 
2. I. DAUBECHIES, "Where do wavelets come from?~A personal point of 

view", Proceedings of the IEEE Special Issue on Wavelets 84 (no. 4), 510-
513, April 1996. 

3. C. SIDNEY e.a., Introduction to Wavelets and Wavelet transforms - A 
primer, Prentice Hall, New Jersey,1998 

4. C.R.TRAAS, H.G.TER MORSCHE, R.M.J. VAN DAM_ME, Splines en Wa
velets,Epsilon uitgaven Utrecht, 2000 

5. G.STRANG, TRUONG NGUYEN, Wavelets and Filter banks, Wellesley 
Cambridge Press, 1996 

6. C.K. CHUI, An introduction to wavelets, Academic Press, New York, 1992 
7. MICHEL MISITI e.s., Wavelet Toolbox, for use with MATLAB, The Ma

thworks Inc, Mass.,1996 
8. P.J. OONINCX, Automatic phase dedection in seismic data using the dis

crete wavelet transform, CWI-report PNA-R9811,1998 
9. W. SWELDENS, The Lifting Scheme: A New Philosophy in Biorthogonal 

Wavelet Constructions, Wavelet Applications in Signal and Image Proces
sing III, A. F. LAINE, M. UNSER, Proc. SPIE 2569, 1995, 68-79 

10. J.S. WALKER, Primer on Wavelets and their Scientific Applications, 
Chapman&Hall/CRC, Boca Raton, London, 1999. 





9 Vakantiecursus 2000 

Een computerwerkplaats voor wiskunde 

Andre Heck 
Universiteit van Amsterdam 

1. ICT IN DE EXACTE VAKKEN 

pp. 65 - 90 

In onderwijs op vwo/HAVO wordt een steeds actievere rol aan de leerling toe
gekend. Belangrijk argument is <lat leerlingen meer leren door zelf actief bezig 
te zijn. Het in de eind jaren tachtig opgekomen constructivisme bepleit een 
onderwijsaanpak waarin leerlingen op basis van reeds aanwezige kennis hun 
eigen ideeen vormen, deze uitwerken en toetsen, en door na te denken over 
eigen handelen nieuwe kennis vergaren. In deze visie past het uitvoeren van 
praktische opdrachten en het doen van eigen onderzoeken. Om leerlingen beter 
voor te bereiden op een vervolgopleiding en latere beroepspraktijk worden nog 
voorwaarden gesteld zoals het zelfstandig en in teamverband planmatig kunnen 
werken en het functioneel gebruiken van informatie- en communicatietechnolo
gie (ICT). De moderne leerkracht houdt zich bij <lit alles meer bezig met het 
ontwerpen, voorbereiden en begeleiden van leeractiviteiten dan met de traditi
onele doceertaak. Op zichzelf allemaal mooie ideeen, maar het onderwijs moet 
<lit dan wel mogelijk maken! 

Een effectieve en efficiente omgeving is nodig die leerlingen aanzet tot actief 
leren en ze in staat stelt om taken - in het bijzonder praktische opdrachten 
en het profielwerkstuk - goed uit te voeren. Zo'n omgeving moet erg leerling
gestuurd zijn, maar ook de docent de mogelijkheid bieden om het leerproces 
te volgen, waar nodig bij te sturen en tenslotte het werk te beoordelen. ICT 
is hier een van de hulpmiddelen voor. Wat het er echter niet gemakkelijker 
op maakt is <lat elk schoolvak een eigen accent op de ICT-gereedschappen 
legt. Bij de natuurwetenschappelijke vakken zijn <lit middelen om metingen 
te doen, gegevens te verwerken, en om deze dan te vergelijken met resultaten 
uit computersimulaties. Bij techniek gaat het om het combineren van meten 
van gegevens en aansturen van apparaten. Wiskunde heeft behoefte aan re
kenfaciliteiten - exact, numeriek en grafisch - om gemakkelijk berekeningen 
uit te kunnen voeren en om gegevens te verwerken. Ook is er behoefte aan 
het kunnen werken met wiskundige modellen op de computer, in het bijzonder 
daar waar exacte oplossingen niet mogelijk zijn of de nodige wiskundekennis 
bij leerlingen ontbreekt. In alle vakken wordt van leerlingen verwacht <lat zij 
kennis en vaardigheden kunnen toepassen in situaties van het dagelijkse leven. 
Manieren om deze situaties in de klas te brengen zijn het door leerlingen zelf la
ten uitvoeren van experimenten, hen laten werken met reele data uit statistisch 
onderzoek en met informatie gevonden op Internet. Daarnaast bieden digitale 
videobronnen waaraan gemeten kan worden een goede mogelijkheid om met 
echte, zelf gekozen data te werken. 
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Hoe divers het ICT-gebruik in exacte vakken ook is, toch is er is een gemeen
schappelijke rol van ICT in exacte vakken te herkennen. Deze rol hangt samen 
met een didactische en onderwijskundige vernieuwing die de laatste jaren in 
gang is gezet. In het verleden stond de leerstof centraal en was de activiteit 
van leerlingen bij exacte vakken vooral gericht op het oplossen van standaard
vraagstukken. Impliciet werd verondersteld <lat het begrip dan wel vanzelf zou 
volgen. Een doorgaande hervorming van het onderwijs in betavakken is om 
de concepten voldoende aandacht te geven en het leerproces van de leerlin
gen een belangrijke plaats toe te bedelen. De natuurwetenschappelijke vak
ken lopen hiermee voorop, maar ook bij wiskunde maakt probleem-oplossen 
meer en meer plaats voor wiskundig modelleren, redeneren en presenteren. De 
rol van ICT is om deze nieuwe activiteiten te accommoderen: toepassen van 
ICT in exacte vakken is dan ook vooral omgaan met ICT-gereedschappen. 
Computeralgebra-systemen nemen het vervelende wiskundige handwerk over 
en bieden toegang tot het brede spectrum van wiskundige methoden en tech
nieken. Modelleerprogramma's maken het mogelijk om de concepten achter een 
onderwerp te bestuderen zonder <lat hierbij de nadruk gelegd hoeft te worden op 
oplossingsmethoden. Simulatiepakketten maken het mogelijk om parameters 
in een model te varieren en het effect hiervan in eindresultaten te onderzoeken. 
Softwarepakketten voor tekstverwerking en vormgeving motiveren leerlingen 
om op professionele wijze werkzaamheden af te sluiten en niet eerder te rusten 
voor een goede versie van de verslaglegging af is. 

Welke ICT-gereedschappen worden er momenteel op Nederlandse scholen 
in de exacte vakken ingezet? Bij alle practica in natuurkunde, scheikunde, 
biologie, ANW en techniek wordt vrijwel overal de aan de Universiteit van 
Amsterdam ontwikkelde software- en hardwareomgeving Coach gebruikt [6, 14]. 
Deze leeromgeving biedt ook diverse wiskundige faciliteiten, om de simpele 
reden <lat experiment en waarneming meestal gepaard gaan met wiskundige 
presentatie en analyse van gegevens. Maar hiaten in faciliteiten voor wiskunde 
moeten nog opgevuld worden voordat er van een betabreed inzetbare omgeving 
gesproken kan worden. Voor wiskundeonderwijs is de situatie compleet anders 
en bestaat er niet een met Coach te vergelijken softwarematige werkomgeving, 
die bij alle wiskundige activiteiten en op diverse leerlingenniveaus inzetbaar is. 
Integendeel, er is een versnipperd gebruik van ICT-gereeedschappen: naast de 
landelijk ingevoerde grafische rekenmachine wemelt het van domeinspecifieke 
computerprogramma's. We noemen er een paar: Cabri Geometry, Geometer's 
Sketchpad en Cinderella voor meetkunde, VU-dynamo, Dynasis en Stella voor 
dynamische systemen, VU-stat voor statistiek, symbolische rekenmachines en 
Derive voor het werken met formules, StudyWorks en TI-InterActive voor wis
kundige werkbladen en Excel voor werken met spreadsheets. Hoe prachtig en 
weldoordacht al deze programma's ook zijn, ze vormen in feite een grabbelton 
van onderling slecht samenwerkende pakketten. 

Wat echter het meest vervelend is: er worden momenteel bij wiskunde heel 
andere ICT-gereedschappen gebruikt dan bij de overige exacte vakken. Dit 
probleem komt meer naar de oppervlakte nu met de invoering van de profie
len, met name van de profielen Natuur & Gezondheid en Natuur & Techniek, 
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aan de wenselijkheid om betavakken inhoudelijk beter op elkaar af te stem
men en de systeemscheiding tussen de vakken op te heffen gevolg gegeven kan 
worden. Deze samenhang zou je dan ook graag terug zien bij de hulpmid
delen voor leerlingen en docenten. De behoefte aan een gemeenschappelijke 
ICT-leeromgeving voor alle betavakken neemt toe. Tijdsbesparing en grotere 
effectiviteit mag verwacht worden wanneer leerlingen en docenten met slechts 
een omgeving werken, maar ook aspecten als kostenbesparing spelen een rol. 

Op basis van groeiende inzichten in ICT-gebruik bij wiskunde en van erva
ringen opgedaan met Coach bij de andere exacte vakken, wordt in de komende 
jaren aan het AMSTEL Instituut van de UvA een betabreed inzetbare leerom
geving gemaakt, kortweg met ;3-tool aangeduid. Maar waarom wachten op de 
eerste versie van de ;3-tool? Misschien is de huidige versie van Coach, die op 
veel scholen aanwezig is, al inzetbaar. In [11] kunt u een overzicht vinden van de 
huidige faciliteiten van Coach en lezen hoe dit pakket met al zijn beperkingen 
en mogelijkheden inderdaad binnen wiskundeonderwijs bruikbaar is. 

In dit artikel zullen we dieper ingaan op de mogelijkheden van Coach bij 
praktische opdrachten en het profielwerkstuk. Onderwerpen zijn: tempera
tuursverandering, vrije worp bij basketbal, kettinglijn, tumorgroei en lengte
groei bij mensen. Hiermee hopen we u enig zicht te geven op enkele ingredienten 
van de ;3-tool in spe en op de eisen die wiskunde aan dit pakket stelt. 

2. HERONTDEK DE TEMPERATUURWET VAN NEWTON 

In elk schoolboek voor wiskunde komt wel het voorbeeld van afkoeling van een 
kopje koffie voor. Op basis van een paar gegevens vragen de auteurs om de 
afkoelingswet van Newton te verifieren. Deze wet zegt dat het temperatuurs
verschil tussen een object en zijn omgeving exponentieel afneemt. Een aardige 
illustratie van het gebruik van de exponentiele functie, daar niet van. Maar 
wat irriteert is dat in menig lesboek de gegevens eerder verzonnen dan echt 
gemeten lijken te zijn. Bovendien is het gebruik van slechts een paar meet
gegevens in een gemakkelijk uitvoerbaar experiment niet de gewone gang van 
zaken bij experimenteel onderzoek. Voor onderwijs is daarnaast van belang 
dat zo'n opdracht veel spannender en overtuigender is wanneer je als leerling 
zelf zo'n experiment mag uitvoeren. Je kunt dan gelijk veel meer vragen over 
temperatuursverandering onderzoeken: hoe hangt het temperatuursverloop af 
van begin- en eindtemperatuur? Maakt het verschil of je een object laat af
koelen in water of lucht? Speelt de vorm of het materiaal van het object een 
rol? Verloopt opwarmen van een object net zo? Bij de beantwoording van deze 
vragen gaan natuurkunde en wiskunde hand in hand. 

Om een indruk te geven van hoe je met Coach in het echt gegevens verzamelt 
zullen we een eenvoudig experiment beschrijven om de opwarming van een 
object te onderzoeken. De proef is als volgt: koel een temperatuursensor eerst 
in een kopje koud water af, dompel deze dan ineens in een bakje warm water 
en laat de computer elke seconde de temperatuur van de sensor registreren. De 
beschrijving van de proef en de meetopstelling kan in begeleidend lesmateriaal 
staan, maar kan ook binnen het computerpakket getoond worden, zoals in 
onderstaande schermafbeelding (figuur 1) van Coach in werking te zien is. 
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Onderaan in figuur 1 staat de afbeelding van het Coachlab-paneel waarop de 
temperatuursensor is aangesloten. Linksboven staan de opdrachten en rechts
boven is een diagram waarin punten getekend zijn die de gemeten temperatuur 
op zeker moment aangeven. Desgewenst kan de docent deze schermopbouw 
vooraf instellen: zo kan de software zelf herkennen welke sensor op welke plaats 
op het meetpaneel wordt aangesloten; de meetinstellingen kunnen van tevoren 
vastgelegd worden; de grootheden temperatuur T en tijd kunnen al in een dia
gramvenster klaargezet zijn. Voorafgaand aan de meting kan gevraagd worden 
over mogelijke uitkomsten na te denken en in het diagramvenster te voorspellen 
hoe de opwarming verloopt. De vorm van de getekende grafiek doet vermoeden 
dat hier aan een logistische kromme gedacht is. 

~ ( oach ~ Werk.pl,wls T empcriltuurwet van Newlon ll!lr.;]13 

In deze proef onderzoek je het te,iperatuurs- ,/iii 
uerloop tijdens opwar111ing in war111 water .. 
De stappen: 
1. Sluit de te,iperatuursensor aan op het Coach

paneel als in onderstaande afbeelding. 
2. De sensor begint direct te 111eten; 

plaats de sensor in een kopje koud water en 
wacht totdat de ge,ieten te01peratuur laag is. 

3. Uoorspel in het grafiekeneuenster hoe de 
te111peratuur uan de sensor 0111hoog zal gaan 
als je deze ineens in een kopje war111 water 
dornpelt. 

4. Doe dit en start de te,iperatuurneting. 

50 

40 

T('C) 

FIGUUR 1. Temperatuurmeting met Coach. 

tljd (S) 

10 12 14 

Zodra de meting klaar is kan met de verwerking van de meetgegevens en 
met de speurtocht naar een wiskundig model van opwarming begonnen wor
den. De voorspelde grafiek was fout en wordt snel gewist. Met de menu-optie 
functie-f it kun je eenvoudig nagaan of een bekend regressiemodel goed past 
bij de gemeten grafiek. Het venster rechtsboven in figuur 2 laat zien dat de 
kleinste kwadratenmethode met een bergparabool al een regressiekromme op
levert die maximaal 1 °C afwijkt. Merk op dat de afwijkingen in het diagram
venster uitgezet zijn met een eigen verticale coordinaat-as om de grafiek beter 
in beeld te krijgen. 
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~';,' Coach 5 - \llerkplaats - Resultaten Temperatuurwet van Newton l!lfil:Ef 

1, iM'liJ "'~ 
Kwadratische benadering lijkt niet slecht met ~ 
afwijkingen binnen 1 graad Celsius. 
Maar het kan beter? 

De grafiek van de toename dT uitgezet tegen 
temperatuur t suggereert een rechte lijn, zeg 

dT = k (b T ) 
Dan exponentieel geremde groei met formule 

-k T 
T=b-ae 

De paramters a. b en c zijn met functie-fit 
bepaald op: a= 41,5 b = 54,9 k = 0,174 
I 

3,5 

3,0 

2,5 

2,0 

1,5 

1,0~~~~~~~~~~~~~~ 

FIGUUR 2. Wiskundige analyse van opwarming_ 
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Rest de vraag hoe goed deze regressiekromme is. Op de eerste plaats is 
de som van de kwadraten van de afwijkingen een aanwijzing voor de nauw
keurigheid: hoe kleiner deze som, hoe beter. Ook is het verstandig om het 
voorspellende karakter van de kromme onder de loep nemen. Dan voldoet de 
bergparabool al veel minder: na 30 seconden wordt een temperatuur van 8°C 
voorspeld, wat minder is clan de berekende begintemperatuur van 17,6°C. Het 
diagramvenster rechtsonder in figuur 2 illustreert dat een exponentieel regres
siemodel een geschiktere formule oplevert, met afwijkingen binnen 0,2°C . Voor 
dit ene experiment is deze formule een mooi resultaat, maar als wiskundig mo
del van opwarming is het weinig bevredigend. Dan wil je ook weten wat de 
wiskundige en fysische grondslag voor de formule is, zodat je niet alleen iets 
weet over de opwarming van deze ene sensor, maar over de temperatuursver
andering in een algemener geval. 

In dit experiment ligt het voor de hand om, behalve naar de temperatuur, 
ook naar de temperatuurtoename tijdens de proef te kijken. In het venster 
linksonder in figuur 2 is de grootheid dT voor de toename in temperatuur per 
seconde ingevoerd en is de grafiek getekend van dT als functie van tempera
tuur T: een rechte lijn verschijnt op het scherm. Kennelijk is er een lineair 
verband, zeg van de vorm dT = k(b - T). Door aflezen in de grafiek of door 
het uitvoeren van een lineair regressiemodel via de menu-optie functie-fi t 
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kunnen de waarden van de parameters k en b bepaald worden. Deze waarden 
komen later goed van pas wanneer je met de modelleeromgeving van Coach een 
simulatie van het opwarmingsproces wilt uitvoeren. 

Een docent mag van een leerling verlangen <lat hij of zij over de betekenis 
van parameters in een model nadenkt: het moet bijvoorbeeld duidelijk zijn 
<lat b de maximale temperatuur bij opwarming voorstelt. Verder is er natuur
lijk de hoop en verwachting <lat een leerling door naar het verband tussen 
temperatuurtoename en temperatuur te kijken zelf op een idee komt voor een 
geschikt wiskundig model van het natuurkundige verschijnsel. Het werken met 
zelf gemeten data vergroot het gevoel zelf een ontdekking gedaan te hebben. 
Daarnaast zal menig scholier het doen van experimenten een aantrekkelijke 
werkvorm vinden. Een heleboel pluspunten van werken met reele data. 

In deze ene leerlingactiviteit passeren al veel onderdelen uit de wiskunde de 
revue: toenamendiagram, differentiequotient, lineair en exponentieel verband, 
exponentiele functie, kleinste kwadraten methode, etc. Maar het belangrijkste 
is misschien wel dat een leerling hier ervaart <lat <lit geen gekunstelde, maar 
concrete wiskundige begrippen zijn die hun diensten bewijzen in een wiskundig 
model van een natuurkundig verschijnsel. Bovendien kan dit model toegepast 
worden op verschijnselen van verschillende aard: laat leerlingen maar expe
rimenteren met de ontlading van een condensator of de concentratie van een 
reagens in een eerste-orde chemische reactie volgen. Later in dit artikel zul
len we zien hoe <lit model ook onderdeel vormt van een wiskundig model voor 
lengtegroei van jongens en meisjes. 

3. ANALYSEER EEN VRIJE WORP BIJ BASKETBAL 

Een onderwerp <lat dicht bij het gewone schoolleven staat is basketbal in de 
gymnastiekles. Een interessante onderzoeksvraag hierover is hoe je het beste 
een vrije worp kunt nemen: bovenhands of onderhands? hoog of laag? Om 
deze vraag te kunnen beantwoorden heh je wel gegevens nodig en deze kunnen 
jammer genoeg niet of slechts met veel moeite via sensoren gemeten worden. 
Wat veel beter werkt is het opnemen van een aantal vrije worpen met een 
digitale videocamera om daarna gegevens uit de videoclips te halen. In video
meting klik je met de muis in de videoclip op punten waarvan je de coordinaten 
wilt weten en meet je afstanden en hoeken. Deze gegevens kun je vervolgens 
met dezelfde middelen als bij een echt experiment verwerken en analyseren. 
Voordelen van videometing zijn: 

- Je hoeft zelf geen proefopstelling op te bouwen. 

- Processen die zich minder goed lenen voor directe metingen kun je toch 
bestuderen. 

- Je hoeft niet van tevoren tot in elk detail te bedenken wat precies gemeten 
gaat worden. 

- Je kunt metingen gemakkelijk en snel doen, achteraf nog eens verifieren en 
indien nodig corrigeren. 
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Figuur 3 is een scherrnafbeelding van een videorneting en analyse van een bo
venhandse vrije worp van een scholiere in de sportzaal. Hierin gaat de aandacht 
uit naar de baan die de bal volgt, rnaar deze video is even goed te gebruiken 
orn de beweging van de scholiere tijdens het gooien van de bal te analyseren. 
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FIGUUR 3. Meting en analyse van een vrije worp bij basketbal. 
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Hoe voer je bovenstaande videorneting en analyse uit? Als kant en klare 
films niet voorhanden zijn rnoet je eerst zelf opnarnen rnaken en deze in ge
schikte digitale videoclips ornzetten. Heb je eenrnaal een videoclip in een 
Coach-activiteit geladen, dan kun je eerst nog eens het filrnpje afspelen orn 
een idee te krijgen van wat er gebeurt. Zo kun je ook beter beslissen wat te 
gaan onderzoeken en hoe. 

Stel <lat je de baan van de geworpen bal wilt bepalen, dan rnoet je de po
sities van de bal op verschillende tijdstippen rneten. Hiervoor is nodig <lat je 
horizontale en verticale lengternaten instelt en een coordinatenstelsel kiest. Op 
het getoonde filrnpje zijn horizontale en verticale rnaatstokken aangebracht, 
rnaar anders had je de lengternaten nog uit de voorgeschreven hoogte van 
de basketring en de voorgeschreven afstand van de vrijeworp-lijn kunnen ha
len. Orn de wiskunde gernakkelijker te rnaken kun je de oorsprong van het 
coordinatenstelsel het beste neerzetten op het punt waar het rneisje de bal los 
laat. Wanneer je de positieve x- en y-as respectievelijk van rechts naar links 
en van onder naar boven laat open, kornen deze variabelen overeen rnet de 
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grootheden 'horizontale afstand' en 'hoogte', gezien vanuit de werpster. 
Je beeindigt het voorwerk met het kiezen van de individuele beeldjes (frames) 

waarin je metingen wilt doen. In dit voorbeeld ligt voor de hand om alleen 
frames te kiezen in de periode tussen het weggooien van de bal en het belanden 
van de bal in het netje. Ook kun je met regelmaat frames overslaan zodat het 
aantal metingen niet onnodig groat wordt. 

Hierna kun je aan de slag met het meten. Per frame wijs je met de muis 
de positie van de bal aan en Coach registreert de (x, y) coordinaten samen met 
het bijpassende tijdstip in de videoclip. Je kunt de gemeten punten ook in het 
videovenster tonen: in bovenstaande schermafbeelding markeren de bovenste 
punten in de videoclip de gemeten positie van de geworpen bal. Behalve posities 
kun je in Coach ook afstanden en hoeken meten: in bovenstaande schermafdruk 
(figuur 3) is met de gradenboog een hoek van 57,6° gemeten waaronder de bal 
wordt weggegooid. 

Tijdens of na het meten kun je de gegevens in een tabel of diagram op het 
scherm zetten: zie de punten in het diagramvenster rechtsboven in figuur 3. 
Deze grafiek brengt je op het idee van een bergparabool voor de hoogte van de 
bal. Met lineaire regressie vind je onmiddellijk de beste formule. En dit klopt 
heel goed: niet alleen wiskundig gezien, maar ook als je de mechanicawetten 
van Newton toepast. Als luchtweerstand namelijk verwaarloosd mag warden, 
dan werkt er in horizontale richting geen kracht op de bal en heeft de bal in deze 
richting een eenparige, rechtlijnige beweging. In verticale richting werkt alleen 
de zwaartekracht op de bal, met als gevolg een eenparig versnelde, rechtlijnige 
beweging. In formuletaal: de horizontale afstand x en hoogte y van een bal, 
die op tijdstip t = 0 met beginsnelheid v onder een hoek a geworpen wordt, 
zijn bepaald door de vergelijkingen 

X = ( V COS a) t, 
. 1 

y = ( V Sll1 Cl:) t - 2, g t2 . 

Hierin is g de valversnelling. De natuurkunde verklaart dus waarom je een 
rechte lijn voor de horizontale positie van de bal uitgezet tegen de tijd krijgt 
en waarom de verticale positie een bergparabool is. Uit de tweede vergelijking 
volgt eenvoudig de verticale component Vy van de snelheid van de bal: 

Vy = v sin a - gt. 

Rechtsonder in figuur 3 zijn de resultaten van numeriek differentieren van y 

in een diagramvenster getekend: de berekende punten liggen inderdaad op 
een bijna rechte lijn. Door lineaire regressie, maar nog eenvoudiger door de 
helling van de lijn met het hiervoor bestemde gereedschap in Coach te bepalen, 
vind je een waarde voor de valversnelling g en beginsnelheid v. De waarden 
g = 9,8 m/s2 en v = 6,5 m/s stemmen mooi overeen met literatuurgegevens. 

Door eliminatie van t in de vergelijkingen van x en y krijg je het volgende 
kwadratische verband tussen horizontale afstand en hoogte: 

g 2 
y = xtana - 0o,2 nno2 A,x • 
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Differentieren levert de helling in elk punt van de baan op: 

dy g 
-d = tan D - 2 2 x . 

X V COS D 

Voor de hoek van inval Di bij de basketring op afstand L geldt dus: 

gL 
tan Di = tan D - 2 2 . 

V COS D 

73 

Meet L op in de video en je kunt de hoek van inval bij de basketring berekenen: 
deze blijkt in deze worp gelijk te zijn aan -53°. Dit kun je weer onmiddellijk 
controleren in de videoclip of in de grafiek van de hoek die de snelheidsvector 
van de bal tijdens de vlucht maakt met de horizontale richting. 

Met de formules kun je ook de baan van de bal uitrekenen als de scholiere de 
bal met dezelfde snelheid als in het filmpje weggooit, maar met een beginhoek 
van 50° i.p.v. 57, 6°. Berekende punten van deze baan van de bal kun je in de 
videoclip laten tonen: de onderste gemarkeerde punten in het videovenster van 
figuur 3 geven de berekende baan weer. Ook in dit geval lijkt de bal door de 
basketring te gaan. Met andere woorden, bij de gegeven startsnelheid is er best 
wel een ruime marge voor de hoek waaronder de bal weggegooid kan worden om 
toch nog een punt op te leveren. Omgekeerd zou je ook kunnen onderzoeken of 
bij gegeven hoek van weggooien van de bal de snelheid voldoende mag varieren 
om toch nog een punt voor je team te scoren. Met de wiskundige formules kun 
je ook de starthoek bepalen waarvoor de benodigde snelheid van weggooien van 
de bal minimaal is en de controle over de worp dientengevolge maximaal is. 

Wat in het tweede voorbeeld opnieuw opvalt is dat de wiskundige formules, 
functies en grafieken geen abstracte noties zijn, maar juist concrete en direct 
inzetbare begrippen zijn. Je kunt formules en grafieken direct op hun waarde 
schatten door terugkoppeling naar de echte situatie. De wiskunde gaat ergens 
over en is vormgegeven in uitdagende opdrachten. 

Wie geYnteresseerd is in de combinatie van sport, wiskunde en natuurkunde 
en wie inspiratie op wil doen voor praktische opdrachten of profielwerkstuk in 
deze richting raden we de boeken "Mathematics in Sport" [15] en "The Physics 
of Sports" [1] aan. 

4. VIND DE FORMULE VAN DE KETTINGLIJN 

Bij videometing denk je in eerste instantie aan bewegende beelden. Maar ook 
aan stilstaande beelden kun je meten en zinvolle wiskunde doen. Hang bijvoor
beeld een halsketting aan de uiteinden op, maak er een digitale foto van en 
laad deze in een Coach-activiteit als ware het een videoclip. Nu kun je posities 
van punten op de ketting meten. In onderstaande schermafbeelding (figuur 4) 
wordt de vorm van een hangende halsketting opgemeten (met dank aan Olga 
Zika). 

Als je in Coach handmatig een parabool als benadering voor de kettinglijn 
uitprobeert, clan kom je er snel achter dat de gemeten punten niet goed op 
zo'n kromme passen. In het diagramvenster rechtsboven in figuur 4 is de beste 
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Beste kwadratische benadering is: y .. 0,19 x _,_ 0,025 x + 1,7 

Afwijkingen 111et deze parabool groter dan 3 cm! 

Geteliende liettinglijn-benadet'ing: y "' 4,8 cosh(x/4,8) - 0,6 

FIGUUR 4. Meten en rekenen aan de kettinglijn. 

parabool met automatische regressie bepaald: een afwijking van meer dan 3 cm! 
De kettinglijn is dus geen parabool; iets wat Christiaan Huygens al in 1646 op 
ingenieuze wijze aantoonde. Uit eerbetoon hebben we een portret van Internet 
opgehaald en in ons werkstuk geplaatst. De hyperlink naar de website waar 
het plaatje vandaan komt en waar de biografie van Huygens te lezen is kan een 
docent van tevoren klaarzetten, zodat leerlingen snel aan de slag kunnen gaan 
en hun werk niet hoeft te verzanden in speurtochten op Internet. Tussen twee 
haakjes, het maken van lesmateriaal of het verslag doen van een experiment 
met Coach is technisch gezien zo eenvoudig, <lat men zich volledig op de inhoud 
kan concentreren. Tekstuitleg, een videoclip, een grafiek en elk ander onderdeel 
is in een venster te plaatsen door eerst een bijpassend icoon in de taakbalk aan 
te klikken, dan een dialoogvenster in te vullen (bijvoorbeeld door de naam van 
een hyperlink of een bestand aan te klikken), om tenslotte het icoon naar een 
venster te slepen en los te laten. 

We keren terug naar de wiskunde van de kettinglijn. Jan van de Craats 
heeft in [5] uitvoerig beschreven hoe de ketting wel hangt en hoe <lit met leer
lingen uit te zoeken is. Laat y(x) een functie zijn waarvan de grafiek een 
'idealisatie' van de hangende ketting is. Deze functie voldoet aan de volgende 
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differentiaalvergelijking: 

1 
k 

voor zekere k > 0. De algemene oplossing is: 

y(x) = kcosh(x/k + b) + c, 
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voor zekere constantes b en c. Als het coordinatenstelsel zodanig gekozen wordt 
dat het laagste punt van de ketting bij x = 0 past, dan is b = 0 en is de oplossing 
in termen van de exponentiele functie te schrijven als 

ex/k + e-x/k 
y(x)=k 2 +c. 

Met een trial-and-error methode kun je geschikte waarden voor k en c vinden. 
In het diagramvenster rechtsboven in figuur 4 zijn de gemeten punten te zien, 
samen met de grafiek van een geschikte 'wiskundige' kettinglijn. Een mooi 
resultaat, niet waar? 

Deze wiskundige benadering van de kettinglijn kan weer gebruikt worden 
om vragen als "Wat is de lengte van de ketting tussen twee punten?" te beant
woorden. Laat .s de functie zijn waarvoor .s(x) de lengte van de 'wiskundige' 
ketting tussen het ophangpunt aan de linkerkant en het punt (x,y(x)) is. Dan 
geldt: 

.s(x) = t 
lxi 

waarbij xz de x-positie van het ophangpunt aan de linkerkant is. 
Coach kan numerieke differentieren en integreren: in figuur 5 staat de grafiek 

van .s(x) die het gereedschap voor integratie oplevert. De totale lengte van de 
ketting zou volgens deze grafiek 73,5 cm zijn en dit blijkt bij meting van de echte 
ketting aardig te kloppen. In Coach kun je ook de oppervlakte onder een grafiek 
op een willekeurig gekozen segment bepalen. Hierrnee kun je gemakkelijk Coach 
de lengte van de kettinglijn tussen elk tweetal punten laten uitrekenen. 

Aangespoord door dit succes kun je andere situaties met kettingen gaan 
onderzoeken: Hoe hangt een ketting waar in het midden een hangertje aan 
hangt? Hoe is de vorrn van een ketting die gedeeltelijk in het water hangt? Als 
je op een hangende ketting weer twee ophangpunten kiest waaraan een tweede 
ketting gehangen wordt, wat kun je dan zeggen over de vorm van de twee ket
tingen? Allemaal onderzoeksvragen waar meting aan digitaal beeldmateriaal 
en het beschikbaar hebben van een groot arsenaal van wiskundige faciliteiten 
helpen om antwoorden te vinden. 

5. MAAK EEN WISKUNDIG MODEL VOOR TUIVIORGROEI 

Wiskundige modellen bieden een uitkomst als rnetingen om praktische, tech
nische of ethische redenen niet uitvoerbaar zijn. Het lukt niet altijd om een 
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FIGUUR 5. Lengte van kettinglijn tussen twee punten. 

model te onderbouwen: onderstaand model van Gompertz wordt gebruikt om 
de groei van sommige tumoren wiskundig te beschrijven, maar een afdoende 
biologische of medische verklaring waarom en onder welke voorwaarden het 
wiskundig model werkt is er nog niet (zie [10]). 

Er bestaan grofweg twee manieren waarop wiskundig modellen tot stand 
komen: empirische afleiding via statistische analyse, bijvoorbeeld regressie, en 
een meer theoretische benadering, gevolgd door een computersimulatie. We 
concentreren ons hier op de tweede manier van werken. Het proces van model
leren kent dan vier fasen: 

1. Analyse van het systeem en bepaling van de basiscomponenten nodig voor 
het model. 

2. Definitie van de belangrijkste variabelen om het systeem te beschrijven. 

3. Afleiding van de wiskundige vergelijkingen. 

4. Computerimplementatie, schatting van parameterwaarden en simulatie. 

We kijken hier alleen naar de laatste fase. Vooraf noemen we nog enkele voor
delen van een wiskundig model en van een computersimulatie: 

- Een conceptueel model van een verschijnsel wordt op deze manier gekwanti
ficeerd, hetgeen weer kan leiden tot een dieper inzicht in het gemodelleerde 
fenomeen. 
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- Hypothesen kunnen op wetenschappelijke wijze onderzocht worden zonder 
daarvoor tijdrovende metingen te doen. 

- Simulaties nodigen als het ware uit tot het stellen van 'wat als'-vragen. 

- Eenzelfde wiskundig model kan in bijna identieke vorm in meerdere toe-
passingsgebieden toegepast worden. 

Om het laatste voordeel kracht bij te zetten merken we op dat het groeimodel 
van Gompertz ook toegepast wordt bij bestudering van bladgroei van plan
ten [4] en bij studies naar gewichtstoename van varkens [9]. 

Laten we beginnen met het groeimodel van Gompertz wiskundig te beschrij
ven. Exponentiele groei komt in elk wiskunde-schoolboek voor: een grootheid, 
zeg g, groeit of neemt exponentieel af als de snelheid waarmee de waarde van 
de grootheid verandert evenredig is met de waarde op dat moment. Anders 
geformuleerd: de relatieve groeisnelheid is constant. In de taal van differen
tiaalvergelijkingen: 

dg 
dt = cg(t)' 

voor zekere constante c. De algemene oplossing is: 

g(t) = g(O)ect 

Voegen we aan het rechterlid een kwadratische term toe, dan krijgen we het 
Verhulst model voor een proces van geremde groei: 

dg 
dt = cg(t) (k - g(t)), 

voor zekere positieve constanten c en k. De algemene oplossing van wat ook 
als logistische groei bekend staat is 

t _ kg(O) 
g( ) - g(O) + (k - g(O))e-ckt ' 

ofwel 

k 
g(t) = 1 + ed-ckt' 

voor zekere positieve constante d. In dit model nadert g tot k als t - oo. 
Er bestaat een andere aanpassing van de differentiaalvergelijking voor expo

nentiele groei die geremde groei oplevert: neem geen constante relatieve groei
snelheid, maar laat deze volgens een exponentieel proces in de tijd afnemen. In 
formuletaal: 

de 
dt = -ac(t), 

dg 
dt = c(t) g(t), 
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voor zekere positieve constante a. Dit heet het groeimodel van Gompertz. 
Het stelsel van differentiaalvergelijkingen voor g en c is te herschrijven tot een 
vergelijking: 

~! = ag(t) (b - ln(g(t))), 

voor zekere positieve constante b. In deze vorm komen gelijkenis en verschil 
met het Verhulst model goed tot uitdrukking. Ook het model van Gompertz 
voor geremde groei kan exact opgelost worden: 

g(t) = exp (b - ek-at) , 

voor zekere positieve constante k. Voor groei volgens het Gompertz model 
geldt dat g nadert tot eb als t -------, oo. 

Een leerling hoeft dan wel niet zelf de exacte oplossingen van bovenstaande 
differentiaalvergelijkingen te kunnen bepalen, controle op correctheid van de 
gegeven oplossingen en interpretatie van de parameters hoor wel tot de eisen 
die te stellen zijn. En laten we ook eerlijk zijn: de meeste differentiaalver
gelijkingen die je in praktijk tegen komt zijn niet analytisch oplosbaar, maar 
kunnen slechts numeriek aangepakt worden. Als zo'n numerieke aanpak in de 
wiskundige software beschikbaar is, dan breidt dit de mogelijkheden voor wis
kundig onderzoek door scholieren enorm uit. De techniek van het oplossen van 
differentiaalvergelijkingen hoeven ze niet eerst meester te zijn voordat ze met 
interessante toepassingen kunnen beginnen. 

We passen het model van Gompertz toe op de groei van de C3H tumor. De 
groeigegevens ontlenen we aan [2] en referenties hierin. Maar voor we dit gaan 
doen, gebruiken we de gegevens om het verschil tussen empirisch en theoretisch 
modelleren toe te lichten. In het diagramvenster rechtsonder in figuur 6 is de 
grafiek van de beste sinusvormige benadering (bepaald met de functie-fi t 
faciliteit van Coach). Het resultaat is mooi, maar elke kankerpatient zou wen
sen dat het in overeenstemming met de werkelijkheid is. Wat ontbreekt aan 
deze regressiekromme is de motivatie voor de keuze van formule. We hadden 
net zo goed een 4e-graads veelterm kunnen nemen en een nog mooiere overeen
stemming gekregen hebben. Bij regressie geven alleen de som van kwadraten 
van afwijkingen, de correlatiecoefficient en de spreiding van residuen een aan
wijzing voor toepasbaarheid van een gekozen model. Bij theoretisch modelleren 
is juist de onderbouwing van een gekozen model startpunt van het verdere werk. 

Het modelleren op de computer kent twee fasen in de implementatie van 
het wiskundig model: het specificeren van het wiskundige model en het on
derzoeken van het model. Om met het eerste te beginnen: er bestaat een 
grafisch interface om het model kwalitatief te beschrijven (linksboven in fi
guur 6). Hierin geef je op welke grootheden in het wiskundige model een rol 
spelen (met onderscheid tussen parameters en toestandsvariabelen), hoe ze van 
elkaar afhangen, welke formules voor grootheden precies gebruikt worden en 
welke waarden de constanten hebben. 
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FIGUUR 6. Modelleeromgeving ingezet bij het Gompertz model. 
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Het grafische model wordt automatisch vertaald naar een stel vergelijkin
gen die gebruikt worden in een computersimulatie van het model. Ook kun 
je vergelijkingen, startwaarden van toestandsgrootheden en waarden van con
stanten via een vergelijkingsgeorienteerd interface intoetsen. Het ingevoerde 
model kan vervolgens worden doorgerekend. Resultaten kun je in een tabel of 
diagram weergeven en direct vergelijken met de echte data. In bovenstaande 
schermafbeelding zijn grafieken getekend voor verschillende waarden van a in 
het model van Gompertz, toegepast op de tumorgroei. Op deze manier kan het 
effect van wijzigen van een parameterwaarde eenvoudig onderzocht worden en 
zijn geschikte waarden van parameters proefondervindelijk op te sporen. 

Wiskundige modellen maak je ook om de invloed van wijzigingen in condi
ties op het verloop van een proces te bestuderen. Een voorbeeld: stel dat met 
chemotherapie begonnen wordt of een deel van het gezwel verwijderd wordt, 
wat is clan het effect op de groei van de tumor? Zo'n verandering van condities 
kan ook een verandering of uitbreiding van het model tot gevolg hebben. Bij
voorbeeld, chemotherapie leidt tot de volgende verandering van het rechterlid 
van de differentiaalvergelijking van Gompertz: 

!! =ag(t) (b-ln(g(t)))-rg(t)C(t), 
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waarbij r een positieve constante is en C(t) de concentratie van het chemo
therapeuticum op tijdstip t is (zie [2]). Ook een dergelijke verandering in het 
wiskundige model is in Coach gemakkelijk aan te brengen en uit te werken. 

6. MAAK EEN FORMULE VOOR DE GEMIDDELDE LENGTE VAN JONGENS 

Lengtegroei van jongens en meisjes kom je op verschillende plaatsen in een 
wiskundeboek tegen. Bij de behandeling van 

- veranderingsbegrippen zoals toenamendiagram, differentiequotient en 
helling. 

statistische begrippen als normale verdeling, gemiddelde, mediaan en 
percentielen. 

- discrete en dynamische modellen van groei. 

Bij nadere beschouwing van de vragen en opdrachten krom je echter regelma
tig je tenen. Zo kun je een vraagstuk tegenkomen waarin een 15-jarige jongen 
van 175 cm lengte klein van stuk genoemd wordt, terwijl dit volgens de jong
ste Nederlandse groeicijfers boven het landelijke gemiddelde ligt. Een andere 
tekst voert een jongen ten tonele die op twaalfjarige leeftijd 115 cm lang is 
en een eindlengte van 191 cm bereikt. Kennelijk heeft deze jongen stiekem 
een behandeling met groeihormonen ondergaan! Immers, op jonge leeftijd was 
zijn lengte extreem klein (ruim 40 cm onder de gemiddelde lengte van leef
tijdgenoten) en ver onder indicatie voor verwijzing naar een kinderarts, maar 
zijn eindlengte komt ruim boven het landelijke gemiddelde van 184 cm uit. Een 
schoolvoorbeeld van wat je vaker tegenkomt in wiskundeteksten: een verzonnen 
context, voorgeschoteld als reele context, maar alleen bedoeld als omlijsting of 
als 'ideale' illustratie van een wiskundig begrip. 

Het veel gehoorde argument dat echte gegevens te weerbarstig zijn om suc
cesvol mee te kunnen werken gaat kennelijk niet meer op in een praktische op
dracht om de lengtegroei van jongens en meisjes te onderzoeken. Deze opdracht 
staat ook letterlijk in hedendaagse tekstboeken. Verwachten de opstellers van 
zo'n opdracht dat leerlingen dan ineens wel met weerbarstigheid van echte data 
overweg kunnen? Of gaan ze op voorhand uit van weinig wiskundige diepgang 
bij onderzoek door leerlingen? Dit laatste is amper voor te stellen. 

In onderstaand voorbeeld hopen we aan te tonen dat een doordachte aan
pak, waarin de docent de leerling tijdens de onderzoeksopdracht begeleidt, en 
voldoende inzet van ICT-hulpmiddelen het werken met echte gegevens heel 
goed mogelijk maakt en tot interessante resultaten kan leiden. Met name aan 
de rol van ICT in het doen van wiskunde zullen we aandacht besteden in onze 
studie van lengtegroei van Nederlandse jongens. 

ICT wordt om te beginnen gezien als hulp bij het verkrijgen van informatie, 
bijvoorbeeld op Internet en CD-rom. Klopt, maar als het gaat om het vinden 
van recente Nederlandse groeicijfers, dan kom je van de koude kermis thuis. 
Deze cijfers zijn uit commerciele motieven niet on-line beschikbaar. Je komt 
dus als leerling niet eens toe aan de vraag of gevonden gegevens wel geschikt 



Een computerwerkplaats voor wiskunde 81 

zijn voor je onderzoek. En dit is nu juist de enige wiskundige waarde van zoeken 
naar informatie op Internet. Amerikaanse groeicijfers zijn daarentegen wel snel 
te vinden op Internet, maar deze zochten we hoogstens ter vergelijking met 
de Nederlandse situatie. De Nederlandse overheid zal het beschikbaar stellen 
van cijfermateriaal moeten stimuleren wil Internet de rol van informatiebron 
in Tweede Fase-onderwijs goed kunnen waarmaken. 

Wat je overigens wel op Internet kunt vinden is een uitgebreid artikel uit de 
wetenschapsbijlage van NRC Handelsblad van 4 maart 2000 dat gaat over de 
meest recente landelijke groeistudie. Het is een mooie tekst als introductie op 
het onderwerp. Deze tekst en het wetenschappelijke artikel [8] dat de aanlei
ding tot het kranteartikel vormde en waarin precieze groeicijfers staan kunnen 
eigenlijk net zo goed in papiervorm aan de leerling gegeven worden. U kijkt er 
misschien van op, maar het is helemaal niet zo raar om het wetenschappelijke 
artikel in handen van scholieren te geven. Bij lezing blijkt het qua wiskunde 
helemaal niet zo ver weg te staan van wat er op school aan theorie behan
deld wordt. Op deze manier krijgt een leerling ook een beeld van hedendaags 
onderzoek en verslaglegging. 

Een tweede rol van ICT in exacte vakken, nl. verwerking van meetgege
vens, komt in de volgende fase van het project aan bod: als je de groeicijfers 
eenmaal in handen hebt, clan moet je deze gemakkelijk in een computerpro
gramma kunnen invoeren voor grafische presentatie en verdere wiskundige be
handeling. Importeren van gegevens in database- of spreadsheet-formaat is 
nuttig voor snelle verzameling van bestaande gegevens. Om verschillen in ge
middelde lengtegroei tussen jongens en meisjes te kunnen ontdekken moet je 
beide grafieken in een voldoende groot beeldscherm in beeld kunnen brengen 
samen met toenamendiagrammen. 

De grafieken aan de linkerkant in figuur 7 hebben betrekking op de leng
tegroei bij doorsnee-kinderen. Wat in de toenamendiagrammen onmiddellijk 
opvalt is de groeispurt in de pubertijd en dat deze bij jongens later optreedt 
clan bij meisjes. Maar het is ook leerzaam te kijken naar groeidiagrammen van 
kinderen met groeistoornissen. In figuur 7 staan aan de rechterkant de groei
diagrammen en toenamendiagrammen getekend van gezonde meisjes en van 
meisjes met het syndroom van Turner. Twee symptomen van Turner's syn
droom zijn in de grafieken terug te vinden: trage groei en het ontbreken van 
de pubertaire groeispurt. Niet-wiskundige informatie over het syndroom van 
Turner en andere groeistoornissen kun je vinden op de website van de Belangen
vereniging Van Kleine Mensen (www.bvkm.nl). Bij meisjes met het syndroom 
van Turner neemt na het vierde levensjaar de lengtetoename nagenoeg lineair 
in de tijd af. Anders gezegd, vanaf deze leeftijd kun je de gemiddelde lengte 
wiskundig beschrijven met een parabool. Hier merk je dat enige kennis van 
de relatie tussen de vorm van de afgeleide en de vorm van de oorspronkelijke 
functie van nut is. Bij lineaire regressie met een parabool krijg je afwijkingen 
van minder clan 1 mm tussen de regressiekromme en de echte gegevens voor 
meisjes met het syndroom van Turner. Wie durft nog te zeggen dat het werken 
met echte gegevens zo lastig is binnen wiskunde? Het lijkt meer een kwestie 
van geschikte toepassingen zoeken. 
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FIGUUR 7. Gemiddelde lengte en lengtetoename van jongens en meisjes. 

In het vervolg kijken we alleen nog maar naar de gemiddelde lengtegroei van 
Nederlandse jongens. Het zelf bedenken van een wiskundig model gaat veel te 
ver en is waarschijnlijk tot mislukken gedoemd. Maar het uitproberen van 
een algemeen aanvaard en veelgebruikt model in de kindergeneeskunde hoort 
wel tot de mogelijkheden. We behandelen hier het zogenaamde KKP-model 
(zie [13]). In dit wiskundige model worden drie componenten gebruikt die elk 
met een groeifase geassocieerd zijn: 

l. Kleutertijd (0-3 jaar): geremde groei 1 waarbij lengtetoename vanaf de ge
boorte exponentieel afneemt. De bijpassende formule is: 

L1 = a1 - b1e-c,t. 

2. Kindertijd: lengtetoename neemt lineair af ( denk terug aan de groei van 
meisjes met Turner's syndroom) en leidt tot de volgende formule: 

£2 = a2t2 + b2t + c2 . 

3. Pubertijd: logistische groei voor de bijdrage van de pubertijdspurt aan de 
lengte, met als formule: 

Hierbij zijn a 1 , b1 , c1 , a 2 , b2 , c2 , a 3 , b3 en c3 parameters met positieve waarden, 
die op basis van de groeicijfers bepaald worden. De gemiddelde lengte L wordt 
op elke leeftijd gegeven door de som £1 + £ 2 + £3. 
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Hoe gaan we met dit model aan de slag? Omdat de component voor de 
kindertijd het enige onderdeel met niet-geremde groei is en we toch een realis
tische formule willen vinden voor lengtegroei van O tot 21 jaar is het verstandig 
hiermee te beginnen. We zoeken een bergparabool die enerzijds de groei tussen 
het 3e en lOe levensjaar aardig beschrijft en anderzijds zijn maximum bereikt 
rondom de leeftijd van 20 jaar. De kleinste kwadratenmethode werkt in dit 
geval niet; we selecteren dan maar handmatig en op het oog een geschikte 
bergparabool. In onderstaande schermafdruk (figuur 8) zie je onze keuze van 

lengte = -0,235 leeftijd 2 + 9,5 leeftijd + 71,7. 

De punaise in de schermafdruk geeft aan dat we op die plaats de benade
ring vastgepind hebben. Door een ander punt op de parabool met de muis te 
verslepen is een andere tweedegraads kromme te maken. Als je de punaise door 
dubbelklikken losmaakt, kun je de parabool transleren. Op deze manier kun 
je in Coach op eenvoudige wijze met de muis in de hand een kromme van een 
voorgeschreven vorm construeren. 

Functieht 13 

lengte (cm) 

5 10 15 20 

FIGUUR 8. Handmatige bepaling van de kromme voor groei in kinderperiode 

We verschuiven deze parabool in verticale richting zodanig dat een positieve 
bijdrage aan de totale lichaamslengte optreedt vanaf de leeftijd van 6 maanden. 
Kortom, we nemen als formule: 

L2 = -0,235t2 + 9,5t - 4,7. 
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We trekken vervolgens deze bijdrage af van de groeicijfers voor lengtegroei 
in de eerste drie levensjaren. We krijgen zo aangepaste cijfers voor de lengte in 
de kleuterperiode. We veronderstellen geremde groei met een lineair afnemende 
groeisnelheid. Hoe goed of slecht dit model is merk je als je de groeisnelheid 
uitzet tegen de lengte. In het diagramvenster rechts in figuur 9 is de beste 
rechte lijn volgens de kleinste kwadratenmethode bij de punten getekend. Links 
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FIGUUR 9. Lengtegroei in de kleuterperiode 

staan de grafieken van de oorspronkelijke groeicijfers in de kleuterperiode en 
de aangepaste cijfers, samen met de handmatig bepaalde kromme met formule 

L1 = 76,4 - 19,4e-o,o3t, 

waarbij de leeftijd t in weken gegeven is. 
Komen we tenslotte bij de bijdrage van de pubertijdspurt. We trekken eerst 

de bijdragen £ 1 en £ 2 af van de gegeven groeicijfers en krijgen zo de bijdrage 
van de pubertijdspurt aan de lengte, genoteerd met £ 3 . Zoals in figuur 10 te 
zien is, lijkt de grafiek van £ 3 inderdaad op een logistische kromme. Met een 
trial-and-error methode kun je geschikte waarden vinden voor de parameters 
in de formule van een logistische kromme. Rechts in figuur 10 is de grafiek 
getekend van 

16,1 
£3=-----1 + el6,4-1,2t . 

De overeenstemming met de getekende punten, afkomstig van de echte groei
cijfers uit 1997, is frappant. 

Bij een wiskundig model moet je jezelf altijd afvragen hoe goed of slecht het 
functioneert. Hoe goed het logistisch model voor de derde component van het 
KKP-model werkt is in het linkerdeel van figuur 10 te zien. Hier is de Fisher
Pry transformatie van de gegevens uitgezet tegen de leeftijd in de periode van 
10 tot 17 jaar. De Fisher-Pry transformatie van gegevens die gemodelleerd 
worden via een logistische model met formule 

L(t) - a 
- 1 + ec-bt 
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Dit is ook de basisgedachte achter de Fisher-Pry transformatie: als het logis
tische groeimodel goed functioneert, dan moet een lineair verband herkenbaar 
zijn. De parameters b enc zijn dan via lineaire regressie te bepalen. Je ziet het 
omzetten van gegevens naar een andere vorm, waarin modelparameters zich 
gemakkelijker laten schatten en waarin de deugdelijkheid van een model beter 
aan het licht komt, vaak terug bij wiskundig rnodelleren. In het diagrarnvenster 
links in figuur 10 hebben we als waarde voor a gekozen 16,1 en de gegevens na 
de Fisher-Pry transformatie getekend samen de rechte lijn horende bij de for
mule 16,4 - l,2t. De gevonden parameterwaarden geven aan dat de rnaximale 
lengtetoename tijdens de pubertaire groeispurt van jongens gemiddeld op de 
leeftijd van 13 jaar en 8 maanden optreedt (16,4/1,2). 

We hebben hier een trial-and-error methode gebruikt om de logistische 
groeiparameters te schatten. De waarden van de parameters hadden ook m.b.v. 
de rnodelleeromgeving van Coach bepaald kunnen worden. Elk van deze me
thoden heeft zijn charme; de ,6-tool moet dan ook beide technieken beschikbaar 
hebben. 

De opdracht wordt natuurlijk interessanter als je ook de gemiddelde lengte 
van Nederlandse meisjes met het KKP-model bestudeert. Je vindt dan een 
pubertaire groeispurt met maximale lengtetoename gemiddeld op de leeftijd 
van 11 jaar en 4 maanden en een bijdrage aan de volwassen lengte van 8, 7 crn 
(bijna de helft van de 16,1 cm bij jongens). Je vindt zo een getalsrnatige 
onderbouwing van het gegeven dat meisjes eerder in de pubertijd geraken en 
ook eerder de bijpassende groeispurt doormaken. 

Denk niet dat het KKP-model het enige succesvolle wiskundige model voor 
lengtegroei van jongens en meisjes is. In de literatuur (zie [7]) zijn diverse 
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andere modellen te vinden. Twee gangbare modellen met respectievelijk 9 en 
7 parameters zijn: 

- Het trilogistische model van Bock en Thissen [3], dat de volgende formule 
voor lengtegroei L hanteert: 

- Het JPPS-model [12], metals formule: 

Wil je deze modellen kunnen toepassen clan moet jewel de beschikking heb
ben over een rekenprogramma dat niet-lineaire regressie toestaat en kennis of 
ervaring hebben in het schatten van beginwaarden van parameters. Het trilo
gistische model, toegepast op de gemiddelde lengte van Nederlandse jongens, 
levert als benadering op: 

L( ) 48,1 101,5 34,9 
t =----~-~+----~-~+---~--~ 1 + e-2,29(t+0,09) 1 + e-0,33(t-3,23) 1 + e-0,71(t-13,32) 

Afwijkingen met de echte groeicijfers zijn tussen Oen 21 jaar minder clan 1 cm. 
Belangrijkste oorzaak van de tamelijk grote afwijkingen is dat de groei in het 
eerste levensjaar er niet zo goed mee beschreven wordt. Laat je deze periode 
weg en pas je het model toe op de groei tussen 1 en 21 jaar clan benaderen de 
resultaten de echte groeicijfers tot op een millimeter. Hetzelfde geldt voor het 
JPPS-model: de beste formule voor lengte tussen 1 en 21 jaar is 

L(t) = 184,0 ( 1 - 1 + (t/12,45)13,18 + (t\,43)2,21 + (t/2,91)0,33) 

en wijkt minder clan 2 mm af van de echte groeigegevens. 
Wij kunnen tevreden zijn met het resultaat van het KKP-model. In fi

guur 11 zijn de bijdragen aan de lengte van de drie componenten bij elkaar 
opgeteld en samen met de echte groeigegevens getekend. De afwijking tussen 
de echte en berekende lengtes zijn minder clan een halve centimeter over de 
hele periode van geboorte tot volwassen lengte. En dit met de betrekkelijk 
eenvoudige formule 

( ) -1 56t 2 16,1 Lt = -19,4e , - O,235t + 9,5t + 71,7 + 16 4_ 12t, 
1 +e , , 

die helemaal opgebouwd is uit drie op school behandelde wiskundige modellen. 

We besluiten met nog wat verdere onderzoeksvragen die je in een project 
over menselijke groei aan de orde kunt stellen: 
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- Hoe verloopt de toename in gewicht bij jongens en meisjes vanaf de geboorte 
tot vroegvolwassen leeftijd? Kun je <lit met een eenvoudig wiskundig model 
beschrijven? 

- Welke veranderingen in de ontwikkeling van kinderen van de ene generatie 
naar de andere kun je halen uit de groeicijfers van de landelijke groeistudies 
van 1980 en 1997? Klopt het <lat Nederlanders gemiddeld langer en dikker 
worden? 

- Welke verschillen zijn er in lengte, gewicht en Quetelet index tussen Ame
rikaanse en N ederlandse kinderen? 

Antwoorden op bovenstaande onderzoeksvragen heeft de auteur zelf met Coach 
achterhaald. 

7. CRITERIA VOOR DE /]-TOOL 

Mede op basis van ervaringen opgedaan met het gebruik van Coach in zetten 
we een aantal criteria waaraan de ;3-tool dient te voldoen op een rijtje. Dit 
lijstje maakt duidelijk hoe complex het maken van een betabreed inzetbare 
leeromgeving is en <lat de ;3-tool niet in een nacht gebouwd kan worden. 

Gebruiksvriendelijkheid is een voor de hand liggend criterium van hulp
middelen in en buiten onderwijs, maar omdat een betabreed pakket heel veel 
faciliteiten moet bieden, zijn een heldere opzet en goede hulpfaciliteiten nog 
belangrijker. Het organiseren van werk en veranderen van representaties moet 
soepel gaan. Naar hartelust moet je met verschillende, al dan niet gekoppelde, 
representaties kunnen werken en deze tegelijkertijd in beeld kunnen brengen. 
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Het instrumentele en activerende karakter van de /3-tool is essentieel. Dit 
betekent dat het in eerste instantie een toegankelijk, krachtig en 'neutraal' 
stuk gereedschap vormt, dat vrij is van didactische contexten of opvattingen. 
Dit laatste betekent niet dat de software niet speciaal ontworpen is om binnen 
een onderwijssituatie dienst te doen of dat het constructivistische principe van 
actief en zelfstandig leren niet ondersteund wordt. 

Profielbreed gebruik van de software is uitgangspunt. Dit vereist dat de 
computer zowel voor vergaren van gegevens ( via een echt experiment of vide
ometing) als voor het wiskundig verwerken van data en modelleren gebruikt 
wordt. En dit alles binnen een leeromgeving. 

Studiehuis-geschiktheid van de leeromgeving impliceert dat deze de leerlin
gen ondersteunt in het maken van grotere opdrachten en werkstukken. Daar
naast biedt de /3-tool de docent de mogelijkheid om een lesonderwerp toe te 
lichten, uit te leggen of van een demonstratieve proef te voorzien en zijn er 
faciliteiten om leerlingen (op afstand) te begeleiden. Dit pleit ook voor een 
softwarematige leeromgeving, omdat werken door leerling en docent niet meer 
gekoppeld is aan een bepaalde werkruimte. Werken en leren kan plaatsvinden 
in vak- en computerlokaal, laboratorium, bibliotheek of thuis. 

Het open karakter van de leeromgeving komt nog meer naar voren als er open 
problemen mee bestudeerd warden. Er is geen voorkeursmethode of strategie 
op de achtergrond aanwezig. De gebruiker bepaalt in hoge mate zelf wat er 
gedaan wordt, waarom en hoe. 

Aanpasbaarheid van de leeromgeving staat ook hoog in het vaandel. Het 
is mogelijk om met verschillende leerbronnen binnen de omgeving te werken. 
Deze zijn door docenten en auteurs van leermiddelen van tevoren klaar te zetten 
en zijn op het niveau van leerlingen aan te passen. Deze bronnen moeten 
ruim warden opgevat: het kunnen bestaande proeven zijn, teksten, video's, 
opdrachten en vragen, enzovoort. 

De behoefte aan een gemeenschappelijke werkplaats voor leraren en leerlin
gen is met de veranderende visie over de rol van de docent grater geworden. 
Niet alleen het ontwerpen van leersituaties, maar ook het (op afstand) kunnen 
volgen en aansturen van het leerproces en het kunnen beoordelen van leerlin
genwerk dient ondersteund te zijn. 

Koppeling met andere software is en blijft nodig, al is het maar om resulta
ten te transporteren naar verslagen, die opgemaakt worden met een favoriete 
tekstverwerker, om uitwisseling met presentatie-software te hebben of om ge
gevens uit bestaande databestanden te importeren. 

Aantrekkelijkheid van de leeromgeving wordt mede bepaald door de moge
lijkheden die deze biedt om in exacte vakken leerlingen realistische problemen 
uit hun eigen leefwereld te laten bestuderen. Wiskundige gereedschappen zo
als de regressie-tool en de modelleeromgeving zorgen ervoor dat een leerling 
hiervoor niet eerst de algoritmische vaardigheden hoeft te verwerven. Hierdoor 
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wordt de wiskunde aantrekkelijk, heel concreet, direct verifieerbaar en illus
treerbaar: mooie grafieken en krommen, interessante resultaten uit simulaties, 
enzovoort. 

8. TOT SLOT 
Het AMSTEL instituut wil de opvolger van Coach, de ,8-tool, net als voorheen 
ontwikkelen in samenwerking met allen die zich betrokken voelen bij onderwijs 
in exacte vakken. In het bijzonder wiskundeleraren worden uitdrukkelijk uit
genodigd mee te denken en mee te bouwen aan de nieuwe leeromgeving plus 
lesmaterialen. 

Wat het laatste betreft: hopelijk put u inspiratie uit de voorbeelden in dit 
artikel en wordt u erdoor aangemoedigd om zelf de mogelijkheden van Coach bij 
wiskunde te gaan bekijken. Belangrijk hierbij is te weten <lat de software reeds 
op de meeste scholen aanwezig is en dat het pakket op een PC met bescheiden 
geheugen en schijfruimte gebruikt kan worden. U kunt dus direct aan de slag. 
Meer informatie over software, hardware, toe- passingen en lesmateriaal kunt 
u vinden op de website www. cma. science. uva. nl. 
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1. AARD EN FUNCTIE VAN DE WISKUNDE 

pp. 91 - 102 

Wiskunde wordt gekarakteriseerd door een strenge opbouw: uitgaande van een 
aantal basisgegevens, de axioma's, worden er beweringen, de stellingen, ge
daan en bewezen en de aldus verkregen inzichten vormen tezamen een solide 
bouwwerk, met een fraaie structuur en zonder tegenstrijdigheden oftewel incon
sistenties. In principe kan <lit bouwwerk geheel abstract zijn. Als de gekozen 
basisgegevens ontsproten zijn aan onze fantasie en geen relatie met de ons om
ringende werkelijkheid hebben, zal het bouwwerk deze relatie in eerste instantie 
ook niet hebben. In de praktijk echter komt volledige abstractie weinig voor. 
Meestal is er een inspiratiebron die heel concreet is. De meetkunde bijvoorbeeld 
heeft relatie met landmeetkunde, de differentiaalvergelijkingen komen voort uit 
de behoefte mechanische systemen te beschrijven. En zelfs gedeelten van de wis
kunde die begonnen zijn op een volledig abstracte basis, blijken later toch een 
relatie te hebben met onverwachte toepassingen in andere vakken. Er is welis
waar een fundamenteel verschil tussen wiskunde en de andere wetenschappen, 
maar in de praktijk is er een sterke band. Wiskunde is inductief, kan zijn eigen 
problemen stellen en bouwt eigen formalismen los van concrete vragen, terwijl 
de andere vakken hun vraagstellingen krijgen aangereikt vanuit het betreffende 
vakgebied - de <lode natuur (natuurkunde, scheikunde), de levende natuur (de 
biologie), de economie, interactie tussen mensen (sociologie), enz. - en dus een 
deductief karakter hebben. Hoewel deze onderscheiding volledig juist is, leidt 
het niet tot een tegenstelling. De onderwerpen die de niet-wiskundevakken be
schrijven, blijken vaak wiskundig van aard te zijn, d.w.z. ze zijn te beschrijven 
met behulp van de taal van de wiskunde. Zeker voor de natuurwetenschappen 
geldt <lat de schepping functioneert volgens wetten die in wiskundige termen 
zijn te formuleren. De wiskunde is in <lit opzicht "unreasonably effective" [1]. 
Stukken wiskunde die een bepaald verschijnsel of proces beschrijven noemen we 
een "wiskundig model". De optredende grootheden en vergelijkingen hebben 
dan een interpretatie. Een wiskundig model kan goed of slecht zijn. Als een 
model slecht is betekent <lat niet <lat de gebruikte wiskunde incorrect is, maar 
<lat de resultaten van het model niet goed overeenstemmen met de experimen
tele gegevens. Zo'n model client aangepast te worden. 
Daarmee belanden we op de mogelijkheid de wiskunde te classificeren aan de 
hand van de relatie tot de 'buitenwereld'. Eigenlijk classificeren we dan niet 
de wiskunde zelf - de aard daarvan is eenduidig - maar de manier waarop deze 
functioneert. Een groffe indeling is: zuivere wiskunde, toegepaste wiskunde, 
industriele wiskunde (zie Figuur 1) metals kenmerken: 
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Zuivere wiskunde: De inspiratie en de axioma's komen voort uit de crea
tiviteit van de wiskundige en de resultaten hebben niet een directe toepas
sing elders. Een voorbeeld vormen bepaalde gedeelten van de getaltheorie, 
zoals het recente bewijs van de laatste stelling van Fermat door Wiles. 

Toegepaste wiskunde: De inspiratie komt voort uit concrete probleem
stellingen. Daarvoor wordt de benodigde wiskunde ontwikkeld en zo ver 
mogelijk gegeneraliseerd, Het gebruik ervan wordt overgelaten aan niet
wiskundigen. Een voorbeeld is het vier-kleurenprobleem. Iedere kaarten
maker weet uit de praktijk <lat de gebieden op een kaart met hoogstens 4 
kleuren aangegeven kunnen worden, ook als je eist <lat buurlanden altijd 
een verschillende kleur hebben. In de grafentheorie is <lit bewezen. Voor 
het specifieke probleem is <lat niet van belang, de algemene resultaten 
echter van <lit vakgebied zijn zeer breed toepasbaar. 

lndustriele wiskunde: De motivatie wordt gevormd door concrete vragen 
uit de industrie of andere delen van de maatschappij. Mathematische 
modellering is een belangrijk onderdeel van het werk. De benodigde wis
kunde kan meestal geput worden uit het bestaande wiskundereservoir, 
hoewel soms nieuwe resultaten moeten worden afgeleid. De industrieel 
wiskundige is intensief betrokken bij het gebruik van zijn resultaten bij 
het oplossen van de oorspronkelijke vraag. Voorbeelden worden verderop 
in aeze bijdrage gegeven. 

INTERACTIES \JISKUNDE - MAATSCHAPPIJ 

zuivere toegeposte industriele - -11iskunde . 11iskunde y 11iskunde .• .~ - ~ 

I t ., 
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FIGUUR 1. 

Bovenstaande indeling is nuttig maar kan misleidend zijn. De grenzen zijn 
namelijk niet scherp. De wiskundige als persoon kan in principe actief zijn 
in alle genoemde categorieen tegelijk. Opvallend is <lat wiskundige kennis die 
als zuivere wiskunde gegenereerd is, soms (veel) later een onverwachte toepas
sing krijgt bij industriele vragen. En omgekeerd leiden heel concrete vragen 
en observaties soms tot het ontwikkelen van nieuwe wiskundige vakgebieden. 
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Gegevensbescherming bijvoorbeeld is een zeer actuele vraag die inspireert tot 
veel wiskundig onderzoek. 

2. lNDUSTRIELE WISKUNDE 

Industriele wiskunde wordt meestal projectmatig beoefend. De stappen in zo'n 
project kunnen heel schematisch als volgt weergegeven worden: 

a) Inventariseren 

b) Mathematisch modelleren 

c) Dimensieloos formuleren 

d) Reduceren 

e) Analyseren 

f) Interpreteren en verifieren 

g) Optimaliseren door itereren 

h) Implementeren 

Over iedere stap is veel te zeggen; u zij daarvoor verwezen naar [2] en de vele 
boeken die de afgelopen decennia verschenen zijn en "mathematical modelling" 
in de titel hebben. Niet altijd zijn alle stappen even duidelijk aanwezig. In ie
der geval wel altijd de stappen a), b), e) en h). Bij a) en b) wordt nagegaan 
welke bestaande wiskundige kennis toepasbaar is op de situatie. Voor sommige 
verschijnselen zijn de regels zo fundamenteel dat ze 'wetten' genoemd worden. 
Voor fysische processen gaat het clan vaak om het formuleren van de relevante 
behoudswetten. Voorbeelden hiervan zijn de wetten van Newton in de me
chanica, de wetten van Maxwell voor electro-magnetische verschijnselen en de 
Na vier-Stokes vergelijkingen in de vloeistofmechanica. In de meeste andere ge
vallen zijn de regels veel minder goed bekend en client men ze zelf te ontwerpen. 
Deze regels, die de verbanden aangeven tussen de relevante grootheden, war
den in wiskundetaal weergegeven en vormen samen een model. De stappen c) 
en d) leiden tot vereenvoudigingen in het model. Het is vaak mogelijk aan te 
geven welke effecten dominant zijn en dus zeker in het model opgenomen moe
ten worden en welke in eerste instantie verwaarloosd kunnen worden. Nadat 
de oplossingen van het mathematische model bepaald zijn - hetzij analytisch, 
hetzij numeriek - client er nagegaan te worden of deze zinnig zijn: stap f). 
Liefst moeten ze gekontroleerd worden aan de hand van enkele proefnemingen. 
Als blijkt dat de afwijkingen tussen berekende en gemeten waarden te groot 
zijn, moet nagegaan worden welke aanpassingen gedaan kunnen worden om het 
model beter de realiteit te laten beschrijven. Het kan bijvoorbeeld zijn dat er 
ten onrechte effecten verwaarloosd zijn. 
De laatste stap, het implementeren, is van groot praktisch belang. Deze fase 
kan beslissend zijn voor het succes van het project als geheel. Het ontwikkelde 
model kan nog zo goed zijn, als het niet in een vorm gebracht wordt waarmee 
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de vraagsteller uit de voeten kan, is de kans groot <lat het niet gebruikt wordt. 
De voorgestelde oplossingen moeten binnen de technische mogelijkheden van 
het betreffende bedrijf liggen, de geleverde software moet gebruikersvriendelijk 
zijn, het model moet niet toegepast worden op situaties waarvoor het niet ont
worpen is: er zijn altijd vele randcondities waaraan voldaan moet worden en 
die meestal weinig met de wiskunde zelf te maken hebben. 

3. STUDIEGROEP WISKUNDE MET DE lNDUSTRIE 

De stappen a) - e) genoemd in paragraaf 2 komen heel expliciet aan de orde 
tijdens de Studiegroep Wiskunde met de Industrie (SWI). Dit fenomeen is 
zo'n dertig jaar geleden gestart in Oxford, o.a. door A. Tayler. Men kreeg 
voortdurend vragen vanuit de industrie en kwam tot de conclusie <lat de beant
woording ervan vraagt om speciale expertise in het mathematisch modelleren 
van industriele processen. Men besloot een aantal vragen op te sparen en die te 
behandelen tijdens een daarvoor gereserveerde week. Dit initiatief is sindsdien 
ieder jaar herhaald. De locatie wisselt de laatste jaren. Het idee is overgenomen 
op verschillende andere plaatsen in de wereld: Australie, Canada, Mexico, De
nemarken en sinds 1998 ook in Nederland. Het programma is overal hetzelfde. 
Op maandag presenteren bedrijfsvertegenwoordigers de problemen. Het zijn in 
de regel moeilijke vragen waar men al enige tijd mee tobt of die men van groot 
belang acht voor toekomstige technologische doorbraken. De problemen wor
den gepresenteerd zoals ze zich in de praktijk voordoen, dus zonder wiskundige 
termen. De aanwezige wiskundigen - de meesten afkomstig van universiteiten, 
sommigen uit het bedrijfsleven - gaan vervolgens in groepen aan de problemen 
werken. De samenstelling van de groepen kan wisselen; iedereen die een goed 
idee heeft is welkom in iedere groep. Omdat de meeste deelnemers weinig weten 
van de context van de vragen, wordt de eerste tijd vooral besteed aan vragen 
stellen, inventariseren en brainstormen. Van maandagmiddag tot en met don
derdagavond wordt er gewoonlijk met groot enthousiasme en inzet gewerkt aan 
het opstellen van modellen en - indien de tijd het toelaat - het analyseren en 
oplossen ervan. Het is vaak verbazend wat er in zo'n korte tijd bereikt wordt. 
Op vrijdag wordt aan degenen die de vragen inbrachten gepresenteerd wat de 
stand van zaken is. Soms is er al een compleet model met oplossingen beschik
baar. Meestal zijn er verschillende mod ell en en technieken onderzocht en kan 
geadviseerd worden hoe de betreffende industrie verder zou moeten gaan. Na 
de week wordt er door de deelnemers een rapport geschreven over de resultaten 
van het werk. Vaak blijken er tijdens het schrijven nog een aantal goede ideeen 
naar voren te komen, zodat het verslag rijker is dan de resultaten van de week 
zelf. Tijdens een SWI is de interactie tussen wiskundigen en het bedrijfsleven 
heel intens: men ziet er als het ware industriele wiskunde in bedrijf. Voor na
dere inlichtingen over deze Studiegroepen: zie [3,4,5]. Onderwerpen die tijdens 
SWI'98 en SWI'99 aan de orde kwamen waren o.a.: 

Betrouwbaarheidsintervallen bij kleine steekproeven (Ned. Meetinsti
tuut) 

Optimalisatie van data-overdracht over verbindingen met ruis (KPN-research) 



Wiskunde werkt! 95 

Het boren van koelgaten m.b.v. lasers (Eldim) 

Modellering van het persen van gebogen tafelbladen (Trespa Internatio
nal) 

Detectie van metastases op longfoto's (Daniel den Hoedkliniek) 

Modellering van het verwijderen van modder uit boorschachten (Schlum
berger) 

Schatten van verkeersdichtheden uit telefonische steekproeven (Ericsson 
Telecommunicatie) 

Efficient gebruik van World Wide Web Caches (KPN-research) 

Het mengen van kleuren (AKZO) 

Positiebepaling in een windtunnel (NLR) 

Compacte modellering van een transisteronderdeel (Philips) 

4. VOORBEELDPROJECT: SIGAREN ROLLEN 

Lareka Machines B.V. te Valkenswaard ontwerpt en produceert innovatieve 
machines, o.a. voor de sigarenindustrie. Bestaande machines om sigaren te 
rollen zijn traag en het kost erg veel tijd ze "om te stellen", d.w.z. van het ene 
type sigaar op het andere over te gaan. Voor de besturing van het rolproces 
klopte men aan bij wiskundigen. Het probleem blijkt oplosbaar met behulp van 
reeds lang bekende inzichten uit de differentiaalgeometrie. Voor een uitgebreide 
beschrijving van <lit project voor de sigarenindustrie, zie [6]. 

4.1. De vraag 

Een sigaar bestaat uit opvulsel van kruimeltabak met daarom heen het dekblad. 
De kwaliteit van het dekblad is bepalend voor de kwaliteit van de sigaar. De 
vorm van de sigaar zonder dekblad - de zogenaamde "klos" - is zeer nauwkeurig 
voorgeschreven. Het is een omwentelingsfiguur; de om te wentelen curve is 
gespecificeerd door middel van lijnstukken en cirkelbogen. Zie Figuur 2 voor 
een voorbeeld. 

Het dekblad is een strook gestansd uit een sigarenblad. Bij iedere klos wordt 
de vorm van de strook dekblad - de zogenaamde "stansvorm" - met grote zorg 
ontworpen. Voor voorbeelden: zie Figuur 3. Bij het rollen wordt de stans
vorm met een pin aan het uiteinde van de klos bevestigd onder een nauwkeurig 
voorgeschreven starthoek tussen de lengteas van de klos en de backbone van 
de stansvorm. Deze backbone is de rechte lijn aangegeven in Figuur 3. De 
klos gaat draaien en de stansvorm wikkelt zich eromheen. De stansvorm die in 
eerste instantie rond een cilinder is bevestigd rolt daarbij van deze cilinder af. 
Om ervoor te zorgen <lat de stansvorm soepel om de klos windt en niet gaat 
kreukelen, moet deze cilinder bewegen langs de klos. Tevens moet hij draaien 
om zich aan te passen aan de varierende hoek tussen lengteas klos en backbone 
van de stansvorm. De vragen die door Lareka gesteld werden zijn: 
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FIGUUR 2. 

a) Gegeven de klosvorm, bereken de baan die de backbone rond de klos volgt 
als functie van de starthoek en bereken daaruit de gegevens voor de be
sturing van cilinder. 

b) Als a) opgelost is voor zekere klosvorm, bereken dan voor gegeven stans
vorm de overlap van opeenvolgende wikkelingen van de stansvorm. 

c) Gegeven de klosvorm, ontwerp voor gegeven starthoek de stansvorm zo
danig dat aan zekere eisen op de overlap is voldaan. 
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FIGUUR 3. 

4,2. De modellering 
Het is duidelijk dat bovengenoemde vragen liggen op het terrein van de theorie 
van krommen en oppervlakken, een tamelijk klassiek wiskundig vakgebied, dat 
in de industriele praktijk overigens opvallend relevant is. 
Centraal staat in dit project de vraag wat de baan van de backbone is op het 
sigaaroppervlak. In eerste instantie kan de precieze vorm van de stans verwaar
loosd worden. Wel heeft het feit dat de backbone onderdeel is van een strook 
grote consequenties. Een 1-dimensionaal touwtje kan op een oneindig aantal 
manieren rond de klos gevonden worden. Voor de stansvorm geldt echter dat, 
indien de beginpositie en de starthoek gegeven zijn, de baan volledig vastligt. 
Dit is een constatering die iedereen kan maken na enig 'spelen' met het mate
riaal. Wiskundig is dit ook voortreffelijk te beschrijven. Maar eerst moet er 
een "hobbel" overdacht worden. 

4,3. Mathematisch model als benadering 
Als we een strook papier rond een bol wikkelen, raakt het papier de bol slechts 
langs een lijn, de backbone. Als we daarentegen een strook rond een cilinder of 
kegel wikkelen, raakt de gehele strook de cilinder of kegel. We kunnen dus bij 
de sigaar verwachten dat de stansvorm in het midden, waar de sigaar vrijwel 
cilindervormig is, de klosvorm goed volgt, maar dat dekblad en klos niet goed 
"passen" aan de uiteinden. Wiskundig gezien is hier een probleem, maar in 
de praktijk valt dit reuze mee omdat het dekblad - natuurlijk materiaal - vrij 
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rekbaar is en zich tamelijk makkelijk rond de klosuiteinden plooit. Er zal dus 
een discrepantie tussen mathematisch model en de reele situatie optreden. Deze 
discrepantie zal klein zijn als de breedte van de stansvorm klein is daar waar 
de kromming van het klosoppervlak groot is. Deze discrepantie is typisch voor 
mathematisch modelleren. De werkelijkheid en het model verschillen altijd en 
het is noodzakelijk voor ieder model de condities te specificeren waaronder het 
toepasbaar is. 

4.4. Krnmmen en oppervlakken 
Een goede samenvatting van de theorie van krommen en oppervlakken is te 
vinden in [7,8]. 
De sigaar vormt een omwentelingslichaam. De vorm is gegeven door een functie 
f(x), 0 S x SL, met de L de sigaarlengte. We kiezen Cartesische coordinaten 
met als x-as de lengteas van de sigaar, en als oorsprong het begin van de sigaar. 
Een punt x op de sigaar wordt dan gegeven door 

(I) x(x,ip) = (x,f(x)cosip, f(x)sinip) 

en ligt dus vast als x en de omwentelingshoek tp (met OS tp < 21r) gespecificeerd 
zijn. In ieder punt kunnen we twee tangentvectoren vinden, die raken aan het 
oppervlak. Het zijn 

ax ax 
- =Xx en - =X 
ax aip 'P 

(2) 

De vectoren Xx en x'P spannen het tangentvlak in het betreffende punt op. De 
normaalvector N in dat punt staat loodrecht op het tangentvlak, dus (zonder 
normalisatie) 

(3) N = Xu X x'P 

Veel eigenschappen van het oppervlak warden bepaald door de zogenaamde 
eerste-fundamentaalcoefficienten, gedefinieerd als: 

E =Xx ·Xx 

( 4) F = Xx · x'P 

Uit deze definitie blijkt dat E en G gegeven warden door (het kwadraat van) 
de lengten van de twee afzonderlijke tangentvectoren, terwijl F bepaald wordt 
door de hoek ertussen. Voor het omwentelingsoppervlak gegeven door (I) geldt: 

(5) Xx = ( }, c~s ip ) , x'P = ( ~ f sin tp 

J' sm tp f cos tp 

en dus 
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E =I+ (!')2 
(6) F = 0 

Het is typerend voor een omwentelingsoppervlak dat E, F, G alleen van x af
hangen en niet van cp. 

Laten we de baan van de backbone op het sigaaroppervlak aangeven met 
y(x(s), cp(s)). Deze baan kunnen we zien als een afbeelding van een baan 
(x(s), cp(s)) in het (x, cp) vlak naar de sigaar. Hierbij is s de booglengte van de 
baan in het (x, cp) vlak. 
Voor een willekeurige kromme y( s) definieren we de tangentvector t en de 
normaalvector n in een punt door 

(7) 
dy dt 

t=-, n= -
ds ds 

We kunnen hier eenheidsvectoren van maken door te delen door de lengtes, 
maar dat is hier niet relevant. 

4.5. Sigaargeometrie 
We komen nu tot een inzicht dat essentieel is voor de modellering. Merk op 
dat langs de baan van backbone op het sigarenoppervlak de tangentvlakken van 
het sigarenoppervlak en de stansvorm samenvallen. Of met andere woorden, 
de normaalvectoren N van het oppervlak en n van de backbone zijn evenwijdig. 
Dit impliceert dat de baan van de backbone een geodeet is. In een vlak zijn 
de rechte lijnen de geodeten. Door ieder punt van het vlak gaat een schaar 
geodeten waarvan de leden onder verschillende hoeken vertrekken. Op een 
bol zijn de geodeten de grote cirkels. Door ieder punt gaat zo'n familie grote 
cirkels. Analoog geldt op een willekeurig (glad) oppervlak dat door ieder punt 
een familie geodeten gaat. Door de starthoek vast te leggen kiezen we dus op 
het sigaaroppervlak aan het begin een geodeet en de backbone volgt deze uniek 
bepaalde baan. 

Nu dit inzicht verkregen is, wordt de rest een kwestie van techniek. Er is 
van alles bekend van geodeten. In het (x, cp) vlak zijn het oplossingen van het 
volgende stelsel gewone differentiaalvergelijkingen: 

::~ +q1(~;)2 +2rl2(~;)(!~) +n2(!~)2 =o 
(8) 

d2cp (dx)2 (dx) (dcp) (dcp)2 
ds2 + q1 ds + 2rr2 ds ds + r~2 ds = O 

De Christoffelsymbolen r~ zijn functies van E, F, G. Voor omwentelingslicha
men, waarvoor (6) geldt, vinden we 

(9) r211 = r222 = O·, r2 - f'(x) 12 - f(x) 
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Daarmee vereenvoudigt (8b) sterk, namelijk tot 

(10) d2rp + 2J'(x) (dx) (drp) = O 
ds2 j(x) ds ds 

Als we <lit met J2(x) (-1- 0) vermenigvuldigen, vinden we 

(11) 

Dus 

(12) 

voor zekere constante c0 . Deze 'behoudswet' biedt bijzonder veel informa
tie. We leggen <lit uit aan de hand van Figuur 4. In deze figuur is de baan 
(x(s), rp(s)) getekend voor het geval van een perfecte cilinder, waarvoor f niet 
van x athangt. In deze situatie is de hoek a tussen de tangent van de baan en de 
lengteas van de sigaar constant. In het algemeen geldt op het sigaaroppervlak 

(13) f~: = sin a, 

zodat (12) geschreven kan worden als 

(14) f(x)sina(x) = co 

Deze relatie is zeer inzichtelijk te maken. De waarde van c0 wordt bepaald door 
de waarden van f en starthoek a in de oorsprong. Als f ( x) voor x ~ 0 constant 
is, geldt <lat ook voor a. Dat is het geval van een perfecte cilinder. Als f(x) 
stijgt, moet sina(x) en dus a(x) kleiner worden en omgekeerd. Bijvoorbeeld, 
als we bij een kegel beginnen te wikkelen vlak bij de top in de richting van 
toenemende f, dan zal a(x) steeds kleine worden en zal de baan van de backbone 
een steeds kleiner hoek met de kegelas maken. Kortom de spoed - <lat is 
de voortbeweging langs de x-as per omwenteling - wordt steeds groter. Voor 
x -t oo gaat de baan evenwijdig de as lopen en de spoed wordt dan oneindig 
groot. Als we daarentegen op een kegel wikkelen in de richting van afnemende 
f, zal de spoed afnemen. Bij de start zal altijd gelden 

(15) . Co 
sma(O) = f(O) :=:; 1, dus j(O) ~ c0 

Een speciale situatie doet zich voor als j(x) daalt en gelijk wordt aan c0 . De 
spoed wordt dan nul en het dekblad zal niet verder wikkelen maar in omge
keerde richting gaan wikkelen! Bij het uiteinde van een sigaar neemt j(x) 
inderdaad af en moet men dus hierop bedacht zijn. 

5. BESLUIT 

Bovenstaande inzichten bevatten genoeg informatie om het project uit te voe
ren. We zullen hier niet verder ingaan op de verdere stappen in het project. 
Het construeren van de geodeten op de klos is relatief eenvoudig gevonden, 
omdat, gegeven j(x) en c0 uit de begincondities, de hoek a volgt uit 
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(16) a(x) = arcsin ( f ~:)) 

Een andere aanpak (zie [7]) leidt tot het inzicht dat voor een geodeet op een 
omwentelingsoppervlak de hoek cp als functie van x gegeven wordt door de 
integraal 

(17) 

X J Jl + f'(t))2 d 
cp(x) = cp(O) +coo f(t)J f2(t) - c5 t 

Hoewel de punten a) en b) uit de vraagstelling van Lareka hiermee vrij recht
toe rechtaan te beantwoorden zijn, geldt <lit niet voor c), het vinden van een 
geschikte stansvorm bij een gegeven klos. Er is op dit punt veel vrijheid en 
in gesprek met de opdrachtgever zullen de randcondities geformuleerd moeten 
worden voor een optimalisatieprobleem. Daarbij zullen geheel andere wiskun
dige technieken een rol gaan spelen. Tenslotte kwam de opdrachtgever nog 
met het verzoek of ook de rek in het dekblad in rekening gebracht zou kun
nen worden. Dat gooit bovenstaande analyse flink door de war. Typerend 
voor industriele wiskunde: correcte antwoorden voor gei:dealiseerde situaties 
zijn zelden toereikend. Aan de andere kant: men is zelden gei:nteresseerd in 
het wiskundig gezien optimale antwoord. Een model <lat antwoord geeft op de 
vragen die leven is het enige <lat telt. Daardoor heeft de industrieel wiskundige 
meestal grote vrijheid om zijn creativiteit te ontplooien. 
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Iedereen gebruikt tegenwoordig computers, dus wiskundigen doen dat ook. Ze 
gebruiken computers voor het samenstellen van teksten, het zoeken in teksten, 
zoeken naar teksten en naar allerlei gegevens in het WorldWideWeb. Ze ge
bruiken ze voor hun correspondentie, meestal via email, en voor het archiveren 
daarvan. Dat alles verschilt niet zoveel van wat andere mensen er voor hun 
werk mee doen. 

Alleen moet gezegd worden dat de wiskundige aan een tekstverwerker an
dere eisen stelt clan de doorsnee gebruiker. Het wiskundige formulewerk, voor
heen uitgevoerd door gespecializeerde handzetters, wordt nu geproduceerd door 
grote computerprogramma's, waarvan de uit TEX afgeleide tegenwoordig de 
belangrijkste zijn. De gebruiker ziet ze als tweetraps tekstverwerkers. In de 
eerste trap wordt met een gewone tekstverwerker een brontekst gemaakt waarin 
de tekst gelardeerd is met wat TEX idioom. Het TEX programma transfor
meert die brontekst in drukwerk dat op de monitor te lezen is en op papier kan 
worden afgedrukt, in een kwaliteit die vroeger alleen door de allerbeste druk
kers kon worden geleverd. Soms gaat het verder. Een deel van dit artikeltje is 
gemaakt door drietraps tekstverwerking. Voor al het vlagvertoon is er nl. een 
hulpprogramma dat een brontekst met alle gegevens omzet in een brontekst 
voor TEX. Zo kan iedereen voor speciale behoeften nog zelf allerlei dingen aan 
TEX vastbouwen. 

Dat schrijven in systemen als TEX gaat z6 gemakkelijk, dat veel wiskundi
gen het overal gebruiken waar maar even iets moet worden vastgelegd. Zonder 
geknoei en met groot gemak kunnen allerlei wijzigingen worden aangebracht. 
Deze systemen zijn zelfs te gebruiken voor dingen die vroeger alleen op kladpa
pier gebeurden. Een belangrijke reden om veel meer clan vroeger electronisch 
te werken schuilt natuurlijk ook in de electronische communicatie met anderen. 

Dit alles is computerwerk ten bate van de wiskundige, maar het is nog geen 
wiskundig werk. Toch kunnen computers dat laatste ook, want daar is het 
immers allemaal mee begonnen. Oorspronkelijk waren het rekenmachines (het 
woord "computer" betekende niet de machine maar de menselijke rekenaar) die 
voor rekenwerk werd gebruikt door wat men in ruime zin toegepast wiskundigen 
zou kunnen noemen. 
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De zuiver wiskundige had er niet zo veel mee te maken. Die had altijd succes 
geboekt door erin te slagen het rekenen te vermijden, zoals het schooljongetje 
K.F. Gauss al deed toen hij de getallen van 1 tot 100 bij elkaar moest tellen. De 
wiskundige geniet daarvan. Met het uitvoeren van 'mechanische' procedures is 
nooit veel eer te behalen. 

Na de de opkomst van de programmeerbare rekenmachine kreeg het simpele 
rekenwerk vleugels, waardoor men zich met zaken kon gaan bezighouden waar 
vroeger niet over viel te dromen. De hele wereld profiteerde ervan, maar de 
wiskunde zelf eigenlijk niet zo erg veel. Het grootste profijt is misschien dat 
de wiskunde uitgroeit en uitbloeit zodra er wat van wordt toegepast. We zien 
dat bijna overal, ook in wat hier in deze cursus wordt aangeboden. Maar die 
wiskundige productie, bedoeld als toelevering voor toepassingen die (meestal 
met behulp van computers) aan de buitenwereld ten goede komen, wordt zelf 
doorgaans weer geheel op traditionele wijze zonder computers bedreven. 

2. WISKUNDE ONTWIKKELEN MET DE COMPUTER 

Echt computerwerk ( dus afgezien van tekstverwerking) ten bate van de wis
kunde zelf treedt wat minder in het daglicht. Soms levert de computer re
sultaten die direct worden gebruikt maar meestal produceert hij materiaal op 
grond waarvan vermoedens kunnen worden opgesteld die daarna met traditi
onele methoden worden bewezen. Soms doet de wiskundige dit met kant-en
klaar programmapakketten in hapklare brokken, soms zal de wiskundige eigen 
programmatuur ontwikkelen aan de hand van de vragen die in het onderzoek 
opkomen. Soms gaat het om belangrijke dingen die de voorpagina's van de 
kranten halen, meestal verdwijnt het werk in de prullemand, omdat het de
zelfde rol heeft gespeeld als ons kladpapier. 

Het klinkt allemaal nogal onsystematisch, en zo hoort het eigenlijk ook. We 
moeten niet vergeten dat veel wiskundige ontdekkingen tot stand zijn gekomen 
door te spelen. Zowel de combinatoriek als de waarschijnlijkheidsrekening zijn 
uit spelen voortgekomen! En voor vele onderwerpen is de computer een prettige 
speelkameraad. 

Ik speel zelf al sinds 1962 met computers, niet alleen om spelletjes en puzzles 
te programmeren maar ook om materiaal te vergaren waaruit wiskundige ideeen 
kunnen voortkomen. Aan dat materiaal kunnen weer nieuwe vragen worden 
gesteld, totdat er eindelijk een structuur wordt ontdekt. Meestal denk ik dan: 
hoe kon ik zo stom zijn om het zonder computer niet direct te zien? Maar zo 
gaat dat nu eenmaal, ook als je gewoon op kladpapier werkt en zo maar wat 
zit te proberen. 

Een computertoepassing die erg voor de hand ligt is de hulp bij het zoe
ken naar het asymptotisch gedrag van bijv. een functie. Numeriek werk leidt 
daar nooit tot iets definitiefs, maar heel vaak tot de goede vermoedens. Dat 
is belangrijk: een goed vermoeden kan ons vertellen welke reken- en bewijsme
thoden we het beste kunnen toepassen. 

De eis om een probleem goed te programmeren leidt heel vaak tot zuivere 
probleemstellingen. Ook ontwikkel je vaak wiskundig inzicht doordat je pro-
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beert het programma efficient te maken om het ook in zware gevallen goed te 
laten werken. Zo was het succes dat ik in 1980 had met het ontdekken van een 
algebraische structuur achter de vlakvullingen met Penrose tegeltjes een gevolg 
van langdurige pogingen om er met behulp van een computer wat over te ont
dekken. Achteraf gezien was het allemaal geklungel, maar de theorie kwam tot 
stand. 

Een recenter voorbeeld. In 1987 deed V. Strehl een merkwaardige ontdek
king over een soort halskettingen. Men neemt een natuurlijk getal n en bekijkt 
alle 2n rijtjes van n symbolen 0 of l. Twee van deze rijtjes worden equivalent 
genoemd als ze door cyclische verwisseling in elkaar overgaan, maar ook wan
neer ze in elkaar overgaan als nullen in enen worden veranderd en omgekeerd, 
en dan eventueel nog cyclisch verwisseld. Zo zijn 1110100, 1001110 en 1000101 
onderling equivalent, maar 1110100 is niet equivalent met 1001011. Het aantal 
equivalentieklassen wordt gegeven door de formule 

2~ L, cp(d) 2n/d (d, 2) 
din 

waarin ¢ de indicator van Euler is en (d, 2) de grootste gemene deler van den 
2. De sommatieindex d doorloopt de verzameling van alle delers van n. 

In elke equivalentieklasse nemen we de kleinste representant ( d.w.z. degene 
die gelezen als binair getal de kleinste is). In het gegeven voorbeeld is dat 
0001011. In het geval n = 7 zijn er 10 equivalentieklassen. We ordenen de 
kleinste representanten naar opklimmende grootte: 

0000001 
0000011 
0000101 
0000111 
0001001 
0001011 
0001101 
0010011 
0010101 
1111111 

Er is een uitzondering gemaakt. De geheel uit nullen bestaande rij is vervangen 
door de ermee equivalente geheel uit enen bestaande, en onderaan gezet. 

De laatste kolom bestaat geheel uit enen, wat gemakkelijk te begrijpen is. 
Maar Strehl zag nog wat anders: in de voorlaatste kolom wisselen de nullen en 
enen elkaar precies af. En hij zag dat dit zo bleef bij hogere waarden van n, tot 
ongeveer 20. Ik probeerde het ook, en het lukte me ( op een nu als voorwereldlijk 
te beschouwen PC) de waarheid vast te stellen tot en met n = 25. Het bleef 
kloppen, in al die millioenen gevallen, en de oorzaak was mysterieus. 

Jaren later begon ik er nog eens aan, en na veel geploeter lukte het me te 
bewijzen dat die keurige afwisseling van nullen en enen voor elke n geldt. Tij
dens de bewijspogingen kwamen steeds weer nieuwe vragen op, en de computer 
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verschafte daarbij waarnemingsmateriaal. 

De kunst van het bedrijven van wiskunde met de hulp van een computer is 
niet zozeer de kunst om goede antwoorden te krijgen, maar de kunt om goede 
vragen te stellen. 

3. COMPUTERS KUNNEN ONS OOK BEDRIEGEN 

Soms is experimentele wiskunde bedriegelijk. Kijk eens naar de rij waarvan de 
eerste 320 elementen zijn: 

00242686246684008284248200048626 
62004682468400222482804664268442 
68660008824820086468240426846800 
00242686246684008284248200048626 
62004682468400222482804664268442 
68660008824820086468240426846800 
00242686246684008284248200048626 
62004682468400222482804664268442 
68660008824820086468240426846800 
00242686246684008284248200048626 

De rij is verkregen door een eenvoudig procede <lat in een zin is uit te drukken. 
Kan iemand <lat procede raden? Het lijkt niet erg waarschijnlijk, want er is 
weinig anders op te merken dan <lat er alleen maar cijfers 0, 2, 4, 6 en 8 in 
staan, met ongeveer dezelfde frequentie. Regelmatigheden zijn er niet te zien. 
Statistisch is er nog iets anders: als we naar de paren van twee opeenvolgende 
kijken, zien we <lat bijv. 6 6 bijna twee keer zoveel voorkomt als 4 4. En ook 
over andere paren valt statistisch wat waar te nemen. Dat lijkt een sleutel te 
zijn, maar het helpt ons niet op weg. Toch is het recept heel simpel. Van 
de kwadraten van de opvolgende priemgetallen schrijft men (in het tientallig 
stelsel) het op een na laatste cijfer op! De kwadraten zijn 4, 9, 25, 49, 121, 
169, 289, 361, 529, 841, ... , en de voorlaatste cijfers zijn 0, 0, 2, 4, 2, 6, 8, 6, 
2, 4, .... Het is niet moeilijk te zien <lat er alleen maar even cijfers komen. 
Er kan ook worden bewezen <lat de cijfers 0, 2, 4, 6, 8 alle dezelfde frequentie 
hebben. Maar veel meer is er niet. Met voor de hand liggende (maar misschien 
niet gemakkelijk te bewijzen) vermoedens over priemgetallenstatistiek kan men 
aannemelijk maken <lat gedurende heel lange tijd (milliarden keer) een paar als 
6 6 veel vaker voorkomt dan 4 4, maar ook <lat <lit niet tot in het oneindige 
geldt. De statistiek die men aan een beginstuk waarneemt is bedriegelijk. 

4. MEETKUNDE MET COMPUTER 

Wat jammer <lat de belangstelling voor meetkunde zo is achteruitgegaan, want 
met onze moderne computer kan je er zulke leuke dingen mee doen. Misschien 
kan de computer helpen om de meetkunde weer een beetje terug te laten komen. 
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De computer kan tekenen, rekenen en redeneren, en die facetten met elkaar 
combineren. Het tekenen helpt het inzicht, zeker als het over meer dan twee 
dimensies gaat. Het is een betere en snellere versie van wat we op papier 
gewend waren, tenminste als we over de beginmoeilijkheden heen zijn. Er zijn 
schitterende programma's voor, en de toekomst zal nog veel meer te bieden 
hebben. Vooral voor het onderwijs is er veel van te verwachten. Misschien 
komt er ook weer wat belangstelling voor niet-euclidische meetkunde, want op 
dat gebied is onze eigen tekenvaardigheid problematisch terwijl het voor de 
computer niet zoveel verschil maakt. 

Het rekenen ligt natuurljk in het domein van de analytische meetkunde. 
Het kan op twee manieren gebeuren: door computeralgebra en door numerieke 
benaderingen. Computeralgebra heeft bewijskracht, numeriek rekenen kan wel 
met zeer grote, maar nooit met oneindige precisie worden gedaan. Het levert 
geen bewijzen op en kan dus worden vergeleken met het meetkundige tekenen. 
De computer doet het natuurlijk allebei tegelijk, maar waar het ons om gaat 
is de vraag of we alles in alle tekeningen met de ogen moeten bekijken dan 
wel dat we een aantal vragen formuleren en aan de computer de antwoorden 
laten vinden. Op de laatstgenoemde wijze kan men een groot aantal verschil
lende situaties doorrekenen en de computer laten melden of er wat interessants 
gevonden is. 

Onlangs heb ik met driehoeksmeetkunde gespeeld. Bij elke driehoek kan 
men nieuwe driehoeken bouwen, zoals de voetpuntsdriehoek, de driehoek ge
vormd door de middens van de zijden, en nog zo wat. Stel de operaties die 
van de oorspronkelijke driehoek naar die nieuwe leiden voor door a, /3, .... 
Nu kunnen we ook producten bekijken, zoals af3a. We laten een flink aantal 
van die producten op de oorspronkelijke driehoek los en vragen dan of er on
der de ontstane driehoeken soms gelijke voorkomen, en of er soms paren zijn 
die perspectivisch liggen. lets dergelijks was op grote schaal door Kimberling 
[2] gedaan voor bijzondere punten en lijnen in een driehoek. Ook hij werkte 
met nauwkeurige numerieke benaderingen in plaats van met computer algebra, 
omdat het veel meer vrijheid geeft. 

Door zulk onderzoek ontdek je natuurlijk een aantal trivialiteiten, maar 
ook wel eens iets interessants, iets onverwachts. Wanneer er dan wat gevon
den wordt dat de moeite waard is, kunnen altijd nog de tekeningen vertoond 
worden. Daarna bedenk je weer nieuwe vragen, enz. 

De uitdaging bij al deze dingen is natuurlijk niet het vaststellen van waarhe
den, maar het leveren van leuke opgaven die we met de aloude meetkundige re
deneringen willen oplossen. De gevonden waarheden zijn op zichzelf beschouwd 
erg onbelangrijk. 

Het meetkundige redeneren staat natuurlijk in principe los van rekenen of 
tekenen. We zijn er nog niet echt goed aan toe om het met een computer te 
doen. Een van de redenen is dat de grondslagen van de meetkunde zo moeilijk 
in perfecte vorm te geven zijn. De belangrijkste vraag is hier niet of we het 
zouden kunnen maar of we het eigenlijk wel zouden willen. Ook hier geldt de 
opmerking dat ons doel met het leren van meetkunde ligt in de methodieken, 
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niet in de resultaten. Maar natuurlijk is meetkunde een prachtig gebied om 
het automatizeren van redeneringen te oefenen. 

5. LOGICA 

Op het gebied van de logica zijn er veel dingen waarbij computers behulpzaam 
kunnen zijn. Een van de belangrijkste dingen is de kunstmatige intelligentie, 
waarmee voor opgegeven uitspraken bewijzen worden gezocht. Maar met wat 
minder ambities kan men denken aan een bewijsassistent, die de wiskundige 
of de logicus helpt met het in elkaar zetten van bewijzen. De assistent con
troleert alles tot in de puntjes, verzorgt de boekhouding en vult alle kleine 
gaatjes die de wiskundige te flauw vindt om zich er druk over te maken. Soms 
is de bewijsassistent in staat knopen te ontwarren als de wiskundige er zelf niet 
uitkomt. Verschillende van deze systemen zijn nu al aardig op dreef en zullen 
in de toekomst bij de steeds verbeterende computertechnologie hoe langer hoe 
bruikbaarder worden, ook voor de gewone man. Om er een paar te noemen: 
Coq, Isabelle, Newprl, Lego. Een basis voor zulke systemen werd al gelegd 
in het Automath project <lat een zekere bruikbaarheid toonde door een geheel 
wiskundeboek te verifieren met behulp van de computertechnologie van om
streeks 1970, toen computers zeker wel duizend keer langzamer waren dan nu 
en veel minder geheugen hadden. 

We zullen hier iets bespreken <lat er een heel klein beetje op lijkt: natuurlijke 
deductie gepresenteerd met vlaggen en vlaggenstokken, beperkt tot propositie
calculus. Hoe eenvoudig ook, het geeft een inzicht in wat een bewijs is, in het 
bijzonder in de geneste structuur van het invoeren en dechargeren van onder
stellingen. Ook wordt er er iets zichtbaar van de strategieen waarmee met tot 
een bewijs komt. 

Het heeft ook wel met computers te maken. Er zijn computerprogramma's 
mogelijk die veel van de sommen oplossen die we aan leerlingen opgeven, en 
daarbij de verantwoording ( de toegepaste regels) leveren die we ook van de 
leerlingen verwachten. Het leuke is <lat zulke programma's ook hun beperkingen 
hebben, zodat er een eerlijke concurrentie is tussen mens en computer. Voor 
de niet-klassieke calculus ML(---+, I\, V) die nog ter sprake zal komen is er geen 
programma bekend <lat alles oplost wat er op te lossen valt. 

Een redelijk programma werd in 1987 gemaakt door twee Eindhovense stu
denten, Paul Rambags en Maurice Schekkerman, in het kader van een stage 
onder leiding van R.P. Nederpelt. In een wat bijgeschaafde vorm kan het pro
gramma aan de deelnemers van deze cursus ter beschikking worden gesteld. 

6. DE MINIMALE CALCULUS 

We zullen niet beginnen met een formele beschrijving van een systeem van na
tuurlijke deductie, maar proberen het een en ander duidelijk te maken aan de 
hand van een voorbeeld. 
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(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
(5) 
(6) 
(7) 

(8) 

(9) 

(10) 
(11) 

(12) 
(13) 
(14) 
(15) 

(16) 

I :-b I 
(a - b) - b 
a 

b-a 

F 
(a - b) - b 
a 

((a - b) - a) - a 
(b - a) I\ (((a - b) - a) - a) 

(((a - b) - b) - a) - ((b - a) I\ (((a - b) - a) - a)) 
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Dit voorbeeld geeft de afteiding van de formule (16). Het begint in (1) met 
de onderstelling ( ( a - b) - b) - a. Met deze onderstelling wordt van alles en 
nog wat afgeleid, en het eindigt in (15) met het resultaat (b - a) I\ ((a - b) -
a) - a. Een van de afleidingsregels zegt: wanneer in een onderstelling p een 
resultaat q is afgeleid, clan beshouwen we dat als een afleiding van de implicatie 
p - q zonder die onderstelling p. 

De vlag bij (1) geeft aan dater een onderstelling is opgevoerd, en de vlag
gestok laat zien gedurende welk deel van de tekst de onderstelling werkzaam 
is. In de stap van (15) naar (16) wordt de onderstelling (1) gedechargeerd. Het 
toepassen van zulke decharge, waarbij een implicatie is afgeleid, zullen we IN
noemen. Aan de tekst op een vlag wordt geen andere eis gesteld clan dat het 
syntactisch goed in elkaar zit, dat het leesbaar is. 

Bij elke tekstregel hebben we wat we noemen een context. Het is het rijtje 
veronderstellingen dat daar geldig is. Zo is de context van (11) gevormd door 
de onderstellingen bij (1), (8) en (9), wat we kunnen zien door de vlaggen op 
te zoeken die worden gedragen door de stokken vooraan in (11). In (16) staan 
geen stokken; we zeggen dat (16) in de lege context staat. 

De letters a, b, c stellen proposities voor. We noemen ze ook wel propositie
variabelen. De hele afleiding kan worden beschouwd als een blauwdruk: wanneer 
we hem herhalen met vervanging (overal) van a, b, c door andere proposities, 
bijv. resp. door p - q, q - p, q, clan ontstaat weer een geldige afleiding. 

Zulke substituties zijn trouwens wezenlijk wanneer we een stukje logica 
toepassen op de wiskunde. Dan kunnen a, b, c bijv. worden vervangen door 
resp. x > 5, x + y = z, z < 0. En het zou ook gemengd kunnen gebeuren, door 
zowel wiskundige proposities als propositievariabelen toe te laten. 

De formules in de afleiding (1)-(16) zijn opgebouwd uit de a, b, c met 
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behulp van haakjes en connectieven: hier komen alleen ---+ en /\ voor. Die 
connectieven zijn infix geschreven (d.w.z. dat bijv. in a---+ b de pijl tussen de 
beide argumenten a en b staat). Door geschikte afspraken kan er op het aantal 
haakjes worden bezuinigd, maar voor beginnelingen is het beter dat achterwege 
te laten. 

We kijken nog even verder in de afleiding. In (4) mocht de geldigheid van b 
worden vastgesteld op grond van het feit dat die in een van de daar nog geldige 
onderstellingen staat: een van de stokken vooraan in ( 4) wappert met de vlag 
bij (2). Dit soort herhaling van een nog geldige onderstelling wordt later de 
regel HERHAAL genoemd. 

In (5) wordt weer IN---+ toegepast: het resultaat ( 4) is gedechargeerd van 
de onderstelling (3). In (6) gebeurt wat nieuws: daar wordt de afleidingsregel 
modus ponens toegepast, die we ook wel EL ---+ zullen noemen. Laten we even 
(a ---+ b) ---+ b door p voorstellen. In de context van (6) zijn zowel p---+ a als p 
geldig, nl. wegens (1) en (5). Modus ponens zegt dat nu ook het rechterlid van 
de implicatie, nl. a, geldig is ( nog steeds in diezelfde context). 

Misschien niet ten overvloede nog even iets over het woord geldig, dat altijd 
wordt gebruikt relatief niet alleen ten opzichte van een bepaalde context, maar 
ook ten opzichte van een bepaalde plaats. Om dit aan een voorbeeld te laten 
zien: in (11) zijn alle eerder gemelde formules, voor zover het geen onderstel
linegn zijn, geldig wanneer hun context dezelfde is als de context van (11) of 
althans een beginstuk ervan. Bovendien zijn de onderstellingen geldig die op 
vlaggen staan waarvan de stok bij (11) langskomt. In (11) zijn dus de formules 
(7),(10) en de onderstellingen (1), (8), (9) geldig. Bovendien worden in elke 
context dingen geldig verklaard op grond van de aangenomen afleidingsregels, 
zoals de reeds besproken IN---+ en EL---+. Tenslotte, wat ergens geldig is, mag 
worden opgeschreven. En wat eenmaal opgeschreven is, heeft invloed op wat 
er verderop weer geldig is. 

We kijken nog even verder. In (7) is IN---+ toegepast ( (6) wordt gedechar
geerd van (2)). In (8) wordt (in de context (1)) een nieuwe onderstelling opge
voerd, evenzo in (9). In (10) is a geldig op grond van EL---+ (modus ponens), 
toegepast op de implicatie (8) en het linkerlid ervan dat in (9) staat; beide zijn 
hier geldig. In (11) is b geldig op grond van EL---+, toegepast op (9) en (10). In 
(12) is (11) gedechargeerd van (9), en (13) past modus ponens toe op (1) en 
(12), beide daar geldig. In (14) is (13) gedechargeerd van (8). 

In (15) treedt een nieuw connectief /\open er wordt een afleidingsregel IN/\ 
toegepast, die zegt dat wanneer p en q ergens geldig zijn, er ook de conjunctie 
p I\ q geldt. 

De afleiding eindigt met (16) waarin, zoals eerder gemeld, (15) is gedechar
geerd van (1). 

Bij eerste kennismaking lijkt het op toverij, maar de afleiding wordt niet 
opgebouwd op de manier waarop we die hier hebben gelezen. Het komt als 
volgt tot stand. We hebben ons een doel gesteld: formule (16). Alleen kunnen 
we het nummer er nog niet bijzetten, want we weten nog niet hoe lang de 
afleiding worden zal, maar de formulenummers worden hier toch maar even 
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gebruikt voor onze bespreking. Het doel (16) is een implicatie, en die valt 
te bewijzen door decharge. We schrijven dus (1) en (15) op, met vlag en al. 
Tussen (1) en (15) is een gat <lat we nog moeten vullen. Nu is (15) ons enige 
doel. Deze (15) heeft de vorm van een conjunctie, en die kunnen we afleiden 
door de afzonderlijke delen af te leiden. We stellen ons dus, in plaats van (15), 
twee nieuwe subdoelen, (7) en (14), in dezelfde context als (15). Er zijn nu 
twee gaten te vullen. Wat het eerste gat betreft hebben we (7) af te leiden. 
Dat heeft de vorm van een implicatie, dus we gaan weer aan de gang met een 
onderstelling (2) en een nieuw subdoel (6). Deze (6) heeft niet de vorm van een 
implicatie of een conjunctie, dus we moeten wat anders bedenken. Boven (6) 
staan alleen nog pas (1) en (2). We zien dat de a voorkomt aan de rechterkant 
van de implicatie (1). Daarom gaan we de modus ponens proberen, waarbij we 
het linkerlid van de implicatie (1) als nieuw subdoel (5) gaan stellen. Dit is 
weer een implicatie, zodat we (3) en (4) opschrijven met de bijbehorende vlag. 
Nu is (4) ons nieuwe subdoel. Maar (4) is daar geldig op grond van (2) en het 
gat is gedicht. 

Nu het andere gat. In (14) staat weer een implicatie, zodat we (8) en (13) 
opschrijven met bijbehorende vlag. In (13) staat a en is dus te vergelijken met 
(6), maar de context is anders. Bij (13) zijn geldig: (1), (7) en (8). Zowel (1) 
als (8) eindigen op a; met beide zouden we weer modus ponens kunnen probe
ren. Met (8) leidt het tot niets, omdat er nergens iets bruikbaars op b eindigt. 
We gaan dus weer met (1) aan de gang, (12) wordt ons nieuwe subdoel, <lat 
laat ons (9) en (11) opschrijven. Ons nieuwe subdoel is nu wel een rechterlid 
van een bruikbare implicatie, nl. (9). Daarom stellen we het linkerlid als nieuw 
subdoel (10). Nu is het gat gedicht, want (8) en (9) zijn hier beide geldig, zodat 
nog eens modus ponens kan worden toegepast. 

Een formule die in de lege context is afgeleid heet een tautologie. Formule 
(16) is een voorbeeld ervan. 

Er valt nog een simpele afleidingsregel te melden die nog niet aan de orde 
gekomen was. Het is de EL/\, die zegt <lat wanneer ergens de conjunctie p I\ q 
geldt, ook de pen q daar geldig zijn. 

In het volgende overzicht staan de afgesproken afleidingsregels met de daar
aan gehechte namen (IN is een afkorting voor "introductie", en EL voor "eli
minatie"): 

a b 
a I\ b 

a 
___I_ 
a----+ b 

(IN/\) 

(IN----+) 

a I\ b 

a 

a----+ b 
b 

(ELl/\) 

a 
(EL----+) 

a I\ b 

b 
(EL2/\) 

De hier ontwikkelde calculus zullen we ML(---+,/\) noemen (ML staat voor 
"minimale logica": ongeveer het minste wat we kunnen doen). 

Evenals in de wiskunde kunnen afleidingen worden verkort door hier en 
daar hulpstellingen af te leiden waar later een beroep op kan worden gedaan. 
Dat betekent eigenlijk <lat een hulpstelling een blauwdruk is waarvan in andere 
afleidingen een kopie kan worden gemaakt, eventueel na aanpassing van de in 
de blauwdruk voorkomende variabelen door middel van substitutie. 
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Ook kunnen er nieuwe connectieven worden ingevoerd door middel van af
kortingen . Gemakkelijk is bijv. de equivalentie waarvoor we het teken {:} 
gebruiken. De definitie van a{:} b is (a - b) I\ (b - a). Als hulpstelling kan 
men nu o.a. nemen de afleiding van a {:} b uit de onderstelling a I\ b. 

Terloops zij hier iets vermeld waarbij het gebruik van een computer on
misbaar is. Laat S(-,A,a,b,c) de (oneindige) collectie van alle formules zijn 
die gebouwd kunnen worden met de connectieven -, A en de propositievari
abelen a, b en c. Twee formules P en Q uit deze collectie heten equivalent 
als P {:}Qin ML(-, A) kan worden afgeleid. Het aantal equivalentieklassen is 
eindig, nl. 623662965552330. Er staat een computerprogramma ter beschikking 
waarmee van elke formule uit S(-, A, a, b, c) snel (rekentijd evenredig met de 
lengte van de formule) de afleidbaarheid kan worden vastgesteld of verworpen. 
Dat programma werkt met een partieel geordende verzameling van slechts 61 
elementen, en de equivalentieklassen corresponderen met zekere deelverzame
lingen daarvan. 

Overigens kan worden vermeld <lat, wanneer we maar twee letters a, b toe
laten in plaats van drie, er nog maar 18 equivalentieklassen zijn ( en in plaats 
van 61 punten krijgen we er 5), en als we maar een letter toelaten zijn er maar 
twee equivalentieklassen: elke formule uit S(-, A, a) is of equivalent met a of 

met a - a. 
Wat hier gezegd werd is metatheorie: het bestaat niet uit afleidingen in de 

calculus ML(-, A) maar uit wiskundige beschouwingen over die calculus. 

7. NEGATIE 

We gaan de calculus ML(-, A) uitbreiden door bij iedere propositie p ook de 
negatie ervan toe te laten, en die met ,p te noteren. 

Eerst een waarschuwing. Als we zeggen dat ergens p niet geldig is, dan is 
<lat wat anders dan <lat ,p geldig is. Het eerste betekent <lat p niet kan worden 
afgeleid, het tweede <lat ,p wel kan worden afgeleid. Sinds Godel weten we 
<lat er in de wiskunde proposities p zijn waarvoor noch p noch ,p kan worden 
afgeleid. 

We voeren de negatie in door een propositieconstante F toe te laten die 
falsum of contradictie wordt genoemd. Vervolgens wordt ,p gedefinieerd als de 
implicatie p - F ( "p leidt tot een contradictie"). 

Erg veel kan men met deze negatie nog niet doen. Men kan bijv. wel de 
tautologie ( a - b) - ( ( ,b) - (,a)) afleiden maar niet omgekeerd ( ( ,b) ---, 
(,a)) - (a - b) (de onafleidbaarheid is na te gaan met die methode der 61 
punten). 

Evenzo kunnen we nagaan <lat ,,a uit a kan worden afgeleid, maar niet 
omgekeerd. Hier zijn de afleidingen voor de tautologieen ( a - b) - ( ( ,b) -
(,a)) en a - (,,a): 
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(1) 

(2) 

(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 

(9) 

(10) 

(11) 
(12) 
(13) 

EL------, (1, 3) 
EL------,(2,4) 

,a IN------, (5) 
( ,b) ------, (,a) IN ------, ( 6) 

( a ------, b) ------, ( ( ,b) ------, (,a)) 

~ 
a------, (,,a) 

EL____, (10, 9) 
IN____, (11) 

IN____, (12) 

113 

IN____, (7) 

Nog een ander voorbeeldje van een redenering waarin negaties optreden. Er 
blijkt het volgende uit. Waneer we een negatieve propositie p hebben die zowel 
uit a als uit ,a kan worden afgeleid, dan is p ook zonder onderstellingen geldig. 
Dit kan worden beschouwd als een zwakke vorm van de (hierna te bespreken) 
regel van de uitgesloten derde. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 

8. DISJUNCTIE 

F 

EL------, (1, 4) 
EL____, (5, 3) 

IN____, (6) 
EL____, (2, 7) 

EL------, (8, 3) 
IN------, (9) 

We keren terug naar de mininale logica ML(----,,/\) en gaan een nieuw connectief 
V toevoegen: a Vb (uitgesproken als "a of b") heet de disjunctie van a en b. De 
regels voor introductie en eliminatie zijn 

a 

aVb 
(INl V) 

b 

aVb 
(IN2V) 

aVb 

C 
(ELV) 

Het toevoegen van deze disjunctie maakt het niet eenvoudiger! Eerder werd 

vermeld <lat ML(----,,/\) in de collectie S(------,, !\, a, b) 18 equivalentieklassen heeft, 
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maar bij ML(---+, A, V) heeft de collectie S(----+, A, V, a, b) er oneindig veel. Com
puterprogramma's hebben het met het vinden van afleidingen in ML(---+, A, V) 
ook aanzienlijk moeilijker dan in ML(---+, A). Hier is een voorbeeld van een 
afleiding in ML(---+, A, V): 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
(6) 
(7) 

(8) 

(9) 
(10) 
(11) 

(12) 
(13) 

(14) 

(15) 
(16) 

(17) 
(18) 

ave 

bVd 

b 

Ab INA(4,3) 

( Ab)V(cVd) IN1V(5) 
a----+((aAb)V(cVd)) IN----+(6) 

V d INl V (8) 

( Ab)V(cVd) IN2V(9) 
c ----+ ( ( a A b) V ( c V d)) IN ----+ (10) 

(aAb)V(cVd) ELV(l,11,7) 
b ----+ ( ( a Ab) V ( c V d)) IN ----+ (12) 

V d IN2 V (14) 
( Ab)V(cVd) IN2V(15) 

d ----+ ( ( a A b) V ( c V d)) IN ----+ (16) 
(aAb)V(cVd) ELV(2,17,13) 

9. KLASSIEKE LOGICA 

We formuleren twee nieuwe afleidingsregels die ons spel versterken. Als eerste 
de f alsumregel: 

F 

a 
(FALSR) 

die zegt dat uit een contradictie alles volgt wat men maar zou willen. Als 
tweede de regel voor de uitgesloten derde: 

a V (,a) (UITGD). 

Evenals bij de andere afleidingsregels is het weer toegestaan de variabele a door 
een willekeurige propositie te vervangen. Uit deze twee regels samen kan de 
regel voor de dubbele negatie worden afgeleid: 

a 
(DBNG). 

Hier is een afleiding: 
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(1) ,,a 

(2) a V (,a) UITGD 

(3) fa (4) HERHAAL (3) 

(5) a-+a IN-+ (4) 

(6) f: (7) EL-+ (1, 6) 

(8) FALSR (7) 

(9) (,a)-+ a IN-+ (8) 

(10) a EL V (2, 5, 9) 

De falsumregel wordt door de intuitionisten nog wel aangenomen, de regel van 
uitgesloten derde niet. Die is, samen met de falsumregel, de basis voor de 
klassieke logica. 

Overigens kan de falsumregel onmiddellijk uit DBNG worden afgeleid: 

(1) 

(2) 

(3) 
(4) 
(5) 
(6) 

((a-+ F)-+ F)-+ a DBNG 

F r HERHAAL (2) 
( a -+ F) -+ F IN -+ ( 4) 

a EL-+ (1, 5) 

De regel van de dubbele negatie maakt indirect bewijzen mogelijk. Dat gaat 
als volgt. We willen a bewijzen, nemen ,a aan, en leiden een contradictie af. 
Met IN-+ komen we tot ,,a en met DBNG tot a. 

We hebben nu de gehele klassieke propositielogica in handen. Als voorbeeld 
bewijzen we de tautologie ( ( ,b) -+ (,a)) -+ ( a -+ b) ( waarvan het omgekeerde 
al zonder DBNG was aangetoond). 

(1) 

(2) 

(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 

,a 

EL-+ (1, 3) 

EL-+ (4, 2) 
(,b)-+ F IN-+ (5) 

b DBNG (6) 

a -+ b IN -+ (7) 

Met klassieke logica lei den we ook de formule van Peirce af. Het is ( ( a -+ b) -+ 
a) -+ a, bevat geen spoor van falsum of negatie, maar is toch in de calculus 
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ML(-,/\) niet afleidbaar (zoals valt aan te tonen rnet de eerder genoernde rne
thode der 61 punten). Met klassieke logica gaat het wel: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 
(11) 

-a 

~ EL- (2,3) 

I ; FALSR(4) 

a - b IN - (5) 
a IN - (1, 6) 
F EL - (2, 7) 

(,a)-F IN-(8) 
a DBNG (9) 

((a - b) - a) - a IN - (10) 

In de klassieke logica geldt als tautologie (a Vb) {cc} ((,a) - b). Eerst bewijzen 
we de irnplicatie van links naar rechts: 

(1) aVb 

(2) 

(3) I: (4) EL - (2, 3) 
(5) FALSR(4) 

(6) a-b IN - (5) 
(7) 

~ (8) HERHAAL (7) 
(9) b- b IN - (8) 
(10) b EL V (1, 6, 9) 
(11) (,a) - b IN - (10) 

En <lit is de afleiding van de irnplicatie van rechts naar links: 

(1) ,a -b 

(2) , a Vb 

(3) 

~Vb (4) INl V (3) 
(5) EL - (2,4) 
(6) ,a IN - (5) 
(7) b EL - (2,6) 
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(8) 

(9) 
(10) 
(11) 

I a V b IN2 V (7) 

F EL-----+ (2,8) 
,,(a Vb) IN-----+ (9) 

a Vb DBNG (10) 

117 

Dit betekent <lat we ons in de klassieke logica kunnen permitteren de disjunc
tie a Vb te definieren, bijv. door (,a) -----+ b, maar het zou ook kunnen door 
,((,a) I\ (,b)). De regels voor introductie en eliminatie kunnen dan als hulp
stelling warden afgeleid. 

De metatheorie van de klassieke propositielogica is eenvoudig. Van iedere 
propositie kan de afleidbaarheid worden vastgesteld dan wel verworpen met 
de waarderingsmethode. Als de formule n verschillende propositievariabelen 
a1 , ... , an telt zijn er 2n manieren om aan elk der letters een der waarden 0 
of 1 toe te voegen. Aan de eventueel voorkomende F wordt steeds de waarde 
0 toegekend. Bij elk van de 2n mogelijkheden wordt vervolgens met de zo be
kende waarheidstafels de waarde van de gehele formule bepaald. Als in al die 
gevallen die waarde op 1 uitkomt, is de formule in de klassieke logica afleidbaar, 
en anders niet. 

10. GEBRUIK VAN SYMMETRIE 

Uit de letters a, b en c vormen we de proposities 

(a?b)-----+(al\(bl\c)) 

(b? c)-----+ (b I\ (c I\ a)) 

(c?a)-----+ (c/\(a/\b)) 

die we respectievelijk door M1,M2,M3 voorstellen. Gevraagd wordt om, wan
neer M1,M2,M3 ondersteld zijn, de geldigheid van a, b enc afte leiden. Wegens 
de symmetrie is het voldoende alleen a af te leiden. We stellen ons dus de opgave 

en willen het door het vraagteken aangeduide gat vullen. 
Om tot a te besluiten kunnen we met een van de drie equivalenties a ? b, 

b? c, c? a volstaan (en ons dan beroepen op de bijpassende uit Nii,M2 ,M3). 

Wegens de symmetrie doet het er niet toe welke we nemen. We kiezen als doel 
b ? c. Dit is (b -----+ c) /\ (c -----+ b). Volgens de regel IN/\ kunnen we ons nu 
als doel stellen om zowel b -----+ c als c -----+ b te bewijzen. Als het bewijs voor 
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de eerste gelukt is, krijgen we <lat voor de tweede eenvoudig door herhaling 
met lettterverwisseling. We behoeven dus alleen b -, c als doel te stellen. Dit 
kunnen we bewijzen door b aan te nemen, daaruit c te bewijzen, en dan een 
beroep te doen op de regel IN-,_ We moeten dus het gat nog vullen in de 
volgende redenering: 

~ (doe!) 

Hoe kunnen we tot c komen? Natuurlijk door een van de M 1 ,M2,M3 te 
gebruiken en ons op de regel EL-, te beroepen. We moeten daartoe in deze 
context een van de drie equivalenties a ¢'? b, b ¢'? c, c ¢'? a afleiden. Het 
aantrekkelijkste is c ¢'? a, want dat vraagt om een bewijs van c -, a en a -, c, 
en wegens de symmetrie die op deze plaats nog tussen a en c heerst, hoeven we 
ons maar over een van de twee zorgen te maken, want de andere is nagenoeg 
hetzelfde. 

We gaan nu op de plaats van het vraagteken een afl.eiding van a -, c maken. 
Dat doen we door a te onderstellen en c af te leiden. Die c is weer te bereiken 
door een van de a ¢'? b, b ¢'? c, c ¢'? a af te leiden. Daar op deze plaats nu zowel 
a als b ter beschikking staan, bereiken we a ¢'? b het gemakkelijkst. Laten we 
even een hulpstelling formuleren: uit a volgt b -, a. Bewijs als volgt: 

a 

b-,a 
HERHAAL 

IN-, 

Nu vullen we het gat: 

HERHAAL 

( wegens hulpstelling) 

HERHAAL 
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a -+ b ( wegens hulpstelling) 

a {cc} b ( wegens definitie van {cc}) 

a/\(b/\c) EL-+ 

b I\ C ELI\ 

C EL/\ 

a-+c IN-+ 

c -+ a ( analoog) 

(c-+a)/\(a-+c) IN/\ 

c {cc} a ( wegens definitie van {cc}) 

c I\ ( a I\ b) EL -+ 

C EL/\ 

b-+c IN-+ 

c -+ b ( analoog) 

(b-+c)/\(c-+b) IN/\ 

b {cc} c ( wegens definitie van {cc}) 

b I\ ( c I\ a) EL -+ 

c I\ a ELI\ 

a ELI\ 

De lezers kunnen hun krachten beproeven op een analoog geval waarbij ook 
weer het gebruik van negaties verboden is: men leide onder de onderstellingen 
a V b, b V c, c V a af <lat ( a I\ b) V ( (b I\ c) V ( c I\ a)). 

11. SLOTBESCHOUWING 

Er is veel geklaagd <lat de schoolmeetkunde niet meer functioneert als leerschool 
voor het logische denken en voor het leren geven van waterdichte bewijzen. Dat 
komt niet alleen doordat er minder tijd voor de meetkunde wordt ingeruimd 
of doordat de sociale en de onderwijsorganisatorische omgeving minder ge
schikt zijn dan vroeger. Het ligt ook aan de meetkunde zelf. De basis van de 
schoolmeetkunde is te slap om er op een eerlijke manier streng op verder te 
bouwen. Wanneer men die basis op orde brengt, zoals Hilbert deed omstreeks 
1900, wordt het voor behandeling op school te moeilijk. In de meetkunde leeft 
strengheid nu eenmaal op gespannen voet met meetkundige inzichtelijkheid. 

De hier voorgestelde behandeling van natuurlijke deductie zou de logisch 
opvoedende taak van de meetkunde heel goed kunnen overnemen, met minder 
moeite en met groter duidelijkheid. Redeneerschema's leert men spelenderwijs 
door ze helder bloot te leggen. Ook is er een spelelement: we krijgen puzzeltjes 
voor het kiezen van geschikte strategie. Voorts ligt er opvoedende waarde in het 
feit <lat er volledige verantwoording kan worden verlangd van de bij de oplossing 
van een probleem toegepaste regels. Aantrekkelijk is nog <lat vele leerlingen in 
staat zullen zijn opgaven voor zichzelf te bedenken, en zelf hulpstellingen in 
te voeren die verder werk kunnen versnellen. Allemaal facetten die wijzen op 
geschiktheid voor het onderwijs. Bovendien zijn er relaties met computers. 
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Een hardnekkige traditie praat ons aan dat logica een spel is van nullen en 
enen, en dat de waarheidstafels de grondslag van ons denken zijn. Deze traditie 
heeft veel schade berokkend. Wiskundigen hebben zich in het algemeen van de 
logica afgekeerd. Ze vonden het een abstract spel dat wel in staat is om snel 
tautologieen vast te stellen (tenminste wanneer het aantal propositievariabelen 
niet te groot is), maar weinig laat zien van het wiskundige redeneren. Waar 
wordt trouwens in de wiskunde een beroep op zulke tautologieen gedaan? 

De natuurlijke deductie, zeker in de hier gepresenteerde stijl met de vlaggen, 
sluit wel aan bij het echte redeneren. Dat blijkt ook duidelijk wanneer aan de 
propositicalculus de predikatencalculus wordt toegevoegd. Er komen dan wat 
regels bij voor introductie en eliminatie van kwantoren, maar de opzet blijft 
dezelfde. We kunnen zo de gehele wiskunde in een schema onderbrengen met 
twee verschillende soorten vlaggen: rechthoekige vlaggen voor het invoeren van 
onderstellingen, puntige vlaggen voor het opvoeren van (getypeerde variabelen). 

In Einhoven zijn gedurende een kleine 20 jaar gunstige ervaringen opgedaan 
met het onderwijzen van logica aan eerstejaarsstudenten in de wiskunde en de 
informatica volgens dit systeem. Verwezen kan worden naar Eindhovense col
legesyllabi, en (in een groter verband) naar Nederpelt's boek [l]. 
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1.1. Public Key Cryptografie (PKG) 

pp. 121 - 141 

Tot 1976 bestond alle cryptografie uit Secret Key Cryptografie (SKC). Bij SKC 
bezitten de zender en ontvanger dezelfde sleutel. Bij Public Key Cryptografie 
(ook wel asymmetrische cryptografie genoemd) daarentegen bezitten zender 
en ontvanger verschillende sleutels. In het algemeen bezit de zender (Ans) 
de publieke sleutel, terwijl de ontvanger (Ben) de geheime sleutel bezit. In 
principe kan iedereen die de publieke sleutel bezit Ben een boodschap sturen. 

Het bekendste PKC-systeem is RSA, genoemd naar de auteurs Rivest, 
Shamir en Adleman 7 . Bij RSA kiest Ben twee ( verschillende) priemgetal
len p en q en een random getal d zo dat ggd(d, (p - l)(q - 1)) = 1. Ben 
berekent n = pq (de modulus) en e zodanig dat de = 1 mod (p - l)(q - 1). 
Vervolgens publiceert hij de getallen e, n en houdt hij p, q en d geheim. Als 
Ans een boodschap l'vf, herschreven als getal m (0 < m < n), wil vercijferen, 
dan berekent zij c = rne mod n. In plaats van m verstuurt ze de versleutelde 
boodschap c. Uit c kan Ben dan de oorspronkelijke boodschap m berekenen, 
want cd = (me)d = mde = m mod n. (Dit kan worden geverifieerd door de 
bovenstaande congruenties modulo p en modulo q na te gaan.) Indien Chantal 
het bericht c onderschept en hieruit de oorspronkelijke boodschap m wil be
palen dan zal haar dat niet rneezitten. Als zij de geheime sleutel (p, q, d) niet 
kent, dan is er tot op heden nog geen methode bekend om m te berekenen in 
'beperkte tijd'. Het beste wat Chantal kan doen, is te trachten n te factori
seren. In 1999 hebben rnedewerkers van het CWI voor het eerst een 512-bits 
RSA-getal gefactoriseerd. Als n echter een 1024-bits RSA-getal is (of groter), 
dan wordt dit mornenteel gezien als onmogelijk. 

Een antler veel gebruikt PKC-systeern is de discrete logaritme (DL). 
In 1984 kwarn T. ElGarnal met een protocol dat hierop is gebaseerd. Dit 
protocol won snel populariteit. Het werkt als volgt: Ben kiest een priern p (de 

7 Voor een heldere uiteenzetting over RSA verwijzen we naar Pythagoras 37-ste jaargang, 
nr. 5, juni 1998. 
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modulus), een voortbrenger g van de groep (Z/p'll)x, en een geheime sleutel 
kB. Hij berekent B = gk8 mod p, publiceert (p, g, B) en houdt kB geheim. 
Als Ans een boodschap m, 0 < m < p, wil vercijferen voor Ben, dan bepaalt 
zij een random getal k en berekent C = mBk en K = gk, en verstuurt deze 
twee getallen. Ben berekent Kk8 en aangezien KkB = Bk = gk8 k mod p volgt 
m = C(Kk8 )- 1 mod p. Op <lit moment lijkt het ondoenlijk voor Chantal, als 
zij p, g, B, Ken C kent, om daaruit de boodschap m te distilleren, en zeker 
als men ervoor zorgt <lat p - 1 niet in 'kleine' priemfactoren uiteenvalt, maar 
een grote priemfactor p 1 bevat met p1 > 10100 , dan is het praktisch onmogelijk 
voor haar om m te bepalen. Men veronderstelt <lat ( ongeveer) gelijke moduli 
bij RSA en bij de discrete logaritme gelijke veiligheid garanderen. 

In 1985 stelden V. Miller en, onafhankelijk van hem, N. Koblitz een cryp
tografisch protocol (ECC, Elliptic Curve Cryptography) voor <lat op een equi
valent van de discrete logaritme, die op elliptische krommen (gedefinieerd over 
een voldoende groot eindig lichaam), is gebaseerd. Elliptische krommen zijn 
al van oudsher zeer populair in de zuivere wiskunde vanwege hun intrigerende 
eigenschappen, zowel in de analyse als in de getallentheorie. Een voordeel van 
het gebruik van elliptische krommen is <lat er vele voorhanden zijn bij een ge
geven grondlichaam (ook al zijn ze niet allemaal geschikt), en nog belangrijker 
voor cryptografische doeleinden, men kan met ( veel) kleinere lichamen wer ken 
dan bij de gewone discrete logaritme om dezelfde veiligheid te bewerkstelligen. 
Dit leidt tot eenvoudiger implementatie en grotere efficiency. Dit is ook een 
voordeel t.o.v. RSA. Om een idee te krijgen van de grootte van de modulus 
bij RSA en van het grondlichaam bij ECC waarbij een vergelijkbare veiligheid 
wordt geboden volgen hier enige waarden (in bits): 

• RSA/DL: 512 1024 2048 4096 
• ECC: 128 174 234 313. 

Er zijn in de afgelopen 25 jaar diverse PKC-systemen ontwikkeld. Sommige 
daarvan zijn inmiddels ook weer gekraakt. Echter RSA, de Discrete Logaritme 
en de Discrete Logaritme voor Elliptische Krommen (ECDL) zijn tot op heden 
sterke cryptografische systemen gebleken. 

In deze voordracht zal aandacht warden besteed aan elliptische krommen 
en hun toepassing in de cryptografie aan de hand van het ElGamal protocol. In 
Hoofdstuk 2 warden de begrippen abelse groepen en eindige lichamen in her
innering geroepen. Deze begrippen spelen een belangrijke rol in de theorie ( en 
praktijk) van elliptische krommen. In Hoofdstuk 3 zetten we een en ander over 
elliptische krommen uiteen. In Hoofdstuk 4 gaan we kort in op de discrete lo
garitme. In hoofdstuk 5 bespreken we twee typen van elliptische krommen die 
ongeschikt blijken voor cryptografische doeleinden. We beeindigen de lezing 
met enkele voorbeelden. Het manuscript is verdeeld in twee delen, waarvan 
het eerste de nodige begrippen in de simpelste gevallen introduceert. In het 
tweede deel wordt iets dieper ingegaan op wiskundige aspecten die op de ach
tergrond een belangrijke rol spelen bij de toepassing van elliptische krommen 
in de cryptografie. Hieruit moge de indruk naar voren komen <lat er in de 
hedendaagse cryptografie nog een belangrijke rol voor mensenwerk in de vorm 
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van zuivere wiskunde, aangevuld door listige uitbuiting van de rekencapac;iteit 
van de computer, is weggelegd. 

2. ABELSE GR0EPEN EN LICHAMEN 
2, 1. Abelse 9roepen 
Omdat de begrippen ( abelse) groep en lichaam aan de basis staan van PKC 
brengen we hier de definities nog eens in herinnering. 

DEFINITIE. Een abelse groep G is een (niet lege) verzameling met een ope
ratie *: G x G-----+ G, zo <lat 

2. :3 e E G, het neutrale element, zo <late* a= a* e = a, \/a E G; 

3. \/a E G, :3 a- 1 E G, de inverse van a, zo <lat a* a- 1 = a- 1 *a= e; 

4. a* b = b * a, \/a, b E G ( commutativiteit van*). 

Men schrijft ( G, *) voor G als men de operatie * expliciet wil vermelden. Als 
het aantal elementen in de groep G eindig is, heet <lit aantal de orde van de 
groep G, notatie: IGI of #(G). In een eindige groep (G, *) is er voor elk element 
9 E Geen kleinste natuurlijk getal n zo <lat 9*9*· • •*9 = e (n keer 9). Deze n 
heet de orde van 9, en n is een deler van #(G). Als elk element van een group 
( G, *) eenduidig kan worden geschreven als macht van a voor zekere a E G, 
dan heet G cyclisch met voortbrenger a. 

V00RBEELDEN. (i) (Z, + ), (Q, + ), (IR,+), (C, +) met de gewone optelling 
+ en het neutrale element e = 0 in de vier gevallen, hier is Z cyclisch met 
voortbrenger 1 (of -1). 

(ii) (Qx,·), (!Rx,·), (ex,·) met de gewone vermenigvuldiging • (meestal niet 
genoteerd) en het neutrale element e = 1 in de drie gevallen. 

(iii) (Z/mZ, +) (ook genoteerd Z/m), de gehele getallen modulo m met de 
optelling + mod m, met #(Z/mZ) = m. Bijvoorbeeld, voor m = 12 heeft men 
Z/12Z = {O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11} en 3 + 5 = 8, 5 + 8 = 1, etc. 

(iv) ((Z/mZf, ·), de gehele getallen modm die onderling priem zijn met 
m, met vermenigvuldiging (veelal niet genoteerd) • mod m, bv. (Z/12Z)x = 
{1, 5, 7, 11} met 5-11 = 7, etc. Hier geldt: #( (Z/mZ) x) = <p(m), de totientfunktie 
van Euler, bv. <p(l2) = 4. De elementen 5, 7 en 11 hebben orde 2. 

Er geldt de volgende 

H00FDSTELLING V00R EINDIGE ABELSE GR0EPEN. Laat Geen eindige abelse 
groep zijn. Dan is G te schrijven als 

waarin de priemen Pi 's (en lrnn machten si) eenduidig bepaald zijn. 
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2.2. Commutatieve lichamen 

DEFINITIE. Een commutatief lichaam k is een ( niet lege) verzameling met twee 
operaties + : k x k---+ ken• : k x k---+ k, z6 dat keen abelse groep (met neutraal 
element genoteerd 0) is onder de 'optelling' +, en z6 dat kx x kx ---+ kx, met 
P := k\ {0}, een abelse groep is (met neutraal element genoteerd 1 E P) onder 
de 'vermenigvuldiging' •. De operaties +en• voldoen aan (a+b)-c = a·c+b·c. 
De inverse van a ten aanzien van + wordt genoteerd als -a, en die ten aanzien 
van • als a-1 , soms 1/ a. 

Kort gezegd: in een groep kan men optellen en aftrekken, in een lichaam kan 
men optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen (behalve door 0). 

OEFENING. Toon aan dat in een lichaam k geldt: (i) 0 •a= 0, Va Ek; 
(ii) -1 •a= -a, Va Ek. 

V00RBEELDEN. (i) Q, JR, <C met +en· als boven. 
(ii) Voor een priemgetal p, Z/pZ met + en • modulo p. Dit lichaam wordt 
meestal geschreven als GF(p) of lFp. Het heeft p elementen. De multiplicatieve 
groep lF; is cyclisch van orde p - 1. Een openstaand probleem is het bepalen 
van een voortbrenger. 
( iii) In Deel II zullen we ook voorbeelden tegenkomen van andere eindige li
chamen lFq, waarbij q = pn met n ~ 2. 

OEFENINGEN. ( i) Bewijs de 'kleine stelling' van Fermat: Voor elk positief 
natuurlijk getal a en elk priemgetal p geldt: als p Ja, clan aP-l = 1 mod p. 

(ii) Bewijs dat geldt: (a+ b)P = aP + bP, Va, b E lFp. 

3. ELLIPTISCHE KR0MMEN 
3.1. W eierstrajlvorm voor elliptische krommen 
We beginnen met een eenvoudig voorbeeld van een reele algebra'ische kromme 
die geheel op het papier past, anders gezegd, waarvan de grafiek elk reeel punt 
te zien geeft: 

de ellips £ : 2x2 + 5y2 = 20 

De ellips is een voorbeeld van een kegelsnede, evenals de parabool en de hy
perbool. In tegenstelling tot de ellips verdwijnen de parabool en de hyperbool 
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'ergens in het oneindige'. Kegelsneden worden gegeven door tweedegraadsver
gelijkingen. Kegelsneden zijn sinds de Grieken vanuit velerlei gezichtspunten 
zeer uitvoerig bestudeerd. 

Als tweede voorbeeld bekijken we het foliurn van Descartes gegeven door 
de vergelijking: 

F : x3 + y3 - 3xy = 0 

Hier doen zich onmiddellijk twee vragen voor: ( i) wat gebeurt er in oneindig? 
(ii) hoe zit het in de buurt van de oorsprong (0, 0)? Het antwoord op vraag (i) 
is <lat men eigenlijk naar het projectieve model van de kromme moet kijken, 
d.w.z. men voert homogene coordinaten (x : y : z) in, en werkt modulo de 
equivalentierelatie 

( X : y : z) ~ ( AX : Ay : AZ)' 

A =/- 0. Men maakt de vergelijking van de kromme homogeen: 

F : x3 + y3 - 3xyz = 0. 

De vertrouwde affiene punten corresponderen dan met z-waarden =/- 0. De 
punten 'in het oneindige' zijn van de vorm (x : y : 0), waarbij x en y niet beide 
0 zijn. Hier dus alleen (-1 : 1 : 0). 

Het antwoord op vraag ( ii) is <lat de oorsprong een singulier punt, een zgn. 
dubbelpunt, is van de kromme. Over singuliere punten kan nog veel gezegd 
worden, maar we volstaan met het geven van een criterium voor het singulier 
zijn van een punt P = (xo : Yo : zo) (projektief!) op een kromme gegeven door 
de homogene vergelijking F(x, y, z) = 0: 

F(P) = F(xo, Yo, zo) = 0 I\ 

OEFENING. Wat zijn de punten 'in het oneindige' van de ellips, de parabool 
2x - 5y2 = 20, de hyperbool 2x2 - 5y2 = 20? 
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Na al deze voorbereidingen kunnen we nu een nette definitie van een ellip
tische kromme geven. 

DEFINITIE. Een elliptische kromme E, gedefinieerd over een willekeurig 
lichaam k, is een niet-singuliere vlakke projektieve derdegraadskromme over k 
met een k-rationaal punt O (d.w.z. met coordinaten ink) op E. 

Zo'n kromme kan worden gegeven door de zgn. WeierstraBvorm, in homogene 
co6rdinaten x, y, z, 

met a1 , • • • , a6 E k, zodanig dat de discriminant ~ -f 0. Deze discriminant 8 

is een polynomiale uitdrukking in de coefficienten a 1 , ..• , a6, De voorwaarde 
~ -f O is nodig en voldoende opdat E niet-singulier is. De kromme E heeft 
precies een k-rationaal punt in 'oneindig', d.w.z. als z = 0, nl. het punt (0 : 
1 : 0). Dit punt speelt de rol van 0. Wil men expliciet aangeven dat E 
gedefinieerd is over het lichaam k, d.w.z. gegeven wordt door een vergelijking 
met coefficienten in k, dan schrijft men veelal E / k : y2 + • • • = x3 + • · · etc. 
Men kan zich beperken tot het affiene deel (z -f 0) van E: 

Voor lichamen k zoals (Q), JR, C of lF P met p > 3 kan men de WeierstraB gedaante 
voor de affiene kromme door de coordinatentransformatie 

X _ ar +4a2 
-x+ 12 

omvormen tot een kromme van de vorm 

I E/k: y 2 = x3 +Ax+ BI 
met A, B E k zodanig dat de discriminant ~ = 4A3 + 27 B 2 -f 0. Deze gedaante 
zal in het vervolg steeds gebruikt worden. 

OPMERKING. Voor praktische toepassingen zijn eindige lichamen van de vorm 
k = GF(2n) = lF2n van groot belang. Voor elliptische krommen over zulke 
lichamen client men de theorie zoals we die hier bespreken, aan te passen. 

3.2. Punten op elliptische krommen 
N otatie. Als k het grondlichaam is waarover de kromme E is gedefinieerd, en 
K is een lichaam dat k bevat 9 , dan noteren we de verzameling van punten van 
E met coordinaten in K als E(K). Aan de hand van een voorbeeld laten we 
zien dat het lichaam K het aanzien van de kromme bepaalt. In het geval van 
een kromme die gedefinieerd is door een vergelijking met rationale coefficienten 

8 V gl. de discriminant D. = b2 - 4ac van de kwadratische uitdrukking ax2 + bx + c. 
9 Voor meer over lichaamsuitbreidingen zie Deel II 
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is <lit het duidelijkst. Voor krommen over eindige lichamen moet men toch ook 
aan iets dergelijks denken. 

V OORBEELD. Bekijk de kromme 

E/Q: y2 = x3 - 3x + 1 

• E(Q) wordt gegeven door de verzameling van Q-waardige oplossingen van de 
diophantische vergelijking y2 = x3 - 3x + 1, bv. (0, ±1), (~, ± 1i), en een 
iets minder triviaal paar punten: 

( 926527914284812196336 4864488622791473479562279219161 ) 
- 499758792156170515809' ± 11172250506273568451869495807377 'etc. 

• Daarnaast wordt E(IB.) gegeven door de volgende figuur: 

• Voor de complexe punten E(C) vindt men iets <lat gei:nterpreteerd kan worden 
als een torus in IB.3 : 
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Hoe dit precies zit wordt in leerboeken over complexe analyse waarin de q}
functie van Weierstraf3 wordt behandeld, uit de doeken gedaan. 

• Beschouw nu de kromme E /lF P : y2 = x3 - 3x + 1, dus over een eindig lichaam 
(met p > 3), bv. neem p = 11. Men kan zich afvragen wat nu de verzameling 
van punten E(lF11 ) is. Door achtereenvolgens x = 0, l, ... , 10 in de vergelijking 
van E in te vullen kan men uitproberen of bij een x-waarde een y (dan ook 
-y) voldoet. In dit voorbeeld vindt men de volgende punten: (0,1), (0,10), 
(2,5), (2,6), (4,3), (4,8), (5,1), (5,10), (6,1), (6,10), (7,2), (7,9), (8,4), (8,7), 
(10,5), (10,6). Voor punten op E met coordinaten in een grater lichaam van 
de vorm lF11 n verwijzen we naar Deel II. Dat het uitproberen door invullen 
niet de geeigende methode is om de punten op E, of zelfs maar het aantal 1Fp
punten op E, zelfs m.b.v. computers, te bepalen als p grater 10 wordt, is aanzet 
geweest tot veel onderzoek naar betere methodes. De laatste jaren zijn enige 
spectaculaire resultaten bereikt voor de berekening van het aantal lF P-punten op 
een elliptische kromme over lFP. De recente methodes berusten op werk van de 
Nederlandse wiskundige Rene Schoof uit 1984 en verfijningen van A.O.L. Atkin 
en N. Elkies uit de jaren 90 van de vorige eeuw. Geavanceerde methodes uit 
de arithmetische algebraYsche meetkunde (modulaire vormen) warden hierbij 
niet geschuwd. Dit heeft geleid tot het zgn. SEA-algoritme (Schoof-Elkies
Atkin) voor de berekening van het aantal punten op een elliptische kromme 
over lF P voor grate waarden van p. Het record ligt bij een priem p van 500 
cijfers, een resultaat dat in ±9000 uur rekentijd op een netwerk van DEC
alpha's door Francois Morain e.a. aan de Ecole Polytechnique te Parijs werd 
behaald in januari 1995. 
Het is gebruikelijk, als men spreekt over het aantal punten op een elliptische 
kromme, ook het punt O = (0: 1 : 0) van het projektieve model van de kromme 
mee te nemen. Dus in bovenstaand voorbeeld heeft men #(E(lF11 )) = 17 (en 
niet 16). Voor het aantal punten E(lFp) heeft men de ongelijkheden van Hasse
Weil: 

10 Voor cryptografische toepassingen moet p minstens 160 bits lang zijn. 
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M.a.w. men kan schrijven #(E(IB'p)) = p + 1 - t, waarbij Jtl < 2/fi. Het 
SEA-algoritme is er nu op gericht deze t te bepalen. 

3.3. De groepstruktuur 
Wat maakt elliptische krommen tot zulke interessante objecten van studie in 
de algebrai"sche meetkunde en tevens tot mogelijke gebruiksvoorwerpen in de 
cryptografie? Welnu, als de kromme E gedefinieerd is over een lichaam k, dan 
vormen de punten E(k) een abelse groep 11 waarbij de optelling van twee 
punten P en Q op de kromme meetkundig het duidelijkst wordt voorgesteld 
aan de hand van de figuur van E(JR?.) (als we even aannemen dat k = IR): 

Om het punt 2P = P + P te construeren neemt men de raaklijn in P aan de 

11 Dit is ook waar voor de punten E(K) in een uitbreiding K van k. 
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kromme, enz.: 

Om bovenstaande constructie in formulevorm om te zetten definieert men 

>, = YQ - YP als p # Q, 
XQ -Xp 

en >, = 3xi + A als p = Q 
2yp ' 

m.a.w. >. is de richtingscoefficient van de lijn door Pen Q, resp. van de raaklijn 
in P mits yp # 0. Als yp = 0 dan geldt: 2P = 0. Een eenvoudige berekening 
geeft nu (uiteraard met de geschikte .X's): 

en 
I X2p = >-2 - 2xp I en I Y2P = ->.3 - yp + 3.Xxp I 

OEFENING. Ga deze formules na. 

Men ziet aan deze formules <lat ze niet meer bewerkingen bevatten dan optel
ling, aftrekking, vermenigvuldiging en deling in het lichaam waarin de coordinater 
van P en Q zitten, dus de punten P + Q en 2P hebben ook weer coordinaten 
in <lat lichaam. Men gaat na <lat de optelling van twee punten aan de axioma's 
van een abelse groep voldoet 12 met als neutraal element het punt in het on
eindige O = (0: 1 : 0). Voor de inverse -P van het punt P = (x, y) vindt men 

12 De associativiteit is het moeilijkst te bewijzen. 
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eenvoudig: -P = (x, -y). De som van drie punten op de kromme die op een 
lijn liggen is juist 0. De formules zijn geldig in een willekeurig lichaam, i.h.b. 
in 1Fp en eventuele uitbreidingen. 

OEFENING. (i) Bereken 2 • (0, 1) op E(Q) voor E/Q: y2 = x3 - 3x + l. 
(ii) Bereken 2 · (0, 1) op E(lF11 ) voor E/1F11 : y2 = x3 - 3x + l. 
(iii) (Voor de onversaagden!) Zelfde vragen voor 9 • (0, 1). Hint: 9 = 2 • 2 • 2 + l. 
VOORBEELD. Het feit <lat #(E(lF11 )) = 17 voor bovenstaande kromme E/lF11 
betekent <lat elk punt ( # 0) orde 17 heeft en <lat E(lF 11 ) cyclisch is. Dit soort 
informatie is van nut voor cryptografische toepassingen. 

4. CRYPTOGRAFIE 
4- 1. Inbedding van tekst op de kromme 
Met het idee van de gelijkmatige verdeling van rationale punten op een el
liptische kromme in het achterhoofd, heeft N. Koblitz een eenvoudige manier 
voorgesteld om tekst van een gekozen alfabet om te zetten in punten op een 
(geschikte) elliptische kromme, en omgekeerd, om punten van de kromme terug 
te vertalen naar leesbare tekst. Om hierbij moeilijkheden te voorkomen kiest 
men van te voren een voldoende groot natuurlijk getal ,-,,, bv. ,-,, = 20 of 30, .... 
Definieer een alfabet A bestaande uit de gewenste letters, cijfers en symbolen 
ter grootte M = IAI. We geven de letters, cijfers en symbolen van A weer door 
natuurlijke getallen 13 m, 0 S m < M. Zorg er voor <lat M,-,, < q, waarin q 
de orde van het eindige lichaam lF q is waarover onze elliptische kromme gede
finieerd is. Voor het gemak nemen we steeds voor q een priemgetal p, maar 
omwille van de algemeenheid bespreken we de methode zoals Koblitz voorstelt. 
Dan is elk element µ van het alfabet te schrijven als mli + j, 0 S j < ,-,,, waarbij 
voor gegeven m, j achtereenvolgens 0, 1, 2, ... , ,-,, - 1 genomen wordt totdat 
men een punt (x, y) = (m!i + j, y) E E(lFq) te pakken heeft. Het voorschrift 
µ f-; Pµ := (m!i + j,y) E E(lFq) aldus beschreven, geeft een inbedding van 
het alfabet in de lF q-punten van E. Een boodschap van s letters, cijfers en 
symbolen van het alfabet wordt nu omgezet in een geordende reeks van s 1F q

rationale punten op E. De j dient ervoor om een oplossing van de vergelijking 
y2 = x3 +Ax+B in lFq te vinden. Voor een willekeurigej-waarde zal de kans op 
geluk ongeveer ½ bedragen, dus om ,-,, mislukkingen te moeten incasseren, zal 
de kans 2-" bedragen. De grootte van,-,, bepaalt aldus het risico op mislukking. 

VOORBEELD. We nemen het alfabet bestaande uit de spatie u , de hoofdletters 
A, B, C, ... , Z, en ! (en eventueel nog wat symbolen). We geven deze de 
respectieve numerieke waarden u=0, A=l, B=2 , ... , Z=26, !=27, etc. Neem 
Ii = 30 en het grondlichaam lF P met p = 997. Voor de elliptische kromme E 
kiezen we 

E/lF997: y2 = x 3 + 2x + 13 

Met bovenstaande afspraken wil Ans de boodschap 

13 In de praktijk gebruikt men blokken van letters, cijfers en symbolen van lengte n, heden 
ten dage n minstens 20, en M = IAln. 
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'DAG BEN!' (d.w.z. DAGuBEN!) 

als een reeks punten PD, PA, Pc, Pu, PB, PE, PN, Pi op E aan Ben sturen. 
Dus, bv. D = 4, en de bijbehorende x-coordinaat van PD is 4K+j = 4*30+j = 
120 + j met j = 0, 1, 2, ... , K - 1 totdat de vergelijking 

y2 = (120 + j)3 + 2 * (120 + j) + 13 (mod 997) 

een oplossing (dan ook twee) heeft. Het blijkt dat j = 1 al goed is voor de 
oplossing y = 407, dus PD= (121,407) E E(l8'997), etc. Uiteindelijk vindt men 
de volgende serie punten:(121, 407), (32,464), (210,558), (0, 451), (62,440), 
(150,285), (424,327), (811,438). 

OEFENING. Ga dit na. 

Het antwoord van Ben is: (241,110), (451,144), (274,401), (0, 546), (32,464), 
(424,327), (572,220), (811,559). 

OEFENING. Wat zegt <lit antwoord? 

4.2. De discrete logaritme (ECDL) 
In een (abelse) groep G (multiplicatief geschreven) kan men de vergelijking 
y = xn, x,y E G, n E Z, bekijken. Als x en n zijn gegeven kan men doorgaans 
eenvoudig y berekenen. Omgekeerd, als x en y zijn gegeven, is het veelal 
veel moeilijker om n te achterhalen. Naar analogie met de vertrouwde reele 
logaritme noemt men hier n de discrete logaritme van y bij het grondtal x. 

VOORBEELDEN. (i) G = (Fp, +),de discrete logaritme komt neer op het inver
teren van n in de vergelijking y = nx, hetgeen triviaal is; 
( ii) G = (18';, •), <lit is de discrete logaritme zoals deze in de 'klassieke' ElGamal 
voorkomt: gegeven x, y E Fp, zo <lat y = xn voor zekere n E Z, vind n; 
(iii) (ECDLP) G = E(Fp), P, Q E E(Fp), zo <lat Q = nP voor zekere n E Z, 
vind n. Dit lijkt tot op heden een moeilijk probleem te zijn. Eind 1998 is het 
gelukt om het ECDL-probleem succesvol aan te vallen voor een grondlichaam 
18' P waarbij p 98 bits lang is. 

4,3. Het protocol van ElGamal 
Als voorbeeld van een cryptografisch protocol bekijken we het Public Key en
cryptie schema zoals <lat door T. ElGamal in 1984 is voorgesteld, weliswaar nog 
voordat het idee om elliptische krommen in PKC te gebruiken, was gelanceerd, 
maar direkt te vertolken in termen van het ECDL-probleem. We nemen weer 
het eenvoudige voorbeeld van Ans die Ben een boodschap wil sturen, maar nu 
versleuteld volgens het ElGamal protocol. Daartoe nemen we maar weer de 
elliptische kromme (over een priemlichaam voor het gemak) 

E/18'997: y2 = x 3 + 2x + 13. 

Tevens nemen we een basispunt BE E(Fg97), bv. B = (100,333). Het punt 
B is openbaar. Men vindt #(E(Fp)) = 1051, maar we hebben dit hier niet 
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expliciet nodig. Ans en Ben kiezen ieder een geheime sleutel kA E N, resp. 
kB EN. Ze maken evenwel de punten kAB, resp. kBB bekend. Als Ans weer 
de boodschap 'DAG BEN!', maar nu versleuteld, aan Ben wil sturen, neemt 
ze voor elk te versleutelen symbool een willekeurig getal k E N <lat ze geheim 
houdt, berekent C = Pµ + k(kBB), en stuurt de serie puntenparen 

aan Ben. Deze laatste ontcijfert zo'n puntenpaar via 

V00RBEELD. Laten de geheime sleutels kA = 13 en kB = 150 zijn, en neem 
aan <lat Ans eerst k = 73 heeft gekozen. Men vindt: kBB = 150 · (100,333) = 
(252,598), kB = 73 · (100,333) = (24,202) en k(kBB) = 73 · (252,598) = 
(203,824). Het eerste versleutelde puntenpaar wordt: ((24, 202), (121,407) + 
(203, 824)) = ((24, 202), (38, 392)). Als Ans vervolgens voor k de waarden 
11, 65, 136, 84, 765, 23, 673 neemt, zal Ben de volgende reeks puntenparen 
ontvangen 14 : ((87, 872), (720, 628)), ((514, 642), (687, 194)), 
((435, 976), (54, 230)), ((558, 6), (912, 846)), ((553, 615), (944, 885)), 
((990, 211), (203, 824)), ((818, 481), (568, 637)). 

OEFENING. Ga <lit na en ontcijfer vervolgens de boodschap. 

5. WELKE ELLIPTISCHE KR0MMEN WEL EN WELKE NIET7 
Zoals uit het bovenstaande valt af te lezen, valt of staat het ElGamal protocol 
(evenals andere, die we hier niet bespreken) met de oplossing van het ECDLP. 
Menkent de punten B, kB, kAB en kBB, maar niet k, kA en kB. Wil het 
ECDLP onhanteerbaar zijn, dan zal men er moeite voor doen om te zorgen 
<lat de cyclische groep voortgebracht door B groot is, anders gezegd, E(lF q) 
moet een grote cyclische ondergroep bevatten, of zelf cyclisch zijn. Dit maakt 
het wenselijk #(E(lFq)) te kennen. Maar kennis van #(E(lFq)) is slechts een 
eerste stap. De vraag naar geschikte krommen zal in de loop van de tijd 
mogelijk een veranderend antwoord krijgen. In ieder geval zijn er op dit moment 
twee 15 klassen van elliptische krommen die voor cryptografische toepassingen 
niet geschikt zijn: de supersinguliere en de abnormale elliptische krommen. 

5.1. Supersinguliere elliptische krommen 
Een elliptische kromme E/lF'p heet supersingulier als #(E(lFp)) = p + 1. In 
1993 publiceerden A. Menezes, T. Okamoto en S. Vanstone een verrassende 
constructie om het ECDLP te reduceren tot het DLP in een uitbreiding van 
lFP. Deze constructie berust op geavanceerde algebrai:sche meetkunde voor el
liptische krommen. Voor supersinguliere krommen blijkt <lat de graad van de 

14 Volledige kennis van de y-coordinaat is overbodig. Het is voldoende het 'teken' van y te 
weten. Dit levert een voordeel voor de snelheid van het protocol. 

15 Voor een derde zie Deel II. 
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uitbreiding hoogstens 6 is. Het ECDLP zou opgelost kunnen worden in su
bexponentiele tijd. Dit betekent dat men onevenredig grote lichamen moet 
hanteren om voldoende veiligheid te garanderen bij gebruik van deze krommen 
in de cryptografie, en dit gaat dan weer ten koste van de snelheid. 

5.2. Abnormale elliptische krommen 
Men heeft enige tijd geloofd dat elliptische krommen E /F P die juist p F p-punten 
hebben, zeer geschikt zijn voor cryptografische doeleinden. Aan dit idee kwam 
aan het eind van de vorige eeuw een einde toen uit werk van G. Frey & H.
G. Ri.ick, van I. Semaev, van T. Satoh & K. Araki en van N. Smart bleek 
dat men eenvoudig een isomorphisme tussen E(Fp) en de additieve groep van 
F P kan aangeven. In deze laatste groep is het discrete logaritme probleem 
gemakkelijk op te lossen. Elliptische krommen E/Fp met #(E(Fp)) = p heten 
abnormaal. Voor gegeven p zijn deze krommen (gelukkig) dungezaaid. 
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Deel II: Meer wiskundige achtergronden 

6. LICHAAMSUITBREIDINGEN EN FR0BENIUS 

6.1. Lichaamsuitbreidingen 

135 

Men kan een gegeven lichaam k uitbreiden tot een groter lichaam door er op ge
schikte manier 'nieuwe elementen aan toe te voegen'. Zo is de verzameling van 
getallen van de vorm a+ bvl5 met a, b E Q en J5 oplossing van de vergelijking 
x2 = 5 (dus J5 • J5 = 5 E Q), met de bekende optelling en vermenigvuldi
ging, een lichaamsuitbreiding van Q, genoteerd Q( Js). Evenzo zijn JR en C 
lichaamsuitbreidingen van Q, zij het van andere aard. Men zegt <lat lichaams
uitbreidingen van Q karakteristiek nul hebben. Men kan ook uitbreidingen 
van lFP maken, bv. door toevoeging van wortels van geschikte veeltermen met 
coefficienten in lFp. Ingeval dit leidt tot nieuwe eindige lichamen, dan hebben 
deze laatste altijd een macht ( > 1) van p als aantal elementen. Traditiegetrouw 
wordt een eindig lichaam als lF q genoteerd, waarbij q = pm voor zekere m ::::: l. 

Vo0RBEELD. Neem als grondlichaam lF11 = {O, 1, ... , 10} en het polynoom 
F(x) = x2+x+l. Door 'formeel' 16 een wortel a van de vergelijking x2 +x+l = 
0 aan lF 11 toe te voegen, en de verzameling van elementen 17 van de vorm 
a+ ba, a, b E lF11 , met optelling (a+ ba) + (c + da) := (a+ c) + (b + d)a en 
vermenigvuldiging (a+ba)(c+da) := ac+ (ad+bc)a+bda2 = ac+ (ad+bc)a+ 
bd(-1-a) = (ac-bd)+(ad+bc-bd)a, te bekijken, en op voor de hand liggende 
wijze inversen te definieren, heeft men een uitbreiding van graad twee van lF 11 

gemaakt. Men noteert deze uitbreiding als lF 112. Deze hangt dus van de keuze 
van het polynoom F af. N eemt men evenwel een ander tweedegraadspolynoom 
<lat evenmin wortels in lF 11 heeft, dan is de aldus gecreeerde uitbreiding van 
lF 11 isomorf met de voorgaande lF 112. 

OEFENINGEN. ( i) Toon <lit laatste aan. 
( ii) Wat is de multiplicatieve inverse van 3 + 7 a in lF 112? 
(iii) Maak een uitbreiding van graad drie van lF11 , enz. 

Men zegt <lat lichamen die uitbreidingen van lFP zijn, karakteristiek p hebben. 
Q, resp. lF P zelf zijn op te vatten als de 'kleinste' lichamen van karakteristiek nul, 
resp. p. Door de wortels van alle polynomen met coefficienten in een lichaam 
k aan k toe te voegen krijgt men de algebraYsche afsluiting k van k, i.h.b. 
lF P- Dit is een lichaam met oneindig veel elementen. 

6.2. Het Frobeniusendomorfisme 
We keren terug naar de elliptische krommen, bv. E/JF11 : y2 = x3 - 3x + 1 en 
proberen de punten van E(lF112) te bepalen. Men vindt bv. 0, (5 + 20:, 4 + a), 
(5 + 20:, 7 + 100:), (7 + 50:, 1 + 100:), (7 + 50:, 1 + 100:), ... , en nog 114 andere. 

16 Voor insiders: men bekijkt het quotientlichaam van de ring IF11[x]/(x2 + x + 1). 
17 Vergelijk de constructie van complexe getallen uitgaande van de reele getallen. 
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In het algemeen is het ondoenlijk de punten van E(lFq) te bepalen. Voor cryp
tografische toepassingen is dit ook niet nodig. Men is evenwel geYnteresseerd 
in het aantal punten met coi:irdinaten in een uitbreidingslichaam. Het blijkt 
<lat men <lit aantal kan bepalen zodra men het aantal punten met coi:irdinaten 
in het grondlichaam, d.w.z. het lichaam waarover de kromme is gedefinieerd, 
weet. 

Voor een elliptische kromme E gedefinieerd over het lichaam lF q geeft een 
algemenere vorm van Hasse-Weil de volgende afschattingen: 

d.w.z. 
I l#(E(lFq)) - (q + 1)1 ~ 2-J<i I 

Voor zo'n kromme E/lFq definieert men t E Z door #(E(lFq)) = q + l - t, 
dus ltl ~ 2-J<i. Deze t (veelal als Tr(Fq) genoteerd) heet het spoor van het 
Frobenius endomorfisme 

Fq : E(lB\) ----) E(lB\), 

met Fq: (x,y) f--7 (xq,yq) en Fq: 0 f--7 0. Voor twee punten P,Q E E(lFq) 
geldt Fq(P+ Q) = Fq(P) +Fq(Q). Men ziet zo <lat E(lFq) juist uit die punten 
bestaat die invariant zijn onder Fq, m.a.w. voor P E E(lFq) geldt <lat P E 

E(lFq) {=cc} Fq(P) = P. 
Het Frobenius endomorfisme Fq : E(lFq) ----) E(lFq) voldoet aan de karakte

ristieke vergelijking 

I F; - tFq + q = 0 I 

die men moet interpreteren in de zin van operatoren die werken op de groep 
van punten van E: 

Als a en (J de eigenwaarden van Fq zijn, geldt: 

t = a+(], en a(]= q, 

dus #(E(lFq)) = q+ 1- (a+(]). Nu geldt Tr(F,;') =an+ (Jn, maar de punten 
van E die invariant zijn onder F,;' vormen juist de groep E(lF qn ), dus 

V00RBEELD. We nemen q = p = ll en komen terug op de kromme E/JF11 : 

y2 = x3 -3x+ l. We weten <lat #(E(lFn)) = 11 + 1- (a+(])= 17 (vergeet het 
punt O niet), dus #(E(lF112)) = 112 +1-(a2 +(J2 ) = 122-((a+(J)2 -2a(J) = 
122 - ((-5) 2 - 2 · 11) = 119. 
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Via an+ 13n = (a+ f3)(an-l + 13n-l) - q(an-2 + 13n-2 ) berekent men recursief 
#(E(JF qn)) voor n 2'. 3. 

Het zal nu duidelijk zijn <lat als men het spoor Tr(Fq) van Frobenius kan 
bepalen, men alle informatie over het aantal punten van E over een willekeurige 
eindige uitbreiding van het grondlichaam JF q achterhaalt. De berekening van 
het spoor van Frobenius is de kern van het SEA-algoritme. 

7. HET SPOOR VAN FROBENIUS EN DE GROEPSTRUKTUUR 
Als men #(E(1Fq)) en de factorisatie ervan eenmaal weet, is er een (probabi
listisch) algoritme van V. Miller om de groepstructuur van E(lFq) in ongeveer 
(ln ln q) 2 stappen te bepalen, tenminste als q en #(E(IT!' q)) onderling priem zijn, 
hetgeen bijna altijd het geval zal zijn. 

Werk van W. Waterhouse (1969), R. Schoof (1985), H.-G. Ri.ick (1987) en 
J. Voloch (1988) geeft een volledige classificatie van de mogelijkheden voor t 
en E(IT!'q): 

CLASSIFICATIESTELLING. Laat q = pm, dan bestaat er een elliptische kromme 
E/IT!'q met #(E(Fq)) = q + 1- ten bijvermelde groepstructuur dan en slechts 
dan aJs 

1. t = 0, m oneven of p =f=. 1 mod 4, dan is E(IT!'q) = 'll/2 EB 'll/(q + 1)/2 of 
cyclisch als q = 3 mod 4, anders cyclisch; 

2. t = ±viz, m even ofp =f=. 1 mod 3, dan is E(IT!'q) cyclisch; 

3. t = ±/2q, m oneven en p = 2, dan is E(IT!'q) cyclisch; 

4. t = ±y'sq, m oneven en p = 3, dan is E(IT!'q) cyclisch; 

5. t = ±2y0, m even, dan is E(IT!'q) = 'll/(q112 =f 1) EB Z/(q112 =f 1); 

6. ggd(t,q) = 1, dan is E(IT!'q) van de vorm 

E(IT!'q) = 'll/pvv(N) EB E9z/cre EB Z/£s£, 
£-f.p 

met N = #(E(IT!'q)), r£+S£ = vc(N) en O ~ min(r£, S£) ~ V£(q-l), waarbij, 
voor een priemgetal £, V£(k) (k E N>o) bet grootste gehele getal is zodat 
gve(k) lk. 

GEVOLG. E(IT!'q) is een abelse groep van rang 1 of 2, en kan geschreven warden 
aJs 

E(IT!'q) = Z/n1 EB Z/n2, 

waarbij n2ln1 en bovendien n2l(q - 1). 
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7.1. Spoor 0: Supersinguliere elliptische krommen 
Een elliptische kromme E/!Fq, q = pm, heet supersingulier als Tr(Fq) deel
baar is door p, i.h.b. als q = p, dan Tr(Fp) = 0 en #(E("!Fp)) = p + 1. 

Laat E/!Fq, q = pm, een elliptische kromme zijn met 

E(lF q) ~ 'lL/ n1 E9 'lL/ n2, 

met n 2ln1 en n 2l(q-l). Voor n E N~2 schrijft men gewoonlijk E[n] := E(Fq)[n] 
voor de groep van de n-torsie punten van E(lFq), d.w.z. de punten PE E(lFq) 
met nP = 0. De struktuur van de groep E[n] is bekend: 

E[n] ~ 'lL/n E9 'lL/n, mits ggd(n, q) = 1. 

Neem nu een punt PE E(lFq) van orde n, waarbij nln1. De cruciale stap in de 
constructie van Menezes, Okamoto en Vanstone berust op het bepalen van de 
minimale k EN zo <lat E[n1] C E(lFqk), dus dan zeker ook E[n] C E(lFqk). 

Uit bovenstaande classificatiestelling leest men af <lat er slechts 6 gevallen 
overblijven voor de groepstruktuur van supersinguliere elliptische krommen: 

- t = 0, n 1 = #(E(lFq), n2 = 1, en E(lFq) ~ 'lL/(q + 1) cyclisch; 

- t = 0, q = 3(mod 4), n 1 = (q+ 1)/2, n 2 = 2, en 

E(lFq) ~ 'lL/(q + 1)/2 E9 'lL/2; 

- t = ±y'q, m even, n 1 = q + 1 =f y'q, n2 = 1, en E(lFq) ~ '1L/n1 cyclisch; 

- t = ±-J2q, p = 2, m oneven, n 1 = q + 1 =f -J2q, n 2 = 1, en E(lFq) ~ '1L/n1 
cyclisch; 

- t = ±J&j, p = 3, m oneven, n1 = q + 1 =f J&j, n2 = 1, en E(lFq) ~ '1L/n1 
cyclisch; 

- t = ±2y'q, m even, n 1 = n 2 = y'q =f 1, en 

De bijbehorende uitbreidingsgraden k zijn achtereenvolgens 2, 2, 3, 4, 6, 1. 
Om <lit in te zien, bekijken we bijvoorbeeld het geval t = y'q. We hebben 

a+ /3 = y'q en a/3 = q. Dit geeft a 2 + /32 = (a+ /3) 2 - 20:/3 = -q en 
a3+f33 = (a+/3)3 -3af3(a+/3) = -2qy'q. We zoeken de kleinste k EN zo <lat 
E[n1] '-------t E(lF qk ). Er moet zeker gelden <lat nr een deler is van #(E(lF qk) ). Voor 
k = 1 geldt #(E(lFq)) = q + 1- (a+ /3) = q + 1-y'q = n 1. Vervolgens vinden 
we voor k = 2, # ( E (lF q2 ) ) = q2 + 1 - ( o:2 + /32) = q2 + 1 + q = n 1 ( q + 1 + y'q). 
Tenslotte #(E(1Fq3 )) = q3 + 1- (o:3 + (33 ) = q3 + 1 + 2ylq3, dus volgens 5. van 
de classificatiestelling ( met q vervangen door q3 ) geldt E (lF q3) = '1L / ( q y'q + 1) E9 
'lL/(qy'q + 1), maar qy'q + 1 = (q + 1 - y'q)( y'q + 1) en E[n1] c.......; E(1Fq3 ). 

OEFENING. Verifieer de overige gevallen zelf. 
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Het ECDLP heeft nu als input een punt P E E(lFq) van orde n en een punt 
Q E (P), de cyclische groep voortgebracht door P. De output is een geheel 
getal £ z6 dat Q = £P. Menezes e.a. hebben aangetoond dat dit probleem voor 
supersinguliere krommen in probabilistisch polynomiale tijd (in ln q) is terug 
te voeren tot het DLP in lF qk, en hierin kan men het DLP in probabilistisch 
subexponentiele tijd proberen aan te pakken. 

7.2. Spoor I: Abnormale elliptische krommen 

Elliptische krommen E /lF P met Tr( Fp) = 1 heten abnormaal. Het blijkt dat 
men gemakkelijk een expliciet isomorfisme ¢ : E(lFp) -=::'....+ Z/pZ = JF% kan 
geven. 

Eerst voeren we een begrip in: het Legendre symbool (~). Dit is als 

volgt gedefinieerd: 

0 als a = 0 mod p 
1 als a een kwadratisch residu modp is, 

-1 als a een kwadratisch niet-residu modp is. 

Hierbij zegt men data een kwadratisch (niet- )residu mod pis als de vergelijking 
x2 = a mod p een (geen) oplossing heeft. Het Legendre symbool heeft vele 
mooie eigenschappen, maar voor ons is de volgende voldoende: 

LEMMA. a P;' = (~) modp. 

Bewijs. Als pla clan is er niets te bewijzen, dus neem aan dat a "¥- 0 modp. Dan 
p-1 

geldt volgens de 'kleine Fermat': a-2- = ±1 modp. Laat g een voortbrenger 
van JF; zijn. Dus de kleinste macht k van g z6 dat gk = 1 mod p is p - 1. Als 

a= gi voor zekere i, clan hebben we dus dat (~) = 1 clan en slechts clan als i 

· M E.=.! ,cv-i) 1 d d d 1 i(p-l) h 1 11· even 1s. aar tevens a 2 = g 2 = mo p .e.s. . a s 2 een ee ta 1g 
veelvoud is van p - 1, d.w.z. als i even is. ■ 

We zien nu dat het aantal lFp-punten op de kromme 

E /lF P : y2 = x3 + Ax + B 

wordt gegeven door de uitdrukking 18 

dus voor het spoor van Frobenius vinden we hier: 

t = Tr(Fp) = - L (x3 +Ax+ B). 
xEIFp p 

18 Vergeet het punt O niet! 
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Bekijk de uitdrukking yP- 1 

vindt 
(x3 +Ax+ B) v;-' en sommeer over lFP. Men 

" 1 " 3 p-1 " (x3 +Ax+ B) L yP- = L (x +Ax+ B)-2 = L p = -t 
xEFp xEFp xEFp 

(mod p). 

Anderzijds, schrijf yP-l als 

waarin U, VE lFp[x] en U van graad::; p - 2 is. De coefficient HE lFp heet de 
Hasse-invariant van E. 

LEMMA. L xk = { P ~ 1 

xEFp 

als (p - l)lk, 
anders. 

Bewijs. S = L xk = L xk = L ( zx l = zk S voor willekeurige z E lF;, 
xEFv xeF; xEF; 

dus (1 - zk)S = 0 en de bewering volgt. 

II 

Door dit lemma toe te passen op yP-1 = U(x) + Hxp-l + xPV(x) vindt men 
nu dat 

In het geval van een abnormale kromme geldt dus H = 1. Zonder bewijs 19 

geven we het volgende resultaat: 

STELLING. Zij E een abnormale elliptiscbe kromme over lFp- Dan is de afbeel
ding 

¢ : E (JF P) --+ JFt ' 

gegeven door cf>: (x, y) 1-, yV(x) en ¢(0) = 0 een isomorfisme. 

We lichten dit toe aan de hand van een eenvoudig voorbeeld. 

VOORBEELD. Neem de kromme E/JF13 : y2 = x 3 + 7x + 3. Deze kromme is 
abnormaal met 

E(lF13) = {O, (0, ±4), (2, ±5), (3, ±5), (4, ±2), (6, ±1), (8, ±5)}. 

Bereken y 12 = (x3 + 7x + 3)6 en schrijf dit als 

y12 = U(x) + x12 + x13V(x), 

met U een polynoom in x met coefficienten in lF 13 en van graad ::; 11. Voor 
V(x) vindt men hier 

V(x) = x5 + 3x3 + 5x2 + 7x + 6. 

19 Hier is weer diepgaande algebra"ische meetkunde nodig. 
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Het isomorfisme ¢: E(IF 13) ____:::'.__, Z/13Z = IFt3 wordt gedefinieerd door 

cp:(x,y)i-,yV(x) en ¢(0)=0. 

In <lit voorbeeld vindt men ¢(0, ±4) = ±11, ¢(2, ±5) = ±12, ¢(3, ±5) = ±4, 
¢(4, ±2) = ±8, ¢(6, ±1) = ±7, ¢(8, ±5) = ±10. De discrete logaritme wordt 
nu die in (IF13 ,+), b.v. gegeven P = (8,5) en Q = (0,9), waarbij men Q = 
RP schrijft en £ wil bepalen. Men vindt £ = 1t1 (mod 13) = ½ mod 13) = 
8 (mod 13), dus (0, 9) = 8 • (8, 5). 
Het zal de lezer snel duidelijk worden <lat bovenstaande methode ter berekening 
van het isomorfisme ¢ bij grotere waarden van p ondoenlijk wordt, immers de 
graad van V(x) is (p- 3)/2. Er bestaan evenwel algoritmen om¢ voor grotere 
waarden van p te berekenen. Dit valt echter buiten het bestek van dit verslag. 

'l. 3. Spoor 2: Meer zuivere wiskunde 
Zeer recent werk (1998) van G. Frey, M. Muller en H.-G. Riick, gebaseerd op 
vroeger werk van J. Tate en van S. Lichtenbaum, leidt tot een interessante 
toepassing op het ECDLP. Men kan <lit zien als een uitbreiding van en een 
aanvulling op het resultaat van Menezes, Okamoto en Vanstone voor supersin-

guliere krommen. I.h.b. als p een priem is zo <lat ook m = p; l priem is, en 

E/IFp is een elliptische kromme met Tr(Fp) = 2, d.w.z. #(E(IFp)) = p- l, dan 
kan het ECDLP direct worden opgelost of worden teruggebracht tot het DLP 
in IF P in polynomiale (log m) tijd 20 . De benodigde begrippen en technieken 
berusten weer op geavanceerde algebra'ische meetkunde (mensenwerk!) en gaan 
de theorie zoals beschreven in deze voordracht ver te boven. 
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