
CWI Syllabi 

Managing Editors 

K.R. Apt (CW1, Amsterdam) 

M. Hazewinkel (CWI, Amsterdam) 

J.M. Schumacher (CW], Amsterdam) 

N.M. Temme (CWI, Amsterdam) 

Executive Editor 

M. Bakker (CWI Amsterdam, e-ma.ii: 1,fiente.Bakker@cwi.:nl) 

Editorial Board 

W. Albers ( Enschede) 

M.S. Keane (Amsterdam) 

J.K. Lenstra (Eindhoven) 

P.W.H. Lemmens (Utrecht) 

M. van der Put (Groningen) 

A.J. van der Schaft (Enschede) 

H'.J. Sips ( Delft, Amsterdam) 

M.N. Spijker (Leiden) 

H.C. Tijms (Amsterdam) 

CWI 

P.O. Box 94079, 1090 GB Amsterdam, The Netherlands 

Telephone + 31 - 20 592 9333 

Telefax + 31- 20 592 4199 

URLhttp://~ww.cwi.nl 

CWI is the nationally funded Dutch institute for research in Mathematics and Computer Science. 



• • • 

1 zer 1n 
• • og1ca en verzame 1ngen 

H.C. Deets 



1991 Mathematics Subject Classification: 03-01, 04-01, 06-01 
ISBN 90 6196 466 0 
NUGl-code: 811 

Copyright @1996, Stichting Mathematisch Centrum, Amsterdam 
Printed in the Netherlands 



Vooraf 

1 Gebruikslogica: Waarheid 
1.1 Vorm . . . . . . ~ . . . . . . . . .. . "' . . . . .. . . . . . . . . .. . .. 

1.2 Inhoud .......................... . • • • • • • 

1.3 Propositie-logica .......................... . 
1.3.1 Connectieven en Waarheidstafels . . . . . . .. • • • • • • 

1.3.2 Geldigheid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 

1.4 Kwantoren • • ♦ • • • • • ■ • 41 • • to • ■ • " • ■ ■ ■ • ■ ■ ■ ■ II ■ ■ 

2 Gebruikslogica: Bewijsbaarheid 
2.1 Kunst va11 het Bewijzen • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

2.2 Bewijsregels • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

2.3 Taktiek • • • • • • • • • • • - • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

2.4 Voorbeelden uit de .. t\.nalyse 

3 Verzamelingen 
3.1 Verzameling-begri p . . . . . . . . . . . . . • • • • • • • • • 

3.2 Hoe Noteer Je een Verzameling ..... . ·• ... .. - .. 

3.3 Bizondere Verzamelingen . . . . . . . . . • • • • 

3. 4 Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • • • 

4 Relaties 
4.1 Paren en Producten . . . . . . . . . . . . . .. . . 
4.2 Relaties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
4.3 Equivalenties . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

5 Functies 

• • • 

• • • 

• • • • • • • • 

• • • • • • • • 

5.1 Basisbegrippen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
5.2 Surjectie, Injectie, Bijectie; Compositie . . . . . . . . . . . 
5. 3 In versen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

• • • • 

• • • • 

• • • • • • 

5.4 Definieren van Functies en Relaties op Quotienter1 .. • • • • • • 

5.5 Producten en Machten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • • • • 

• 
l 

V 

1 
1 
3 

5 
6 

9 
11 

15 
15 
17 
24 
25 

29 
29 
31 
33 
33 

41 
41 
43 
45 

51 
51 
55 
58 
61 
62 



• • 
11 

6 Eindig vs. Oneindig 
6.1 Volledige Inductie . • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

6.2 Gelij kmacl1tigheid • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

6.3 Kombinatoriek • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

6.3.1 Pigeon-hole Principes • • • • • • • • • • • • • • • • • 

6.3.2 Ramsey-stellinger1 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

6.3.3 Bomen • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

6.3.4 Wel-quasi-ordeningen • • • • • • • • • • • • • • • • • 

Formele Bewijzen 
7.1 Natuurlijke Deductie ..................... . 
7 .2· Afleidingen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
7.3 Afleidbaarheid . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...... . 
7.4 Verband tussen Waarheid en ... 4fleidbaarheid ........ . 

7 .4.1 Betrouwbaarl1eid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
7 .4.2 Volledigheid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

INHOUD 

• • • 

• • • 

• • • 

• • • 

• • • 

• • • 

• • • 

,. . . ' 
• • • 

• • • 

• • • 

• • • 

• • • 

65 
65 
70 
73 
74 
75 
76 
82 

91 
96 
98 
98 

100 

8· Oneindige Verzamelingen I·03 
103 
104. 
1·05 
107 
110 
112 

9, . 

8.1 Ongelijkmachtig . . . . . . . . . . • • • 

8.2 Aftelbaar . . . . . . . . . 
8.3. Overaftelbaar . . . . . . . 
8.4', 
8.5· 
8.6 

Cantor-Bernstein. Stelling 
Kardinaalgetallen ..... 
Keuze-axioma . . . . . . . 

o a · r··, eningen 

. . . ... - • • • 

• • • • • • • • • 

. ' -. .. . . . . . 

. ' . . . . . . " 

. . . . - "" . . . 

9·.1 Eigenschappen van Relaties - • • • • • • 

9.2· Ordeningsrelaties • • • • • • • • • • • • • 

93, Isomorfie . " 
• • • • • • • • • • • • • - • • • • • • 

9'~4 Definities en Opgaven • • • • • • • • • • 

9.5 Bomen· als Partiele Orde11ingen • • • • • 

9~_6' Isomorfie en Equivalentie • • • • • • • • 

9~7 Ordetype • • • • • • • • • • • • • • • • • 

- . .. . . . . . . . . . . . 
. . . . . . .. . . . . . . . 
. . .. . . . . . - . . . . ... . 

4 • ' • • • • • • • • • • • . • 

117 
• • • • • • • • • • • • • • 117 
• • • • • • • • • • • • • • 119 
• • • • • • • • • • • • • • 122 
• • • • • • • • • • • • • • 124 
• • • • • • • • • • • • • • 127 
• • • • • • • • • • • • • • 127 

• • • • • • • • • • • • • • 128 

10 Ordeningen van 1N, Q· en IR 133 
10.1 Ordening van lN . . . . . . . . . . . . . • • • • • • • • • • • • . . 133 

134 
137 
141 

10.2 Ordening van <Q • . . . . . . • • • • • . . . . . . • • • • • • • • • • 

10.3 Geordende Sommen en Producten . . . • • • • • • 

10.4 Ordening van IR . . . . . . . . . . . . . . . . . • • • 

10.4.1 Ordeningsvolledigheid . . . . . . • • • . . . . . . . . . . . 141 
10.4.2 Separabiliteit . . . . . . . . . . . . . . . 
10. 4. 3 Karakterisering . . . . . . . . . . . . . . 

. . . .. . • • • . . 143. 
• • • 

10.4.4 Const.ructie . . . . . . . . .... • • • • • • • • • • 

• • • 144 
. . . . 146 

10.5 Welordeningen en Ordinalen . . . . . . . • • • • • • • llt • • • • • • 148 
10.6 Lerr1rr1a van Zorn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 

Literatuur 

• • • 152 

157 



INHOUD 

Grieks Alfabet 

Index 

Notatie 

••• 
111 

159 

161 

165 



Dit boekje is bestemd voo1· st,11cie11ten i11 het eerste jaar va11 de studie wiskunde. 

Het ,vil drie dingen. 
Het cerste hangt samen 111et de treurige omstandigheid, dat de wiskunde 

van het VvVO geen aandacl1t besteedt. aan het meest wezenlijke kenmerk var1 
de wiskunde: het beuJijs. Daarom is de naa.n1 'UJ'iskunde vc)or het. gelij knamige 
VvVO-vak _,_ waa.r eigenlijk allee11 gereke11d \\l'ordt ---- t.amelijk mispla.a.tst. 

H()ofdstuk 2 probeert in deze lac11ne te voorzien door uit, t,e leggen hc)e een 
wiskundig be,vijs eruit ziet; in de v~olgende hoofdstukken wordt geprobet:r·d <lit 
in praktijk te brengen in een aa11tal eenvoudige contexten. De '"toegift'' Hoofd
stuk 7 maakt va,n een (l:>escl1eider1) fra.g1nent van het wiskundig ded uctie ap
paraat een zelfstandig stukje wisku11dc~ e11 legt het verband tusser1 waarheid er1 

bewijsbaarheid. 
De tweede an1bitie is het bel1andelen van de verzamelingstl1eoretische basis

begrippen van de wiskur1de. Hierover gaan Hoofdstukken 3, 4 en 5, en delen 
van Hoofdstukken 6 en 8. 

Ten derde is er nog andere, misschien n1inder nuttige, n1aar toch belang
rijke basiskennis; soorten oneindigheid (Hoofdst ukken 6 en 8), ordeningen en 
hun eigenschappen, de constructie van het continuurn (Ho(>fdstukken 9 en 10), 
waarvoor in het normale curriculurn vaak geen ruimte blijft. 

Door de ma.rkeringen met * is het mogelijk verschillende selecties van de stof 

te maken. 

• Beginnende eerstejaars kunnen het beste alle zo gemarkeerde passages 
(secties, stellingen e.d.) over slaan. 

• Gevorderde eerstejaars/beginnendc t\,reedejaars n1oeten i11 staat geacht 
warden ook de rest te verwerken, op ( delen var1) de secties over korr1bina
toriek (6.3) keuze-axio111a (8.6), ordinalen (10.5) en Zorn's lernma ( 10.6) 
na. Deze onder,verpen zijn opgenorr1en omdat ze in de context passen, 
deze illustreren, of omdat ze relevant zijn voor algebra en topologie. 

Bij zelfstandige bestudering en bij het uitwerken var1 een redelijk gedeelte 
van de meer dan 300 opgaven - zonder <lat heeft bestuderi11g wei11ig zin 
moet je op hulp kunnen rekenen. 
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Opgaven zijn herkenbaar aan het symbool e.t,. Een opgave is voorzien van , 
twee van dergelijke symbolen als van met ster gemarkeerde theorie gebruik moet 
worden gemaakt, of als hij moeilijker is dan gemiddeld. 

Ieder hoofdstuk eindigt met een ''samenvatting'' die niets anders is dan een 
opsomming van de belangrijkste begrippen en een serie theorievragen uit de niet
gesterde gedeelten van het hoofdstuk. Het kunnen geven van tekst en uitleg bij 
ieder van deze begrippen en vragen kan een controle zijn op de verwerking van 
de inhoud. 

Aan het eind van sommige hoofdstukken wordt naar de literatuur verwe
zen. Maar: het niveau van bijna alle verwijzingen vereist meer voorkennis of 
vaardigheid dan deze tekst geeft. Alleen Devlin [4] en Velleman [16] vormen 
hierop uitzonderingen. Deze boeken vormen uitstekende bruggen tussen VWO 
en Universiteit. De eerste is heel goed zelfstandig leesbaar; iedere beginnende 
wiskunde student zou bet moeten hebben, en liefst ook lezen. Maar het geeft 
alleen beknopte informatie over wat een b~wijs is, terwijl het tweede ook de 
informatie van het huidige Hoofdstuk 2 uitdiept. Beide overlappen gedeeltelijk 
met wat hier in de eerste vijf hoofdstukken wordt besproken, maar hun tempo 
is vriendelijker. · 

Eerdere versies van dit materiaal, de oudste in 1983 geschreven in samen
' werking met A.S_ Troelstra, zijn in gebruik geweest bij de opleiding wiskunde 

aan de Universiteit van Amsterdam. 
Naast D! is voor de afleidingsbomen in Hoofdstuk 7 dankbaar gebruik 

gemaakt van newbussproofs.sty (version 0.5b, 1995) van Samuel R. Buss. 
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1\1Iisschie11 is niets gt~l1eel ,vaar, e11 zelfs dat 11iet. 

(11Iultatuli, ldeee1·i 1) 

Dit hoofdstuk vertelt iets over de r<)l vran dt~ lc)gic~a i11 dt~ \\riskt1r1t1f:\ in dt~ 
symbolische weergave van wiskundige l)eweringen. 

Sectie 1.1 ( Vorm) zegt e.e.a .. ov,.er gran1mat.icaal corr·ect gebruik v"a11 d(~ lo
gische basis-uitdrukkingen: voegwoo1~den of conn.ectieven,, f~11 k'l11ant(Jre1l.. Sec:
tie 1.2 (Inho,ud) zegt hoe deze basis-uitdrukki11gen zich ged1·age11 in dt:~ ,viskt1n
dige conversatie. 

Su bsecties 1.3.1, 1.3.2 en Sectie 1.4 gaan gedetailleer·der in t)p de cc)11nectieve11 
aan de hand van hun waarheidstafels en geven een aa11tal ,reel gebr·uikte l()gisc:l1e 
wetten in propositie-logica (logica var1 de connectieven) en kwant()r-logic:a. 

1.1 orlll 

Bekijk de volgende (ware) bewering: 

tussen twee reele getallen ligt een derde. 

Om de logische struktuur duidelijk te maken volgt hier eer1 meer E~xpliciete 
versie, die gebruik maakt van variabelen en verwijst naar de ordening < \1an de 
verzameling van reele getallen IR: 

voor alle reele get all en x en y gelci t: 
als x < y, dan is er een reeel get al z z6dat zowel x < z als z < y. 

('zowel x < z als z < y' wordt vaak afgekort tot: x < z < y.) 
De tekens V, ►, 3 en A zijn, bij ,vijze van afkorting, in ge bruik voor de 

zinswendingen voor alle ( voor iedere), als-dan, er is ( er· zijn) en e'rt ( zowel·--·· 
als ); E staat voor is element van (Notatie 3.1, blz. 30). Onder gebr11ikmaking 
van deze notaties kan deze bewering nu korter worden ,veergever1 als volgt: 

VxEIRYyEIR [x < y -➔ 3z E lR ( x < z A z < y ) ] . 
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(De twee kVt.ra,nt,or-uitdrt1kkir1gen Vx E lR en Vy E 1R kun je ook samentrekken 

tot: Vx, y E JR.) 
Nierk <.)p, hoe de l1aakjes hier het ~'bereik'' van de uitdrukkingen Vx E JR, 

Vy ER en 3z E JR l)epa,len: de eerste twee zijn van kracl1t tussen de haakjes [ er1 

], de tweede is dat tusser1 ( en ). 
De uitdr11kkingen 11oor alle (V)~ en er i.9 (:3) heten kwantoren. De letters 

x, y en z Vt.'aarop deze kwantoren betrekking hebben, heten variabelen. De 
k\vantorcombinatie Vx biridt ieder optreden van de variabele x in zijn bereik; 
netzo bindt 3,z ieder optreden var1 z in zijn bereik. 

De uitdrukkingen en, afgekort: A, en als---dan, afgekort: >, heten con-
nectieven. Er zijn nog n1eer cor1nectieven in geregeld gebruik, nl.: of (symbool: 
V ); niet, uitvoeriger: het is niet zo, dat (symbool: , ) , en dan en slechts dan 
als of dan en dan alleen, in de wiskundige omgangstaal meestal afgekort met: 
d.e.s.d..a. (syn1bool: ~- ►). 1 

Kwantoren en connectieven l1eten wel logische tekens omdat hun betekenis 
niet context-afhankelijk is ( voor de kwantoren geldt dit overigens maar in zekere 
zin). Nog een ander logiscl1 teken is het identiteitsteken =. Hieronder volgt een 
overzicht van de notaties v"oor connectieven en kwantoren, met alternatieven die 
ook wel worden gebruikt. 

' ch ... symbool alternatieven ~, n,mng naam ' 
,' 

' 

en conjunctieteken /\ & ' ' \ ♦ 

'~ 

of disj unctieteken V + ' ' 
' 

als--da.11 implicatieteken ➔ ⇒ :) 
' 

' d.e.s.d.a. eq ui valentieteken ~ ➔ <=> 
' niet negatieteken -, ~ 

vcror alle X universele kwantor \:Ix f\x (x) ' 
• 

existentiele er lS €ell ' kwantor :3x Vx (Ex) X ' 

1.1 J?efinitionele equivalentie en -gelijkheid. De notatie : = word t hier ge-
1lru1kt voor: is p,t:r d,efinitie eq11,ivalent rnet; netzo wordt : = gebruikt voor: is 
per d.efi,niitie gelijk aa.n. Elders zie je ook wel , def en =def· 

Binden van vari.abelen. Hierboven werd opgemerkt, <lat variabelen door 
k\i\ra,r1t<)ren worde11 gebonden. Zander erg precies te zijn kun J. e zegge11 <lat een 

. b I . · d ' v•~,r1a · e e 111 ee11 u1t ', rukking is gebonden als de betekenis va11 de uitdrukking 
nit~t~ va,n de ( Wa.t1-rde \'all de) variabele afbangt en die variabele alleen is ge-

k~a1·1torer1 ZIJn t~r n<>g v~~rschillende a11dere manieren om variabelen te ''binden''. 
\c)<)tl)(~ldt~n: 

• De furit:~tie'. (lie x afbeeldt (JP ~r.2 . 

Iiit~1•111 t'.l.ti \\'<)r<:lt <::'Cil \i\'(~lb(~paalde fu11ctie beschre,,en die niet van de ""raarde 
\'a11 ,:l<:~ ,·ariii t1<~lf.~ ~r: afua11gt. 
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• Sommatie. 

Bijvoorbeeld, de uitdrukking ~:=I 'i is niets andc~1·s dar1 f~er1 ingewikkelde 
omschrijving van l1et getal 15 ---····· nl. a.ls 1 + 2 + 3 + 4 + 5 -- en die hangt 
niet af ,·an de waarde ,•an de varia.bele i. 

• Abstractie. 

Nog een ar1dere manier v·an binden ,ra11 een variabele vindt plaats in de 
abstractie-notatie { x IE}, zie (3.1), blz. 31. 

Slechte Gewoonten. :iv1et ee11 beetje pec'.h Z()U je de bover1 aangehaa.lde be
wering ook kunnen aantreffen in de ,rolger1de gedaante. 

Voor alle reele getallen x en y, 
als x < y, da,n geld en ;i; < z en z < y \1oor (~en reeel get al z. 

Hiermc~e kan zovvel de or1wa.1·e be,\1er·ing, dat 3z E JR \Ix, y E IR. ( x < :l.J > x < 
z /\ z < y), \\'orden bedoeld als de v:are be,,,erir1g, dat Vx, y E Ill 3z E lR (x < 
y , x < z I\ z < y ). Het zo,vel \'oor·aan als achteraan plaatsen va11 kwantoren 
bevordert kennelijk d11bbelz,i11r1igheid: l1<~t is l1ier moeilijker om l1et bereik van 
de verschillende k\vantoren te bepalen. Ir1 l1et ergste geval kunnen beweringen 
ontstaan met t\,ree totaal verschillende betekenissen. 

Ook is het heel rnakkelijk om onzorgvuldig te zijn r11et l1et aa.ngeven, welke 
,rariabelen als - op een of ar1dere manier "- gebonder1 vvorden bedoeld. Bij
voorbeeld, de afgeleide v"an x 2 + 2x als func:tie var1 x is 2x + 2, maar de afgeleide 
van x 2 + 2x als ft1r1ctie van y is 0. 

Een minder goede ge,voonte is het om een k,van tor voor een samer1gestelde 
uitdrukking te zetten: 

voor alle getallen ·n 2 + 1, ... 

Hoe,vel <lit r1iet altijd tot onduidelijkheid l1(>eft te leiden, is het toc:h verstandig 
deze manier van schrijven te vermijden. Beter is clan nog: voor alle getallen 11an 
de vorm n 2 + 1, .... 

Vertaalproblemen. Dankzij grillen van het Nederlands is het niet altijd even 
vanzelfsprekend hoe je een bewering moet schrijver11net behulp van connectieven 
en kwantoren. Al ir1 het eerste ,roc)rbeeld van deze sectie ('tussen t,vee getallen 
ligt een derde') is l1et moeilijk or11 een universele kwantor en een irr1plicatieteken 
te ontdekken. 

Een ander voorbeeld is 'ee11 goede Viet,cong is een <lode Vietcong'. De onbe
paalde lidwoorden rnogen bier dan existentiele kwantoren suggereren, 1naar de 
ongetwijfeld bedoelde be,\rering heeft de vorm Vm E t✓'" C ( G ( m) ► D ( m)). 

1.2 Inhoud 

Een van de ver\vorvenheden van de logica is de mogelijkheid, om dezelfde formule 
op verschillende ma11ieren te kunnen interpreteren. (Overigens is dit geen privi
lege van de logica: in de algebra bijvoorbeeld kan het verrnenigvuldigingsteken · 
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staan Vt)or de verrnenigvuldigingsoperatie van iedere willekeurige groep.) Bekijk 
weer dezelfde beweri11g, nu zonder referentie aan de verzameling Ill weergegeven 
als 

\:Ix Vy [x < y -► 3z ( X < Z I\ Z < y ) ] 

of, met het neutralere teken R i.p.v. < (<lat gewoonlijk op een ordening duidt) 

VxVy [xRy 3z ( xRz I\ z Ry ) ] . 

De7..e uitdrukking heeft alleen betekenis, als duidelijk is afgesproken op welk 
d,o,mein de kwantoren betrekking hebb,en, en wat de betekenis is van het teken 
R op dit domein. In het voorafgaande was dit domein de verzameling van 
ree}e getallen R en R stond voor de gewone ordening van ,de reele getallen. 
Kwantoren Vx en 3z moeten clan gelezen worden als: voor alle reele getallen x 
ge'Ut ... , resp., er is een reeel getal z waarvoo1· geldt ... In <lat geval drukt de 
formule de ware bewering uit, dat t ussen iedere twee reele getallen een derde 
figt. l\,{aa;r, je had als domein ook de verzameling 1N van natuurlijke getallen 
0,1,2, ... kunnen nemen (en</ R als de gewone ordening hierop), en in dat 
g~I staat de formttle voor een onware bewering: tussen opvolge11de natuurlijke 
geta.11,e;n a.is 2 en 3 ligt immers geen derde natuurlijk getal. 

C,ocnclusie: om k-w&n:toren ('r/x of 3x) te kt1nnen begrijpen, moet een d,omein 
,of -.ivertam ,U {,dawt is e.o.a. collecti€ van obj.ecten) zijn gesp-ecificeerd, waarop 
die kwaatoren 'betrekk:mg hebben: Vx en 3x betekenen in de context van zo'n 
d • . [)' r ,A..,._ -.11 U · U ome:n · · 'U¥i: t,00r w,,e x E ·· ... , reisp., er is een x E ... 

··De wrergegeven formul~ is kennelijk ,1oor meerdere interpretaties vatbaar ~ 
ailhaa~ijk van het ~ekozen universum en de b·etekenis van het teken < of van 
D t::;,_ .J 1··1- • • 1--,.......,.l d . 1 b k . 
D;,. £Jeri uerge lJ~e 11tterpreta.t1e-uepcwren e context: un1versum, p us ete. en1s 
va.n n,,ijet-!~"'CRe teken.s v1-,-1s < o.·.f. R.. h'·.eet. een, s,t-,k· tu· a,r· •Of mo,del· ~~ - - ~~~ . I W-- W • 

l.J Model. lsen 1ttniverst1B1, tezam:en met een sp•ecificatie, wat met de niet
• ·· ··•· .:scae tie' •·. ·.· · ~ de 1ege,~en context wordt bedoeld, heet een struktuur of 
• .· .. •:, (,use11id 'fltj de niiet-l0;gis1che tekens va11 die context). 

Als R, c, . . . ni~t-logis,che tekens zijn, dan heeft een hierbij passend model 
de vorm .A.,, .... (A, R, l!, •. ,.}; hierin is A het universum, R de relatie2 op A die ,de 
he•t.ekenis is ·van ll·et reil&tieteken It, c bet element van A dat de betekenis is van 
}iet teken ,e, en,z. · 

Voorbeelden ""&11 modellen zij.n ordeningen als (1N, <), (Ill,<), de struktu
ren \11.n, de algebra.: groepen, ringen, Iichamen, de bomen van Subsectie 6.3.3 
(t)lZ. 76). 

Str11kt1.1ren/modellen W<>rden vaak aangegeven met de symbolen A, B en C. 

Voorbeeld .. Bekijk de bewerir1g 
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en de struktul1r waarvan het univers11rn de wereldbevolking is, O(x, y) staat 
voor: x is een ouder van y en V ( x, y) voor: x is (~€~r1 V()<.>rouder var1 y. De inter
pretatie van de bewering in de context van deze strt1ktuur is: iedere vc)c)rouder 
is een ouder, of een voorouder van eer1 <)uder, e11 <lat i,i:; zo. De bewering is dus 
waar m.b.t. deze struktuur. 

Als je van de eerder besproken bewerir1g d.E~ eerste kwa.ntc)rc:01nbir1atie Vx 
afhaalt, dan houd je de volgende uitdrukking over: 

Vy [ xRy --+> :3z ( xRz /\ zRy)]. 

Deze heeft wel de vorm van een bewering, maar is zelf geen bewer·ing: als je 
haar wilt interpreteren -- in welke str11ktuur dan ook ···-·· stuit je (de kwanto1· Vx 
is er niet meer) op het ongespecificeerde ding x. In de oorspro11kelijke bewering 
werd de variabele x gebonden door de k"vantor<:ombinati(~ \/x aan <it~ kop van de 
bewering. In de nieuwe versie is deze kwantor weg, er1 de resterende 01)tredens 
van x worden niet langer gebonden. Een (in een uitdrt1kkir1g) 11iet-gebonden 
optreden van een variabele heet vrij (in die uitdrukking). V(:~rvang je x bier 
door ( de naarr1 van) een specifiek reeel getal, dan is er wel weer sprake va11 een 
bewering. 

Een uitd1·ukking als de bovenstaande, die zich als bewering vo()r·doet maar 
het niet is, ''onaf'' is, heet een beweringsvorm of een formule. Fc)rn1ules zijr1 
kennelijk om te zetten in beweringen op twee ma11ieren: 1. biriden van vrije va
riabelen door kwantoren; 2. vervanging van vrije variabelen door (namen va11) 
concrete objecten uit het afgesproken universurn. (N.B. namen van: bijvoor
beeld, in een formule als 'x wordt ingekapseld' kun je de variabele x niet vervar1-
gen door de persoon Jeltsin --·-·hoe zou <lat moeten'?---- maar wel door de naam 
'Jeltsin' vc1n de persoon Jeltsin!) 

1 4t Opgave. Beschouw de volgende modellen: 
a. (IN,<) (universum IN= {O, 1, 2, ... }, met de gewone ordening); 
b. (IN, >) ( analoog); 
b. (IR,<) (universum Ill, eveneens met de gewone ordening); 
c. (V, R), waarin V de collectie van alle verzamelingen X C IN is, en R de relatie 

echte deelverzameling van, gedefi.nieerd op V door: .. Y RY :::::: ..-Y C l,. /\ .. X t= 1,r. (Zie 
zonodig Definitie 3.3 op blz. 33.) Op welke van deze modellen gelden de volgende 
zinnen? (het niet-logische teken R staat hier dus achtereenvolgens voor: de gewone 
ordening < van IN, de inverse ordening > van IN, de gewone ordening < van 1R en de 
echte inclusie): 

1. \ix3y(xRy), 
2. 3x\iy(x = y V xRy), 
3. \ix3y(xRy I\ ,3z(xRz I\ zRy)). 

1.3 Propositie-logica 

De propositie-logica is het onderdeel van de logica dat over de connectieven 
gaat. 
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1.3.1 Connectieven en Waarheidstafels 

In het voorafgaande heb je gezien, <lat met co11nectieven beweringen en formules 
kunnen worden gecombineerd tot nieuwe beweringen en formules. De betekenis 
van de connectieven kan eenvoudig worden beschreven door uit te leggen hoe 
de waarheid ( of onVv1aarheid) va11 de combinatie afhangt van de waarheid van de 
delen. 

\l·oor het vervolg sta,an de letters yt,r en O voor de twee waar·heidswaarden. 
i,v sta.at voor WAAR, en O voor ONWAAR. (Soros warden ook de getallen 1 
en O gebruikt i.p. v. iv en O.) 

Bij de waarheidstafel-benadering van de propositie logica wordt nu van twee 
principes nitgegaan: 

1. iedere bewering is 6f waar, 6f onwaar, 

2. de waarheidswaarde van een met connectieven samengestelde bewering 
hangt af van de waarheidswaarde van zijn delen. 

Hoe dat zit wordt beschreven door de waarheidstafels van de connectieven. 
In bet volgende staan de letters Pen Q voor willekeurige beweringen. 

Negatie 

Een uitdrnkking van de vorrn ,p ( niet P) heet de negatie van P. Deze ui t
drukking is 'W(.l,ar, of: heeft de waarheidswaarde W, juist ingeval P onwaar is, 
d.w.z .. , wa.arheidswaarde O heeft. In tabelvorm: 

p -,p 

w 0 
0 w 

De~ ta-bel lt:eet de waarheidsoofel van het negat.ieteken. 

Conjunctie 

De uitdrukking P I\ Q (P en Q) heet de conjunctie van Pen Q. Pen Q heten 
de leden of conjuncten van P A Q. Deze uitdrukkir1g is waar precies ingeval P 
en Q beide waar zijn. In tabel-vorm: 

p Q p A Q 
w l,v'" iv 
iv~ C) 0 
0 i11r () 
0 0 0 

Dit is de waarheidstafel van het conjunctietekt:~n. 
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Disjunctie 

De uitdrukking P V Q (P of Q) beet dt~ disjurictie van Pen Q. Pen Q heten 
de leden of disjuncten van P V Q. 

De interpretatie van disjur1cties is 11iet altijd even vanzc~lfs1)reker1ci. In cl€~ 
omgangstaal zijn t,vee of 's in gebruik: de inc[,usieve, di<:: E~en disjunc:tic~ c)c)k 
waar rekent als beide disjuncten waar zi_jn, (~Il een exclusie'i1e, die dat niet doet. 
Deze laatste wordt meestal met een accent aangegeven: of ( er1 vaak verdubbel<i 
tot 6£ ... of). 

In de wiskunde wordt uitsluitend met de inclusieve versie gewerkt: een dis
junctie is waar als tenminste een van de disjuncten waar is. 

Dan nog kunnen problemen opduiken. 

Voorbeeld. De volgende bewerir1g wordt vermoedelijk door iedereen geaccep
teerd als waar: 

voor ieder geheel get al x geld t: x < 1 of O < x. 

Maar, acceptatie hiervan brengt natl1l1rlijk acceptatie van ieder individl1eel geval 
met zich mee; bijvoorbeeld, voor x :== I: 

1 < 1 of O < 1. 

Sommigen kunnen <lit niet als geldend accepteren, of vinden <lit een '"onzinnige'' 
bewering, omdat er immers iets ''beter·s'', t.w.: 0 < 1, geldt. In de wiskunde zul 
je met <lit soort situaties moeten leren leven. 

De waarheidstafel van het disjunctieteken ziet er als volgt l1it: 

p Q PVQ 
w l,,l,' w 
w 0 w 
0 w w 
0 0 0 

lmplicatie 

Een uitdrukking van de vorm P > Q ( als P dan Q, Q als P) heet de implicatie 
van P en Q. P en Q heten de leden van de implicatie, P is het linkerlid of 
antecedens en Q het rechter·lid of consequens. 

De waar heidstafel van ➔ is misschien de enige die niet vanzelf spree kt, maar 
ze is heel goed motiveerbaar aan de hand van het volgende voorbeeld. Niemand 
zal willen ontkennen, <lat voor ieder natuurlijk getal n geldt: 

5 < n > 3 < n. 

Maar dan moet <lit i.h.b. gelden voor de getallen 2, 4 en 6. Dus, een implicatie 
is waar als (i) beide leden onwaar zijn (n == 2); (ii) het linkerlid onwaar en het 
rechter waar is (n == 4); en (iii) beide leden waar zijn (n == 6). Natuurlijk is 
een implicatie tenslotte onwaar als zijn linkerlid waar en zijn rechte1· onwaar 
is. Dit levert de volgende waarheidstafel. 
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p Q p ;,Q 

iv w w 
y}' 0 0 
0 w w 
0 0 w 

Implicaties waarvan het eerste lid onwaar, en die waarvan het tweede lid 
waar zijn, zijn cit1s waar. lmplicaties die ( ongeacht de waarden van eventueel 
erin voorkornende parameters) een van deze eigenschappen hebben heten wel 
''triviaal waar''. (Wiskundigen hebben de gewoonte om vanzelfsprekendheden 
triviaal te noemen ··- speciaal in die gevallen waarin ze niet naar nadere uitleg 
gevraagd willen worden.) Hiervan zijn een aantal, voor de beginner eigenaar
dige, voorbeelden, zoals het feit dat de lege verzameling een deel is van iedere 
verzam,eling - zie Stelling 3.4 op blz. 34. 

Ook het gebruik van in1plicatie strookt niet altijd met die van de omgangs
taal. Daar wordt bijvoorbeeld een zeker verband geeist tussen de leden van een 
irnplicatie. In het wiskundig gebruik zal zo'n verband in de regel ook bestaan, 
maar no,dig voor de interpretatie is dit niet: de waarheidstafel vertelt alles. 
En soms sluit de omgangstaal verbluffend goed aan bij de waarheidstafel, bij
voorbeeld in d:e uitroep: ''ik zal doodvallen als Karel zijn belofte niet nakomt''. 
Geuit door een van levenslust stralend type ('ik zal doodvallen' onwaar) moet 
dit worden opgevat - volgens de waarheidstafel! - als een ingewikkelde manier 
om te zeggen dat op beloftes van Karel gebouwd kan worden. 

In de wisknndige praktijk wordt meestal het teken => gebruikt i.p.v. · >, 

omdat ; al zoveel andere rollen speelt. 
De omkering van een implicatie P =;,, Q is Q ⇒ P; de contrapositie is 

.,,:Q => ,P. De omkering van een ware implicatie hoeft niet waar te zijn, maar 
een implicatie en zijn contrapositie zijn ofwel beide waar, ofwel beide on,vaar 
(zie de contrapositiewetten van Stelling 1.5, blz. 10). 

Een con.di tie P heet wel een voldoende voorwaarde voor de con di tie Q er1 Q 
een nodige voon:naarde voor P als de implicatie P ⇒ Q waar is. 

D,e uitdrukking P < > Q (P d.e.s.d.a. Q) heet de equivalentie van P en Q. P en Q 
heten de lede·n van de equivalentie. De waarheidstafel van het equivalentieteken 
is (in ieder geva.l na acceptatie van die voor ~) volstrekt onproblematisch; ze 
b·epaalt dat P f. ► Q waar is ingeval P en Q dezelfde waarheidswaarde hebben. 
In wiskundi.ge praktijk wordt meestal het teken {:} gebruikt i.p.v. < >. 

p Q pt ➔ Q 
w w w 
w 0 0 
0 T,V 0 
0 0 w 

De t~onclitie P heet een noodzoJcelijke en voldoende voorwaar·de voor Q als de 
equivalentie P ¢;,, Q geldig is. 
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1.3.2 Geldigheid 

Met de connectieven kunnen formules en be\veringt~r1 her l1aald \\'<:>rden samenge
steld. Er rnoeten dan wel haakjes worden gebruikt <)rr1 de V<)lg<)rcle a.an te g(;~Ver1 
waarin deze sarnenstelling is gevorn1d. 
Een voorbeeld vormt de uitdrukkir1g 

,p I\ [(P > Q) ~ > ,( Q I\ ,P)]. 

Met behulp van de waarheidstafels kun je nu de waarheidswaarde va11 zc)'11 sa
menstelling uitrekenen, als waarheidswaarden voor de form11les Pen Q gegeven 
zijn. Zijn die waarden W (voor P) resp. 0 (voor Q)~ dan krijgt -,p cie waarde 
O; P ➔ Q wordt O; QI\ ,P: O; ,(Q /\ ,P): l1l1 ; (P ► Q) ~ ➔ ,(Q /\ -,P): 0, 
en de totale uitdrukking krijgt dus de waarde (). De berekening is ee11v•oudig i11 

een regel te geven door te beginnen n1et de gegeven \vaarheidswaarden oncier de 
letters te zetten, en de waarden voor achtereenvolgende .subformules (zie Defini
tie 1.6, blz. 10) onder het bijbehorende connectief te plaatsen. De einduit,komst 
0 van de berekening is onderstreept: 

-, p 
0 W 

1.3 Logisch Geldig. 

I\ 

0 
[(P ➔ Q) 
W O 0 

I\ 

0 
-, P)] 
0 lv'" 

1. Een ui tdrukking die ( op grammaticaal correcte manier) is samengesteld 
uit letters P, Q, R, ... connectieven en haakjes heet een Jormule van de 
proposi tie-logica. 

Formules warden in het vervolg aangegeven met Griekse hoofdletters 4>, 
'P , ... 3 

2. Een formule heet (propositioneel-) logisch geldig als hij altijd de waar
heidswaarde W krijgt, ongeacht de waarheidswaarden toegekend aan de 
erin voorkomende letters. 

Voorbeelden van logische geldigheden zijn alle formules van een van de vol-
gende gedaanten: 4> , 4>, 4> V ,<J?, <I? > ('11 > 4>) (ga na). 

Waarheidstafel van een formule. Als je wilt onderzoeken of een formule 
van de propositie-logica logisch geldig is stel je z'n waarheidstafel op. De in zo'n 
formule voorkomende letters heten propositie-letters of -variabelen. Bevat de 
formule n letters, clan zijn er 2n mogelijke distributies van de twee waarheids
waarden over deze letters mogelijk, die ieder hun eigen waarheidswaarde voor de 
formule opleveren. Deze 2n berekeningen van deze waarheidswaarden vormen 
de waarheidstafel van de betreffende formule. Zijn alle uitkomsten gelijk aan 
W, dan heh je te maken met een logische geldigheid. Een voorbeeld van zo'n 
waarheidstafel is te vinden onder Opgave 2 op blz. 11. 

3 Het Griekse alfabet vind je op blz. 159. 
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Weglaten van haakjes in formules. In de notatie van formules wordt be
zuinigd op haakjes door af te spreken dat /\ en V sterker binden dan > en ~ ►• 
Dus bijvoorbeeld: P I\ Q > R staat voor: (P I\ Q) > R. 

1.4 Logisch Equivalent. Formules 4- en '11 heten (propositioneel-logisch) equi
valent, notatie: <I> = \JI, als 4> ~ ➔ '11 logisch gel dig is, d. w .z.: als onder iedere 
toekenning van waarheidswaarden aan variabelen 4? en \Jr dezelfde waarheids
waarde krijgen. 

Het volgende is een opsorr1ming van een aantal vaak gebruikte equivalenties 
van de propositie-logica. Hierin mag je voor de letters P, Q en R desgewenst 
willekeurige form ules lezen. 

1.5 Stelling. 

1. p .·· -,.,p (wet van de dubbele negatie), 

2. (P · > Q) =·P V Q; -i(P > Q) =PI\ -.Q, 

3. (-,P > ,Q) (Q > P); 

(P · > ,Q} ...... (Q •> ,P); (..,p •~ Q) _ (,Q > P) (contrapositie wetten), 

4- (P ~· > -Q) ·~•·· [(P ► Q) I\ (Q •-·~·> P)] .· .... · [(P I\ Q) V (""9P A ,Q)], 

5. P A P ... · P; P V P .·... P 

6. P I\ Q · Q /\ P; P V Q ·. Q V P 

7. P I\ (Q A R) = (P /\ Q) I\ R; P V 

{idempotentie van en V ) , 

( commutativiteit van A en V } , 

(Q V R) ·· (P V Q) V R 
( associativiteit), 

8. PI\ (Q V R) =(PA Q) V (P /\ R); P V (QI\ R) = (P V Q) A (P V R) 
( distributiviteit), 

9. '=\.(P A Q) ::. -,p V -,Q; -.(P V Q) ···_ -,p I\ -,Q (wetten van DeMorgan). 

Onderdeel 1.5.7 rechtvaardigt het weglaten van haakjes in conjuncties en 
disjuncties van drie of meer leden. 

Voor de praktijk nuttige onderdelen van Stelling 1.5 zijn 2, 3 en 9. 

1.6 Subformule. Een formule die als (aaneengesloten) deel voorkomt binnen 
een andere formule heet een subform:ule van die formule. 

Voorbeeld. De subformules van de eerder bekeken formule -,p I\ [(P ➔ Q) < > 

,(QA 1 P)] zijn: P, Q, -,p, P · ➔ Q, QI\ -,p, ,(QI\ ,P), (P ➔ Q) < > ,(QI\ -,p) 
en de formule zelf. 

1. 7 Stelling. Als in een form:ule van de propositie-logica een deelformule wordt 
vervangen door een equivalent, dan is het resultaat een equivalent van de 001·

spronkelijke f ot~mule. 
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Bewijs. Onderstel <lat de forrnule W verkrege11 is door i11 cle fc>rrr1ule <I> het cieel 
<p te vervangen door zijn equivale11t 1/;. Hoe je ook waar}1E.-;ids,vaarden toevoegt 
aan de letters in W en <I>, het uitrekenen van de waarl1eidswaa1·den van dezc~ 
formules verloopt volledig parallel, bel1alv(~ waar l1et de subforrr1t1l<:;s tp en 1, 
betreft. Maar, voor die subformules is het resultaat per l1ypothese ht~tzelfde, en 
dus krijg je dezelfde waarheidswaarde voor <I> en \JI. --1 

Voorbeeld. De formule P /\ ,( ,Q V R) is equivale11t met (1.5.9) PI\ (-,-,QI\ ,R) 
en met (1.5.1) P A (Q A ,R). · 

Opgaven 

2 _., Bewijs Stelling 1.5. (Doe een onderdeel van 1.5.2 en ee11 van 1.5.3.) 
Aanwijzing. Stel de waarheidstafel van de betreffende formule op. 
Bijvoorbeeld, voor de eerste DeMorgan wet uit 1.5.9: 

-, (P A Q) < ➔ (, p V --, Q) 
0 w lV w w 0 w 0 0 iv 
w w 0 0 tt,r 0 w w w 0 
w 0 0 w w tt,,r 0 iv 0 u,r 
w 0 0 0 w w 0 H,T tt,r 0 

Omdat onder het hoofdconnectief < ~ alleen W's optreden, is -i(P A Q) ~ ► ( ,P V ,Q) 
logisch geldig, en dus heh je dat ,(P A Q) = (,P V ,Q). 

3 • • Bekijk de volgende twee beweringen over propositionele formules <I? en '¥: 
(a) cf, V \JI is logisch gel dig, 
(b) 4> is logisch geldig, of W is logisch geldig. 

(i) Geldt, voor alle 4> en'¥, <lat als (a), clan ook (b)? 
(ii) Geldt (idem) als (b), dan ook (a)? 
Geef een argument of een tegenvoorbeeld. 

1.4 wantoren 

Wat hiervoor aan propositie-logica is behandeld is eigenlijk nogal flauw en voor 
de wiskunde weinig relevant. Bijvoorbeeld, je zult vermoedelijk zelden het ver
langen bij je voelen opkomen om een disjunctie van t,vee beweringen zoals 
3 < 1 V 1 < 3 op te schrijven: het disjunct 1 < 3 is 66k waar, en veel in
formatiever. Maar warden eenmaal variabelen toegelaten, dan verandert alles, 
en wordt het vormen van propositionele samenstellingen opeens zinvol. 

Voor de context met kwantoren komt Definitie 1.3.1 er als volgt uit te zien. 

1.8 Formule, Zin. 

1. Een kwantor-logische Jormule is een grammaticaal correcte uitdrukking, 
opgebouwd uit basistekens (zoals R, ==, namen van objecten) en variabe
len, connectieven en kwantoren ( en haakjes). 

2. Een zin is een formule zonder vrije variabelen. 
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In Sectie 1.2 is uitgelegd, dat zinnen kunnen warden geYnterpreteerd in ver
schillende strukturen (Definitie 1.2, blz. 4), en <lat de waarheidswaarde van een 
zin in verschillende strukturen verschillend kan uitvallen. 

1.9 Logisch Geldig, Equivalent. 

1. Een formule is logisch geldig als hij ir1 iedere, bij de forrr1ule passende, 
struktuur geldt onder iedere vervanging van eventuele vrije variabelen door 
(namen voor) elementen van het universum van die struktuur. 

2. <I> en W zijn (logisch) equivalent als ~ < ► '¥ logisch geldig is. 

Merk op, dat als <I> een formule is met vrije variabelen x1, ... , Xn en A is een 
struktuur passend bij 4?, dan gel.dt ·~ in A d.e.s.d.a. \ix1 · · · 'vxn<I> ,daarin geldt. 
Dus volgt uit Definitie 1.9.1 dat ~ logisch geldig is d.e.s.d.a. Vx1 · · · \ixn<p dat 
• 1s. 

Hieronder volgen - zonder bewijs - een aanta,l veel gebruikte logische gel
digheden waarin kwantoren figureren. Van de meeste is de waarheid ni.et moeilijk 
in te zien. 

1.1:0 Stelling. Formules van de v0·tgende ged.aanten zijn logisch geldig: 

1. 3x\ly•t .. ... > Vy3x~, 

2. Vx(~ ,, ➔ '11) , + (\fx-<p ,,.~ 'v'xlJI); \Ix(«? . · ➔ ){I) , ... ~ (3xip . ·> 3x·w), 

9. \lx(·'P , , 'll) •· -. ► (\f x<]} .~. •> \-lxfl); Vx( ~ •· ➔ l{I) .... • •> ( 3x~ •-<·•> 3xil), 

J. Vx'vy~ < · > \lyr/xif!; 3x3y·i.> .<.- , > 3y3x~, 

5. -,Vx<l> < , , 3x-· }~; -,3z~ ,. . ➔ "rlx·· 14>; 

....,vx.~ < ~ 3xt; -,3x-,~ < · ,► \ix<]}, 

Voor ~e rpraktijk nuttige onderdelen van Stelling 1.10 zijn 1, 4 en 5. 

Volgorde van Kwan.toren. Onderdeel 4 van Stelling 1.10 zegt, dat de volg
orde van gelijksoortige kwantoren er niet toe doet. Ma.ar: merk op i. v .m. on
derdeel 1, dat de implicatie 'v'x3y<l> > 3y'vx~ niet logisch geldt. Voorbeeld: 
'v'x3y(x < y) geldt in het domein van de natuurlijke getallen; maar 3y\lx(x < y) 
doet de foutieve bewering dat er een natuurlijk getal y is dat grater is dan alle 
natuurlijke getallen. Opdat Vx:3y4> geldt moet er bij iedere (waarde voor) x 
een ( waarde voor) y bestaan z6dat aan ~ word t voldaan ( door die waarden); 
die waarde van y kan dus heel goed van die van x afhangen. Dat 3y\lx~ geldt 
betekent dater een vaste waarde voor y is die, ongeacht de waarde van x, aa.n 
<I? voldoet, en dat is natuurlijk een v€€l sterkere eis. 

Stelling 1.7 blijft geldig voor de context met kwantoren en wordt zonder 
be,vijs vermeld. 
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1.11 Stelling. Als in een kwantor-logisclie formule een deelforrriule wordt ver
vangen door een equivalent, dan is het re~c;ultaat eer1, equivale1it van de oorsp1·on
kelijke formule. ~ 

Beperkte Kwantoren. Volgens de ''c-8-definitie'' van continuYteit uit de ana
lyse is een reele functie f continu als: 

Vx Ve > 0 :38 > 0 Vy [ Ix - YI < 8 =z> IJ(x) - f(y)I < € ]. ( 1.1) 

Deze formule gebruikt de beperkte kwantoren 'Vc: > O' en ':38 > O' die vaak een 
compactere weergave mogelijk maken. Zo is de zin 

\lyVx[x < y :> 3z(x < z /\ z < y)] 

66k weer te geven als 
VyVx < y3z < y(x < z) 

- maar <lat voert de compactheid misschien weer te ver. 
Beperkte kwantoren warden vaak gebruikt in de context van ordeningen 

(Vx < y) en verzamelingen (Vx E A) -- zie later. Overigens kun je -·- zie 
hierv66r - natuurlijk ook kwantoren beperken met het bedoelde domein. 

De versie van Stelling 1.10.5 voor beperkte kwantoren is ook geldig; zo geldt 
bijvoorbeeld, dat ,Vx EA 4> equivalent is met 3x EA ,<I>, etc. 

Schuiven met Kwantoren. Met Stelling 1.10.1/2/4 en Stelling 1.11 als ''steu
nen in de rug'' kun je inzien, <lat Vy3z\fxcp ► VxVy3zif? logisch geldt: 
3zVx<l> > Vx3z<l> is logisch geldig, dus ook Vy(3zVx<l> , Vx3z~), en ook 
\fy:3z\fx<I> > \fy\fx3z<I>. En de twee universele kwantoren in het rechterlid kun
nen tenslotte (1.10.4, 1.11) warden omgewisseld. Praktijk-voorbeeld: 

Continulteit en U niforme Continuiteit. ContinuYteit van de reele functie 
f wil zeggen, dat aan conditie (1.1) hiervoor is voldaan. Uniforme continuiteit 
van f betekent 

V c: > 0 38 > 0 V x Vy [ Ix - y I < 6 ,= > J ( x) - f ( y) I < e ] . 

Vergeleken met (I.I) is de kwantor Vx twee plaatsen naar achteren verschoven. 
Volgens het voorafgaande wordt continuYteit geimpliceerd door uniforme con
tinuYteit. Maar zoals bekend: er zijn continue functies die niet uniform continu 

• • 
ZlJll. 

Dat f niet continu is betekent 

,Vx Ve > 0 38 > 0 Vy [ Ix - YI < 8 ===::;;,:> lf(x) -f(y)I < e]. 

Met behulp van Stelling 1.10.5 en Stelling 1.11 kan <lit warden getransformeerd 
in vier stappen, iedere keer de negatie langs een kwantor werkend, tot: 

3x 3c: > 0 V 8 > 0 3y , [ Ix - y I < b · ::> If ( x) - f ( Y) I < e ] . 
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Volgens Stelling 1.5.2 is dit tenslotte equivalent met 

3x 3e > 0 V 6 > 0 3y [ Ix - y I < 8 A -, l / ( x) - f ( Y) I < E: ] , 

d.w.z., met 

3x3c > OV6 > 03y [ Ix -yl < 6 I\ IJ(x) -f(y)I? c]. 

Dankzij deze logische transformaties is het dus mogelijk om een duidelijker 
~'beeld'' te krijgen, wat niet-continuYteit betekent: er zijn clan kennelijk x en 
E > 0 z6.dat voor iedere 6 > 0 ( ''hoe klein ook'') er een y is met lx-y I < 8, terwijl 
lf(x} - J(y)I ~ e; d.w.z.: er zijr1 getallen y ''willekeurig dicht bij x'' waarvoor 
de functiewaarden J(x) en f(y) minstens c van elkaar verwijderd blijven. 

4 • Opgave,. Beargumenteer~ dat beweringen van de vorm (Vx<P V \fxw) ) Vx(4? V w) 
logiscl1 geldig zijn. 
Geef een eenvoudig voorbeeld ,vaaruit blijkt dat \fx(q, V '11) ➔ (\fx.P V Vx\JI) dat niet 
• 
1S. 

1.12 So,orten. Vaa.k spelen verschillende soorten objekten tegelijk een rol 
in dezelfde b€Schouwing. (Bijvoorbeeld: vectoren in e.o.a. vectorruimte naast 
reele getallen.) In zo'n geval warden vaa.k verschillende variabelen gebruikt voor 
objecle,a. ·~?JJl de verschillende so,orten. Bijvoorbeeld: de letters n, m, k, ... staan 
V&&k ,;voor natuttrlijke getallen, f, g., h, ... duiden meestal op functies, enz. De 
interFret,a.tie van de kwantoren vereist in zo 'n geval niet de specificatie van een 
universum, maar van een aantaJ: voor iedere soort een. 

Sa.1:11envatting 

Belangrijkste begrippen: 

/\,en V, 

,. kwatntoren: V e:n 3, 

• wa.arh.eidstafel.s van conneetieven, 

• mo,del/struktuu.r, 

• logisch geld.ig (in propositie- en kwantorlogica). 

Vraag: 

• hoe n1aak je de waarheidstafel van een formule? 

Literatuur 



• 

Hier word t beschreven hoe je een bewijs in elkaar zet. Sectie 2 .1 geeft stilistische 
aanwijzingen, Sectie 2.2 bescl1rijft de fc>rmele regels waarmee bewijzen warden 
opgebouwd, Sectie 2.3 vertelt. hoe je die gebr,1iken moet, en Sectie 2.4 besluit 
met enkele voorbeelden ontleend aan de analvse . .., 

2.1 De unst van het Bewijzen 

Het is niet heel duidelijk, wat de objecten van de ,viskunde zijn. Bijvoorbeeld, 
deze bevinden zich niet in de gewone, fysische ruimte. Niemand zag ooit het 
getal 1r ( of zelfs het getal 0). Je zou zelfs kunnen volhouden, dat wiskunde 
nergens over gaat. 

Over de methode van de ,viskunde daarentegen bestaat grate overeenstem
ming: de kern daarvan is het bewijs. Een bewijs is een argumentatie die je op 
een absoluut sluitende manier van de waarheid van een bewering overtuigt, of 
dat probeert. Een goed be\vijs kan een kunstwerk zijn <lat esthetische met in
tellectuele kwaliteiten versmelt tot een m<)ment van doorzicht, en waarvan het 
vinden, of zelfs maar het begrijpen, diepe voldoening oplevert. 

Onder vakgenoten bestaat in concrete gevallen grote eenstemmigheid over 
wat een bewijs is; democratie in de wiskunde is dan ook, wat dit aspect betreft, 
geen probleem. Mensen argurnenteren in uiteenlopende situaties, maar gewoon
lijk levert <lat weinig overeenstemrr1ing op. De waterdichtheid van wiskundige 
redeneringen is dus een opvallend verschijnsel, <lat waarschijnlijk toch verband 
houdt met het geYdealiseerde karakter van de wiskundige objecten. 

Het wiskundig gehalte van de bewijzen die in de eerste helft van deze inleiding 
warden gegeven of gevraagd is gering; later noern je zulke bewijzen ''routine''. 
De aandacht gaat voorlopig naar de vorm van bewijzen. Om te beginnen volgt 
hier een lijstje met tien stilistische geboden. 

Er is al gezegd, <lat een bewijs een argumentatie is. De basis-eenheid is dus 
de (Nederlandse) zin. 

1 Schrijf correct Nederlands. 
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(De meeste zinnen he b ben onderwerp, gezegde enz.) 
Er zijn je symbolische afkortingen voor gangbare zinswendingen correspon

derend met logische constanten ( connectieven, kwantoren) aangereikt; gebruik 
die spaarzaam (iets als (1.1), blz. 13 is wel ongeveer het maximum dat de ge
middelde wel-opgevoede wiskundige in een keer tot zich kan la ten doordringen) 
en consistent. 

2 Gebruik zinswendingen niet tegelijk met hun symbolische afkorting in een 
bewering. 

Een bewijs dat uitslui tend uit symbolen bestaat geeft weinig informatie over je 
hersen-acti vi tei ten. 

3 Schrijf niet alleen formules. Begin een zin nooit met een formule. 

Spring met forrnules in een tekst om alsof het zelfstandige r1aamwoorden 
zijn. Voorbeeld: ''de formule (? is geldig''. Ook goed is: ''er geldt dat ~''. 

Maak gebruik van verbindingswoordj:es als 'dus', 'daarom', e.d. Desgewenst 
kun je <lit afkorten met drie puntjes: .·. 

Het is niet bevorderlijk voor de leesbaarheid om het implicatieteken ⇒ te 
gebruiken waar 'dus' op zijn plaats wu zijn. Bedenk dat ⇒ een afkorting is voor 
'als ... dan'. Met dit symbool vorm je implicaties, d.w.z. beweringen. Met 'dus' 
gecf je daa.rentegen aan een gevolgtrekking te maken. Zo gebruikt vormt dit 
verbindin.gswoor·dje geen beweringen. (Natuurlijk bestaa.n er wel relaties tussen 
deze twee. Als 'A, dus B' een correct.e gevolgtrekking is, dan is de bewering 
A ==> B waar, en omgekeerd: dat is zo ongeveer wat de regels >I en >E hierna 
vertellen.) 

• 4 Vertel een verhaaltje, verbind je formules met wat tekst, wees inf ormatief. 

Maar aan de andere kant moet je ook niet overdrijven. 

5 · Wees relevant en beknopt. 

Het ,is dus • , 1 
, het goede midd,en te houden. 

Als er ,dan toch symbolen - vaak variabelen - moeten verschijnen, laat die 
dan niet plomp·verloren uit de lucht vallen, maar zeg wat je met ze voor hebt 
( zie de re gels 'v'I en ::IE hierna). 

6. Declareer je variabelen: zeg wat ze betekenen. 

In veel gevallen is het een goed idee om aan bet begin van ee11 bewijs precies te 
vermelden, waarvan je uit mag gaan (het gegeven) en water precies van wordt 
verwacht (het te bewijzen ). 

7 G ebruik de volgeride drie aanheff en: 

Gegeven: ... 
Te bewijzen: ... 
B .. 

eWJJS: ... 
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Een bewijs met inductie maakt nog extra strukturerir1g mogelijk; zie blz. 66. 
In zowel Gegeven als Te bewijzen kunnen begrippen voc)rkomen waarvan de 

precieze betekenis door definities ondubbelzinnig is vastgelegd. (Zie blz. 29 voor 
meer over definities.) De bedoeling is <lat, door die definities ook daadwerke
lijk te gebruiken, met zulke begrippen op de bedoelde, precieze manier \Vordt 
omgesprongen. 

8 Zoek definities van gedefineerde begrippen op en gebruik die om Gegeven 
en Te Bewijzen uit te schriji,en. 

Speciaal het volledig uitschrijven van l1et Te Bewijzen vorrnt in veel gevallen 
het halve werk: het laat je precies zien, wat er van je wordt verwacht. 

Reken er niet op, <lat je het door jou gezochte bewijs in een keer correct zal 
opschrijven. Verwacht zelfs niet, dat het in twee keer lukt. Ga er maar vanuit dat 
bevredigende bewijzen voorlopig zullen uitblijven, en blijf desondanks proberen. 

9 Zorg voor een ruime voorraad kladpapier en schr·ijf je eindpr·oduct - meer 
of minder gelukt -~ uiteindelijk in het net. 

Tenslotte: laat je pas gewrochte bewijs rnini1naal een <lag liggen, en stel jezelf 
dan pas de hamvragen: 

10 Klopt het allemaal? 
en: Kan een ander 66k begrijpen wat ik heb opgeschreven? 

Het eerlijke antwoord zal gewoonlijk negatief uitvallen, om aldus aanleiding te 
geven tot het wederom aanspreken van de voorraad kladpapier. Er valt heus iets 
te zeggen voor de opvatting, <lat als je iets goed hebt begrepen, je het uiteindelijk 
oak goed op papier kunt krijgen. (Pas hierop eens de contrapositiewet toe van 
Stelling 1.5, blz. 10.) 

Zoals gezegd, veel van de hier gegeven bewijzen zijn ''routine'', dat is: van 
het type ''loop je neus achterna'' (maar <lat <lat zo is, zul je vaak pas na een 
tijdje zien). Hier volgt het lijstje met de mooiste exemplaren, waarvoor alleen je 
neus (dus) r1iet voldoende is: Cantor's Stellingen 8.10 en 8.9 (blz. 106), 8.12, de 
karakteriseringen 10.3 (biz. 134), 10.15 (blz. 144), en 10.18 (blz. 147). Moeilijker 
exemplaren zijn Ramsey's Stelling 6.12 (blz. 75), Stelling 6.17 over het gevecht 
tussen Hercules en de Hydra, Kruskal's Stelling 6.23, en de Welordeningsstel
ling 10.22 (blz. 150). Al deze resultaten zijn doorbraken, en aan hun bewijzen 
liggen fraaie ideeen ten grondslag. 

2.2 Bewijsregels 

Het is normaal, dat je in je eerste bewijspogingen vastloopt, en ook, dat je 
zelfs geen begin weet te maken. Deze sectie bespreekt enige regels die het 
gedrag van de logische operaties in wiskundige bewijzen beschrijven. Zeker als 
je vastloopt is het een goed idee om te zien of een van deze regels bruikbaar is in 
jouw situatie. Er worden, in operationele termen, zo'n 15 praktisch bruikbare 
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bewijsregels beschreven voor alle ( 7) logische teke11s. Hoewel dit op het eerste 
gezicl1t misschien wel veel regels zijn is l1et opmerkelijk dat ze een arsenaal 
bieden dat tegen iedere situatie is opgewassen. 

o,,erigens zijn de meeste regels tamelijk vanzelfsprekend en in ieder geval 
makkelijk te onthouden; je kunt dan ook tegen het expliciet beschrijven van de 
regels aankijken als l1et opgang brengen van een proces van bewustwording. Zo 'n 
proces gaat natu urlijk gepaard met de nodige verwarring. (V gl. de chronische 
slapeloo,sheid die de man met de baard -uit een verhaal van Alphonse Allais~
overviel toen hem gevraagd werd of hij met z'n baard boven of onder de dekens 
sliep.) 

De verhouding tussen bewijsregels en bewijs kan vergeleken warden met die 
tussen de regels van het schaakspel en het schaakspel. Om te kunnen schaken 
mo;et je de regels kennen. Maar gaat je kennis niet verder, dan kan je schaken 
alleen maar slaafs en richtingloos zijn. Leren schaken houdt niet op met leren 
van de regels, en wat er mooi is aan een partij schaak is in de regels niet terug 
te vinden. Netzo kunnen de bewijsregels alleen je nooit meer leren clan het 
uitvoeren van de eenvoudigste typen van bewijzen ( maar dat is in het begin al 
moeilijk genoeg). Het zijn ideeen die bewijzen hun charme verlenen, en daarover 
wordt in de bewijsregels niet gerept. 

Klassill1~tie van regels. Sommige regels (modus ponens, de conjunctiere
geis) , •.· .. ·.·•. .l.len je, welke conclusies direct uit bepaalde premissen kunnen worden 
ge,trok~, a.ndere regels (zo•als de deductieregel) stellen je in staat om een be
wljsprob.leem te reduceren tot een nieuw, hopelijk eenvoudiger, bewijsprobleem. 

De regels z.ijn verder ingedeeld naar de logische vorrn van het gegeven <lat je 
wilt gehTuiken ( eliminatieregels), of de te beunjzen bewering ( introductieregels). 
Bij de constructie van een bewijs in de wiskundige praktijk kun je immers op 
twee manieren tegen (bijvoorbeeld) een implicatie P > Q aanlopen: 

i. ais ,6e11. gegeven, waarvan je dus gebruik mag maken in je bewijs, 

2. ills een te li>ewijzen, dus als conclusie van het te construeren bewijs ( of 
, •... • .····•· ~lte da.arvan). 

Het ligt daarom voor de hand dat. er ook twee bewijsregels zijn voor het impli
catieteken: (1.) die het gebruiken van implicaties beschrijft: de eliminatie regel, 
en (2.) die beschrijft hoe je implicaties moet bewijzen: de introductie regel. De 
nomenclatuur \ia.n regels is simpel: de eliminatieregel van het teken • wordt 
aangegeven met .E, en •1 geeft de introductieregel van dat teken aan. 

van latere bew1Jsproblemex1 en bewijzen. 
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lmplicatie 

Het implicatieteken ( dat hier eenvoudshalve als ► wordt geschreven, en niet als 
=>) heeft een eliminatie- en een introdl1ctie-r·egel. Beicie regels liggen nogal voor 
de hand als je aan de prc1ktijk denkt; je zol1 zelfs va11 mening kunnen zijn dat ze 
te triviaal zijn om op te schrijven. l\1Iaar <lat vo1·1den de oude grieken kennelijk 
niet. 

->E, Eliminatie regel voor ►, modus ponens. 

(P > Q), p Q 

In woorden: uit P ➔ Q en P kun je de conclusie Q trekken. 
Het teken t==; wordt gebruikt voor de relatie van direct gevolg: wat rechts 

van ~ staat kan direct warden geconcludeerd uit wat links staat. 

Operationele beschrijving. Als je gebruik wilt maken van een gegeven van 
de vorm P > Q, pro beer dan ( eerst) P te bewijzen; , E stel t je dan in staat 
om, gebruik makend van P > Q, de conclusie Q te trekken. 

M otivering. On11odig. De hetekenis var1 een im plicatie P ► Q is immers 
precies dat als P waar is, Q dat 66k is. 

-➔ I, Introductie regel voor >, deductie regel. 

Operationele beschrijving. Als je P ► Q moet bewijzen, neem dan P als 
nieuw gegeven aan, en probeer een bewijs te vinden van Q. Lukt <lat, dan kan 
(volgens >I) P > Q als bewezen gelden. 

Motivering. Je weet (waarheidstafel >) <lat als P onwaar is, P ► Q waar is. 
Dus er valt alleen nog iets te bewijzen, als P waar is; nl.: dat Q dan 66k waar 
is. Daarom is het aannemen van P als extra gegeven gerechtvaardigd. 

In de praktijk gebruik je de deductie regel aangekleed op de volgende manier. 

Gegeven: ... 
Te bewijzen: P >- Q. 
Bewijs: Onderstel, <lat (naast het eerdere gegeven) P geldt. Hier 
volgt een bewijs, dat Q geldt: ( ... volgt <lat bewijs ... ) Dus, Q. ~ 

Concluderend: (== deductie regel!), P ► Q. ~ 
• 

Overigens wordt de laatste, concluderende regel ( de eigenlijke toepassing van de 
deductie regel) vaak aan de goede verstaander overgelaten. 

Een enigszins andere inkleding van het gebruik van de deductie regel, die 
het reducerend karakter on th ult, (met een nieuw gegeven, te bewijzen en bewijs) 
zie je in het voor beeld hierna. 

In de praktijk Zlil je misschien nog andere regels ge bruiken voor ►, maar in 
de regel zullen die uit deze twee volgen, en heten daarom afgeleid. Een voorbeeld 
van een afgeleide regel is de volgende: 

p ) Q, Q ➔ R I >~> p .. R. 
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Hierin is (1e 11otatic·! get)ruikt om een gevolgtrekking aan te geven die 

1nisst:l1i€~11 niet direct is. 
&~11 bewijs hiervan m.b.v. >E en · .. ,I gaat als volgt: 

Gegev(:ri: P ► Q, Q · > R 
Te~ bewijzen: P ,,.,,,t R 
Bet~,rijs: \'()lgens > I rr1c)et je P als gege,ren toevoegen en pro beren om R te 
bewijze11. Dit crt;eert de volgende nie11we situatie: 

Gegeven: P • , Q, Q ► R (oud), P (nieuw) 

Te beurij;::e,1: R 
Bettttjs: • )E toepassend op Pen P , Q levert Q; 
, ... ,.E 11ogm.aals toepassend op Q en Q > R levert tenslotte R. 

.,,,•I t~vert nu het, gevraagde. -l 

N .B.: de notatie ~ kan worde1i gebrui4t voor een compactere formuler·ing 
Vall de deductie regel: 

a,ls r, P 
' 

(P , Q). 

Hierin staat r "\i'OOr een willekeurige rij van gegeven~. 

, Q, P ► (Q •02 R) !: ~•:> P ... > R ka.n worden 
• 

\Vat hierboven is verteld n1.b.t. > geldt ongeveer aetzo voo;r de andere logi
sche opera.ties --- alleen de details v~ de regels zijn na,tuurlijk anders. Hieronder 
wordexi ze stuk voor stuk behandeld. 

De regel,s voor A zijn vc)lledig onproblematisch. 

P/\Q p , 

p I\ Q Q 

( uit een C(>njt1nc:t,ie volger1 beide leden direct). 

A I, Introductie regel voor /\ .. 

P,Q p /\ Q 
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Equivalentie 

Omdat een equivalentie kan worden opgevat als een c:or1jur1ctie van twE~e impli
caties, liggen de regels voor ~ > nu voor d<~ hand. 

< ➔ E, Eliminatie regels voor < ►• 

p ( ➔ Q, p 

p ~ ► Q, Q 

Q, 

P. 

< ➔ I, lntroductie regel voor < , • Als je P < ➔ Q moet bewijzen, dan worden 
twee dingen verlangd: 

( ➔) neem P als r1ieuw gegeven aan, er1 probee1· een be,vijs te vinder1 van Q; 

( < ) neem Q als nieuw gegeven aan, en pro beer ee1·1 bewijs te vinden van P. 

Lukt <lit, dan kan P < > Q als be,vezen gelden. 

In de praktijk kleed je dit als volgt in. 

Te bewijzen: P < > Q. 
Bewijs: 
P > Q: onderstel, dat P. (Voigt bewijs, dat Q.) 
Q ► P: onderstel, <lat Q. (Volgt bewijs, dat P.) 

6 4- Opgave. Bewijs de regels P < ) Q i: ~»> (P ► R) < > (Q ➔ R) en P ~ ► Q I ~► > 
(R > P) < , (R ► Q) m.b.v. de voor •-ten ~ ➔ gegeven regels. 

Negatie 

1E, Eliminatie regel voor •. 

Operationele beschrijving. Als -,p is gegeven, probeer dan ook nog P te 
bewijzen. Lukt dit, dan staat ,E je iedere ge\venste conclusie toe. 

,I, Introductie regel voor -, . 

Operationele beschrijving. Als je 1P rnoet bewijzer1, neem clan P als nieuw 
gegeven aa11 en probeer een bewijs te vinder1 van iets dat evide1it onwaar is. 
Lukt dat, dan geldt -iP als bewezen. 

Voorbeeld van een evidente onwaarheid in deze c:ontext ( waarin P als nieuw 
gegeven wordt aangenomen) is ,P. Maar in een concrete wiskundige context 
kan <lit ook zijn, <lat O == 1 e.d. 

Merk op: ,I zegt <lat je, bij het bewijzen van -,p, alt,ijd gratis over het 
gegeven P kunt beschikken. Zie het voorbeeld bij Opgave 7. 

BO, Bewijs uit het Ongerijmde. 
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Operationele beschrijving. (Vergelijk clit met 1 l.) Om P te bewijzen neem 
jt~ -,p a,ls (extra) gt~gevc~r1 aar1, en je probeert daarn1ee een evidente onwaarheid 
t.e bewijzen. Lukt <lat,, clan gelclt P volgens BO als bewezen. 

Het idee va,n <lit, bewijspatroon is het volgencle: als een aperte onwaarheid 
111. b. v. ,p kan ivor<ie11 bewezen, clan betekent dat dat -,p incorrect is. Dan 
rr1oet ( dt1s) P gelden. 

Ir1 S·E~ct,ie 7.1. \\rordt clit, als een eliminatie regel geklassificeerd, maar eigenlijk 
is <lit dubie11s. 

Advies. De bewijsfiguur Bewijs uit het Ongerijmde is een noodsprong: bedoeld 
\'OC)r gevallt~n waarin je geen andere mogelijkheid ziet. Grijp hier dus niet te 
gauw naar, en prc.)beer l1et eerst rechtstreeks: zo'n bewijs is altijd eleganter en 
inforrnatiever clan eerl n1et BO. 

1 6 Opgave. Bewijs: 

1. p ' ► Q t"= :;,,:} -, Q ) -, p' 

2. -,Q .... , ...,p 1·= ;»~► P ) Q, 

3. p ~-·~ Q = -,p ,,; ,Q. 

Voorbeeld: 2. 

Pas de deductie regel toe en reduceer het probleem tot ,Q > 1P, P I.: }► > Q. Toepas
sea v~11 :SO reduceert <lit tot l1et probleem om ee11 evidente onwa~heid te bewijzen 
op g:roQ.d va,n gegevens -,q 1 ,P, P en -e,Q. Dit is makkelij~: iµet modus ponens 
volgt w:t eerste en laa.tste gegeven, dat -,p; de evidente onwaarheid hiervan volgt ~it 
de aanwezigheid van Ponder de gegevens. 

D Iii • t· lSJUDC ·1e 

VE, Eli111inatie regel voor V • Als je het gegeven P V Q wilt gebruiken 
bij het bewijs ,,an een bewering R, geef dan twee b~wijzen: een van R uit het 
nieuwe gegeven P, en een van R uit het nieuwe gegeven Q. 

ln de praktijk kan dit als volg;t warden ingekleed. 

Gegeven: P V Q. 
Te bewijzen: R. 

f!ewijs: (Uit het gegeven volgt, <lat (i) P of (ii) Q.) 
(1) Stel dat P. (Volgt een bewijs dat R.) 
(ii) Stel dat Q. (Volgt nog een bewijs clat R.) 

V I, Introductie regels voor v . 

p 

Q 

p V Q, 

PVQ 
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U niversele K wantor 

VE, Eliminatie regel voor V, instantiatie regel. 

Vx E(x) E(t) 

waarbij t een vrij te kiezen ding is ( dat, normaal gesproken, al eerder in de 
argumentatie is opgetreden). (''Als voor ieder ding x geldt, dat E(x), dan geldt 
het i.h.b. voor x :== t.'') 

VI, Introductie regel voor V, generalisatie regel. Als je moet bewijzen, 
<lat \/x E(x), dan zeg je: ''Laat c een willekeurig ding zijn (van de relevante 
soort )'', en je probeert vervolger1s voor dit ding ( waarover je geen extra infor
matie mag aannemen, en <lat dus niet al eerder in de argumentatie is opgetreden) 
te bewijzen, dat het ~enschap E heeft. 

2.1 Willekeurige dingen. De bij VI gegeven uitleg heeft het over willekeurige 
dingen. Maar wat zijn <lat? Wat is bijvoorbeeld een willekeurig natuurlijk getal? 
Een getal dat niet groot is, niet klein, niet priem, maar oak niet samengesteld? 
Zijn er ook onwillekeurige natuurlijke getallen? 

De vragen stellen, is ze beantwoorden: de lading van de bepaling 'willekeurig' 
is niet van wiskundige aard, maar alleen van psychologische. \Villekeurige dingen 
bestaan niet. Zuiverder is het, om de bepaling 'willekeurig' te vermijden. (Dat 
advies wordt hier overigens niet altijd gevolgd.) De uitleg bij VI wordt daar niet 
onduidelijker van. 

9 • Opgave. Het volgende patroon kun je vaak in de praktijk gebruiken. Onderstel 
<lat voor een willekeurig ding c geldt, <lat r, E1 (c) I >>- E2(c). Toon aan, dat r 
• ~► Vx(E1(x) > E2(x)). 

Existentiele K wantor 

3E, Eliminatie regel voor 3. (Dit lijkt enigszins op VE.) Als je het gegeven 
3x E(x) wilt gebruiken om te bewijzen, dat P geldt, clan zeg je: ''Laat c een 
ding zijn waarvoor E(c) geldt." (maar dat is clan ook alles, wat je over c mag 
aannemen), en je probeert hiermee P te bewijzen. 

31, Introductie regel voor 3. 

E(t) 3x E(x) 

waarbij t ieder ding mag zijn wat je maar wilt. 

Tabel 

De volgende tabel geeft een visuele samenvatting van de boven besproken regels. 
Hierin is het teken J_ van Hoofdstuk 7.1 gebruikt als symbool voor een (evident) 
onware bewering. In de praktijk kan dat natuurlijk van alles zijn, zoals: 1 == 0, 
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ding waarvan de keuze vrij is. 

introd-uctie eliminatie 
p 
• p p. ➔ Q • 

► • 

Q Q 
p ➔ Q 
p Q 

• • 
p ~ ➔ Q Q p ~ ➔ Q • • p ~ ), • • 

QP Q p 
p ~ " ➔ Q 

p -,p 
• • p -,p • • -, 
• • 

j_ J_ Q 
-,p p 

A p Q p /\ Q PAQ 
PAQ p Q 

' 
p Q 

• • 
V p Q • • 

• • 

PVQ PVQ PVQRR 
R 

V E(c) Vx E(x) 
Vx E(x) E(a) 

E(c) 
• 3 E(a) • 
• 

3x E(x) 3x E(x) p 
p 

2.3 Taktiek 

Hier volgen een aantal handreikingen voor het oplossen van bewijsproblemen. 

Do,e het niet z6: 

Pro beer de ( voor beginners, begrijpelijke) neiging te onderdrukken, met het 
gegeven te beginnen en te proberen dat op de een of andere manier in het te 
bewijzen t,e transformeren. 

. . . maar doe het z6: 
Kijk E.~rst naar (de vorrr1 van) het te bewijzen. 

Een aantal bewijsregels stellen je in staat om een vereenvoudiging van }1et 
l)ewijsprobleem te bewerkstelligen. Bijvoorbeeld: 
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• als je een implicatie P > Q moet be\vijzen, dan k1111 jE~ p aan de gegeve:~ns 
toevoegen en proberen Q te bewijzen (ded11ctieregel), 

• als je een negatie -,p moet be\vrijzen, dar1 k11n je P aan de gegevE~r1s toe
voegen en proberen een evidente onwaa;rl1eicl tf:~ b(~\vijzt~r1 ( ,-introduc·t,i<~), 

. . 

• als je een universele kwantificatie Vx E(x) mot~t l>f:~wijzf~n, clan kun jE~ 
ook proberen om E( c) te bewijzen voor een ''willt~keurig'' ding <~ ( vEa11 <i<~ 
geschikte soort) (V-introductie). 

Pas nadat je het bewijsprobleem op deze manier Z<)"\ir{~el rr1<)gelijk hebt gere
duceerd kijk je naar het gegeven om te zien, hoe clat gebruikt &1.r1 ,v<)rclt:~r1. 

Gebruik bewijs uit het ongerijmde (bij te beu1ijzen P, t(>(~voegen van -,p a.ls 
gegeven en vervolgens proberen 01n een evidente onwaarheicl te bewijzen) allt;t:;Il 

als laatste redmiddel. 

2.4 oorbeelden uit de Analyse 

Onderstel <lat ao, a1, a2, ... een rij reele getallen is en dat ti E Ill. Da11 is dt~ 
uitdrukking limi ,00 ai == a ( ''de ai convergeren naar a,'') per dt\fi11it:i(~ €~(1uiV"ale11t 
met: 

2.2 Lemma. Een rij reele getallen heeft hoogstens een lirr1viet. 

Bewijs. Het gevraagde kan als volgt worden ingekleed. 
Gegeven: limi ) 00 ai = a, limi • oci ai == b. 
Te bewijzen: a = b. 
Bewijs: Ondanks de waarschuwing boven is een beu,ijs uit liet 01igerij11ide hier 
niet zo 'n gek idee, omdat het nieuwe gegeven , ( a, = b), dat is: a ::j:. b, hier 
equivalent is met het positieve: la - bl > 0. Neem dat dus aan. 

Om van de oude gegevens gebruik te kunnen rr1aker1 rr1c>E:~t je (\IE ! ) <:~en 
waarde voor s kiezen. Een zoals blijken zal nuttige keuze is c := ½la - bf. (N.B.: 
c > 0.) 

Nu geldt (VE toegepast op limi-oo ai = a), dat :3·n Vi ~ n (la ..... a,I < c). Dus 
bestaat (:3E !) n 1 z6dat Vi ~ n 1 (la - ail < £). Omdat limi-oo ai = b bt:~taat, 
netzo (3E) n 2 z6dat Vi~ n 2 (lb- ail< c). Laat ri :== max(r2,1,ri2), clan geldt 
dus (n ~ n 1 ,n2 , VE) i.h.b. dat la-anl < e en lb-anl < c:. ~faar dit is ker1nelijk 
onmogelijk: m. b. v. de zgn. driehoeksongelijkheid: 

( een in de analyse veelgebruikt hulpmiddel; de naam wordt duidelijk als je 
bedenkt dat <lit ook geldt als x en y complexe getallen zijr1) volgt, dat: la - bl = 
la - an+ an - bl ~ la - anl + lb - anl < 2c = la - bl -- en dit is de gez<)cl1te 
tegenspraak. 4 
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Opgaven 

10 • Onderstel, <lat limi-.oci ai = a. Bewijs, <lat limi ► oc a2i = a. 

Beter: onderstel, dat f : 11\T > 11\T een functie is z6dat Vn3mVi ~ m J( i) ~ n. Bewijs, 
dat limi co a J(i) = a. 

11 • Onderstel, dat de rijen reele getallen { an }~=O en {bn }~0 lin1ieter1 a resp. b 
hebben, terwijl geldt dat a < b. 
Bewijs <lat een getal n bestaat z6dat Vrri ;?: n ( am < bm). 

12 • Onderstel, dat limi ► oo ai = a en <lat limi •oo bi · b. 
Bewijs, dat limi- oo ( ai + bi) = a + b. 

13 • Een rij reele getallen { an }~=O heet een Cauchy rij als Ve: > 0 3n Vi, j ~ n ( lai -
ai ! < e). Bewijs: als {an} ~o een Cauchy rij is, dan bestaat C > 0 z6dat \Ii ( jai I < C). 
Aanwijzing: Neem e := 1. 

Het resultaat van de volgende opgave speelt een cruciale rol in de analyse 
bij bewijzen dat functies continu zijn. Omdat niet van je verwacht wordt <lat 
je de oplossing op dit moment zelf kan vinden staat die erbij - het is een 
uitstekende illustratie van het gebruik van de bewijsregels van de kwantoren. 
Het enige dat op dit moment van je wordt verwacht, is: nagaan <lat de regels 
hier correct worden toegepast, en vervolgens het bewijs begrijpen, dat is: inzien 
dat de argumentatie het gevraa.gde ondubbelzinnig vaststelt. 

14 •• Bewijs dat de compositie van twee continue functies fen g -- dat is: de functie 
h gedef:inieerd door h(x) := g(f(x)), zie Definitie 5.7 (blz. 56) -- weer continu is. 
Oplossing. 
Gege-ven: f en g continu, d.w.z. (c-8-definitie, 1.1 blz. 13) 

Vx Ve> 0 38 > 0 Vy (Ix - yj < 8 :, :► IJ(x) - f(y)I < e), (2.1) 

Va Ve> 0 36 > 0 Vb (la - bl < 6 =,: ► (g(a) - g(b)I < c). (2.2) 

Te bewijzen: \Ix \le> 0 36 > 0 Vy (Ix - yj < 8 Z► jg(f (x )) - g(f (y) )I < c). 
Bewijs: Omda.t het te bewijzen b,egint met twee universele kwantoren - \Ix en \le> 0 
- begint bet verhaal - 'v'I ! - met het :6xeren van twee willekeurige waa.rden x E JR. 
en~> 0. 
Ge,geven (2.2) kan nu worden gehruikt d.m.v. VE door waa,rden voor a en c te spe
cificeren. Er zal blijken, dat a := f ( x) en de eerder gekozen £ nuttige keuzen zijn. 
Vervolgens levert (2.2) je - 3E ! - een 61 > 0 z6dat 

\lb (If (x) - bl < 61 .. > ln(/(x)) - g(b)I < e). (2.3) 

Gegeven (2.1) toepassend met onze x en E: . 61 (VE) krijg je (3E) een 8 > 0 z6dat 

\fy (Ix - YI< 8 =;;> lf(x) - f(y)I < 81). (2.4) 

Dit is de 8 die je moet hebben; d.w .z.: 
Claim: Vy (Ix -yl < 8 > lg(f(x))- g(f(y))I < c). (Hieruit volgt het, gevraagde met 
3I.) 
Bewijs: Laat (\fl} )I -- of zie Opgave 9) Ix - YI < 8. Uit (2.4) (met deze y ---- VE) 
vind je, dat If (x) - f (y )I < 61. 
Uit (2.3) (met b := f(y) -- VE) vind je tenslotte, dat lg(f(x)) - g(f(y))I < £. -1 
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Sanienvatting 

Vragen: 

• noem zes van de tien geboden voor een ''goed bewijs'', 

27 

• noem de bewijsregels voor introductie en eliminatie van een aantal logische 
tekens. 

Literatuur 

Beknopte en praktische informatie over het bewijs in de wiskunde, met goede 
voorbeelden, geeft Devlin [4]. Veel uitvoeriger, speciaal over bewijzen in de 
wiskunde, is het uitstekende Velleman [15]. Nederpelt [11] gaat uitvoerig in op 
de taal v·an de wiskunde en de vorm van bewijzen, maar is ook moeilijk. 



• 

3.1 et Verzaineling-begrip 

Verzamelingen spelen een fundamentele rol in de hedendaagse wiskunde. Be
kende en vertrouwde voorbeelden van verzamelingen zijn lN --- de verzarr1eling 
van natuurlijke getallen 0, 1, 2, ... ; _ --- de verzameling van gehele getallen 0, 
1, 2, ... , -1, -2, ... ; (Q -- de verzarr1eling van rationale getallen (breuken), en 
IR - de verzameling van alle reele get all en. 

Een bevredigende definitie van het begrip verzameling is niet goed mogelijk; 
de gebruikelijke axiomatische benadering is die van Zermelo en Fraenkel (ZF). 

Axiomas vs. Stellingen, Primitieve Begrippen vs. Definities. Zoals al 
gezegd, in de wiskunde wordt de waarheid van een bewering gewoonlijk vast

gesteld door een bewijs. De meeste be\vijzen rnaken ge bruik van hypothesen 
die eerder bewezen zijn. Om ergens te kunnen beginnen moeten sommige be
weringen worden geaccepteerd zonder bewijs. De keuze, ,velke <lat zijn, is soms 
nogal willekeurig, maar soms ook niet ( criteria: eenvoud, intuitieve evidentie), 
of wordt bepaald door natuurlijke afperking van het onderwerp (een bewijs kan, 
binnen de gegeven context, niet voorhanden zijn). Zander bewijs geaccepteerde 
beweringen heten axiomas. Voorbeelden hier zijn de soms genoen1de verzame
lingstheoretische axiomas van ZF zoals Extensionaliteit 3.2. Verder warden als 
axioma geaccepteerd het principe van Volledige lnductie 6.1 voor de natuurlijke 
getallen en sommige eigenschappen van de ordening van de verzameling lR van 
reele getallen (Sectie 10.4 blz. 141). Beroemde axiomas zijn die van Euclides 
voor de meetkunde. 

Bewezen beweringen heten stellingen ( als ze een belangrijk geacht inzicht 
vertegenwoordigen), lemmas (als ze als hulpje dienen in andere bewijzen), of 
proposities. 

Een analoge tweedeling doet zich voor t.a. v. begrippen. Gewoonlijk worden 
nieuwe begrippen gedefinieerd door definities die hun betekenis ondubbelzinnig 
vastleggen in termen van andere begrippen. Maar tenslotte moet natuurlijk 
van bepaalde, zgn. primitieve begrippen warden uitgegaan zonder <lat daarvoor 
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definities (kunner1) warden gegeve11. Voarbeelden van begrippen die hier als 
primitief worden beschouwd zijn: verzameling ( een reductie tot andere begrip
pen is problematisch) en natuurlijk getal ( een verzamelingstheoretische definitie 
is mogelijk maar wordt niet gegeven). Een gedefinieerd begrip is dat van een 
f·unctie. 1v1aar: in een behandeling waarin het verzamelings begrip niet centraal 
staat zou dat heel goed als primitief kunnen warden beschouwd. 

Georg Canto1· (1845-1915), de grondlegger van de verzamelingentheorie, gaf 
de volgende omschrijving. 

Het Comprehensie-principe. Een verzameling is de sarrien'vatting tot een 
geheel van bepaalde wel-onderscheiden objekten van ons denken. 

De objekten die op deze manier tot een geheel warden samengevat heten de 
elementen van de verzameling. 

Gewoonlijk worden voor de elementen van een verzameling objekten ge
bruikt, die zelf geen verzameling zijn. Omgaan met zulke verzamelingen is 
1neestal onproblematisch. Maar er wordt nergens uitgesloten dat elementen ook 
verzamelingen zijn, en dat je in de praktijk dus verzamelingen van verzamelingen 
van . . . verzamelingen kunt tegenkomen. 

3.1 Notatie. 

1. Als het objekt a tot de verzameling A behoort, dan h,eet a element van 
A. Notatie: a E A. 

2. Als a geen element van A is, d.w.z. als ,(a EA), dan wordt dit geschreven 
als: a(/. A. 

D O·E1N·· 1 d)N 1 E If\ us., . . ·. . ·.· . ' 2 v::. . ' 2 ~. 

Ben verzameling wordt volledig door zijn €1ementen bepaald: cl.at is d·e in
houd van het volgende Extensionaliteitsaxioma. 

3.2 Extensionaliteits Axioma. Verzamelingen met dezelfde elementen zijn 
g.e,lijk. M. a. w., voor alle verzamelingen A en B geldt 

• Vx[x E A ¢> x E B] = .: ::·> A == B. -I 

In deze formulering zijn verschillende variabelen gebruikt voor twee verschillende 
soorten van objekten: ho,ofdletters A er1 B voor verzamelingen en een kleine 
letter x voor willekeurige dingen. Zie Opmerking 1.12 (blz. 14) over soorten. 
N.B.: de 01nkerir1g van dit axioma, dat. gelijke verzamelingen dezelfde elementen 
hebben, spreekt vanzelf. 
Extensionaliteit maakt deel uit van iedere gangbare axiomatiek, i.h.b. van ZF. 
Somn1ige andE~1·e axion1as warden vermeld op de daartoe geeigende plaats. 
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3.2 oe Noteer Je een Verzarneling 

f~et1 verzan1eling rnt~t rtit~t, t,eveel ( ir1 it~<:ler gE~,ral: <~ir1<iig V()<~l) E~lerr1<~11t<:~r1 ll-1, ••• , CLr, 

kan w<:>rdt~n aar1gegE~\t"er1 111<:~t, <it~ r1otat,ie 

{ a, l ' ... ' ar, } 

ciie dt~ elerr1e11ten ,,.ar1 <iE~ verza1nelir1g ops<)1r1t. Het, Extensi<)r1aliteitsaxion1a zegt, 
dat, deze Il()t,atie E~er1 well)epaa,lcle verzan1E~lir1g vastlE~gt. Dt1s, {0~ 2, 3} is de V{~r

zan1eling waarvan cie elernl~r1ter1 zijn: 0, 2 E~11 3. Er geldt ker-111t~lijk 3 E { 0, 2, 3}, 
n1aar 4 ¢ {(), 2, 3}. Natt1urlijk geldt bijv<)<~>rbt~eld, clat {(), 2, 3} = {2, 3, O} 
{ 3, 2, 2, 0 }: al dE~ze verzameli11gt~I't l1ebben irr1111ers dezelfde elt~rner1tt~n. 

• Volgordt~ en }1€~rl1alingen in (le ()})Sorr1rr1ir1g zijr1 irrelevar1t. 

Eer1 vrerzameling met (011eindig) veel el,~rr1enten kan zo r1iet, warden weergege
ven, tenzij er sprake is van een dl1idelijk .c;ysteerri in de opsorr1mi11g. Bijv<><)rbeeld, 
1N = {O, 1, 2, ... } is de verza111eli11g var1 a,lle nat11urlijke geta.ller1, en {O, 2, 4, ... } 
de verzamel.ing van alle even nat,uurlijke getallen: waar ' ... ' hier Vt")or staat, is 
wt~l duidelijk. Iv1aar vaak is l1et beter, c>rr1 ' •.. ' te verrr1ijden, en V()or ee11 a11clere 

ornschrijving te kiezen. 
Als E een eigenschap is van objecten, dan wc)rdt rr1et <ie r1otatie E(x) be-

doeld, <lat l1et dir1g x de eigt~nschap E heeft. De abstr·ac:tie-1-1otatie 

{ x I E(x) } (3.1) 

( ook \\rel: { x : E( x)}) staat voor de verzameling van alle dir1gen x die de eigen
schap E hebben. Dus, voor ieder ding a is de uitdrukking 

a E { x I E(x) } 

equivalent met 
E(a). 

Wegens het Extensionaliteitsaxioma kan inderdaad worden gespr()ken van de 
verzameling van dingen x waarvoor E(x) geldt. 

Merk ook op, dat het object { x I E( x)} in geen enkel opzicht van de ( waa.rde 
\,'lln de) va.riabele x afhangt. Dus: de abstractie-notatie bindt kennelijk de erin 
optredende variabele: een nieuw voorbeeld van variabelenbinding. 

In de regel zal E betrekking hebben op de elementen van een vooraf gegeven 
verzameling A. Dan is 

{xEAIE(x)} 

de verzameling van alle elementen van A die eigenschap E hebben. Zo kan de 
verzameling van even natuurlijke getallen warden aangegeven door 

{ n E 1N I n is even } . 

Een variatie op deze notatie is de volgende. Als f een operatie is die abjecten 
toev1'oegt aan objecten met de eigenschap E, dan staat de 11otatie 

{ /(x) I E(x) } 
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voor de verzameling van alle dingen van de vorm f ( x) waar bij x eigenscl1ap E 
n1oet hebben. Bijvoorbeeld 

{ 2n In E 1N} 

is "'reer een andere notatie voor de verzameling van even natuurlijke getallen. Als 
f of E nog andere parameters naast x bevatten, dan kan deze notatie overigens 
dubbelzinnig worden, omdat niet meer duidelijk hoeft te zijn, welke variabele 
als gebonden moet worden beschouwd en welke als vrij. En er is altijd een 
alter11atief <lat niet dubbelzinnig is: 

{ f(x) I E(x)} { y I 3x [y == J(x) A E(x)] }. 

*Russell paradox. Het is niet zo, <lat iedere eigenschap E een corresponde
rende verzameling {x I E(x)} heeft. Cantor wist <lit al (hoewel zijn Compre
hensie Principe anders doet vermoeden), en Russell gaf een bizonder eenvoudig 
voorbeeld van een eigenschap zonder corresponderende verzameling, gedefini
eerd door de conditie x ff. x. Als R = { x Ix ff_ x } een verzameling was, dan 
gold kennelij k wegens het voorafgaande, <lat 

een propositionele contradictie. (Wat kan de waarheidswaarde zijn van de be
wering R E R?) Het verrassende inzicht, dat Cantor's Comprehensie Principe 
contradictoor is, staat bekend als de Russell-p,aradox. 

Met het aannemen dat, voor gegeven verzameling A en eigenschap E, { x E 
AJE(x)} altijd een verzameling is - dat is Zermelo's Aussonderung of Separatie 
Axioma - kunnen we daarentegen niet in de problemen raken. 

Als E een willekeurige eigenschap is, i.h.b. als E niet met een verzameling 
correspondeert, dan heet { x l E( x)} wel een collectie of klasse. Zie de volgende 
opgaven voor meer voorbeelden. Later wordt beargumenteerd, dat de klasse 
van ordinaalgetallen geen verzameling is (zie Sectie 10.5). Overigens zullen de 
termen collectie en klasse hier meestal als synoniemen warden beschouwd van 
verzameling. 

Opgaven 

15 • Bewijs1 dat { { 1, 2}, { 0}, { 2, 1}} = { { 0}, { 1, 2} } . 

16 • • Bewijs dater geen verzameling is, corresponderend met de eigenschap F(x) == 
er is geen oneindige rij xo = x 3 x 1 3 x2 3 .... 

1 7 "9 • Be,vijs: ie,dere verzameling A heeft een deelverzarrieling B c A ( zie Defini
tie 3.3) z6dat B (/. .. 4. (Dus, er bestaat geen verzameling van alle verzamelingen.) 
Aanwijzing. Gebruik de Russell-eigenschap of de eigenschap F van Opgave 16. 
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3.3 Bizondere erzarnelingen 

Verzamelingen met maar een element heten singleton.s. DE~ verzarr1elir1g ,vaarvar1 
a het enige element is, is {a}; hij heet de singleton van ci. 

Vaak wordt een singleton {a} verward met z'r1 elen1er1t (1.; n1aa.r ir1 de rr1eest(~ 

gevallen is het toch zo, <lat a -/=- { a } . Bijvoorbeeld, vc)or a == { 0, 1}: { (), 1} I
{ {O, 1} }. Want: {O, 1} heeft twee elementen: de g(~taller1 () er1 1, er1 { {O, 1}} 
heeft er maar een: de verzameling {O, l}. 
Voor ieder ding x geldt 

x E { a } d.e.s.d.a. x == a. 

Een verzameling van de vorm { a, b} heet een ( ''ongeordend'') paar·. Natt1ur
lijk, als a == b, dan is het paar { a, b} feitelijk ee11 singleton. 

Tenslotte is er zelfs een verzameling zonder elementen: de lege verzamelin_q. 
Dit curieuze objekt is vaak een bron van verdriet voor de beginne11de student 
en (daarom?) van vermaak voor de cognoscenti. De notatie voor de lege ver
zameling is 0. (Dat 0 bestaat, volgt uit het Aussonderung Axion1a. Als A een 
,villekeurige verzameling is, dan geldt <lat 0 == {x EA Ix i- x}.) Natt1urlijk is 
er maar een lege verzameling: <lit volgt v\-reer uit het Extensionaliteitsaxic)rna. 

Voor ieder ding x geldt kennelijk 

Opgaven 

18-ta Bewijs: 

1. { a } = { b } d.e.s.d.a. a = b, 

2. { a 1 , a2 } = { b 1 , b2 } d. e. s. d. a. a 1 = b 1 /\ a2 = b2 , of: a 1 = b2 I\ a 2 = b 1 . 

19 • Beargumenteer, <lat (/J # {0}. En <lat {0} # { {0} }. 

De vraa.g, of de vergelijking: a { a } oplossingen heeft (of, algemener, of er 
verzamelingen a zijn, waarvoor a Ea) wordt door de verschillende axiomatieker1 voor 
de verzamelingentheorie verschillend beantwoord. De gedaante van een dergelijke ver
zameling ka.n als volgt worden beschreven: a = { { { · · · · · ·}} }, maar dit is natuurlijk 
geen officiele notatie. Voor het ''wiskundig gehalte'' van de verzamelingentheorie is <lit 
probleem overigens weinig relevant. 

3.4 erzarnelingen algebra 

3.3 Deelverzamelingen. De verzameling A heet deelverzameling van de ver
zameling B, en B omvat A, notaties: A C B en B ::::> A, als ieder element van 
A ook element van B is: 

A C B == Vx (x E A ==::>>XE B). 

Als A CB en A i- B, clan heet A een echte deelverzameling van B. 



A 

B 

Bijv,x:lrbt~~ld, { 0, 2} is t~~n echte dc~l,rerzan·1eling van lN. 
J.Vaarac}itattting. Vaak zie je A C B genoteerd als A C B; de not,atie A C B za.l 

i1·1 ul'n geval wc1rder1 gel)rt1ikt als .. 4 t.:.en echte deelverzameling van B is. 

E verstis c. BeginI1ers verwarren vaak E en C, maar deze relaties zijttoch l1eel 
w~rscbi.l.lend. Bijv(><>rbeeld, .,4. C B impliceert dat .. 4. en B beide verzan·1elingen 
zijn, terwijl o e B alleen in1pliceert, dat B er een is. Aangen()mer1 dat getallen 
goon vetua1el.ingen zij11 geldt dat l E {O, 1, 2}, maar I(/_ {O, 1, 2}; ter'\\~ijl {1} C 
{O, 1, 2}, en {l} ¢ {O, 1, 2}. (Z.ie ook Op,gave 17.) 

3 .. 4 Stelling. Voor alle verzamelirigen A, B, C geldt: 

1. ecA., 

J. AC .. 4. 

3. A C B A B C A ::::::•::::> A = B 

B C C : ::.=~> A C C 

(refiexiviteit), 

( antisymmetrie), 

( transitimteit,). 

Bewijs. 1. 8 C A zegt: Vx(x E 9 ==> x E A). Nu geldt dat, ongeacht de ke11ze 
van x, de implicatie x E I => x E .. 4 waar is: het linkerlid is immers altijd 
o,itM•r. Zie d,, waa.rheidsta!el van de implicatie. Dit is een var1 die ge,rallen, 
waarin een implieatie "triviaa.l waar~ is. 
2. Een implicatie ~EA => x E A is wa.ar, ongeacht de keuze van x. 
~ D' * . .. .h "' E t . -·1• t ·t · · · t d "· ', 1~ is prec:1es · .. · e·, ,·x,ens.10.n.,.,1 e1 sa:xioma -, ··~ 1n een 1e s an· ere vorm. 
4. ()nderst,el, d&t A C B en B C C. Neem een willekeurig element x var1 .. 4.. 
Wegens de ~~rste onderstelling geldt dax1 ook x E B. D·e tweede onderstelling 
levert de roncluQe, dat x € C. 
Er is 11u bewezen (VI), dat Vx{.x E A ::::>- x EC), d.w.z. <lat A C C . 
. Het laatste 11itvoeriger, 1net vermelding van de regels van Hoofdstuk 2: 
Gege1Jera.: .. 4 c .B (i), BC ·C (ii). 
Tt:! Be-.njzen: ~4 C (;. 

Bew,js: M.a.w., \/x(x E A =;> x E C). L.aat dus (aar1sturend op VI) x een 
"1. • 11 i.. • '' d·. . . w1. ea.eung · .· ,1t1g :ttJn. 
Claim. :e E .. 4 ~ x E C. 
()nderstel ixnrners (aansturen<i <lll => I) x E .. 4. Dan geldt volger1s (i) c)ok, da.t 
'"" E B "11 n· du· 1::1 "l'c·lg:r,k"ll,n~ ·(;1· ·)• c·1 .1:lt.·t, ,,'I"' ·E· C ~j : ., '-·~· ·O Y .P_ '--,,,1 '-U ;ii. · .' .. -.lu:· ·· -W · . ..J ._ 

1 ' ' . ' ' ' . -. , 

=> I: Dit t:,ewijst •cle <;lai.111. 
VI: Dit t)e,vi_jst A C C. -l 
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3.5 Doorsnede, Vereniging, Verschil. Onderstel, dat A en B verzamelingen 
•• 

ZlJil. 

1. An B :== { x Ix E A /\ x EB} heet de doorsnede van A en B, 

2. AU B :=== { x Ix E .. 4 V x E B } de vereniging, en 

3. A - B := { x j x E A /\ x ff. B } het versc~hil van A en B. 

In plaats van A - B zie je ook wel de notatie A \ B. 

B 

A 

A-B AnB B- .. 4 

AUB 

n, U versus /\, V. Vaak warden de tekens n en U verward met de connectieven 
/\ en V . Aan Definitie 3.5 is te zien, dat er een nauwe relatie tussen deze twee 
stellen bestaat, maar in hun "'grammaticaal gedrag'' is er een groat verschil: n 
en U produceren, gegeven twee verzamelingen A en B, nieuwe verzamelingen 
AnB resp . .&4UB (dus n en U kunnen alleen voorkomen tussen verzamelingen), 
terwijl met /\ en V (die alleen tussen beweringen kunnen voorkomen) twee 
beweringen <P e11 W tot nieuwe beweringen 'P /\ 'P resp. <P V '¥ kunnen warden 
samengesteld. Het verband wordt duidelijker als je Definitie 3.5 in de vorm van 
een aantal equivalenties giet: 

1. x E An B < > x E A A x E B, 

2. x EAU B < > x E A V x E B, 

3. x E A - B < ;;; > x E A /\ x ¢ B. 

3.6 Disjunct. Verzamelingen A en B heten disjunct als An B = 0. 

Voorbeeld. Voor A {1, 2, 3} en B = {3, 4} geldt: A U B == {1, 2, 3, 4}, 
An B = {3} en A - B == {1, 2}. A en B zijn niet disjunct, want 3 E An B. 

Sommige onderdelen van de volgende stelling corresponderen met onderdelen 
van Stelling 1.5, blz. 10. 

3. 7 Stelling. Voor alle verzamelingen A, B en C gelden de volgende regels: 
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.Y. i! n .B ... ,.~. B n A; Au B Bu .. 4 = = ( commutativiteit), 

( distributiviteit . 

C)t1(it:~rdt~el 3. 7.4 is t~rvoor vera11t.\voordelijk dat in herhaalde doorsneden en ver
f'.~t1iginge11 haa.kjes rr1oger1 worden weggelaten. 

Bewijs. BijvO(:>rl>eeld, de eerste dist,ributie'\\ret: voor een willekeurig element x 

ge)(it 

z e An (Bu C) < .. :: > x E A I\ x E Bu c 
< :: .. :;,- X E A A ( X E B V X E C) 
.. * : . > ( x E .. 4 /\ x E B) V ( x E A I\ x E C) ( 1. 5. 4, blz. 10) 

<::=·: .. ;,,. x E A n B v x E A n c 
-<·: :: > x E (An B) u (~4 n C). 

Conclusie: v(x.,r iedere x geldt: x E An (Bu C) <: -> x E (An B) u (An C). Het 
Ext.ensi()11aliteitsaxior11a zorgt nu voor de gewenste gelijkheid. Het bewijs komt 
kennelijk noor <)p een serie equivalenties; afbreken van de verzamelingstheoreti
sc.he ·uit,drukki.ng m.b.v. de definities van n en U, vervolgens een toepassing van 
de c~rresp<.)nderende distributiewet uit de propositie-logica (in dit geval 1.5.4); 
en d&&rna weer de gezochte verzamelingstheoretische uitdrukking opbouwen via 
de definities. Extensional.iteit vormt het sluitstuk. 
n. e.. d t.. • • l . 
11,~ an· .. ·ere oew1Jzen ver open prec1es zo. -I 

Complement,. Fixeer een verza.meling X, waarvan alle in het volgende be
schou\\1de verz,amelingen deel zijn. Nu kan de volgende notatie worden gebruikt: 

Ac:= X -A 

.. 4.e is bet co·rrip,lement van .. 4 in X. Kennelijk geldt, voor A c X en x E X: 

XE Ac ¢> X </ A. 

N .B.: nogn1aals, de notatie _4c veronderstelt een vaste X ten opzichte van 
\\¥elke de corr1plementatie wordt uitgevoerd! 

Er gelden de volge11de wet ten ( vergelijk weer 1.5): 

3.8 Stelling. 

1. ( .. 4e)c ·"~ A; "'ye. 0; 0c = ..,Y., 

2. AuAc=X;An .. 4c ·0. , 
~'iJ. ..4 C B BC c .. 4 c, 

4. ( .. )4 u B)c = .. 4.c n BC; ( .. 4 n B)c = Ac u BC (wetten van DeMorgan). 
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20. Laat zien, dat: A <t B ,¢:} A - B i= 0. 

21. Bewijs, <lat An B = A - (A - B). 

22 • A, Ben C zijn verzamelingen. Bewijs: ~4 - CC (~4 - B) U (B - C). 

23 • Bewijs Stelling 3.8. 
Voorbeeld. Dezelfde methode als die van het bewijs van Stelling 3. 7 levert, voor x E ... ¥: 

XE (AU B)c -i(x EAU B) 

-i(x E A V x E B) 

,x E A j\ 1X E B 

XE Ac I\ XE Be 

XE Ac n BC. 

M.b.v. Extensionaliteit volgt hieruit de eerste Deiv1organ wet. 

3.9 Machtsverzamelingen. De rriachtsverzameling van een verzameling ""¥ is 
de verzameling p(X) :== {AI AC -'y-} van alle deelverzamelingen van X. 

In de ZF-axiomatiek zegt het Machtsverzameling Axio1na dat iedere verzameling 
een machtsverzan1eling heeft. 
Wegens Stelling 3.4.1/2 geldt altijd, <lat 0 E p(X) en <lat ~Y E p( .. Y). Dus 
bijvoorbeeld, p({0,1}) = {0,{0},{1},{0,1}}. Denk hieraan bij de volgende 
opgave. 

24 • Bepaal: p(0), p(p(0)) en p(p(p(0))). 
Hoeveel elementen heeft p 5 (0) := p(p(p(p(p(0)))))? 
.ttHoeveel paren accolades gebruikt de geexpandeerde notatie voor deze verzameling? 
Hoeveel elementen heeft p(A), als An elementen heeft? 

*Boole algebra. Strukturen van de vorm (p(X), n, u,c, 0, .. Y) zijn voorbeelden 
van boole-algebras. Een boole-algebra is een struktuur met drie operaties ( over
eenkomend met n, U en c) en twee elementen (overeenkomend met 0 en X) die 
onder meer aan de gelijkheden van Stellingen 3. 7 en 3.8 voldoet. 

Een simpel voorbeeld vormt de 2-elementige boole-algebra over p(X) waarbij 
X = { 0} een een-elementige verzameling is (tJ( {0}) = {0, {0}} ). Definieren we 
de waarheidswaarden als W :== {0} en O :== 0 clan zie je dat n, U en c juist 
overeenkomen met de waarheidstafels van /\ , V en ,. 

25 • • Geef verzamelings-algebralsche definities van de waarl1eidstafels van ) en ~ ➔ 

in deze context. 

26 • • Geef een boole-algebra met 8 elementen. 

27 • Onderstel dat f een operatie is en dat E en F egenschappen zijn. 
Geldt nu dat {f(x) I E(x) V F(x)} = {f(x) I E(x)} U {f(x) I F(x)}? 
En hoe zit het met {f(x) I E(x) I\ F(x)} = {f(x) I E(x)} n {f(x) I F(x)}? 
Aanwijzing. Bedenk, dat {f(x) I F(x)} = {f(y) I F(y)}. 



HOOFDSTUK 3. VERZAMELINGEN 

28 • (it1\}tit ,r<)<>r al.le verzar:r1(~lingen .. 4 en B dat (i) p( .. 4. n B) = p(A) n p(B)? (ii) 

1;.i{.~tl l .. J B) = 11(11) U p(B)'? Geef l)e,vijs of t.egen\roorbeeld. 

3.10 Verenigi11.g, Doorsnede. Onderstel dat voor ieder element i E J een 

Vt"fZttrilf!ling ,.4i is g<~gevt~n. 

l. u,~ 
1 

,4i, (it~ ·tiereniging van de verzamelingen Ai, is de verzameling 

{ x ·1 3i E J ( X E ~4 i ) } . 

2. NE~tZ() is n1E / .14i de notat1ie voor de doorsnede van de verzamelingen Ai' 
dat is: dt~ vt~rza111elir1g {x I Vi E I(x E Ai)}. 

Als dt? elt~'tDE!nt-en va.It I verzamelingen zijn, en Ai == i ( i E J), dan heet uiEJ Ai 
ciE~ 1cor1t-tierzarri,?lin.tJ van I; deze wordt geschreven als LJ J. Eveneens in <lat geval 
~.r .. ·•i.•rlf1t n·' ",. ' g·. ,;f,l,s·chr,:t\Ten als n I '!''I ,., ' ~.i ., i € l "' "'l I , 'I.., ~. ' 11.,, ' ' ' • 

\l'«x:,r l1t~t VMk V0<>rko111ende geval van een indexverzameling I = 1N kunnen 
uiEl ,24., en niEl .14, o·ok, wat aar1schouwelijker' Worden geschreven als Ao u A1 u 
141 u • • • en .i4..o n ~41 n .. 42 n · · ·. 

N .. B. Als I .::";~ 0, da11 geldt LJiEI .. 4.i == 0, en niEJ Ai is de collectie van alle 
\rt!rzaznelingt~r1. Ilet laat,ste is weer een geval van een triviaal-ware irnplicatie: 
&ls .l = t, dan is iedere bewering i E J onwaar ( ongeacht i), dus implicaties 
·i E / => z E A, zij11 waar (ongeacht i en x), en alles is element van { x I 'r/i E 
/( % E A,)} '"''. { X I "Ii ( i E J => X E Ai)}. De notatie niE I Ai vooronderstel t 

• · . W r , ', 3/.'). , ' · •, - . · d tl.dtI·:p0 .a&1'llm m,ees a,. , . a . . · . · . 

Het Somversameling Axioma var1 de Zermelo-Fraenkel axiomatiek zegt, dat bij 
iedt~e '\~erzamelin.g l van ,terzamelingen de somverzameling LJ I besta.a.t. 

29• Bewijs: 

hebben, d.an z1Jn .:le gel1Jk. Dwz.: a.ls go(A) = p(B), clan geldt A = B. 

E t . 1· . • X enSl()ll& 1te1t, 
' 

• nc:ltaties vo<)r verza.rnelingen: 

• in<:lt1sie: .. 4 .c· B 
' ' 
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• operaties: n, u, - , c, 

• p(A). 

Vraag: 

• noem een aantal verzamelings-algebrai'sche wetten. 

Literatuur 

Zie voor een beknoptere, praktische weergave van hetzelfde materiaal en dat 
van de volgende twee hoofdstukken Devlin [4]. Het eerste deel van het boek van 
van Dalen, Doets en de Swart [3] is een inleiding in de verzamelingentheorie in 
de Nederlandse taal. Een andere inleiding is Halmos [6]. 
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In <lit hoofdstuk maak je kennis met de verzamelingstheoretische kijk op wis
kundige relaties. Een groot gedeelte van dit hoofdstuk, Sectie 4.3, gaat over een 
veelvuldig voorkomend type relatie: de equivalentierelatie. Hoofdstukke11 9 en 
10 gaan over een andere belangrijke ondersoort: de ordeningsrelaties. 

4.1 eordende Paren en Prod ucten 

Naast de ongeordende paren { a, b} van Sectie 3.3, waarin de volgorde van .. 4 en 
b niet terzake doet ( { a, b} = {b, a}), bestaan er ook geordende paren waarbij 
de volgorde wel relevant is. Het geordende paa1· van de objecter1 a en b wordt 
genoteerd als: 

( a, b) . 

Hierin heet a het eerste element of de eerste coiirdinaat van (a, b) en b het tweede 
element of coordinaat. 

Geordende paren voldoen aan de volgende regel: 

( a, b) = ( x, y) :: -> a == x A b == y. ( 4.1) 

Het geordende paar van a en b legt, behalve de objecten a en b, kenr1elijk ook 
hun volgorde vast: eerst a, daarna b. Een geordend paar ( a, b) is dus iets anders 
dan een ongeordend paar {a,b}: altijd geldt {a,b} == {b,a}, maar (a,b) == (b,a) 
geldt - volgens ( 4.1) - kennelijk alleen in het geval, dat a == b. 
W aarschuwing. Als a en b reele getallen zijn, dan staat de notatie ( a, b) ook 
voor het (open) interval {x E IR I a < x < b }. Verwar deze notaties niet met 
elkaar. 

*Definitie van geordend paar .. Er is een definitie van de notie geordend paar 
mogelijk in verzamelingstheoretische termen, nl. 

(a,b) := {{a},{a,b}}. 

Met deze definitie kun je ( 4.1) bewijzen, maar dat kost nog wat werk. Zie 
Opgave 34. 
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part~r1; l>ijvcx)rl>t~l(i: (a, b, l') := (a, (b, c)), enz. 

4 .. 1 Prt)ducte11• H(~t ( Cartesisch) product van de verzamelingen A en B is de 

.. 4 x B := { (a, b) I a EA I\ b E B }. 

k . k A2 h .. It1 plaats \ran .. 4 x .. 4 . ur1 Je oo sc r1Jven. 

,\Is A t~n B intt~rvallen van reele getallen zijn op de X - resp. Y-as 1n het 
platte vlak, dan b11 "4 x B worden opgevat als een rechthoek in het platte vlak. 
De ,ran het \ 1W"O bekende, f11ndamentele relatie tussen 1R x lR en het platte 
,·lak is verbc)11de11 mt~t de naarn Cartesius (Rene Descartes). 

Opgaven 

S2 • ':foon a.an dat V<lOr verza111elingen .. 4, B, C, D het volgende geldt: 

l 0
, (.a4 x B) n (C x D) = (Ax D) n (C x B), 

2. (ot4 U B,) x C =(Ax C) U (Bx C); (An B) x C = (Ax C) n (Bx C), 

3. (An B) x (C n D) =(Ax C) n (Bx D), 

4. ( .. 4 U B) x (CUD)= ( .. 4 x C) u (Ax D) U (Bx C) U (Bx D), 

5. [(A-C') x B}U{A x (B-D)] C (Ax B)-(C x D). 

'1"•~14. Het eerste gedeelte van onderdeel 2, (AU B) x C = (A x C) U (B x C): 
(C) Onderstel, dat p E (~4 U B) x C. Bijvoorbeeld, p = (a, c), met a E AU B en 
c e C. Dan geldt a E .. 4. of a EB. In het eerste geval geldt er dat p E A x C en dus 
p E (Ax C) U (B x C); en in het tweede geval geldt er da.t p E Bx C en dus eveneens 
, E ( A X C') u ( B X C). 

(:>) O·mgekeerd, onderstel, dat p E (Ax C) U (B x C). Dan geldt p E A x C of 
:, E B x C. 111 bet eerste ge\ra.l besta.an a E A en c E C z6dat p = (a, c); dan geldt 
G e Au B en dui p e (Au B) X C. In het tweede geval bestaan b E B en C E C zodat 
.1> = (b, c); du geidt b EAU Ben dus eveneens p E (AU B) x C. 

Het gevraagde volgt hieruit m.b.v. het Extensionaliteitsaxioma. 

33 ♦ Gegeven 1;ij•n :niet-lege ,re:rza.melingen A en B zodat A x B == B x A. Bewijs, dat 
Al ;: s.• .". n ,. .. 

l. &wij.s, dat 

(:i) {,1~ b} =-~ {a, c} .';•·:~·"· .. > b = c, 

(,ii) { {a}, {a~ b} } - { { x}, { x, y _}} : : ':: ;► a == x A b = y. 
•} N 
"'· ,ii t:"'

111 t~ig«:~tlsch&p 4.1 van geordende paren aarl. Definieer geordende drietallen 
c:l<~:K>r: (a1 b, c) : · (a, (b, c)). Bewijs, da.t (a, b, c) = (x, y, z) => (a = x A b = 
JI JA .. ~ ' , •w '.!" ·). 

~' \ '4i,• - -~ ,,, . 
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4.2 elaties 

Deze sectie behandelt de \.rerzamelingstheoretische definitie van het begrip rela
tie. 

Hoewel je waarschijnlijk niet in staat bent 01n uit te leggen wat je in het 
algemeen onder een relatie verstaat (maar Definitie 4.2 zal daar een eind aan 
maken), ben je desondanks vertrouwd met een aantal co11crete relaties. Bijvoor
beeld, met de gewone ordeningsrelatie < tusser1 natuurlijke getallen. 

Voor iedere twee getallen n, m E 1N ligt vast, of de bewering n < m waar is 
of onwaar. (Bijvoorbeeld, dat 3 < 5 is waar, maar 5 < 2 is onwaar.) Algemeen: 
een relatie is iets dat je twee objecten kunt toeschuiven, en dan vertelt of die 
objecten met elkaar in die gegeve11 relatie staan of niet. Een niet-wiskundig 
voorbeeld is de grootvader relatie: twee mensen staan in die relatie tot elkaar 
als de eerste de grootvader van de tweede is. 

In de verzamelingentheorie is er een handige manier om het relatie-begrip te 
reduceren tot dat van verzameling. Neerr1 bijvoorbeeld weer de relatie < op 1N. 
Associeer met < de verzameling R van geordende paren ( n, m) van nat11urlijke 
getallen waarvoor de bijbehorende bewering n < m waar is: 

R :== { ( n, m) I n, m E 1N /\ n < m } . 

J\tlerk op, dat de bewering n < m nu equivalent is met: (n, m) E R. (Dus: 
(3, 5) ER, (5, 2) ¢ R.) 

In de verzamelingentheorie wordt dit verband gebruikt om het algemene 
begrip van een relatie te definieren. Dus bijvoorbeeld, de ordeningsrelatie < 
van de natuurlijke getallen wordt gei'dentificeerd met de verzameling R. 

4.2 Relaties. Een relatie is per definitie een verzameling van geordende paren. 
In plaats van (x, y) E R- Reen relatie -·- schrijf je in de regel: xRy, of R(x, y). 
Spreek uit: x staat in de relatie R tot y, of: de relatie R bestaat tussen x en y. 
De verzameling Dom(R) := {x I 3y ( xRy )} heet het domein van R, en 
Ran(R) :== {y I 3x ( xRy)} ('Ran' voor het Engelse 'range') het bereik. 

Een productverzameling A x B is kennelijk een voorbeeld van een relatie. 
Een ander voorbeeld van een relatie is de lege verzarneling 0 (het is ''triviaal 
waar'' <lat ieder element van 0 een geordend paar is). 

Dom(R) is de verzameling van eerste coordinaten van geordende paren in R 
en Ran(R) de verzameling van tweede coordinaten van dergelijke paren. 

Dom(0) == Ran(0) = 0, Dom(A x B) = A (mits B niet-leeg is: A x 0 = 0, 
dus Dom(A x 0) = 0!), en Ran(A x B) = B (analoog: rnits A niet-leeg is). 

~ .. 3 Van ... naar, Tussen, Over, Op. De relatie R heet een relatie van A 
naar B of tussen A en B als Dom(R) C A en Ran(R) C B. 
Een relatie van A naar A heet op of over A. 

Bijvoorbeeld, R :== { (1, 4), (1, 5), (2, 5)} is een relatie van (onder meer) {1, 2, :3 
naar (bijvoorbeeld) { 4, 5, 6}. Dom(R) == {1, 2}, Ran(R) == { 4, 5 }. 
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~·•lei R··· £\.&:-.11 rfilati<:~ is op de verzameling .. 4, clan kan het complex (A, R) heel 
L'\. . .;;i · · ,._;, · • . •. • _ • • .2 blz. 4 . De 

,,nflerliggeritlt: VE.~rzameling. . 
t\ls "4 de ""¥ -as in het platte vlak is en B de Y-as, dan 1s een relatie van A 

naa1· B niets anders dan een verzan1eling in het platte vlak. 

Ran(R) 

1. aA := { (a,a.) I a EA}= -{ (a,b) E A2 I a= b,} is een: relatie Oi) A, de 
itlentiteit op A. 

2. ~J\.Is R a~n relatie is tussen A en B, dan is R* :== { (a,b) I bR(JJ, }, cl€· inverse 
var1 R, een relatie t ussen B en A. 

Voorbeelden. 

1. ..4 x B is (ie grc)()tste relatie van A naar B. 

2. 0 is lit\ klei11ste rE:~latie van ~4 naar B. 

3. Laat < de ge\\ronE.~ ordening vai1, zeg, Bl zijn. Dan geldt kennelijk, dat 
<* = >. 
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4. (R*)* == R; ~A== ~A; 0* = 0 en (Ax B)* ==Bx A. 

Hoe definieer je een re la tie? In de praktij k worder1 relaties ge\\·oonlij k 
d.m. v. een conditie op paren objecten gedefinieerd ( netzo als verza1nelingen 
worden gedefinieerd door een conditie op eer1 obje<~t). Bijvoorl)eeld, als R de 
verzameling van alle paren ( ri, m) van gehele get.allen n, m E 7l is, zoclat ( con
ditie) n 2 een deler is van m, clan kan een definitie van R, gebruikmakend van 
het definieerbaar-equivalent-teken == (Definitie 1.1 blz. 2), er als volgt uitzien: 

definieer, voor n, m E 7l: nRm == n 2 is een deler van m. 

'Tussen a en b bestaat een relatie.' In het dagelijks leven mag een bewering van de 
vorm 'tussen a en b bestaat een relatie' ( of 'a en b hebben een relatie') niet ongewoon 
klinken, in de hier gegeven context is dat wel zo. Niet omdat zc)'n bewering fout 
zou zijn, maar omdat hij kennelijk altijd waar is, en dientengevolge bizonder weinig 
informatief. Zie de volgende opgave. (Natuurlijk zijn bewerir1ger1 van de vorm 'a staat 
in relatie R tot b' of 'de relatie R bestaat tussen a en b' gewoonlijk wel informatief!) 

35 4't Opgave. Bewijs: Vx Vy 3R (xRy). (''Tussen iedere twee dingen bestaat (wel) 
een relatie. '') 

4.3 Equivalenties 

Een belangrijk type relatie is de equivalentierelatie. 

4.5 Equivalentierelaties. 
valentierelatie, of kortweg: 
heeft: 

Een relatie R op de verzameling A heet een equi
equivalentie, als R de volgende drie eigenschappen 

I. R is refiexief op A, d.w.z.: 't/x E A: xRx, 

2. R is symmetrisch: 't/xVy (xRy => yRx), 

3. R is transitief Vx't/yVz (xRy I\ yRz ⇒ xRz ). 

Zie de tabel op blz. 118 voor de vraag of een aantal veel voorkomende relaties 
reflexief, symmetrisch of transitief zijn. 

Merk op: R is reflexief op A d.e.s.d.a. LiA C R; R is symmetrisch d.e.s.d.a. 
R* = R. 

Voorbeelden. 

0. De relatie 0 is ( trivialiter) symmetrisch en transitief. 

De relatie 0 is reflexief op de verzameling 0, maar hij is niet reflexief op 
een niet-lege verzameling. 

Dus: de relatie 0 is een equivalentie op de verzameling 0, maar op geen 
enkele andere verzameling. 

1. Laat A een verzameling zijn. 

~A is de kleinste equivalentie op A. A2 is de grootste equivalentie op A. 
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2. De relatie mod(4) :== { (n, m) I n - mis een 4-voud} is een equivalentie op 

~-
3. De relatie rv tussen vectoren in de 3-dimensionale Euclidische ruimte lR3 

- -gedefinieerd door a ~ b == 3r E 1R + ( a = rb) is een equivalentie. 

4. De relatie die tussen twee eindige verzamelingen bestaat als ze evenveel 
elementen hebben is een equivalentierelatie op de klasse van alle eindige 
verzamelingen. 

36 4t Opgave. Zeg van de volgende relaties op IN' of ze a. reflexief (op IN), b~ symme
trisch,, c. ti:ansitief zijn. (Geef je antwoord in de vorm van een 3 x 5-tabelletje.) 
1. 0; 2. Ll.IN; 3. ~; 4. {(2, 3), (3, 5), (5, 2)}; 5. {(n, m) I In - m ~ 3}. 

A'bstra'<i:te equivalentierelaties warden vaak aangegeven met r-.J. of met ~-

4.6 Equirvalentieklassen. Laat R een, equivalentie zijn op A, en a E A. 
De verzameling I a I = I a IR:= { b E A I bRa} heet de R-eq,uivalentieklasse van 
a, of de equivalentieklasse van a modu,/;o R. 
De elementen van een equivalentieklasse heten representanten, van die klasse. 
I.h.b,., a is een rep.resentant van. I a I! ~ waJtt een eu,ivalentierelatie is ~fiJ.lexi:e:ff), en 
aJs bR:a gel'd't «I~ is b ook een represen.tant van I a 1-

E:en e-cq; •. ,· , ·. , en,tiekl·asse I a IR besta:a:t cdg_s 11~it a;l(L~ eerste elem~mtet11 @J E· A van 
goo;rdieDJ€l:e paren: fut R waarvan a het fJUJeeile element is. Ma;a.ir (l)fflJ(d~t R symm,e
trisch is, is dat h.etzelfd~ al·s: alle elemen,ten b in georden.d'e pan~'Th m R w~i;n 
a eve11~ens voorkomt. 

v~rl>ieekten, v0ortgezet. 

1. De equivalentieklasse van a1 E A modulo LiA is {a}. 

D'e enige equivalentieklasse mod·aJo A2 is A ~elf. 

2. ]f}e eq;uivalentieklasse va:ru 2 E 'lli.. imood'u.,lo mod( 4) is de verzaJmleling. 
{., r. ,. -ffii, -2, 2, 6-, 10, 14, ... } = ,c2~ + 4n I n E 7Z } . 

3. De equivalentieklasse van (1, 1, :t) E JR,3 mod:ulo ,-...; is de verzameling 
{(r, r, r) I r > O}: een h,alflijn vanuit de oors-prong, m.u.v. die oorsprong. 
Je ZOU kunnen zeggen dat een eoquivalem.tieklasse hier een richting, is. 

4. De equivalentieklasse van {O, 1, 2} modulo de hierboven gegeven equiva
lentierelatie evenveel elementen te hebben is de collectie van alle drie
elementige verzamelingen. 

(Volgens Russell's definitie van natuurlijk getal is dit het getal drie. Zie Defini
tie 8.17 blz. 110.) 

4. 7 Le1nma. Laat R een equivaleritie zijn op A. Voor a, b E A geldt: 

I a IR = I b IR ¢;,, aRb. 
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Bewijs. => : Merk op, dat a E I a IR ( want R is reflexief). ..i\.ls d us I a IR == 1 b IR, 
clan geldt ook a E I b IR, d.w.z.: aRb. 
-<= : N eem aan, dat aRb. Dan geldt ook dat bRa (R is sj,rrr1rnetrisch.) 
I a IR C I b IR: x E I a IR betekent xRa, en dus volgt xRb (R transitief) en 
X E lb IR-
1 b IR C I a IR: net zo. 
Gelijkheid van de equivalentieklassen volgt uit het Extensionaliteitsaxion1a. 

4.8 Le1111na. Laat R een equivalentie zijn op A. 

1. I edere equivalentieklasse is niet-leeg, 

2. ieder element van A is element van een equivalentieklasse, 

3. twee verschillende equivalentieklassen zijn disjunct. 

Bewijs. 1/2. Omdat R reflexief is op .. 4 geldt voor ieder element a E A: a E I a 1-
3. Onderstel, <lat I a I en I b I niet disjunct zij1·1. Bijvoorbeeld, c E I a In I b I- Dan 
geldt zowel cRa als cRb. Omdat R symmetrisch is, volgt ook aRc. Dus, aRb 
(R transitief). Nu volgt dat I a 1 = I b I met Lemma 4.7. -I 

4.9 Verdelingen. Een collectie vi- van deelverzamelingen van .. 4 heet een verde
ling van A als aan de volgende drie voorwaarden is voldaan: 

1. 0 ~ V 

2. Va EA :3K EV (a E K), d.w.z.: ieder element van A is element van een 
verzameling in V 

3. voor alle K, LEV geldt: Ki- L ⇒ Kn L == 0. 

De elementen van een verdeling heten zijn componenten. 

4.10 Quotienten. Laat R een equivalentie zijn op de verza1neling A. De 
collectie van equivalentieklassen van R, A/ R :== {Ia I I a E A}, heet het quotient 
van A modulo R. 

4.11 Stelling. Ieder quotient (van een verzameling, modulo een equivalentie} 
is een verdeling (van die verzameling). 

Bewijs. Dit is kennelijk niets anders dan een herformulering van Lemma 4.8. 
-t 

Voorbeelden, voortgezet. 

1. A/6.A={{a}~aEA}. 

2. A/A2 = {A}. 
De verdeling 2l/mod(4) van 7l geYnduceerd door de equivalentie mod(4) 
heeft vier componenten: de equivalentieklasse { 4n I n E 7.Z} van O ( die 
ook de equivalentieklasse van 4, 8, 12, ... ,-4 ... is), de equivalentieklasse 
{ 4n + 1 In E 7l} van 1, de equivalentieklasse { 4n + 2 I n E 7l} van 2, en 
{ 4n + 3 I n E 7l}, de equivalentieklasse van 3. 
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:l .. l),fl> ver<ie]i11g R:3 /__,van R 3 heeft als componenten {O} en alle halflijnen 

va.11l1it dt! C><>rspror1g. 

4. *Het qtI<)tit~nt van de c:ollectie van eindige verzamelingen modulo de relatie 
''t'l!verivf_~~l t,:~lementer1'' is -··-volgens Russell-- de verzameling van natuur-

lijkt~ gt:~tallen. 

Dus: iecii~re f:::<:111ivalentie geeft aanleiding tot een verdeli11g van de on,derlig
@:f~ncit: 'v~erza111eling in equivalentieklassen. 

Ht~t l>tr1gt:kf,i.erde is ook waar: dat is de inhoud van de volgende stelling. 
Bij·vcxlrbeE~ld, bij de verdeling van 1N in even en oneven getallen hoort d,e equi
va!entie R dit~ kan worder1 gedefinieerd door nRm := n + m is even. 

4 .. 12 S,telling. /ede·re t1·erdeling (van een verzameling) is een quotient (van die 
vena.meling, modulo een zekere e(Jtiivalentie}. 

~fef,r specifi~!k: Laat i/~ een verdeling van de verzameling A zijn. Dan is de 
relat,ie R op .. 4, gedefinieerd door 

xRy == 3KE\7 (x,y EK) 

(x e& tJ ,eteu~~t van eenzelfde comp,on,ent K van V) een equivalentie op A, ,en 
V is dtt~ calioctie v&n eq ui valentieldassen van R. 

\rolgens Stellingen 4.11 en 4.12 zijn equivalenti,es en verdelingen twee ver
fK"Aijain,pvormen va.n hetzelfde. 

ar• Zijn .@e voi.nde relaties eq_uivdentierelaties op {O 1 2 3 4}? ZoJ·a, .geef de 
•·. , , ' ' . 

.., : ·. · · ~ :veard, .: :. . (en) . 

1. {(O, 0), (0, 1 ), (1, O), (1, 1 ), (2, 2)1 (2, 4), ( 3, 3), ( 4, 2), ( 4, 4)}, 

2, { (·O, O·), ( 0, 3), (0, 4) , ( 1, 1) , ( 1, 2) , ( 2, 1 ) , ( 2, 2) , ( 3, 0) , ( 3, 3) , ( 3, 4) , ( 4, O) , ( 4, 3) , ( 4, 4) } . 

Ant•oorfl bij l. D·it .is itlder ··. · · ·· een equivalentierelatie. De bijbehorende verdeling is 
{{O,l},{2,4},{3}}. 

S8 • Goof de equiv&lentierelaties die horen bij 

l. de verdelin.g {{O}, {l, 2, 3}, {4}} van {O, 1, 2, 3, 4}, 

2. dt~ verclt~ling { { 0, 3}, { 1, 2, 4}} van { O, 1, 2, 3, 4}, 

3. dt~ v,~rcieling van 7l in {n E 7.l j rt< O} en { n E '.7Z I O ~ n }. 

•9· • 4· ,,_,._ { 1· 2 3 4 5 } .:> ,t, .... ¼ • •• 

. ,, ' ' ·, . 
' . ' ' 

1. Is R <~~11 t~<.1u.i'1~alentie t)p .. 4'? Z-c>ja, beantwoord ook 2 en 3: 
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2. bepaal l2IR, 
3. bepaal A/ R. 

40 • Definieer de relatie "" op p(lN) door: A rv B : (A - B) U (B - .. 4.) is eindig. 
(Dus bijvoorbeeld, 1N ,f 0, want (lN - 0) U (0 - IN) 1N U 0 IN is oneindig.) Bewijs 
dat ,.._, een equivalentie is. 
Voorbeeld. f"'.,j is reflexief. Voor een willekeurige verzameling A C lN geldt immers, <lat 

(A - A) U (A - A)= 0 U 0 = 0, en 0 is eindig. 

41 • Definieer de relatie R op de wereldpopulat,ie door: aRb == a en b hebben ee11 

gemeenschappelijke voorouder. Is R transi tief? 
Zelfde vraag voor de relatie S gedefinieerd door: aSb := a er1 b hebben een gemeen
schappelijke voorvader langs de mannelijke lijn (i.e.: ze hebben --· uitzonderingen 
daargelaten - dezelf de achternaam). 

42 • Voor eindige verzamelingen A (0, 1, 2, 3, 4 en 5 elementen en, i.h.a., n elementen) 
tellen we in de volgende tabel: het aantal elementer1 van A 2 , l1et aa.11tal elemer1ten var1 
p(A2

), dat is: het aantal relaties op .. 4., het aantal relaties op A die (i) reflexief, (ii) 
symmetrisch en (iii) transitief zijn, en het aantal equivalenties op .. 4. 

A A~ p(A:&) reflexief symmetriscl1 transitief equivalentie 
0 0 1 1 1 1 1 
1 1 2 1 2 2 1 
2 ? ? ? ? 13 ? 

• • • • • 

3 ? ? ? ? -----·· ? 
• • • • • 

4 ? ? .. ., ? ---- ? 
• • • • • 

5 ? ? ? ? - ? 
• • • ♦ • 

n ? ? ? ? " 

• • • • 

Geef alle reflexieve, symmetrische, transitieve en equivalentierelaties voor de gevallen, 
dat A= 0 (0 elementen) en A== {O} (1 elemer1t). Bewijs <lat er precies 13 transitieve 
relaties zijn op {O, 1 }, en geef de 3 niet-transitieve. Vul getallen in voor de vraagtekens. 
(Antwoorden voor - worden niet gevraagd.) 
Aanwijzing. Het is makkelijker om verdelingen te tellen, dan equivalenties. 

43 • Bewijs: condities 2 en 3 van Definitie 4.9 zijn met elkaar equivalent met: voor 
iedere a E A bestaat er precies een K E vT z6dat a E K. 

44 • A is een verzameling. 
Is de doorsnede Rn S van twee equivalenties Ren Sop A altijd weer een equivalentie? 
En de vereniging R U S? 
Bewijs, of geef een ( eenvoudig) tegenvoorbeeld. 

45 • • Onderstel, dat R en S equivalenties op A zijn z6dat R C S. Bewijs, dat 
iedere S-equivalentieklasse vereniging is (zie Definitie 3.10, blz. 38) van (een of meer) 
R-equivalentieklassen. 

46 ti Gegegeven is de relatie R := { (2, 0), (1, 5), (0, 3)} op de verzameling 
A:={0, 1, 2, 3, 4, 5}. Wat is de kleinste (in de zin van: aantal elementen) equivalentie 
S:) R op A? Wat is A/S? Hoeveel equivalenties zijn er op A die R om,ratten? Geef 
de bijbehorende verdelingen van A. 
Aanwijzing. Vraag je af, welke geordende paren aan R moeten worden toegevoegd om 
er een equivalentie van te maken. (Voor de laatste vraag kun je Opgave 45 gebrt1iken.) 
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47 4 '8 (:;egeven is een rt~latie R op de verzameling A. Definieer aSb == a = b, of er 
is ttrl t~indige rij <1,0, ... , an E .. 4 met: ao = a, an = b, en voor alle i < n: aiRai+1 of 
t1,.+ 1R.a 1 • 'fo<>11 aar1: (i) RCS; (ii) Sis een equivalentie; en (iii) Sis deel van iedere 
R,,.on.1vat.t.en<le eq1.1ivaler1t,ie. 

48. I>efirtief~r <if• relat,ies ,,..,_, e1·1 ~ op ffi. door p r-..1 q == p X q E 7l, p ~ q == p - q E rzz. 
Zijn <iit, equiva.l,~ntit~s·? Zoja., beschrijf de bijbehorende verdeling( en). 

49. Q :- {((),0},{(), 1), (0,5), (5,0), (2,4)}. 
\ran dt~ equivale11tit'?relatie R op {O, 1, 2, 3, 4, 5} wordt gegeven, dat Q C Ren (0, 2) (/;. R. 

1. Beargurnent,eer, dat (1, 5) ER en (4, 5) ~ R. 

2. Geef de ,"'erdeli:r1g die ho,ort bij de kleinste (in de zin van: aantal elernenten) 
equivalt~ntiert~latie :) Q. 

3. v·,:,or hoeveel equivalentierelaties Sop {O, 1, 2, 3, 4, 5} geldt <lat Q C Sen (0, 2) (j. 
S~? Geef cle bijbehorende verdelingen. 

5'0 • Bewijs Stelling 4.12. 

Samenvatting 

D ·-" • "'l~ _, .. .,,,. b . ~1-.gn)u,~ · ..• egr1 pp,en: 

• ~rd,ead paar (a, b), product A x B, 

·• relatie { Dorn, Ran), reiatie op, equivalentierelatie 
. . ' 

• 8lqUi\i~lentieklasse, quotient, 

•~da '!.l!!A 1 • ? o...,,w. • '"· "~::;rz&me 1ng . 

• wa.t is de bij een gegeven verdeling horende e·quivalentie? 

de onderlig-



• 

5.1 Basisbegrippen 

Het functie-begrip is vermoedelijk het wiskundige begrip bij uitstek ·~· · misschien 
belangrijker nog clan <lat van een verzameling. 

Een functie kun je een argument toeschuiven, en levert dan eer1 functiewaarde 
retour. (Op deze manier kun je een koffie-automaat dus opvatten als een functie: 
argurnenten zijn kwartjes of guldens, functiewaarden zijn bekertjes koffie.) De 
verzamelingentheorie heeft de volgende simpele definitie voor de notie van een 
functie, namelijk, als een speciaal soort relatie. 

5.1 Functies. Een relatie f heet een functie of afbeelding als geldt 

( X, Y) E f I\ ( X, Z) E f : : ::= > y == z 

d.w.z.: bij iedere x E Dom(!) bestaat precies een y E Ran(J) z6dat 
(x,y) E /. 
Het definitiegebied of domein Dom(f) van de functie f is {x I :3y ((x, y) E /)} 
- weer dezelfde verzameling (zie Definitie 4.2 blz. 43) als die bij relaties; en 
netzo is Ran(!):= {y I 3x ((x,y) E f)} weer het bereik van f. 
Elem en ten van Dom(f) heten argumenten van f, elem en ten van Ran(f) func
tiewaarden. 
Onderstel, <lat x E Dom(J). Het unieke ding y E Ran(f) waarvoor geldt dat 
(x, y) E f wordt genoteerd als y = f (x). De functiewaarde y heet het beeld van 
x of de (functie) waarde van f in x er1 x l1eet een origineel van y of origineel 
onder f van y. 
Je kunt y := J(x) ook opvatten als het resultaat van de toepassing ( applicatie) 
van J op het element x. 
Dat f ( x) = y geld t word t soms aangegeven met de notatie: f : x 1· • ► Y. 

Vergelijk <le volgende terrninologie met die van 4.3 (blz. 43) voor relaties. 

5.2 Van ... naar, Op, Codomein. Vaak warden functies niet geYsoleerd 
beschouwd, maar in de context van twee verzamelingen: f heet een functie van 
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de verzameling .1¥. naar de verzameling Y, notatie: 

als Dom(J) = X en Ran(f) C Y. (Let op: hier verschilt de terminologie met 

die van 4.3!) In dit geval heet Y het codomein van f. 
Een functie f heet (gedefinieerd) op de verzameling ,.Y als ... Y == Dorri(f). 

Voorbeelden. f :== { (1, 4), (2, 4), (3, 6)} is een functie. Dom(J) = {1, 2, 3 }, 
Ran(f) == {4, 6}. Er geldt (bijvoorbeeld), <lat f: {1, 2, 3} > { 4, 5, 6}. 
Verzamelingstheoretisch wordt de functie f : IN ➔ 1N die gedefinieerd is door: 
f(n) :== n2 + 1, gei"dentificeerd n1et de relatie {(n,n2 + 1) I n E 1N }. Ran(J) ·== 
{1, 2, 5, 10, ... }. 
A .. x, de identiteitsrelatie op X, (Definitie 4.4, biz. 44) is ook een functie ·van X 
na.ar X. Als functie opgevat wordt Llx meestal genoteerd als 1 x. 
Als ... Y c Y, dan geldt natuurlijk ook dat lx : X ~ r"". 
In bet bizonder: voor iedere verzame1.ing Y is 0 = l 0 een functie van 0 naar },r. 

Als f een functie is, dan geldt kennelijk dat f = {(a,f(b)) I a E Dom(f)}, en 
Ran(f) = {f (a) I a E Dom(f) }. 

*Meer argumenten. Functies als boven geintroduceerd hebben maar een 
,argument. In de praktijk komen ook meer-argumentige (b.inaire, ternaire, ... ) 

•• 

functies voor, zoals de optelling en de verme.nigvuldiging op .JN. E.en binaire 
·functievan A .naar B -kan warden gedefinieerd als een een-argumentige functie 
van ... 4 2 na,a.r B, d.w.z., als een functie waarvan de argumenten geordende paren 
zijn. Als f : A2 

> B zo'n functie is, en a1,a2 E A., dan is f((a1,a2)) de 
functiewaarde in het paar ( a 1 , a2 ); maar die schrijf je natuurlijk met maar een 
stel haakj'.es: f ( a1, a2). 

·5 ° ·:er 1... - • .. • d t t c t· 1·· .. k • ·• ? Al J f t. . . · .• d j);if.;1oe ~w,y,s Je ·· a '. wee '1.1.1nc ;aes ge IJ ZlJn. s en g · unc 1es ZlJn 
di,e hetzelfde domein hebben (Dam.;(.!) = Dorn(g)) en daarop dezelfde i'actie'' 
vert.on,en (d.w.z., da.t Vx E Dom(f)(f(x) = g(x))), dan geldt ·-• volgens het 
Extensionaliteitsaxio·ma 3.2, blz. 30 - da·t f = g (ga na). 
Het codomein van een functie speelt een rol bij de begr.ippen compositie en 
surjectiviteit, verderop. Merk op: als f : X , , Y en Y C Y', dan geldt 
natuurlijk ook, dat f : X • ► Y 1

• Soms wordt de functie f in de tweede 
situatie (naar Y') onderscheiden van de functie fin de eerste situatie (naar Y) 
- ook al zijn ze dus volgens onze (verzamelingstheoretische) definities ee,n en 
hetzelfde ding. Dus, functies met verschillend codomein kunnen in deze context 
als verschillend warden gerekend, ook al heh ben ze hetzelfde domein en vertonen 
ze daarop dezelfde ''actie''. 

Hoe definie,er je functies? Onderstel <lat de uitdrukking t(x) een elem-ent van 
1,,,.. bescl1rijft, iedere keer dat x E .Z. Gebruikmakend van :== voor per defiriitie 
gelijk aan (Definitie 1.1 blz. 2) wordt clan een functie f : X ➔ }''" gedefinieerd 
door de sti pulering <lat voor alle x E ~¥.: f ( x) : = t ( x). 
Voorbeelden: 
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1. t(x) is hier de uitdrukking 2x2 + 3: 

Definieer de functie g : IR - JR door g( x) :== 2x2 + 3. 

2. t( x) is hier de uitdrukking 0x y sin ydy: 

Definieer h : ffi ➔ 1R door: h( x) :== 0x y sin ydy. 

*De zgn. lambda-notatie met het A-symbool voor een zo gedefinieerde functie is: 
..\x.t(x) (of, met vermelding van het domein: AX E .. Y.t(x)). Dus, ,\x.2x2 + 3 is 
( een notatie voor) de functie g onder 1, en AX. 0x y sin ydy is de functie /1 <)nder 
2. 
In de uitdrukking Ax.t(x) wordt de variabele x gebonden door A. 

Een voorbeeld van zo'n functie-definitie is de de volgende. 

5 .. 4 Restricties. Onderstel, <lat f : X 11
· en A C .. z. De restrictie of 

beperking van f tot A is de functie h: A ~► Y gedefinieerd door h(a) :== f(a). 
De notatie voor d eze f unctie is l I A. 

5.5 Beeld, Origineel. Onderstel, dat l : .. Y ➔ Y, ~4 C .. Y en B C }J'. 

1. l[A] :== {f(x) Ix EA} heet het beeld of de beeldverzarr,ieling ,rar1 A ondE~r 
f; 

2. 1-1 [B] := {xE .. Y I f(x) EB} heet het (volledig) origineelvan B 011der f. 

Dus: 

1. y E f[A] < > :3x E A(y == f(x)), 

2. x E 1-1 [B] <=> J(x) EB. 

Uit 1 volgt, dat x E A => f (x) E l[A]. Maar: er hoeft niet te gelden, d<1,t 
J(x) E f[A] => x EA. (Voorbeeld: f == {(O, 2), (1, 2)}, x == 0, .. 4 == {l}.) 

Ronde vs. rechte haken. Onderscheid de notaties l(a) (ronde haken) en 
J[A] (vierkante haken): bij de notatie f(a) wordt altijd vooronderstel(i, <lat 

a E Dom(f), en f ( a) is de functiewaarde van a. onder l. Bij f[A] is dE~ voor
onderstelling, dat A C Dom(J), en f[A] is de verzameling van functiewaarder1 
J(x) voor x E A. 
In de gemiddelde wiskundige tekst wordt dit onderscheid overigens niet altijd ge
respecteerd. Er warden dan domweg altijd ronde haken gebruikt en wat bedoeld 
wordt moet uit de context blijken. Meestal is wel duidelijk of je te ma,ken hebt 
met een element of een deelverzameling van Dom(l), ( maar als de elemente11 
van Dom(f) zelf verzamelingen zijn dan kun je een probleem hebben). 

W-aarschuwing. In de uitdrukking J- 1 [B] heeft 1-1 geen zelfstandige bete
kenis. De notatie 1-1 wordt ongelukkigerwijs ook nog gebruikt voor de inverse 
van een bijectieve functie (zie Notatie 5.12, blz. 58). De relatie die de functie f 
66k is heeft altijd een inverse, maar die wordt aangegeven door f* (zie Defini
tie 4.4.2, blz. 44), en deze inverse is niet altijd een functie. Een functie l1eeft niet 
altijd een inverse functie; maar de uitdrukking: 1-1 [B] is altijd gedefinieerd. 
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01>gaven 
51. Bt~kijk tie rt~lat,ie R := {(O, 4), (1, 2), (1, 3)}. 

l. Is R ee11 func:t,it~? 
Z-0ja, be1.)&Al Do·rn(R) er1 Ra,n( R). 

2. tl~rinner: R* - { (b, a) I (a, b) E R} is de inverse van de relatie R. (Definitie 4.4, 

r>lz. 44). ,, 

Is R"' et~n funct,i,~'? 
Z<.>j&, ~!J:>aal Dom(R*) en Ran(R ... ). 

52 • Ga 11a, clat, /{~4.) . Ran(fl .. 4) en f{Dom(f)] = Ran(/); f-
1 
[B] = Dom(! n (Xx 

B)) en f- 1 {R.an(/)] - Dom,(f). 

ss• .. "( .~e: {O,l,2,3}, }' {2,3,4,5}, f = {(0,3), (1,2), (2,4), (3,2)}. Bepaal fl{O, 3}, 

f{{l, 2,3}} en /- 1[{2,41 5}]. 

54• Onderstel, da,t f: X -, ➔ )1' en ACX. Gana, dat /IA= f n (Ax Y). 

55 • G,eg,~~-en is, dat / : A • .. ► Y, g : B - ► Y, en A n B = 0. Bewijs, dat f U g : 

AUB ►\''". 
W~l\lt ~ er ,£out gaan aus A n B -:/= 0? 

57,. · .·· , ven aijn f : .. Y ·"·'•· ➔ }·' 1 A, B C X en C, D C Y. Bewijs: 

1. AC B ~ f[A) C f[B]; 
CC D ·~ /- 1 (C} C /- 1 [D], 

2. f{A U Bl ,_ /[Al U /[BJ; 

J' " n B· · l c· 1· r ·41 n f '(Bl t 4 ' '' ,, ,' . " '' . ' t "'-l '. -, f ';' ; -. .. ; 

ff .. t .,., B] :, fl~(] - /[B], 

,. ,-1 lC u DJ''"'" 1-1 ,{C] u ,-1 1.DJ; 
1-'{C n D] ·· 1- 11c1 n 1-1 {D]; 
,- 1 ~c --- Dl -.,.... 1- 1 1,c1 -.. ,- 1 [ D l , 

4. l{t-· 1 fC}) c C; 

I"' 1 [f{A)j :) .. 4. 

daa /{ }.) 
(~ f 1 ~ ~nv~ludig,~ ,foorbeelden waa:ruit blijkt dat de inclusies in 2 en 4 in het boven-
~\ .. aa:t,de nit,t dtlO:r gelijkheden kunnen worden vervangen. 
\t' «,orb~~ldtt~. 
:It~t· .. la•tst.e onderd1~,l va,n 2, f (t\ ____ B] ::) ff .4.] _ /[B]: 
.. ·.. _ . . , . . . ., . . . . . ., · , = en-y · . a.nwege het eerste 
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Het laatste onderdeel van 3, 1- 1 [ C - D] == f- 1 
[ C] - 1- 1 [ D]: 

xEl- 1 [C-D]-< > f(x)EC-D 

-< ~> ( f ( X) E C) A ( f ( X) (/. D) 

.. ~ )► x E 1- 1 
{ C] A x f/. 1- 1 

[ D] 
-< · > X E ,- l [ C] - f - l [ D]. 

De gezochte gelijkheid volgt m. b. v. Extensionaliteit. 
T.b.v. onderdeel 2, vgl. Opgave 27 (blz. 37). 

5.2 

5.6 Surjectie, Injectie, Bijectie. Onderstel dat f : ""y ~ Y,.. f heet 

55 

1. surjectief, een surjectie, of op }I', notatie: f : ... X' op ➔ }r, als ieder elerr1ent 
b E Y minstens een origineel heeft onder f, d.w.z., als J[ .. X-] == }'"; 

2. injectief, een injectie, of een-eenduidig ( 1-1), notatie: 
iedere b E Y hoogsten.s een origin eel heeft onder f; 

f X 1-1 Yr al • ➔ . s . ' 

3. bijectief of een bijectie als f zowel surjectief als injectief is. 

Een bijectie f : X > X van een verzameling .X naar zichzelf heet ook een 
permutatie van X. 

Voorbeelden. Surjectiviteit, injectiviteit en bijectiviteit zijn bizondere eigen
schappen van functies: de ''meeste'' functies zijn noch surjectief, noch injectief. 
Bijvoorbeeld, sin : 1R > Ill is niet surjectief (bijv. de waarde 2 E IR wordt door 
sin niet aangenomen) en niet injectief (bijv. sin O = sin 1r ). 

lx : X ➔ X is een bijectie, ongeacht de verzameling X. 
Moeilijk voorbeeld: Laat A een verzameling zijn. Volgens Stellingen 4.11 en 
4.12 is de afbeelding die een equivalentierelatie R op A transformeert in het 
bijbehorende quotient A/ R van A modulo Reen bijectie tussen de verzameling 
van equivalenties op A en de verzameling van verdelingen van A. 
Bekijk f :== {(0, 1), (1, 0), (2, 1)}. Dus, Dam(f) == {O, 1, 2}. De functie f : 
{O, 1, 2} --+ {O, 1} is surjectief, maar f : {O, 1, 2} · > {O, 1, 2} is niet surjectief. 
Het surjectiviteits-begrip veronderstelt dus, dat met de functie ook zijn codo
mein is gegeven; zie 5.3 (blz. 52). Maar, ongeacht dit codomein: f is kennelijk 
niet injectief, omdat O en 2 hetzelfde beeld 1 hebben. Deze functie is dus ook 
niet bijectief (ongeacht het beschouwde codomein). 

Hoe bewijs je dat een gegeven functie injectief/s11rjeetief is? De vol
gende implicatie is een nuttige en veel gebruikte manier om uit te drukken dat 
een functie f injectief is: 

f ( X) := j ( y) :: :: :· > X = y. 
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o~~ cc>ritrap(>sit,ie hit~rvan: x -:j:. y : : > J(x) -:j:. f(y), is hiermee equivalent en zegt 
dat verschillt:~ride originelen verschillende beelden hebben. 
Dat J: .. \" ~ }'" surjec~tief is wordt door de volgende bewering uitgedrukt: 

Vb E }''" :la E ..,X" f (a) == b. 

58 • Opgave. Zijr1 de volgende functies injectief/surjectief'? (N .B.: ffi + == { x E IR 

() < x}.) 
(i) si11 : n+ .,.,.+ R, (ii) sin : R , [-1, +l], (iii) sin : [-1, +l] ·· > [ 1, +1], (iv) 
e..ir : JR., + R, (v) tar1: JR, ➔ JR, (vi) log : JR+ > IR, {vii) ✓: IR_+ ~ JR.+. 

6.1 Composities. Neem aan, dat f : X · ➔ Y en g : Y ➔ Z. Dus: het 
codomein van f is gelijk aan het d.omein van g. De compositie van f en g is de 
f1.1r1ctie go J: X -,,, Z (g na f, ook kortweg genoteerd als gf) die gedefinieerd 
·• d 1s oor 

(go J)(x) := g(f(x) ). 

·., I '' d kz .. d b "k 1··k "' fi '' t t· ('·P&c:, eerst f to,e en ve:rvo gens g - ani lJ . e ge ru1 e lJ e pre x -no a 1e 
v~c>c)r functit~applicatie staan f en g jammer genoeg in de, vgl. met de hier te 
land~~ gebruikelijke leesrichting, tegenovergestelde volgorde in de notaties g o J 
en gf voor de compositie.) 

N.B .. : De not.a.tie go f veronder-stelt dus altijd, dat het codomein van f hetzelfde 
is a.ls het d.om1ein van g; verder hebben g of en f dezelfde .domeinen e.n g o f en 
.if!'I .. •·· .. •··· •· ... · £de t"'lOdomeinen. 'II ., 

Von , • · elden. 
In de &naJyse kom j.e veel composities tegen. Bijvoorheeld: als f : 1R > IR+ de 
functie x , • x 2 + 1 is, en g : 1R + ► _]R de fun•ctie x 1 > _ x, dan is g o f : 1R ► lll 
de functie x ., ➔ Jx2 +· 1: (go J)(x) = g(J(x)) = g(x2 + 1) = ✓x2 + I. 
Zie Op,ga\t~ 71, hlz. 60. De compositie f o f van de daar gegeven functie f met 
zi,cb.zelf is {•(0,2), (1, 0), (2, 1), (3, 1), (4, O)}. 

5 ... 8 O,pmerki,ng,. Als f : X , ► ·y, clan geld t dat f o 1 x = 1 y o f == f. 

o,nde:rstel, dat f : ..,}[ > Y, g : Y ➔ Z en h : Z > U. Er zijn nu drie 
rnanieren om een functie van..:'¥: naar Ute definieren: (i) (hog)of, (ii)== ho(gof), 
en (iii) hogof: achterelkaar uitvoeren van f, gen h. Het volgende lemma zegt, 
dat al deze functies hetzelfde zijn; i.h. b. is de compositie-operatie op functies 
d us associatief. 

In het vervolg wordt zo'n compositie genoteerd als h o g o f of kortweg als 
hgf. 

5.9 Lemma .. Als f : ... :¥ , Y, g : Y > Z en h : Z ➔ U, dan geldt (Ji o g) o f = 
hog of .,. ho (go/). 

Bewijs. ()nderstel, dat x E ~X-. Dan geldt: 

(lz. o (go f))(x). 
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De functies (Ii o g) of en ho (go J) hebben hetzelfde domein ( .. ¥) en codomein 
(U) en vertonen op het domein dezelfde actie. Dus zijn ze ( 5.3, biz. 52) gelijk. 

5.10 Lem1na. Onderstel, dat f : _;~ ---+➔ Y, g : Y ~ Z. Er geldt: 

1. g o f injectief > f injectief, 

2. g o f surjectief ~> g surjectief, 

3. f en g injectief > g o f injectief, 

4. f en g surjectief : ~► go f surjectief. 

Bewijs. Voorbeelden. 
1. Gegeven: go f injectief, d.w.z.: (gf)(a1) == (gf)(a2) ⇒ a1 :::::: a2. 

Te bewijzen: f injectief, d.w.z.: f(a1) == f(a2) ⇒ a1 = a2. 

-I 

Bewijs: Neem aan, dat f(a1) == f(a2). Da11 geldt vanzelfsprekend, <lat g(f(a1)) == 
g(f ( a2) ). (Als je g tweemaal hetzelfde argument f ( a 1 ) (== f ( a2)) toeschuift, dan 
levert die tweemaal dezelfde waarde af.) Maar n11 geldt (gf)(a 1) == g(f(a1 )) == 
g(J(a2)) = (gf)(a2). Uit het gegeven volgt dan dat a 1 == a2. 
2. Gegeven: go f surjectief. 
Te bewijzen: g surjectief. 
Bewijs: Onderstel, <lat c E Z. Gezocht wordt een g-origineel van c in }T. Om<iat 
go f surjectief is heeft c een go f-origineel a E X. Dus, g(f (a)) == (go J) (a) = c. 
M.a.w.: J(a) is het gezochte g-origineel van c. 
4. Gegeven: f en g zijn surjectief. 
Te bewijzen: go f is surjectief. D.w.z.: ieder element c E Z heeft een origineel 
onder go/. 
Bewijs: Laat dus c E Z. Omdat (gegeven} g surjectief is bestaat een elerr1ent 
b E Y z6dat g(b) == c. Omdat (gegeven) f surjectief is bestaat een element 
a EX z6dat f(a) == b. Nu volgt (go f)(a) == g(f(a)) == g(b) = c. Dus, a is het 
gezochte origineel. -{ 

Opgaven 

59 "9 Vgl. Lemma 5.10.1. Geef een voorbeeld waarin go f bijectief is, maar g niet 
injectief en f niet surjectief. 
Goed. - Maar heh je niet een eenvoudiger voorbeeld? 

60 al Bewijs Lemma 5.10.3. 

61 6' Gegeven zijn functies f : X > Y en g : Y ➔ Z z6dat hun com positie g o / een 
bijectie is. Bewijs <lat f surjectief is d.e.s.d.a. g injectief is. 

62 6' (V gl. Opgave 10, blz. 26.) Onderstel, <lat lim-i:-oo ai = a, en <lat f : lN > IN een 
willekeurige injectie is. Bewijs, <lat limi-cx, a f (i) = a. 
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5.3 lnversen 

D·e notie \ra,,n eer1 ir1v(~rse \'"ar1 een bijectie is niet erg problematisch. 
IIE~rinr1er: J* .... {(b,(1,) I (a,b) E f} = {(f(a),a) I a EX} is de inverse van de 
£1111<::t,ie f <>pgevat als relatie (Definitie 4.4, blz. 44). 

5 .. 11 Lemn1a. Als J : .. X' . > })'' een bijectie is, dan is J* een functie van Y naar 
.. X die 66k eeri bijectie is. 

Bewijs. f* is een ft1nct.ie: direct gevolg van het feit dat J injectief is. 
J* is t~r1 fl1nctie ()p },. , Dorn,(!*) = Y: direct gevolg van het feit <lat f surjectief 

f* is een functie naar .. X", Ran(J*) C ~X": duidelijk is zelfs, <lat Ran(f*) == X. 
Conciusit:~: /* is een ·-·- surjectieve ~--- functie van Y naar X. 
J* is injectief: Onderstel, dat (b1 , a,), (b2, a) E /*. Dan geldt b1 == J(a) == b2. ~ 

5.12 Inversen. De ''relatie''-inverse J* van een bijectie f wordt in het vervolg 
ge11(lteerd als 1-1 . 1-1 heet de inverse van de bijectie f. 
\1/u,rschuwir1g: de notatie 1-1 ( x) vooronderstelt <lat f een bijectie is. Zie ook 
de eerder gegt:~ven waarschuwing op biz. 53 m.b.t. het gebruik van 1-1 . 

Beha:lve iziversen-zonder-meer zijn er ook nog links- en rechts-inversen. 

5.,13 Links.. eu rechts-inver·seu. Onderstel, dat f : ..rY •·> Y, g : Y ➔ X en 
f o / ·· · l,.t". Da11 heet g een links-inverse van f en f een rechts-inverse van g. 

De conditi,e go J = 1..,x- wil zeggen: als je een willekeurig element a E X neemt, 
daarop f toepast, en vervolgens g op het resultaat f (a), dan hen je weer terug 
bij ,a: g(J(a)) = a. 

Voorbeeld. Als J : JX" ➔ 1,,. een bijectie is, dan is 1-1 : Y ► X zowel links- als 
rechts--inverse van f. 

Hierna Worden o.m. de volgende vragen beantwoord: 

• Wat zijn de eigenschappen van links/ rechts inversen? 

• Welke functies hebben een links/rechts inverse? 

• Hoe 111aak je links/rechts inversen? 

5.14 Eigenschappen. 

1. Rechts-inversen zijn injectief, 

2. link.i-iriversen zijr, surjectief. 

~ 

. . _ 1n s- a s een rec . s-

111 verse f ....... f va11 f. 
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5.15 Lemma. Als g: Y -➔ X en h : Y ➔ X link~9- resp. rechts-inverse zijn van 
f: ..,¥ > Y, dan geldt g h == J*:::::: 1-1 . 

Bewijs. Er geldt (zie 5.8, blz. 56) g == goltr == go(joh) = (gof)oh == I~xoh == h. 
Omdat (5.14) f een bijectie is, geldt J* = 1-1 , er1 <lit is een (zowel links- als) 
rechts-inverse van f. Dezelfde calculatie, met h vervangen door 1- 1 , levert dus, 
dat g = 1- 1 • -l 

Links-inversen 

Als een functie een links-inverse heeft, dan is hij daarvan een rechts-inverse, en 
dus (5.14) is hij injectief. Omgekeerd hebben injecties ( op een uitzondering na) 
links-inversen. 

Laat f: X , Y een injectie zijn. De inverse relatie J* :== {(f(a), a) I a E .. \'"} 
van f is - omdat J een injectie is -- ook een functie. f * is zelfs een injectie. Er 
geldt, <lat J* : Ran(f) ➔ ..,\.'". Als f niet surjectief is, dan is J* geen functie van 
Y,.. naar X. Maar natuurlijk kl1n je J* altijd ( tenminste: als ..,\'" =f. 0) aanvullen 
tot zo'n functie. Opgave 63 vertelt je onder meer, dat zulke aanvullingen altijd 
links-inverse zijn van f. Er geld t d 11s: 

5.16 Le1nn1a. ledere injectie met een niet-leeg domein heeft een links-inverse. 

Opgaven 

63 • Gegeven zijn een injectie f : X ➔ Y en een functie g : Y · > ... Y. Be"vijs <lat de 
volgende twee condities equivalent zijn. 

1. g is links-inverse van f, 
2. f* C g. 

64 • X = { 0, 1} l Yr = { 2, 3, 4, 5}, / = 
Hoeveel links-inversen heeft f? 

{(O, 3), (1, 4)}. Nu geldt dat f : .. X > Y. 

65 • Geef een voorbeeld van een injectie die geen links-inverse heeft. 

Rechts-inversen 

Als een functie een rechts-inverse heeft, dan is hij daarvan een links-inverse, en 
dus (5.14) is hij surjectief. 

Laat f : X ) Y een surjectie zijn. Dat h : }l'" , X rechts-inverse is van 
f betekent: f oh= ly. D.w.z.: h moet een element b E Y afbeelden op een 
f-origineel van b. Omdat f een surjectie is, heeft iedere b E Y een f-origineel 
(misschien zelfs rneer clan een). Een rechts-inverse h van de surjectie J : X ► Y 
wordt dus verkregen door het kiezen, voor iedere b E }I'", van een f-origineel als 
h-waarde h(b) van b. Dit bewijst het volgende 

5.17 Le1nn1a. Iedere surjectie heeft een rechts-inverse. --1 
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Opgaver1 
66. Hc>,e\'wt~l recl1ts-i1l\rerse11 heeft, de functie { (0, 5), (1, 5 ), (2, 5), (3, 6), ( 4, 6)} (be

•<:hou,vd als functie van {O, 1, 2, 3, 4} naar { 5, 6} )? 

67 • I11 de a.na.lyst~ kome11 veel rechts-inversen voor. De volgende opgaven illustreren 
dat, daar meesta.l eer1 de vo<>rkeur verdient. 

1. :De surjectie f : IR ➔ IR+ \Vord t gedefinieerd door f ( x) : == x 2. Geef drie 
vers<.:l1illende rechts-ir1versen van deze functie. 

2. Zelfde vra.ag v<.1or de surjectie g: [0,1r) ,.,> [O, 1] gedefinieerd door g.(x) := sinx. 

De vc)lgend,e opgave laat zien, dat alle rechts-inversen van een surjectie f 
verkregen worder1 door de inverse relatie f * van f ( die misschien geen functie 
is) te verkleinen tot een ft1nctie. ,. 

GS• Gt,:geven zijr1 een surjectie / : X ·· • • ► Y en een functie h : }'" · · •-~ ... X-. Bewijs <lat de 
voigendce t,vee condit1ies equivalent, zijn. 

1. Ii is rechts-in verse van f, 
2. h Cf*. 

*Functies als verdelingen. In de praktijk worden equivalentierelaties of ver
(le,Ji9,gen ,~ak ingevoerd via een funct·ie. P•ar abus de languf:Lge worden functies 
da.rom §Om,s verdelingen genoemd. V:oorbee1den van zulke functies op de ver-
01'1l:le,~ .. A~1:,E,or ,.Nln ·-'1e mo.nc,t!::ln·. ''de Q,,exe '11'!:.lT'l x'' (ve·rdeel·t de be,vol·king 1·n mannen en ~~~!(b ~L~ .ildrJt -· j ,, -~~-· -_ • . I -~- . "I, -V-~,J. ,, . . . ' .. ' ·. . . ~. At- . -~ .' ., . 

vro,uwen), i.'de kleur van x'' (raitiale verdeling), ''de leeftijd van x'' (plm. honderd 
eq\wvalentieldassen ). De volgende opgave legt nit hoe dit in zijn ·werk gaat en 
vr aa.n te tonen dat iedere equivalentierelatie z6 kan worden verk·regen. 

•• La.at f : A ... ,, ... -> I een surjectie zijn. Definieer de relatie R op A door: 
/(s) = f(b). D·ns, R = {(a,b) E A2 l f(a) = f(b)}. Bewijs: 

1. R iii een equivalentie op A 1 

2. A/ R ,.· {1- 1 [{ i}J I i E I}, 

J. bij iedere equi"\lralentie S op A bestaat ~en functie g op A z6dat aSb -¢;> g( a) = 
g(b). 

70 • G·e.geven is f : A • ) B; .4. :/= 0. 

1. Bewij·s: a.ls f een injectie is dan bestaat bij iedere g : A ➔ C een functie 
h : B - ➔ C z6dat g .· hf. 

2. Bewijs: als bij iedere g : A ) C een functie h : B ) C bestaat z6dat g = hf, 
dan is f ee1.1 injectie. 

714 
tabel: 

D,e functie f : {O, 1, 2, 3, 4} 

X 

f(x) 
(f f)(x) 
(f f f)(x) 

► { 0, 1, 2, 3, 4} is gedefi.nieerd door de volgende 

0 1 2 3 4 
1 2 0 0 3 
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1. Bepaal de composities ff, ff f en ff ff door verder invullen var1 de tabel. 

2. Hoeveel elementen heeft de verzameling {/,ff, ff f, ... } '? (N.B.: de elementen 
van deze verzameling zijn dus functies!) 

3. Geef een voorbeeld van een functie g: {0,1,2,3,4} ► {0,1,2,3,4} z6dat 
{g, gg, ggg, .. . } 6 elementen heeft. 

72 • Gegeven is een eindige verzameling .. 4 e11 eer1 bijectie f : A -> .. 4. f 1 = f, 
f 2 = ff, / 3 = ff f , ... zijn dan allemaal bijecties : A > A. 

1. Bewijs dat ergens in deze rij de bijectie lA voorkomt. D.,v.z.: er is een getal n 
z6dat fn = lA. 

2. Onderstel, dat A k elementen heeft. Kun je een bovengrens geven voor n.? 

73 • Gegeven is een functie h : X · ➔ ..,Y met de eigenscr1ap, <lat hhh = lx. 
Bewijs, dat h een bijectie is. 
Geef een eenvoudig voorbeeld van een verzamelir1g ... X- en een fur1ctie h : .. Y > .. X' z6dat, 
hhh = lx en hf=. lx. 

7 4 «t- Gegeven is een equivalentie relatie R op een verzameling A. Bewijs: bij iedere 
equivalentie S ::> R op A bestaat een functie g : A/ R ► .. 4/ S met, voor a E A: 
I a Is = g(I a IR)-

75 4'- Bewijs: iedere functie die een surjectieve rechts-inverse heeft is ee11 bijectie. 
Idem: iedere functie die een injectieve links-inverse heeft is een bijectie. 

5.4 *Definieren van Functies en Relaties op 
tienten 

uo-

Opgave 76 beschrijft een probleem dat je geregeld zal tegenkon1er1 ir1 sitt1aties 
waarin een equivalentierelatie een rol speelt. (Hier vind je als voorbeelder1 alleen 
de definities van de arithmetische operaties op kardinaalgetallen e11 hun ordening 
in Sectie 8.5 en die voor ordetypen in Definities 10.5, 10.7, 10.8 e11 10.10.) 

Hierbij is een functie ( of relatie) f gegeven op een verzameling A waarop 
een equivalentierelatie rv is gedefinieerd. Het probleern bestaat eruit te laten 
zien dat een ''soortgelijke'' functie ( of relatie) f"' bestaat op het quotient .. 4/ r,..; 

van equivalentieklassen modulo ""' (Definitie 4.10 blz. 47). De opgave geeft eer1 

conditie waaronder <lit mogelijk is. 

Voorbeeld. A = Zl, ,....., = mod( 4), f == + is de optellings-operatie. Ga na, 
dat aan (5.1) uit Opgave 76 is volda.an. Uit dezelfde Opgave volgt nu, dat een 
operatie +' := +mod(4 ) op 'll/mod( 4) bestaat zo.dat lnl +' 1ml == In + rril: de 
optelling van Zl induceert een ''optelling'' op het quotient 7L/r1iod( 4). Voor deze 
nieuwe optelling geldt bijvoorbeeld, dat 131 +' 121 = 15! == 111-
Hetzelfde verschijnsel doet zich voor t.a.v. vermenigvuldiging x. rvierk op, dat 
voor x' := xmod( 4 ) geldt, dat 121 x' 12I = 141 = IOI: in 'll/rnod(4) is het nul
element te schrijven als product van elementer1 (zgn. nul-delers) die van l1et 

n ul-elemen t verschillen. 



62 HOOFDSTUK 5. FUNCTIES 

Zie verder onder 5.18. 

76 • ()pgave. (_)nclerstel, dat r-.1 een equivalentierelatie is op A en dat f : A 2 
> A 

,~eri (hijv.) l:,inaire fun<~tie is van .. 4 naar .. 4. z6dat aan de volgende con di tie is voldaan 

V'C>C)f alie a, b, x 1 'SJ E .,4.: 

a f"V x I\ b ,_ y = > f ( a, b) "' f ( x, Y). (5.1) 

BE~wijs dat prt~cit:~S eer1 functie 1~ : (AI I°',,,/) 
2 

1~ (!<11, lbl) = If (a, b)!. 

B bestaat z6dat voor a, b E A: 

5.18 Representant-onafhankelijke definitie. De voorafgaande opgave zegt 
a.h.w. dat, or1der conditie (5.1), een functie frv kan warden gedefinieerd op het 
qt1otient .. 4/,-..; door de vergelijking f""'(lal, lbl) = lf(a, b)I-

Behalve dat, c<)nditie (5.1) voldoende is opdat de vergelijking /"'"'(lal, lbl) = 
ff (a, b)I opge\i'"at kan worden als definitie van een functie fr.., is ze ook noodza
kel1ijk. Imn1ers, als x ~ a en y "' b gelden, clan hebben we <lat la[ == Jxl en 
l~f .... - lrl- En clan volgt lf(a,, b)I = f"'(\al, lbl) == /l'J(lxl, IYI) == lf(x, Y) I, dus 
f(a, b) r"'J f (x, y). 

~1et de kreet, clat de ''definitie'' f~(lal, lbl) == lf(a, b)I van frv representant
O'ltGjhafl.kelijk is, d.w.z.: dat de ''uitko.mst'' lf(a,b)I van f"'(lal, lbl) niet van de 
gekozen repr(~sentanter1 a en b van de klassen al en lbl afhangt, wo.rdt b·edoeld 
d&t, aar1 <,unditie (5.1) wordt voldaan. 

Ee& &naloog verhaal gaat op voor het definieren van een-argumentige func
tios"' of relaties, op A/ rv. Zie Opgave 77. 

TT• Oaderstel, dat rv een equivalentierelatie is op A en dat R C A 2 een relatie is op 
A. zooat aan de volgende conditie is voldaan voor alle a, b, x, y E A: 

a rv x I\ b rv y I\ aRb =} xRy. (5.2) 

Bewijs da.t precies €ell rela.tie R~ C (A/ r-..,,) 2 bestaat zodat voor a, b E A: lalR'"'-' Jbl ¢:;i, 

a.Rb. 

18• A • B zij,D. verzamelingen. D·ei:E.ieer ,de relatie rv op A x B door: .( a, b) r-v 

(~,ti) · a · :c. Ga na, <lat "-J. eeA1 equivalentie is op A x B. Geef een bijectie 
: ( .. 4 x B')/ ,...,,,,,, , > A tuss.en het quotient va.n A x B modulo ,-...J en A. Geef, voor iedere 
eqw ·· ·•., tieklaase, een bijectie tussen de k.lasse en B. 

5.5 *Producten en achten 

5 .. 19 Producten, Machten. Onderstel dat voor ieder element i E J een niet

f?nct,1es=f zodat Dorn(f) .... I terwijl voor alle i EI: f ( i) E Xi . 

.(y .. D1t heet een macht. 
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Opgaven 

79 • • Onderstel, dat ... Y- en I n resp. m elementen hebben. Ga na, dat ... Y 1 er nm 
heeft. 
Aanwijzing. Inductie naar m - zie evt. Hoofdstuk 6, biz. 65, voor Volledige Inductie. 

Er zijn nu twee verschillende interpretaties van de uitdrukking X x Y: (i) 
als I1iE{o,I} Xi met .,Yo= X en ..,¥1 = Y, en (ii) als {(x,y) Ix E ~¥ A y E Y}. 

80 f, • Waarom ''kan dit geen kwaad''? 

814• Gegeven zijn de verzamelingen ... Y- en Y. 
Op de functieverzameling yx := {f I f : .. X > Y} wordt de relatie ~ gedefinieerd 
door: 
f ';.::J g == er zijn permutaties i van ... Y en j van }" (bijecties i : X -➔ _y en j : Y -➔ Y) 
z6dat if gj. 

1. Bewijs <lat ~ een equivalentierelatie is op },..x. 

2. Gegeven is <lat Y = {O, 1, 2} en .. Y == {O, 1, 2, 3}. 

824 

(a) Bewijs: als f,g: },.. > ..,Y injecties zijn, clan geldt f ~ g. 

( b) Bewij s <lat { ( 0, 0), ( 1, 0), ( 2, 1)} ~ { ( 0, 1), ( 1, 3), ( 2, 3)}. 

( c) Hoeveel equivalentieklassen heeft ~? Geef van iedere equivalentieklasse 
een representant. 

1. Gegeven zijn verzamelingen X, Y en Z en een functie h : Y > Z. Definieer de 
afbeelding F : Y x > Z x door F (g) : = hg. Bewijs: 

(a) als h een injectie is, dan is F een 66k injectie, 

(b) als h een surjectie is, dan is F 66k een surjectie. 

2. Gegeven zijn verzamelingen X =j=. 0, Yen Zen een functie h : .. Y ·➔ },.._ Definieer 
de afbeelding F: zY > zx door F(g) := gh. Bewijs: 

( a) als h een injectie is, clan is F een surjectie, 

(b) als h een surjectie is, dan is F een injectie. 

San1envatting 

Belangrijkste begrippen: 

• functie, functie op, functie van ... naar, domein, codomein, 

• f(a), Dom(f), Ran(f)., J : X > Y, f: a 1 > b, 

• JIA, J [A], 1-1 [B]' 

• surjectief, injectief, bijectief, 

• compositie go f, 
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• (li11ks-, recl1ts-) inversen. 

• \\1at zijr1 de verbanden tussen injectiviteit en surjectiviteit van functies en 
hu11 <:(>IDp(>sities'? 

• w,elke fur1cties hebben (links/rechts-) inversen, en hoe maak je die inver
sen'? 



• 
• 

Verzamelingen kunnen worden ingedeeld naar grootte. Een eerste onderschei
ding is die in eindige- en oneindige verzarnelingen: het onderwerp van dit hoofd
stuk. De grootte van een eindige verzameling kan warden vastgesteld door zijn 
elementen te tellen. Hier zie je dat het oak mogelijk is om op een precieze ma
nier over de grootte van oneindige verzamelingen te spreken. Het is een van de 
grote ontdekkingen van Cantor <lat er oneindige verzamelingen va.n verschillende 
grootte zijn. Bijvoorbeeld: <Q heeft ( weliswaar meer, maa.r) ---- in de precieze 
betekenis van Definitie 6.6 - evenveel elementen als 1N, terwijl het aantal ele
menten van 1R grater is clan dat van JN. Deze ontdekking is het onderwerp van 
Hoofdstuk 8. 

6.1 olledige lnductie 

1N = {O, 1, 2, ... } is de verzameling van natuurlijke getallen. l\1isschien de be
langrijkste eigenschap van de natuurlijke getallen wordt gegeven door het Prin
cipe van Volledige Inductie, <lat je in staat stelt universele beweringer1 van de 
vorm Vn E 1N E(n) te bewijzen. 

6.1 Volledige Inductie. Voor iedere verza1neling X C 1N geldt: 
alsOEXen\lnElN(nEX ⇒ n+lEX),danX=JN. 

Het principe van volledige inductie lijkt op het eerste gezicht tamelijk flauw: 
het is immers zo overduidelijk geldig. Namelijk, onderstel eens, dat voor X C 1N' 
geldt dat OE X en 'v'nE1N(n E .... X ⇒ n+ 1 EX). Dan is het duidelijk, dat ook 
1N" C .,,J( ( en dus X = JN): 0 E ..,(1(_ geldt per hypothese. Verder geldt i.h.b. (v'E, 
n := 0) <lat OE X ⇒ 1 EX. Dus (MP), 1 EX. Maar ook geldt ('v'E, n := 1) 
dat 1 E X => 2 E X. Dus, 2 E X. Enzovoorts, de hele rij van natuurlijke 

get all en af. 
Maar, ondanks deze overduidelijke geldigheid: het belang van inductie kan 

moeilijk warden onderschat. Het is het belangrijkste, en in essentie het enige, 
instrument waarmee informatie kan worden verkregen over de ( elemer1ten van 
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de) oneindige verzameling 1N, en, meer algemeen, over eindige verzamelingen 
(zie Opgave 98, blz. 73). 

Verzamelingen vs. Eigenschappen. l\1et iedere eigenschap E van natuur
lijke getalle11 correspondeert een verzameling van natuurlijke getallen: { n E 1N I 
E(n.)} (zie blz. 31). \'olledige inductie kan daarom ook met eigenschappen i.p.v. 
rnet verzan1elingen worden geformuleerd, als volgt: 

Als E een eigenschap van natuurlijke getallen is, waarvoor geldt <lat 

(i) E(O), 
(ii) Vn E JN [ E( n) ⇒ E ( n + l)], 

dan geldt dat \inE1N E(n). 

Inductie: -Basis, -Stap, -Hypothese. Opdat E(n) geldt voor alle n E 1N is 
het volgens het inductie principe voldoende om te laten zien 
(i) dat <lit i.h.b. geldt voor n == 0, i.e., dat E(O), en 
(ii) dat dit geldt voor n + I, onder de veronderstelling dat het geldt voor n; i.e., 
dat VnEIN" [E(n) => E(n + l)J. 

Een bewijs van (i) heet de basis van het bewijs met inductie, en een bewijs 
van (ii) de ,ndui'ctiestap. Voor die inductiestap moet kennelijk ( volgens de be
wijstege'ls 'v'I en ► I) voor een w,illekeurlg natuurlijk getal n worden aangetoond, 
da.t E(n + I) ge·ldt, terwijl geldigheid van E(n) als gegeven mag worden aange
nomen. Dit niettwe gegeven heet de inductiehypothese. De aardige bonus van 
een bewijs met inductie is, dat deze inductiehypothese helernaal gratis is. 

Vo-etangels? Klemmen? De eerste keren dat je inductie tegenkomt of induc
tie zelf ptobeert te gebruiken, kan het je mogelijk verontrusten da.t je zomaar 
p,er inductiehypothese aannemen kunt, <lat een willekeurig getal n de betref
fende eigenschap E heeft. Dat is toch immers precies wat er te bewijzen valt? 
Maar door het z6, met de bepaling 'willekeurig' te formuleren, wordt je op het 
verkeetde been gezet: zie de discussie 2.1 (blz. 23) over willekeurige dingen. De 
inductiestap bestaat uit het ·· "js VQ;:n Vn E IN' [E( n) => E( n + 1 )J. Hoe je een 
bewering van deze vorm geacht wordt te bewij,zen lees je bij de b,ehandeling van 
de regels VI (genera.lisatieregel) en ► I ( deductieregel) in Hoofdstuk 2, en <lat 
komt precies neer op wat hierboven is uitgelegd. 

6.2 Inkleding. Volledige inductie ingekleed als bewijsregel (IND) 
schemas op blzz. 24 en 90- kan als volgt warden weergegeven: 

[E(n)] 1 

• 
• 
• 

E(O) E(n + 1) 

'in E(n) 
IND-1, 

-zie de 

Een bewijs van een bewering van de vorm Vn E(n) m.b.v. volledige inductie 
heet een bewijs met ind uctie naar n. Het noemen van de iriductie parameter n 
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is nuttig, i.h.b. als er nog andere parameters in de eigenschap E fig11reren. Vol
gens het hierboven weergegeven schema kan een conlcusie van de vorm \In E( n) 
worden getrokken op grond van (i) een premisse, dat E(O), en (ii) een afleiding 
van E(n + 1) uit de (inductie)hypothese E(n). Bij het trekken van die conclusie 
wordt de hypothese ingetrokken. 

In een gewone tekst kan een bewijs met ind uctie warden gestrukt ureerd 
d.m.v. de volgende aanheffen (zie ook Subsectie 2.1, blz. 15 e.v.). 

Gegeven: ... 
Te Bewijzen: Vn E(n). 
Bewijs: Ik bewijs, met inductie naar n, <lat voor alle n, E(n). 
(Kortweg: bewijs met ind uctie naar n.) 

Basis. 
Bewijs, dat E(O): ...... (1) 

Inductie stap. 
Inductie hypothese (== nieuw gegeven): 

Onderstel dat n een getal is, waarvoor E(n) geldt. 
Ik moet nu laten zien (== nieuw te bewijzen), <lat E(n + 1). 
Bewijs hiervan: ...... (2) 

Uit (1) en (2) volgt nu, met Volledige Inductie, dat \In E(n). 

Inductie vanaf m. Een variant van inductie is inductie vanaf m. Laat m E JN. 
Voor iedere X C N geldt: als (i) m E X, en (ii) Vn ~ m [n E X => n + I E X], 
dan geldt 'inElN[m :( n ⇒ n EX]. 

Er is een variant van volledige induc·tie, Sterke lnductie, die dingen kan 
waartoe gewone volledige inductie niet in staat is. Weer zijn twee formuleringen 
mogelijk: met verzamelingen en met eigenschappen. Hier is de variant met 
eigenschappen: 

6.3 Sterke Inductie. Voor iedere eigenschap E van natuurlijke getallen: 
als YnElN [ (Vm < n E(m)) ⇒ E(n) ], dan geldt VnE1N E(n). 

Sterke inductie is een stelling, omdat je dit principe bewijzen kunt m.b.v. vol
ledige ind uctie: zie hierna. 

Bij het gebruik van sterke inductie is de conditie: Vm < n E( m) de induc
tiehypothese waaronder je E(n) moet zien te bewijzen. De inductiehypothese is 
hier dus ( althans, voor n > 1) sterker dan bij gewone inductie! 

Merk op: bij het gebruik van volledige inductie moet je twee dingen laten 
zien: de basis, en de inductehypothese. Bij het gebruik van sterke inductie moet 
je maar een ding laten zien: er is hier alleen nog een ''inductiestap'': sterke 
inductie kent geen basis! 

Bewijs. (van 6.3.) Onderstel, dat \In E IN [ (Vm < n E(m)) => E(n) ]. (1) 
Definieer de verzameling X door: X :== {n I Vm < n E(m)}. Onderstelling (1) 
zegt juist, dat ieder element van X eigenschap E heeft. Het is dus voldoende 
om aan te tonen, dat ieder natuurlijk getal in .. ¥. zit. Dit gebeurt met gewone 
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vc>lledige inductie. 
Ba~,is. 0 E "'X-. 
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D.w.z.: 'r/rn, < O E(,m). Uitgeschreven: Vm[m < 0 ⇒ E(m)]. Dit spreekt ''van-
zelr' ~ c>mdat er geen natuurlijke getallen m kleiner dan O zijn. Preciezer: de 
irriplicatie 111, < 0 => E(m) is -- ongeacht de waarde van m - waar omdat 
z'r1 linkt~rlid (-rri < 0) onwaar is: zie de waarheidstafel van het implicatie-teken. 
(Dit, is wt~er een van die gevallen waarin een implicatie ''triviaal waar'' is.) 
Iriductiestap. 
()nderstel, <lat (inductiehypothese) n E .,;X". Dit betekent: \:Im < n E(m). On
cierstelling (1) in1pliceert nu, dat ook E(n) geldt. l\1aar clan hebben we dus, <lat 
Yrri < ·ri, + 1 E(ni). En dit betekent weer, <lat n + 1 E .-:Y. De inductiestap is 
con1pleet. 
~1et volledige inductie volgt nu, dat _y = 1N. Volgens de opmerking aan het 
begin geldt nu dat \fnE1N E(n), en dus is het bewijs klaar. -1 

De toepassingen die van inductie warden gemaakt in Sectie 6.2 zijn meestal 
eenv<)ttdig. Een aantal is gebaseerd op de Versie van het inductie principe voor 
eindige verza1nelingen zoals <lat is geformuleerd in Opgave 98, blz. 73. Interes
santere toepassingen zijn te vinden in Secties 6.3 en 7.4. 

Een veelgebruikte versie van inductie is het minimaliteitsprincipe. 

6.4 Minlmaliteits Principe. Iedere niet-lege verzameling van natuurlijke 
getallen keeft een kleinste element. 

Bewijs. La.at A een (niet-lege) verza.meling van natuurlijke getallen zijn. Het 
is kennelijk vo1doende om te la.ten zien dat voor iedere n E 1N geldt: 

n E A => A heeft een kleinste element. 

(Immers, dat .. 4. # 0 betekent <lat er een n E A moet bestaan. Dus volgt uit 
d,eze implica.tie, toegepast (VE) op ee,n dergelijk element n van A, dat A een 
kleinste element heeft.) 
Hier volgt eeu bewijs van deze bewering, met sterke inductie naar n. T.b.v. 
de inductiestap mag je onderstellen dat n een getal is waarvoor je de volgende 
inductiehypothese kado krijgt: 
lnductiehypothese: voor alle m < n: m EA => A heeft een kleinste element. 
Te bewijzen: n E "'4 => A heeft een kleinste element. 
Bewijs: Onderstel, dat n EA. 
(i) rt is (''toevallig'') het kleinste element van A. Klaar! 
(ii) n is niet kleinste element van A. Maar dat betekent <lat een m E A bestaat 
n1e~ 1n < 11,. Inductiehypothese toepassend op m (VE): A heeft ( ook nu) een 
kle1nste E.~lerner1t. -1 

Opmerking. Het bewijs kan ook "rorden uitgevoerd met de logica van Hoofd
st11k 1. Dit is veel omslachtiger dan de hiervoor gegeven redenatie; maar het 
\rc)~rdeel is, dat je ziet <lat het l\rlinimaliteitsprincipe en Sterke Inductie logisch 
gez1e11 op l:1etzelfde neerkon1en. 
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Merk op, dat Sterke Inductie het volgende bewering-sche111a is: 

Vn[Vm < n E(m) => E(n)] => \/11, E(ri). 

Omdat dit geldt voor iedere eigenschap E geldt het i.h.b. voor riegaties va11 

eigenschappen. Dus: 

'v'n[Vm < n,E(m) => ,E(n)] ⇒ \/n-,E(n). 

Transformeer deze uitdrukking nu in vier stappen als volgt. Pas eerst contra
positie, dat is: Stelling 1.5.3, blz. 10, toe. Dan krijg je het equi,,alent 

1\fn-,E(n) => •Vn[\fm < n,E(m) => ,E(n)]. 

Pas nu Stelling 1.10.5 (blz. 12) (en Stelling 1.11, blz. 13) toe. Je krijgt het 
equivalent 

3n E(n) ⇒ 3n,['v'm < n,E(m) ⇒ ,E(n)]. 

Vervolgens gebruik je Stelling 1.5.2 (en Stelling 1.11). Dit leidt t()t: 

3n E(n) => 3n[Vm < n iE(m) A ,,E(n)]. 

Een drietal laatste transformaties (wet van dubbele negatie, commutativiteit 
conjunctie, een kwantor-manipulatie) leveren tenslotte het eindproduct: 

3n E(n) => 3n[E(n) I\ 13rri < n E(m)] 

- en dit is precies het minimaliteitsprincipe (geforrnuleerd 1net eigenschappe11). 

Opgaven 

83 • In 6.2 wordt (i) Volledige Inductie gepresenteerd als bewijsregel, en (ii) de alge
mene gedaante beschreven waarin bewijzen met Volledige Inductie diener1 te worden 
gegoten. Gee£ de bewijsregel en de algemene gedaante behorend bij Sterke Inductie 6.3. 

84 • Bewijs Inductie vanaf m. 
Aanwi1'zing. Pas volledige inductie toe op de verzameling },,.. :== { n I 'm + n E ... lC}. 

85 • Onderstel dat voor X C 1N geldt, dat 1 E .. X" en Vn E Il.\T(n E ..:Y => n + 2 E .. Y). 
Bewijs dat ieder oneven natuurlijk getal element is van X. 

6.5 *Gefundeerd. Een relatie -< op een verzameling A heet gefundeerd of 
welgefundeerd als er geen oneindige dalende rij elementen · · · -< a2 -< a1 -< ao 
bestaat in A. Anders gezegd: iedere rij a0 >- a1 >- a2 >- · · · in A breekt af. 

86 • Bewijs dat < gefundeerd is op ]N: er is geen oneindige dalende rij natuurlijke 
getallen no > n1 > n2 > · · ·. 
Aanwijzing. Toon aan, met sterke inductie naar n, dat: voor alle n E ]N, E(n ); wa.arbij 
E(n) betekent: er bestaat geen oneindige dalende rij natuurlijke getallen no = n > 
n1 > n2 > • · · die begint bij n. 
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87 • Onderstel dat 0 =fa X C IN, en <lat ..:¥. begrensd is, d.w.z.: dat een getal m E 1N 
bestaat zodat voor alle n E ... X-, n ~ m. Bewijs, dat .. X een maximum heeft; d.i.: <lat 
eer1 elemerit m t1an .. Y bestaat z6dat voor alle n E .. Y, n ~ m. 

,.4anwijzing. Inductie naar m. De eigenschap E(m) is dus: iedere niet-lege verzameling 
.. X c l\f waarvoor geldt dat 'in E .. X (n ~ m), heeft een maximum. 

88• On<ierstel, dat voor f: 1N ➔ IN geldt, dat n < ni ⇒ f(n) < f(m). Bewijs <lat 
voor alle n E 1N: n ~ f(n) . 
.. 4.anwijzing. 011derstel (BO) dat een n E IN bestaat waarvoor niet n ~ f(n), i.e., 
waarvoor f(n) < n. Dan bestaat volgens het I\1inimaliteits Principe 6.4 ook een 
k,lt:,inste dergelijke n. Leid hieruit, m. b. v. het gegeven, een tegenspraak af. 

89 • Hier is een bewijs met inductie, dat alle Amsterdammers evenveel haren op hun 
hoofd hebben. Dit volgt uit de volgende bewering voor n = 850.000 ( of daaromtrent). 
Bewe.ring: in iedere verzameling van n mensen heeft iedereen evenveel haren op 
zijn/haar hoofd. 
Bewijs. lnductie ''naar n''. 
Basis. ·n ··- 0 (of n = 1): er v•alt hier niets te bewijzen. 
Inductiestap. Inductiehypothese: het geldt voor verzamelingen van n mensen. 
La.at A nu een (n + 1)-elementige mensenverzameling zijn. Neem p, q E A. A - {p} 
en A - {q} hebben n elementen en dus hebben alle mensen in deze verzamelingen 
eveuveel hmren op hun hoofd. Maar dan hebben p en q dat ook. (: Als r E A - {p, q} 
dan hebben r en q evenveel haren: r, q E A - {p }; en hetzelfde geldt voor r en p. Dus 
hebbn p en q evenveel ha.ren.) 
Verldaa.r het verschijnsel dat de hoofdbedekkingen van de Amsterdammers Patijn en 
Nordholt verschillend van dikte zijn. 

6.2 Gelijkmachtigheid 

Om na te gaan, of twee eindige verzamelingen evenveel elementen hebben, hoef 
je ze niet noodzakelijk te tellen: ze hebben evenveel elementen clan en slechts 
dan als er een bij,ectie tussen hen bestaat. (Soms is het simpeler om een bijectie 
t•e waken dan te tellen: om te weten of er evenveel mensen als stoelen in een 
vol.le ·ta.al zijn laat je iedereen even gaan zitten!) Deze observatie motiveert de 
volgende definitie, die de basis van dit hoofdstuk vormt. 

6.6 Gelijkmachtig. Verzamelingen A en B heten gelijkmachtig als er een 
bijectie van A naar B is. Notatie: A f'.J B. 

6. 7 Flauw Maar Desondanks Belangrijk Voorbeeld. IN is gelijkmachtig 
met z'n echte deelverzameling JN+ := lN - { 0} door de bijectie ( de opvolger-
functie) gedefinieerd door n 1 ) n + l. 

Gelijkma.cl1tig te zijn met een echte deelverzameling is in feite karakteristiek 
voor oneindige verzamelingen: zie Opgave 152, blz. 104. Een echte deelverza
meling van een eindige verzarneling is nooit gelijkmachtig met die verzameling: 
Opgave 1_02, blz. 73. Toepa.qging van het gelijkmachtigheids-begrip op oneindige 
verzarr1el1ngen kan d us voor verrassingen zorgen. 
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De volgende makkelijke stelling zegt <lat de relatie rv eer1 equivalentie is 
op de collectie van alle verzamelingen. (Zie Definitie 8.17, blz. 110, voor de 
bijbehorende equivalentieklassen.) 

6.8 Stelling. Voor alle verzamelingen A, B, C geldt: 

1. A r,JA 

2. Arv B 

3. A r-..J B I\ B r--..1 C = > A r-.J C 

Bewijs. 
1. De identiteitsfunctie lA op A is een bijectie va,n A naar A. 

(re fiexi t,iteit), 

( symtr1.etrie), 

(transitiviteit). 

2. Als J : A > B een bijectie is, clan is de inverse 1-1 van f een bijectie ,ra11 B 
naar A. 
3. Als f : A - > B en g : B > C bijecties zijn? dan is hun compositie go f = gf 
een bijectie van A naar C (zie Lemma 5.10.3/4, blz. 57). -I 

Het prototype van een n-elementige verzameling is {O, ... , n-1}. ( { 1, ... , n} 
is natuurlijk 66k goed.) Dit motiveert onderdeel 1 van de volgende defi11itie. 

6.9 Eindig, Oneindig. 

1. Een verzameling A heeft n elementen als A rv { 0, ... , n - 1}. 

2. A heet eindig als een n E lN bestaat z6dat A n elementen heeft. 

3. Een verzameling A heet oneindig als hij niet eindig is, d. w .z.: als voor alle 
n, A rf {O, ... , n - 1}. 

6.10 Voorbeeld. 
1. 0 heeft O elementen en is dus eindig: als n == 0 da.n geldt immers dat 

{O, ... ,n-1}=0. 
2. Als de verzameling A eindig is (bijv. n elementen heeft) en x is een willekeu1·i.g 
ding, dan is A U { x} eveneens eindig: deze verzameling heeft clan immers n of 
n + 1 elementen, naar gelang x element is van .. 4 of niet. 

De volgende stelling zal niet als een donderslag bij heldere hemel komen ····· 
maar het bewijs illustreert het gebruik van de definities en van inductie. 

6 .11 *Stelling. 1N is oneindig. 

Bewijs. Met inductie naar n wordt aangetoond dat voor alle n E N' geOOdt: 
1N rf {O, ... , n - I}. De inductiestap doet een een beroep op Opgave 90. 

BMis. = _ = . 
' ' - . . . . "" 

elementen van de niet-lege verzameling naar to,e ka.n sturen.) 
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Indttctiestap. 
lndv.ctiehypothese: lN f { 0, ... , n - l} • 
Te bewijzen: 1N f {O, ... , n }. . 
Beurijs: Onderstel, dat t6ch een bijectie van 1N naar { 0, ... , n} bestaat. ( Z1e 
regel ,I van Hoofdstuk 2.) Volgens Opgave 90 mag je wel onderstellen, dat er 
da,n 66k een bijectie f van IN naar {O, ... , n} bestaat, waarvoor f (0) : n. De 

{O, ... , n-1}. Nu geldt, dat IN~ (JN-{O}) (Flauw Maar Desondanks Bela~gri;k 
Voorbeeld 6.7). Conclusie (Stelling 6.8.3): IN" r-..i {O, ... , n-1}. Tege:nspraak met 
de inductiehypothese. -1 

Opgaven 

00 • Onderstel dat .. 4 rv B, a EA en b EB. 
Bewijs, dat een bijectie f : A - ➔ B bestaat 2odat f (a) = b. 
Aanftlijzing. Omdat A l'V B geldt hestaat een bijectie 9 : A ~ B. Als toevallig) geldt, 
da.t g(a.) .. b, dan neem je natuurlijk f: g .. Onderstel dus, dat g(a) = b,,. -/:- 6:. Omdat 
g surjectief is bestaat a' EA z6dat g(a') · b. Ma.ak een pla.atje van de situatie en kijk 
of je de ge,2iochte functie f kan krij,gen door g geschikt te modi:ficeren. 

91 • Gegeven is, dat A f'J· B. M.a.w.: g,e.ge1JJef!!I; wordt een bijectie f : A · ·➔· B. Bewij,s, 
dat p{A) r-v p(B). I\.1.a.w., gevrtul!J~ wo:rdi een hij;ectie t.p: p(A) , ). p{B)-
Ac1twijzi»,. Geef een definitie van de ge21ochte hijectie r.p : p(A} , ... ,> p(B) in de vorm: 
<p(""Y) := · · · (w~bij X E p(A) - je definitie zal vanzelfsp:rekend van de gegeven 
bijectie f : A -, B gehruik moete11 maken). (E:r zijn feitelijk maa,r I 0£ 2 kanonieke 
defi:niiies mogelijk!) Bewijs vervolgens da.t ''jouw" r.p zowel in- als s1:1.rjectief is. 

92 6 Bewijs dat voor iedere ve:rzamelmg A geldt: p{A) "'-J. {O, l }A. 
AcMwi,jzinr;. Associeer met .. X C A zijn kairakteristieke June.tie, dat is de functie Xx : 
A ,,, .. ► {O, 1} gedefinieerd door: ~x {e) = 1 d.e►s.d.a. a E X. De afueelding X 1 >< Xx is 
de ge3ochte hijectie. 

93 • Onde:rstel da.t de verzamelingen A en B gelijkmachtig zijn. Bewij.s: 

l~ aJls A • elementen heeft 1 dan beeft B ook n e}ementen> 

~. a.ls A eindig is, dan is Book eindig, 

3. a.ls .. 4 oneindig is, dan is B ook oneindig. 

94 • f is een fu11ctie. Bewijs, dat f rv Dom(f). 

95 • Gegeven zijn een verzameling A en een equivalentierelatie R op A. V := A/ R is 
de bijbehor-ende verdeling van A. Bewijs dat de ve:rzameling vain alle ve:rdelingen van 
ir gelijkmachtig is met de verzameling van alle equivalentierelaties Q op A wa.a.rvoor 
RC Q. 

966~.~egeven i~~ dat n 1 m E ]I\J en n < m. Bewijs, dat {O, ... , n-1} + {O, ... , m-1}. 
A.a.nu1iJzi1ig. Bew1Js, met inductie naar m, dat voor alle m: Vn < m { O, ... , n - 1 J ,f 
{ 0, ... , r1i - 1}. Gebruik de bewijsmethode van Stelling 6.11. 

97 4 Gegeven zijn .. Y C ll\T en m E 1N' z6dat Vn E X(n < rri). Bewijs dat _,y eindig is. 
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Volgens Voorbeeld 6.10 is 0 eindig en als A eindig is, e11 x is e.o.a. object, 
dan is A U { x} eveneens eindig. In het Ind uctieprincipe \ran de volgende opgave 
komt tot uiting, dat z6 alle eindige verzamelingen word en geprod uceerd. 

98 .. "9 Bewijs het volgende inductie principe voor eindige verzamelingen ( Inductie 
''naar het aantal elementen'' van zo 'n eindige verzameling): 
Als E een eigenschap van verzamelingen is z6dat 

(i) E(0), 
en 

(ii) voor iedere verzameling A en ieder ding x (J. A: 
als E(A) clan geldt ook E(A U {x} ), 

dan geldt E voor iedere eindige verzameling. 
Aanwijzing. Pas volledige inductie toe op de eigenschap E' van getallen, gedefinieerd 
door: E'(n) == V.4[A heeft n elementen ⇒ E(A)]. 

99 • "9 Bewijs, dat iedere deelverzameling van een eindige verzarneling eindig is. 

100 •• Bewijs, dat de vereniging van twee eindige verzamelinger1 eindig is. 

101 '- • Onderstel, dat h een eindige injectie is met Dom(h) C A en Ran(h) C B. 
Laat verder A~ B. Bewijs dat een bijectie f : A > B bestaa,t z6dat f :) h. (Hoe zit 
dat, als niet wordt gegeven, dat h eindig is?) 
Aanwijzing. Inductie naar het aantal elementen n van h. (Het geval ri = l is Op
gave 90.) 

102 tft • Bewijs, dat een echt deel van een eindige verzameling nooit gelijkmachtig is 
met die verzameling. 
Aanwijzing. Inductie naar het aantal elementen van die verzameling. 

103 • Onderstel <lat A en B eindige verzamelingen zijn en f : A > B een bijectie. 
Bewijs: 

1. (B A) rv (A - B), 

2. er is een bijectie g : A U B > A U B z6dat f C g. 

Aanwijzing voor (i): inductie naar het aantal elementen van _4 n B. 

104 •• Bewijs: een verzameling A is eindig d.e.s.d.a. aan de volgende conditie wordt 
voldaan door iedere collectie E C p(A): als 0 E E en VB EE \/a E ... 4. (BU {a} E E), 
dan geldt A E E. 

6.3 

Als de meeste verzamelingentheorie ''zachte'' wiskunde is, clan is kombinatoriek 
<lat gedeelte van de machtigheidstheorie waar de verzamelingentheorie op haar 
''hardst '' word t. 

Hieronder volgen een aantal illustraties die allemaal draaien om de kloof die 
gaapt tussen eindig en oneindig. 

De bewijzen zijn vaak van <lien aard, dat uitschrijven via de bewijsregels van 
Hoofdstuk 2 het bewijsidee niet ten goede komt. Hoewel hier de logische plaats 
is voor de besproken onderwerpen, horen ze qua moeilijkheidsgraad eerder in 
Hoofdstuk 10. 
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6.3.1 Pigeon-hole Principes 

105 "9 Opgave. Bewijs: als J eindig is en iedere .,4i ( i E /) is eindig, dan is LJiEJ Ai 
(Definitie 3.10 blz. 38) ook eindig. 
Aariwijzing. Inductie naar het aantal elernenten van I. 

E(~n pigeon-hole principe heeft de vorm van de volgende observatie: als er 
·',reel'' dt1iven zitten in een duiventil met ''weinig'' vluchtgaten, clan zitten er 
4'veel'' achter een er1 hetzelfde gat. Opgave 105 kan worden geherformuleerd als 
het volgende einclig/oneindig pigeon-hole principe voor verdelingen (Definitie 4.9 
blz. 47): 

ledere verdeling van een oneindige verzameling in eindig veel com
p,onenten heeft minstens een oneindige component. 

Een equivalente forrnulering die gebruik maakt van de functie-vermomming van 
een verdeling is de vc)lgende. Hierin is A de verzameling duiven en f geeft de 
verdeling van duive11 over vluchtgaten. Zie Opgave 69 (blz. 60) voor hoe een 
functie als verdeling kan warden opgevat. 

Als .. 4 oneindig is, I eindig, en f : A ► I, 
da!l bestaan een element i E J en een oneindige 
H C .. 4 2.iodat voor alle a E H, J(a) == i. 

deelverzameling 

Vt'if'@Qtop kom je het aftelbaar/overafte} ·. pigeon-hole pri:neipe tegen (Op
gave 162 blz. 107). Er zijn ook pigeon-hole principes die uitsluite:nd ove:r ein
di!}e ver~elingen ga,an. Bijvoorbeeld: als er 5 duiven zitten achter 2 gaten, 
dan 2:itten er (minstens) 3 achter een gat. Dit lijkt flauw, maa.r heeft toch een 
amaS&nte toepassing in Opgave 107. 

Opgaven 

106 4' (Halmos) Op een bij.eenkomst van 100 person en zijn -hoe kan hei a,nders
sommi1e11 kennissen van elka.ar, terwijl a.nderen elkaa.r niet kennen. Beargumenteer, 
dew•• i••·•·· ·. t pigeon--hole pri»cipe te geb·ruiken, da.t tenminste twee peFSO,Jil.ell het
ze,lfde q-.at«.&' ktmn.issen ( niet: dezelfde kenniseen), onder de aanweaige» hebb.en. 

1 OT• 4 Geef een, li,efst elegant, bewijs voor de volgende bewering: iedere groej> van 
6 personen heeft e·en sub-groep van 3 wa.a.rin hetzij iedereen, hetzij niemand, elkaa:F 
kent. 

A"n'Wijzing. Het bewijs v·an Rams,ey's stelling 6.12 volgt een methode waarmee deze 
opga.ve (ook) kan worden opgelost. 

Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat niet iedere groep van 5 personen een sub-groep 
van 3 heeft waa,rin hetzij iedereen, hetzij niemand elkaar kent. 

d1sJunct1e v-ar1 de forrr1ules 'Pi en /\.iEI 'Pi voor hun conjunctie. 

1 ... 41, • · •, A5 z~jn propositie ,rariabelen. D is de verzameling van 3-elementige 
deelverzamel1nge11 van {1, 2, 3, 4, 5}. (D heeft 10 elementen.) 

!c,_<,rl aaii, <lat~~ formule V XED[l\,:E.,\'.' Ai V Ai.EX ,Ai] een logische geldigheid 
Is In de propc>s1t1ecalculus. 
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2. Gegeven zijn twintig propositie variabelen .. 4.ik (0 ~ i < 5, O ~ k < 4). 

Bewijs dat /\i<5 V k<4 Aik ----, V k<4 vi<j<5(Aik E ➔ Ajk) een logische geldigheid 
is in de propositiecalculus. 

3. Gegeven zijn m x n propositie variabelen Aij (0 ~ i < n, 0 ~ j < m). D is de 
verzameling van alle p-elementige deelverzamelingen van {O, ... , m -1 }. Bewijs 
dat de twee volgende beweringen equivalent zijn: 

(a) iedere verdeling van een m-elementige verzameling inn componenten heeft 
een component met tenminste p elementen, 

(b) de formule tJl(m, n,p) := /\i<m vj<n .4ij -+ V XED vj<n /\iEX Aij is 
propositioneel logisch geldig. 

6.3.2 Ramsey-stellingen 

Het resultaat van Opgave 107 is een zgn. (eindige) Ram,sey-stelling. Een onein
dige versie hiervan zegt, dat iedere oneindige groep van mensen een orieindige 
subgroep heeft waarin hetzij iedereen, hetzij niemand elkaar kent. Hier is een 
kleine generalisatie. (De sociologische toepassing volgt hieruit door de elementen 
van A == Dom(f) te vervangen door rnensen, en voor Ran(f) de 2-elementige 
verzameling { kennen, niet-kennen} te nemen.) Door iteratie kan dit nog verder 
worden gegeneraliseerd naar verdelingen va.n 3, 4, ... -elementige deelverzame
lingen (zie Opgave 110). 

6.12 Ramsey's Stelling. Als f een verdeling is van de twee-elementige deelver
zamelingen van een oneindige verzameling A in eindig veel coniponenten, dan 
bestaat een oneindige verzameling H C A waarvan alle twee-elementige deelver
zamelingen in dezelfde component zitten. 

Bewijs. Het bewijs begint met de constructie van twee oneindige rijen: een rij 
ao, a1, a2, . . . E A, en een dalende rij Ao :) A1 :) A2 :) · · · deelverzamelingen 
van A. (Als de constructie klaar is wordt de tweede rij, die alleen t.b.v. de 
constructie van belang is, weggegooid.) 
Om te beginnen neem je Ao :== A, en a0 E Ao willekeurig. 
Definieer een verdeling van Ao - { a0 } door a , > f ( { ao, a}). Volgens het ein
dig/ oneindig pigeon-hole principe is er een oneindige deelverzameling Ai C 
Ao - { a 0 } van elementen met hetzelfde beeld. Neem voor a1 een willekeurig 
element van A 1 . 

Definieer nu een verdeling van A1 - { a 1} door a , > f ( { a1, a}). Weer is er een 
oneindige deelverzameling A 2 C A 1 { a 1 } van elementen met hetzelfde beeld. 
Gazo door. 
Merk op: na afloop van deze constructie geldt voor de verkregen elementen 
a0 , a1, a2 , ••. dat, als i < j < k, dan geldt ( omdat ai, ak E Ai+l) f ( { ai, aj}) == 
f ( { ai, ak} ). D.w.z.: de f-waarde hangt alleen van het element ai met de kleinste 
index af. 
Definieer een laatste verdeling van {ai Ii E 1N} door ai' ► f({ai,ai+1}). 
Het pigeon-hole principe levert nu een oneindige verzameling H C A met de 
gewenste eigenschap: als ai, ai, ak, az E H, i < j en k < l, dan geldt immers <lat 
J({ai,aj}) == f({ai,ai+1}) = f({ak,ak+1}) = f({ak,al}). -i 
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Opgaven 

109 4 011derstel, dat ro, r 1 , r2, ... E lR een rij onderling verscl1illende reele getallen 
is. Bewijs: er zijr1 no < n1 < n2 < '· · zodat hetzij Tr1.o < T1t1 < Tn2 < . '·, hetzij 
Tn0 > '1"n 1 > Tn2 > · · ·. 

110 • Onderstel dat f een verdeling is van de drie-elementige deelverzamelingen van 
eetl or1eindige verzameling A i11 eindig veel componenten. Bewijs: er is een oneindige 
\rerzan1eling H C .. 4. z6dat alle drie-elementige delen van H in dezelfde component 
zitten. 

111 • Bewijs: bij iedere verdeling van de 2-elementige delen van een 32-elem.entige 
verzan1eling i11 2 componenten bestaat een 4-elementig deel van die verzameling waar
va11 alle 2-elementige delen in dezelfde component zitten. 
Aanwijzing. Gebruik de methode va.n hiet bewijs ve,n Stelling 6.12. 

112 • Bewijs: bij alle n E IN bestaat een m E IN zodat bij iedere verdeling van 
de 2-elementige delen van een m-elementige verzameling in 2 componenten een n
elementig deel van die verzameling bestaat wa.a.rva.n alle 2--elementige delen in dezelfcle 
co,mponent zitten. 
Je hebt gezien, dat m = 6 (m = 32) voldoet als n = 3 (resp., n = 4). Bepaal zo'n m 
voor het geval, dat n ·· 5. 

6.13 Bowen en Paden. 

1. Een pQ..d, in een struktuur B · (B, -<) is een eiooig.e of ,oneindige rij ele
rnenten bo -< b1 -< b2 -< · · · 
Een eindig pad bo -< · · · -< bn ( n ~ 0) is een pad van b0 naar b11 , gaat door· 
bo, ... , bn, en heeft lengte n + 1. 

2. Een boom is een struktuur 8 · (B, -<, w), -< ren relatie op B, w E B, 
wwin voor ied,er element b =f. w precies een pad b0 :::::::: w -< b1 -< b2 -< · • · -< 
.. 1. •·.. ~ b: ,.O.C:,,t 0 at ,~ 11 w n'.:11 'lJl .... b· Un . . u ·. "-1iu a.a.. vq,u . u.,a.,J. • 

Het getal n heet de hoogte van bin B. (De hoogte van w is dus 0.) 

De hoogte van e·en boom is de maximale lengte die een pad door de boom 
kan hebben. Bestaat zo'n maximum niet, clan is de hoogte oneindig. 

3 . . ~ls B = (B, -<, w) een boom is en b E B, dan bepaalt been subb,oom van 
B, t.\\r. de boom Bb = (Bb, -<, b) waarin Bb de verzameling van elementen 
van B is waarheen een pad van b leidt. (Dus, Bw == B.) 

4. Een boom B . (B, -<, w) is eindig vertakkend als bij iedere b E B hoog
stens eindig veel c E B bestaan waarvoor b -< c. 

Zie Sectie 9.5 (blz. 127) voor een alternatieve defir1itie van bomen. 
\ra11 eindige bomen kun je plaa.tjes tekenen. Zie blzz. 79 en 85. 
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6.14 Ter11.1inologie. Boom-terminologie is een eigenaardige ratjetc>e. Elerr1er1ten 
van een boom heten kn open. In een boom B = ( B, -<, tl)) heet u,, cie u,ortel; als 
a -< b geldt dan heet b kind van a, en - je raa,dt het --- a, ouder van b; kinderen 
van dezelfde ouder heten broers, en verdere genealogische ter1ninologie sprt~ekt 
voor zich. 
Kinderloze elementen van B heten toppen of blader·en. 
Een ouder kan verschillende kinderen hebben, maar ieder kind l1eeft precies een 
ouder. De wortel van een boom is de enige wees ( ot1derloze knt1<)p). 
Voor b E B geldt, dat b de wortel is van de subboorr1 Bb van B. 

Voorbeelden. Stambomen. Familieverba11clen leiden op twee natl1urlijke n1a

nieren tot bomen. Onderstel <lat de verzameling B bestaat uit u, er1 al z'r1 ( 'r) 
nakomelingen. Het letterlijk nemen van a -< b als: b is kind van a, levert de 
stamboom (B, -<, w) van w. Maar, je kunt zo'n boom ook de ar1dere ka11t op 
la ten groeien: laat B nu bestaan uit w en al z 'n voorouders. Definieren van 
a <E: b als: a is kind van b levert oak een boom (B,<t,w). BeidE! type11 bornen 
zijn eindig vertakkend. In de tweede soort boorr1 heeft eer1 ~'ouder'' (feitelijk: 
kind) altijd precies twee ''kinderen'' ( feitelijk: ouders ). Deze voorbeelclen illus
treren goed de relativiteit van de begrippen ouder er1 kind, en het feit dat het 
in eenzelfde situa.tie nuttig kan zijn bornen te hebben die v•erscl1illende kanten 
uit groeien. 
Directory-bomen en Unix-commandos. Heb je een account in een computer
netwerk, clan is een voorbeeld van een ( eindig vertakkende) boom de directory
struktuur die aan je home-directory (de wortel van deze bc)om) hangt in het 
computersysteem; <lit is een subboom van de directory-str11ktuur bij de wortel
directory root ofwel /. Bladeren van deze boom zijn ( normaal gesprc)ker1) files. 
Verschillende unix-commandos stellen je in staat door deze boom te klimn1e11 er1 
haar naar wens te modificeren. Bijvoorbeeld, het commando cd directoryname 
verplaatst je van de ouder van de directory directoryname naar de directory 
directorynarne, en cd .. / verplaatst je van een kind-directory naar zijn ouder
directory. Het Unix-commando pwd toont je het ( unieke!) pad ,ran root 11aar de 
directory waarin je je bevindt, ls geeft je antwoord op de vraag, wat de kinde
ren {zowel files als directories) van deze directory zijn, en het, cornrr1ando which 
filenartae toont je het pad van root naar filename. Er zijn ook comman
dos waarmee je de boomstruktuur kunt wijzigen. Bijvoorbeeld, 1·111 filenaroP. 
verwijdert het blad filename. 

Over eindig vertakkende bomen gaat het volgende, klassieke, resultaat. 

6.15 Konig's Lemma. Iedere oneindige, eindig vertakkende boorri heeft een 

oneindig pad. 

Bewijs. Laat B == ( B, -<, w) de betreffende boom zijn. De true is om het pad z6 
te leggen, dat door iedere knoop van het pad oneindig veel eindige paden gaar1. 
Het pad begint bij de wortel w. Merk op dat w zelf de ge\venste eigenschap 
heeft: omdat B oneindig is, gaan er oneindig veel eindige paden door w: naar 
iedere knoop van B een. Ieder pad van w naar een knoop C # w ,ran B gaat 
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dc>c>r eer1 var1 de eiridig veel kinderen b ~ w van w. Eindig/ oneindig pigeon
hc>l(~ principe: oneindig veel paden gaan langs een zo'n kind b >- w. Neem een 
dergelijk kind als tweede knoop van het te construeren oneindige pad. Iedere 
volgeride krioc>p van l1et pad word t netzo gevc)nden met een toepassing van het 
f~ir1liig/oneinclig pige<)n-hole principe. ~ 

Smullyan"s balspel. Smullyan's balspel speel je in je eentje. Hierbij heb je 
een d<)OS rnet eir1dig veel ballen nodig. ledere bal is gemerkt met een natuurlijk 
g<~ta,l. N aast cle doos bevind t zich een zak met netzoveel ( zonodig: oneindig 
\tE..~l) ballen als je maar wilt, en rr1et ieder gewenst nummer gemerkt. Voer de 
volgende l1ar1deling uit. 

Kies eer1 willekeurige bal in de doos. De bal draagt een nummer n. 
Gooi deze bal uit de doos. Kies eindig veel ballen uit de zak onder 
de restrictie dat ze allemaal nummers < n moeten dragen. Leg deze 
baller1 in de doos. 

Het spel bestaat uit de voortdurende herhaling (zo lang als mogelijk is) van deze 
handeling. 

6.16 Stelling van Smullyan. Hoe je Smullyan's balspel ook speelt, 
delijk Jwmt er een moment dat je doos leeg is. 

• • 
onvermiJ,.. 

Je la.e.tB~ handeling ka,n dus niet anders zijn geweest dan bet weggooien van 
een ~-.. - onverva:a.gbare! - bal met n,ummer 0. M.a.w.: de relatie tussen opvol
gende dozen is gefundeerd (Definitie 6.5 blz. 69). Hier volgt een bewijs voor 
Stelling 6.16 via Konig's Lemma. Voor een ander bewijs, zie Opgave 113. 

Bewijs. Gezien de spelregels mag je wel onderstellen <lat jouw doos na een 
handeling is verkregen uit een eerdere doos die maar een bal hevat (met een 
V()ldoend groot nummer). Deze bal beschouw je als <le wortel w van een boom 
B = ( B, -<, w); B is de verzameling van alle ballen die op zeker moment in 
<ie doos zijn (geweest); b -< c geldt ~er definitie als c een van de b,allen is die 
de hal b heeft vervangen. B is dus eiRdig vertakkend. Als je ,doos nooit ieeg 
rm.a.kt ,dan betekent dat, dat B oneindig is: ''uiteindelijk'' heb je imme·rs oneindig 
veel ballen in de doos gedaan. (Eruit trouwens 66k.) Pas Konig's lemma toe 
<>p deze boom. De nummers van de ballen van het oneindige pad vormen nu 
een oneindige dalende rij natuurlijke getallen, in strijd met het feit dat (lN, <) 
gefundeerd is ( Opgave 86). -1 

Hercules en de Hydra. Hier is een, nag onwaarschijnlijker, generalisatie van 
Srr1ullyan 's balspel: het gevecht tussen Hercules en de Hydra. 

Eer1 Hydra is dorn\veg een eindige boorn 1{ = (H, -<, w ). De koppen van een 
Hydra zijn de bladerer1 van de boom die de Hydra ook is. 

He.t g~vecht tusser1 Hercules en de Hydra speelt zich af in een aantal ( eindig 
<)f one1nd1g veel) ronden. In iedere ronde hakt Hercules de Hydra een kop af, en 
de H)rdra, kan hierop reageren door het laten aangroeien van nieuwe tentakels. 
De details zijr1 als volgt. 
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De Hydra bij aanvang van het gevecht is de boom 1-f.0 = 1-l. Na de eerste 
ronde ( onthoofding, plus eventuele regeneratie) is zijn gedaante getransformeerd 
in 1-l1 , enz. Onderstel <lat n gevechtsronden zijn voltrokken. In de ( n + I )-ste 
gevechtsronde hakt Hercules de Hydra, die dan de gedaante 7-in heeft, de kop 
kn af. De Hydra heeft nu de volgende opties. 

( 1) De Hydra ondergaat z'n onthoofding gelaten, doet r1iets, en het gevecht 
gaat naar een volgende ronde. 

(2) De Hydra kiest een knoop bn in Hn die de ouder of een voorouder is van 
kn. 

Laat an verder de ouder zijn van bn in 1t·n. 

Het afhakken van kn heeft de subboom Hbn (met wortel bn) van 1-ln ge
transformeerd in de nu onthoofde subboom Hbn. 

De Hydra regenereert, naast Hbn, een willekeurig (maar eindig) aantal 

kopieen van Hbn vanuit de knoop a 11 • 

Merk op <lat optie (2) alleen openstaat voor de Hydra in het geval dat kn niet 
zijn wortel is ( anders valt bn niet te kiezen) en ook geen kind van de wortel 
( anders heeft bn geen ouder an). 

In het geval dat kn de wortel is van Jin clan bestaat de Hydra kennelijk nog 
maar uit een knoop (anders kon kn niet tegelijk een kop zijn), en dan is de 
Hydra door de onthoofding vernietigd. 

Zie het plaatje voor twee eerste mogelijke ronden, waarbij de Hydra telkens 
de ouder van de afgehakte kop kiest als wortel van de te regenereren onthoofde 
subboom. Bij de eerste transitie wordt een gemutileerde subboom geregene
reerd, bij de tweede transitie twee. De pijltjes wijzen de koppen aan die warden 
afgehakt. 

b b 
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Da,t <iit een generalisatie is var1 Smullyan's balspel wordt duidelijk als je 
be,<:lenkt, dat een natuurlijk getal n kan warden gekodeerd als een eindige boom 
van lio<)gte ~ 2 met n + 1 knopen: een wortel met n bladeren. Een daos met m 
ba.llen, gemerkt met de n11n1n1ers b1 , ... bm, kan d us warden voorgesteld als een 
t~indige b<:>(>n1 (Hydra) van hoogte ~ 3 waarvan de wortel m kinderen heeft die 
c)p hun be11rt \Vortels zijn van subbomen die b1, ... bm koderen. Het vervangen 
van de bal met numrr1er b1 door n + 1 ballen rr1et nummer b1 - 1 kamt dan 
neer ()p: (i) het ve1·wijderen van een blad van de boom-kode voar b1, en (ii) het 
aanbr(~ngen van ,,i, boon1-kodes voor b1 - 1 boven de wortel van de boom. 

Een klein experiment doet al gauw het vermoeden ontstaan, dat Hercules 
voor eer1 onrnogelijke opgave staat, <)mdat het aantal tentakels van de Hydra, 
als gevolg van gevechtsronden van type (2), onrustbarend toeneemt. Maar: 

6.17 *Stelling. Hercules kan niet vermijden dat hij de Hydra op den duur ver
nietigt. 

Bewijs. Inductie naar de hoogte m ( de lengte van het langste pad ho = w -< 
· · · -< h,n- 1 ) van de Hydra. 
m == l. De Hydra bestaat alleen uit een wortel en word t verr1ietigd in de eerste 
ronde. 
J.e zou de inductie ook bij m = 2 kunnen laten beginnen. Dan is de Hydra 
dns kode va.n een getal k en alle k koppen zijn kind van de wortel. Omdat het 
afhakken van een kind van de wortel geen regeneratie tot gevolg heeft, is de 
Hydra na k + 1 ronden vernietigd. 
Ten overvloede nog het geval m = 3. Dan stelt de Hydra een Smullyans·e doos 
voor en het argument heb je gezien. 

m > 1. Dit verschilt niet wezenlijk van het Smullyan-argument. 
Definieer B als de superboom waarvan de knopen zelf weer bamen zijn, te 

wet,en: alle bomen Hb die subboom zijn van een ~n, waarbij de ,vortel b van 

Hi kind is van de wortel van 1-ln. (Als in het gevecht kinderen van een wortel 
worden afgehakt -· dat gebeurt - dan is het, t.b.v. de uniformiteit van bet 
argument, handig om aan te nemen <lat oak ''lege bomen" element kunnen zijn 
van B. Zie er maar even vanaf <lat, volgens Definitie 6.13, bomen nooit leeg 
z.ijn.) 

De ouder/kind-relatie van deze superboom l3 wordt als volgt gedefinieerd. 
(Voor een go·ed begrip moet je plaatjes tekenen!) 

He is kind van Hb d.e.s.d.a.: 

er is een n E 1N z6dat Hb subboom is van r{n, He sub boom is van 
1-f.n+l 

' 
Hercules in de ( n + 1 )-ste ran de 1-fn een kop kn afuakt die ook een 
kop is van Hb, 

er1 z6dat geldt, (waarbij H-,; het resultaat van Hb is na deze or1thoof
ding): 
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(IA) 6fwel de Hydra doet niets (geval (1)), en He is H;, 

6fwel de Hydra reageert wel (geval (2)) en: 

(IB) an is de wortel van Hn, bn == b, en He is H; of een van de 
geregenereerde kopieen van H;, of 

(II) an is een knoop va,n Hb en He is de subboom van 1-(_n+I met 
wortel c == b ( die dus het resultaat is van bet effect op Hb van 
de totale n-de ro11de: onthoofding plus regeneratie). 
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Merk op: alle bomen in B hebben hoogte < m. Verder is B duidelijk eindig 
vertakkend; alleen geval (IB) is verantwoordelijk voor splitsingen in B. (Het 
probleem <lat B misschien een wortel mist kan, net als bij het Srr1ullyaanse geval, 
warden opgelost door het tijdelijk toevoegen van een wortel. Het resultaat blijft 
eindig vertakkend: de kinderen van die nieuwe wortel zijn juist alle subbomen 
van de Hydra 1i = H 0 bij aanvang van het gevecht.) 

In het geval dat het gevecht eeuwig voortduurt is B oneindig en levert Konig's 
lemma een oneindig pad Ho, H 1 , H2, .. . , zodat, voor alle i, Hi+l kind is van Hi 
in de zin ((IA), (IB) of (II)) van B. 

Maar zo'n pad is kennelijk niets anders clan een eeuwig durend nieuw gevecht 
dat ditmaal begint met een boom (Hydra) H 0 van hoogte < m, kijk maar: 
transities (IA) en (IB) in het pad zijn niets anders dan gevechtsronden van type 
(1), en een transitie (II) in het pad is niets anders dan een gevechtsronde van 
type (2). 

De inductiehypothese zorgt nu voor afronding van het argument. -t 

Opgaven 

113 • Completeer de volgende bewijsschets voor Stelling 6.16. 
Onderstel, dat n het grootste nummer is op enige bal in de doos. Dat de doos na 
eindig veel ronden leeg is bewijs je met sterke inductie naar n. 
De inductiehypothese ziet er dus als volgt uit: een spel dat begint met een doos waarin 
het grootste voorkomende nummer < n is, eindigt onvermijdelijk met een lege doos. 
Laat m het aantal ballen in de doos zijn, dat <lit grootste nummer n draagt. Pas nu 
opnieuw sterke inductie toe, nu naar m. 
Je krijgt dan een tweede inductiehypothese: een spel dat begint met een doos met 
minder dan m grootste nummers n eindigt met een lege doos. 
Tenslotte moet je laten zien dat een spel dat met m grootste nummers n begint, met 
de lege doos eindigt. Een spel dat niet zo eindigt sleept zich eeuwig voort. Onderscheid 
of in zo'n spel een bal met nummer n wordt vervangen (op <lat moment is de tweede 
inductiehypothese van toepassing), of niet (da.n blijven de m ballen met nummer n 
onaangeroerd; laat die weg en pas de eerste inductiehypothese toe). 

114 • Onderstel, dat f een verdeling is van de twee-elementige deelverzamelingen van 
een oneindige verzameling A in eindig veel componenten. Ramsey's Stelling 6.12 zegt, 
<lat een oneindige verzameling H C A en i E Ran(f) bestaan zodat voor alle a, b E H 
met a =f. b: f ( { a, b}) = i. Het bewijs bestaat uit twee delen; het eerste deel produceert 
een oneindige rij ao, a1, a2, ... E A zodat, voor i < j < k, f ( { ai, aj}) = f ( { ai, ak} ). 
D.w.z.: de f-waarde hangt alleen van het eerste element af. Een dergelijke rij kan 
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o<>k worden vt~kregen d()Or Konig's Lemma toe te passen op een geschikte boom B = 
(B, -<, tv). Deze boom wordt, tegelijk met een functie h op B, als volgt gedefinieerd. 
1. 'tV :,, .•. .,4, h(w) is eer1 willekeurig element van w. 
2. Onderstel, dat .:t E B, .. Y C A, en h(X) E _y. Definieer een verdeling van 
.. Y - {h,( .. Y)} door x 1 - ➔ /( {h,( .. Y), x} ). De kinderen van _,y in B zijn de comporienten 
var1 cieze verdeling. \,roor iedere dergelijke component K C 4 y - {h( .. Y)} is h(K) E K 
eer1 willekeurig element van K. 
Ga dt~ details na. 

115 • • Laat f"V een syr11metrische relatie zijn op een verzameling .. 4 z6dat bij iedere 
a, b E A precies een "'-pad ao = a rv a1 rv a2 f"V ···,..._,an = b bestaat (n = 0, 1, 2, ... ). 
Laat 'UJ E A. Toon aan <lat er precies een relatie -< bestaat z6dat voor alle a, b E A: 
a-< b V b-< a ¢;, a rv b, en z6dat (A,-<, w) een boom is met wortel w. 

6.3.4 Wel-quasi-ordeningen 

6.18 QO, goed, slecht, WQO. 

1. Een relatie c)p een verzameling Q heet een quasi-ordening ( afkorting: QO) 
op Q als hij reflexief is op Q en transitief. 

2. La.at ~ een relatie zijn op Q. Een oneindige rij Qo, q1, q2, ... E Q heet goed 
a.ls i, j E IN bestaan, i < j, z6dat Qi ~ qi; een rij die niet goed is heet 
sleckt. 

3. Een w,el-qua.si-ordening ( afkorting: WQO) is een QO waarin alle oneindige 
rijen good zij n. 

Vergelijk dit met Definitie 9.2 (blz. 119). Het verschil tussen een quasi-ordening 
en een reflexieve partiele ordening is dat de laatste ook nog antisymmetrisch is. 
\i'o,or wat volgt is dat verschil nauwelijks van belang. Zie eventueel Opgave 208 
blz. 122. 

Zie de opgaven voor relaties tussen de noties quasi-ordening en gefundeerd
keid. led.ere QO op een eindige verzameling is WQO. ledere welordening (zie 
Sectie 10.5) is WQO. 

6.19 Lemma. In een WQO heeft iedere oneindige rij q0 , q1 , q2 , ••• een oneindige 
stijgende deelrij qia ~ qi1 ~ qi2 ~ • • • (io < i1 < i2 < · · ·). 

Eerste bewijs. Verdeel de paren {qi,qj} (i < j) in twee componenten, al 
naar gelang qi ~ q; of niet. Volgens Ramsey's stelling bestaan qio, qi 1 , qi,,, . .. 
(io < i1 < i2 < · · ·) z6,dat hetzij ,,oar alle j, k met j < k: qi. ~ qik, hetzij voor 
alle j, k met j < k: qij 1: qik. Maar het laatste wordt uitge~loten door het feit 
dat je met een WQO te maken hebt. -I 

Tweede bewijs. Noem Qi terrrtiriaal als geen j > i bestaat met Qi ~ qj. Als 
het aantal terminale elementen in de rij oneindig is, dan vormen ze een slechte 
rij. Dus is hun aantal eindig. Kies qio na het laatste terminale element. Omdat 
qi0 niet terminaal is hestaat Qi 1 ( i 1 > io) z6dat qio :( qi

1
• Etc. -I 
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Onderstel, <lat Q en Q' WQO's zijn. Je kunt een QO op de productverza
meling Q x Q' definieren door 

(q, q') ~ (r, r') == q ~ r /\ q' ~ ·r'. 

(De drie optredens van ~ staan voor drie verschillende relaties!) 
Een toepassing van het vorige lemma is het volge11de product lemma. 

6.20 Product Lem1na. leder product van WQO 's is WQO. 

Bewijs. Onderstel, dat Q en Q' WQO zijn. Laat (q0 ,qb),(q1 ,q~),(q2 ,q~), ... een 
rij zijn in Q X Q'. Kies (Lemma 6.19) een stijgende deelrij Qn0 ~ Qn 1 ~ qn2 ~ • • • 

van de rij van eerste coordinaten ( no < n 1 < n 2 < · · ·). De bijbehorende rij 
van tweede coordinaten q~

0
, q~

1
, q~

2
, ••• is goed. Bijvoorbeeld, q~i ~ q~., i < j. 

Onderstel, dat Q een QO is. Op de collectie van deelverzamelingen \"an Q 
kun je op de volgende manier een QO definieren: 

er is een injectie f: A > B z6dat Vq EA (q ~ f(q)). 

Het volgende lemma zegt dat deze relatie WQO is op de eindige deelverza
melingen van Q in het geval <lat Q zelf WQO is. 

6.21 Le1nn1a. De collectie van eindige deelverzamelingen van een WQO is 
WQO. 

Bewijs. Onderstel, dat Q WQO is, maar zijn collectie van eindige deelverza
melingen niet. Dan is er een slechte rij van eindige deelverzarr1elingen. 
1. Kijk naar alle eindige delen van Q die eerste element zijn van zo'n slechte 
rij. Kies hieruit een verzameling Ao die een minimaal aantal elementen heeft. 
Er zijn slechte rijen die met Ao beginnen. Kies een verzameling A 1 met een 
minimaal aantal elementen die optreedt als tweede element van zo'n slechte rij 
die begint met Ao. 
Er zijn slechte rijen waarvan Ao en A1 de eerste twee elementen zijn. Kies nu 
een verzameling A 2 met een minimaal aantal elementen die optreedt als derde 
element van zo'n slechte rij die begint met Ao, A1. 
Enz. 
Het resultaat is een oneindige rij Ao, A 1 , A2 , • • . De rij is slecht, want ieder 
beginstuk ervan is beginstuk van een slechte rij. 
2. Kies, voor iedere i E JN, een element qi E Ai. (N.B.: Ai #- 0, want 0 ~ Ai+1!) 
Bi:= Ai - {qi}-
3. Volgens Lemma 6.19 heeft de rij q0 , q1 , q2, ... een oneindige deelrij Qi0 ~ qi1 ~ 

qi2 ~ • • ·. 

Bewering. De corresponderende rij Bio, Bi1 , Bi2 , ••• is goed. 
Bewijs. Kijk anders naar de rij 
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Deze rij is dan ook slecht: als Aj ~ Bik, dan geldt immers ook dat Aj ~ Ai1c. 
J\r1aar <lit is ir1 strijd rr1et de keuze van Aio. 

4. Bijvoc)r beeld, BiJ ~ Bik, j < k. JVIaar dan geld t ook Aii ~ Aik . --f 

6.22 QO van bomen. Een inbedding tussen borr1en B = (B, -<,w) en V 
( D, -<', w') is een injectie h : B ➔ D die aan de volgende eis voldoet: 

als b1 , b2 E B verschillende kinderen zijn van a E B, dan zijn er 
t1er·schilleride kinderen d1, d2 van h( a) E D z6dat h( b1) E D d 1 en 
h(b2) E Dd2 • 

(Zie Definitie 6.13: Dd is de verzameling van knopen waarheen een pad van d 
leidt.) Anders gezegd: h( a) is het enige element dat de paden van h( a) naar 
h(b1 ) ep. van h(a) naar h(b2 ) in V (die heel goed langer kunnen zijn dan de 
lengte-1 paden van a naar b1 resp., b2) gemeen hebben. 
Schrijf B ~ V ingeval er een in bedding is van B in V. 

Dat de inbedbaarheidsrelatie ~ op de collectie van ( eindige) bomen een QO 
is, is duidelijk. Het doel van de rest van deze sectie is een bewijs voor de volgende 
stelling. 

6.23 Stelling van Kruskal. De collectie van eindige bomen is WQO onder de 
i11bedbaarheidsrelatie. 

Eerst krijg je in 6.24 uitgelegd hoe homen ook van boven naa1· beneden ( ''top
down'1) kunnen groeien. Het nut hiervan is dat dit speciale groeiproces wordt 
gevolgd in het bewijs van Stelling 6.23 (feitelijk ook al in dat voor Stelling 6.16), 
en bovendien wordt het ook gebruikt in de formele definitie van de notie van 
een afteiding (Definitie 7.1 blz. 91). 

6.24 Top-down Bomen. 

(0) Voor ietler ding w is de struktuur ( {w }, 0·, w) een eindige, zgn. rudimen
taire, top-down boom. 

De notatie voor deze rudimentaire boom is kortweg w. In zo'n boom, die 
hoogte 1 heeft, is de knoop w zowel wortel als blad. 

(I:) Als {Bi Ii E J} (Bi = (Bi, -<i, wi)) een niet-lege verzameling van twee aan 
twee disjuncte top-down bomen is en w ¢ LJi Bi, dan is de struktuur 

({w} U 
iEI iE/ 

66k een top-down eindige boom. 

De notatie voor deze nieuwe boom is w + LiEI Bi ( of ook, als { Bi I i E J} 
uit maar een element B bestaat, w + B). Hierin is w de wortel, de bladeren 
zijn de bladeren van alle Bi ( i E J); de kinderen van w zijn de wortels van 
de Bi en de kinderen van een knoop van een Bi in w+ I:iEI Bi zijn dezelfde 
als de kinderen van die knoop in Bi. Als de hoogten van de bomen Bi een 
maximum m bereiken (maar <lat hoeft niet het geval te zijn, ook al zijn 
deze bomen eindig) clan is rn + 1 de hoogte van w + LiEI Bi. -1 
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Het verband met Definitie 6.13 is als volgt: iedere top-do,vn boom is oak 
een boom in de zin van 6.13, maar alleen de bomen van 6.13 die geen oneindige 
tak hebben zijn ook top-down bornen. Zie Opgave 116. 

Een illustratie van de top-down groeiwijze is de ontstaansgeschiedenis van 
de eindige boom met knopen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, wortel 0, en ouder /kindrelatie 
{(O,l),(0,2),(0,3),(2,4),(2,5),(3,6)}. 

4 5 
6 

1 2 3 

0 

Deze boom is top-down verkregen uit de rudimentaire bomen 1, 4, 5 en 6 als 
0 + I:i=l,2,3 Bi, waarbij 81 = 1, B2 = 2 + I:i=4 ,5 i, en 83 == 3 + 6. 

Bomen waarvan je een plaatje tekent zijn automatisch geordend; d.w.z.: de 
kinderen van een knoop zijn voorzien van de links-rechts ordening van de te
kening. Voor dergelijke geordende, eindige bomen wordt de volgende notatie 
wel gebruikt. Onderstel, dat T een boom is met wort el f, en <lat f 1, ... , J n 

de kinderen zijn van f in links-rechts volgorde. Als t 1 , ... , tn de notaties 
zijn voor de subbomen Ti, ... , Tn waarvan deze kinderen de wortels zijn, dus: 
T == f + Li~i~n ~' dan is f (t1, ... , tn) de notatie voor T. Zo kan de boorn 
van het plaatje warden aangegeven door 0(1, 2( 4, 5), 3(6)). Hier wordt meestal 
gedaan of bomen ongeordend zijn. (Maar, zie Opgave 124.) 

Een gevolg van deze beschouwingen is de volgende observatie. 

6.25 lnbedbaarheid van Bomen. Als B = w + LiEI Bi en D = w' + LjEJ Vi 
bomen zijn, en 

f : {Bi Ii E J} - > {Vj I j E J} 

is een injectie z6dat voor alle i EI, Bi ~ f(Bi), dan geldt B ~ V. 

Bewijs. Kies, voor alle i E J, een in bedding hi : Bi ---+➔ f (Bi). Nu is { ( w, w')} U 
LJiEI hi een inbedding van B in V. -, 

Bewijs van 6.23. 
Er volgt hetzelfde patroon als het bewijs van 6.21; vergelijk <lit aan de hand van 
de nummering 1-4. 
Onderstel dat de collectie van eindige bomen niet WQO is. 
1. Constructie van een ''rninimale '' slechte rij. 
Kies een boom To met een minimaal aantal elementen die optreedt als eerste 
element van een slechte rij; 
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kies vervolgens een boom T1 met een minimaal aantal elementen die optreedt 
als tweede element va11 een slechte rij die begint met To, enz. 
Dt:! resulterer1de rij To, T1 , T2, ... is slecht. 
2. Decomp-ositie. 
Laat, voor alle ·i E :N, Bi de eindige verzameling van subbomen van Ti zijn 
waar,rar1 de wortel een kind is va.n de wortel van Ti. ( Bi ontstaat door het 
11iteenvallen var1 Ti als je z 'n wortel Wi verwijdert; dat is: Ti == Wi + LTEBi T. 
f\1ierk op, dat geen der Bi leeg -· Ti rudimentair - kan zijn.) 
B · LJiEI Bi is is dt~ vereniging van alle Bi, d.i.: de verzameling van alle in enige 
Bi ,,oorkomende bomen. 
3. De decompositie is WQO. 
Onderstel eens, <lat B niet WQO is. Kies een slechte rij Bo, B1, B2, ... E B. 
Selecteer hieruit een deelrij Bn0 , Bn1 , Bn2 , ••• z6dat geldt - als de indices mi 

warden bepaald door de stipulering dat Bni, E Brni, dat is: Bni is sub boom van 
T mi --- dat 'mo < m1 < m2 < · · ·. (Dat kan!) 
N . d .. 
l U 1S e rlJ 

slecht (want als Ti ~ Bnj, clan geldt ook - Bn:i is subboom van T m 1 - <lat 
'T;. ~ Tm,}, wat in strijd is met de keuze van T mo. 

Conclusie: BE »rQO. 
4. Tentg naar 1. 

Dns (Lemma 6.21): de collectie van eindige deelverzamelingen van Bis WQO. 
I.h.b. is dus &>, B1 , 13·2, ..• goed. Bijvoorbeeld, i < j en Bi ~ Bj. 
L.a.at f: Bi ➔ Bi een injectie zijn z6dat voor alle T E Bi, T ~ J(T). 
Wegens 6.25 geldt nu dat Ti ~ Ti. Tegenspraak. Het bewijs is af. -f 

Opgaven 

118 • Bewijs: 

1. iedere top-down boom is 66k een boom in de zin van 6.13, 

2. iedere boom in de zin van 6.13 die geen oneindige takken heeft is een top-down 
boom. 

Oplossing van 2. Onderstel, dat B een boom is. 

Bewering. Als b E B en Bb is niet top-down, clan heeft b een kind c z6dat Be niet 
top-down is. 

Bewijs. Direct uit de definitie van top-down. 
Gevolg. Als 8 niet top-down is da.n heeft B een oneindige tak. 

117 • Onderstel, <lat R een relatie is op A. T is de verzameling van alle eindige rijtjes 
(ao, ... ,ari-1) var1 elementen van A z6dat voor i < n - 1: ai+iRai. Als (ao, ... , an) 
ook zo'n rijtje is schrijf je (ao, ... , an-1) -< (ao, ... , an), w is het lege rijtje. Bewijs: 

1. (T, -<, w) is een boom, 

2. als R gefundeerd is op A, dan is (T, -<, w) een top-down boom. 

118 • Bewijs: 

1. als -< gefundeerd is op Q en -<' C-<, dan is -<' ook gefundeerd op Q, 
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2. als ~ WQO is op Q, ~, QO is op Q er1 ~c:s;', dar1 is :s;' ½"Q() op Q. 

119 4', Laat ~ een QO zijn op Q. Definieer p < q == p ~ q I\ q i p. Bewijs: ~ is 
WQO op Q d.e.s.d.a. < gefundeerd is op Q en er geen or1eindige verzameling A C Q 
bestaat z6dat Vp E .. 4 Vq E .. 4 (p ~ q). 
Aanwijzing. Gebruik Ramsey's stelling. 

120 e9, Onderstel dat Q WQO is. Definieer de volgende QO op de collectie van 
eindige deelverzamelinger1 van Q (een modificatie va.n de in Lemma 6.21 gebruikt.e 
QO): A ~m. B == er is een (niet noodzakelijk injectieve) functie f : .. 4. ➔ B zodat 
Vq EA (q ~ f(q)). Bewijs dat ~rri ook een WQO is. 

121 • (Higman 's Stelling.) ()nderstel, dat ~ \\rQO is op Q. Defir1ieer de QO -< 1 

t ussen eindige rijtjes 11it Q door (p1, ... , Pn) -< 1 ( q1, ... , qm.) == er zijn j1, ... , in met 
1 ~ j1 < · · · < in ~ rn z6dat, voor 1 ~ i ~ n, Pi ~ qii. Bewijs, da.t -< 1. WQO is. 
Aanwijzing. Modificeer het bewijs van 6.21. 

122 • Onderstel, <lat C::: ee11 relatie tussen top-down bome11 is waarv<)or geldt: 

1. voor iedere rudimentaire bocJm 'W en iedere top-down boc>m D geldt 11J C D, 

2. w + EiEI Bi CD geldt d.e.s.d.a.: 

D == w' + I:jEJDj, en j E J bestaat z6dat w + LiEJBi C Vj, of er is een 
injectie h: I , J z6dat voor alle i E J Bi C Dh(i)· 

(Merk op dat de inbeddingsrelatie tussen top-down b<>men deze eigenschappen heeft.) 
Bewijs dat voor alle eindige, of zelfs: top-down, bomen B en V geldt: B ~ V d.e.s.d.a. 
BCV. 

123 4't De relatie ~-m tussen top-down bon1en wordt gedefi11ieerd door in de de con
dities van Opgave 122 niet te eiser1 dat de functie h injectief is: 

1. voor iedere rudimentaire boom w en iedere top-down boom D geldt w ~m. V, 

2. w + LiEI Bi ~rn D geldt d.e.s.d.a.: 

V = w' + Lj E J Vj, en j E J bestaat z6dat w + I:iEI Bi ~-m Vj, of er is een 
functie h : I ) J zodat voor alle i E / Bi ~m vh(i). 

Bewijs dat ~m WQO is op de klasse van eindige bomen. 

124 • Aan een inbedding tussen geordende bomen wordt de eis opgelegd <lat de or
dening van kinderen bewaard blijft. D.w.z. - zie 6.22 (biz. 84)- als h : B ► D zo'n 
inbedding is, en het kind b1 van a E Bis ''links'' van zijn broer b2, clan is h(b1) ele1nent 
van een subboom Dd 1 die ''links'' is van de subboom Dd2 waarvan h(b2) element is. 
Bewijs Kruskal's stelling voor geordende eindige bomen. 
Aanwijzing. Niodificeer het gegeven bewijs. Gebruik Higmar1's Stelling i.p.v. Lem
ma 6.21. 

125 • Onderstel dat Q WQO is. Een Q-boorn is een struktuur T == (T, -<, w, l) waarbij 
(T, -<, w) een boom is en l : T > Q een functie van T naar Q. Eer1 Q-inbedding tussen 
Q-bomen Ti == (T1, -<1,w1,l1) en Ti = (T2, -<2,w2,l2) is eer1 inbedding h tussen de 
borr1en (T1 , -< 1 ,w1) en (T2, -<2,w2) z6dat '\roor alle t E T1, l1(t) ~ l2(h(t)). Toon aar1: 
deze Q-inbeddingsrelatie tussen eindige ( desgewenst: geordende) Q-b(>rr1er1 is v\rrQ(). 
Aanwijzing. Wijzig het bewijs van Stellir1g 6.23 als volgt. Neerr1 cleel 1 letterlijk c)ver, 
maar nu is To, T 1 , T 2 , ... een ''minimale'' rij van geordende CJ-bomen. In deel 2 is Bi nu 
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de door de ordening van Ti geordende verzameli11g (of eindige rij) van subbomen van 
Ti z6dat Ti = Wi + L Bi - Wi de wortel var1 Ti. Deel 3 blijft onveranderd, maar nu pas 
je Higman's stelling toe: de verzameling der Bi is WQO. Productlemrna: het product 
met {l(wi) Ii E 1N} is WQO. Dus, de rij (l(1vo), Bo), (l('w1), B1), (l(w2), B2), ... is goed. 
Bijvoorbeeld, l(wi) ~ l(wi) en Bi ~ Bi (i < j). Dus, Ti = Wi+ L Bi ~ Wj+ ~ .Bj . Tj. 

Samenvatting 

Belangrijkste begrippen in Secties 6.1 en 6.2: 

• Inductie, basis, inductiestap, inductiehypothese, 

• gelijkmachtig, 

• eindig/ oneindig. 

Literatuur 

Inductie wordt, met geed gekozen voorbeelden, ook behandeld in Devlin [4). 
Voor •"""" sey-theorie, zie het boek van R.L. Graham, B.L. Rothschild en 

J.H. Spencer, Ramsey theory, 2e druk, Wiley 1990. Opgave 107 staat op de 
eexste bladzij van dat bo,ek. 

Smullyan 's balspe1 is heschreven in R.M. Smullyan, Trees and :ball games, 
Ann. of the New York Ac. of Sc.i, 321 (197"9), 86-·90. Het gevecht tussen Hercules 
en de Hydra ( met de restrictie dat de Hydra al·tijd de ouder van de afgehakte 
kop kiest als worte.l voor de te regeneren su'bboom, en dat in de n-de ronde 
precies n kopieen worden geregenereerd) staat in Laurie Kirby and Jeff Paris, 
Accessible indepen.dence results for Pea.no arithmetic, Bull. London Math. Soc., 
14 (1982), 285-293. Het bewijs daar v,oor Stelling 6.17 gebruikt de ordinalen 
van Sectice 10.5 en is dus minder el,ementair. Voor meer ''tasks you cannot help 
finishing no matter how hard you try to block finishing them'', zie M. Gardner, 
Scientific American 249 (August-us 1983) 8-13. 

Het h,ie:r opgenomen bewijs van Kruskal's stelling ( Joseph B. Kruskal, Well
q,uasi ordering, the tr•ee theorem, and Vazsonyi's conjecture, TAMS 95 (1960), 
210-225), i.h.b. het gebruik van minimaal,..slechte rijen, is van Nash-Williams 
(C.St.J.A. Nash-Williams, On well-quasi-ordering finite trees, Proc. Cambridge 
Philos. Soc. 59 (1963), 833-835). 

Een diep resultaat in de theorie van wel-quasi-ordeningen is Laver's bewijs 
(1971) voor Fraisse 's vermoeden, dat de collectie van aftelbare lineaire ordenin
gen (Definitie 9.11) WQO is ond-er de inbeddingsrelatie (Definitie 10.4). 
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In de wiskunde wordt de waarheid van een bewering gewoonlijk vastgesteld do()f 
een bewijs. Dit hoofdstuk is - vergeleker1 met de op praktijkgebruik gerichte 
formulering va11 de regels van Sectie 2.2, blz. 17 e.v. -·-- var1 meer theoreti
sche aard. Het geeft een van de vele mogelijke precieze clefinities van l1et r11et, 

bewijs overeenkomende forrnele begrip afieiding in de <:ontext var1 (:ie prc)positit~
logica. Met alleen 5 van de in Sectie 2.2 besproken 15 regels ( ,rolcioende V<><)r 
de propositie-logica. gebaseerd op ►, /\ en het nie,1we teken 1-) wordt prt~
cies gedefinieerd ,vat onder een afieiding wordt verstaan, e11 de relatie met de 
waarheidstafel-benadering wordt gelegd door een betr·ou·wbaarheid.s- en een t1ol
ledi gh ei ds s telling. 

7.1 atuurlijke Deductie 

Het in Sectie 2.2 behandelde systeem van afleidingen hE~et riatuurlijke dedttc
tie. Het is natuurlijk omdat zijn regels nauw aansluiten bij ga11gbaar ''logisc:h 
gedrag''. 

De discussie wordt nu geprecizeerd, en daarom beperkt, tot de p1·opositie
logica met alleen de connectieven > en /\ , en het nieuwe teken falsum, <lat 
genoteerd wordt als J__ Gramn1aticaal gedraagt 1- zich als een propositieletter. 
Dat betekent dat je J_ mag gebruiken als forn1ule en a.ls ingredient van andere 
formules. De betekenis van j_ is de on ware ziri, d. w .z.: p(~r definitie l1eeft 1- de 
waarheidswaarde O ( ONWAAR). (Soros wordt ook nag de constante T, 'Verum, 

voor de ware zin gebruikt.) 
Dat je alleen ..L., > en /\ tot je beschikking hebt maakt de propositie-logica 

er niet armer op. Zo is eenvoudig na te gaan, <lat ee11 formule r.p · >- ..L. kan dienen 
als surrogaat voor -,cp, want hij heeft dezelfde waarheids\va.a.rde als 1 t..p onder 
iedere toekenning van waarheidswaarden aan de propc)sitielettE:~rs (ga na). Deze 
definitie van negatie heeft tot gevolg, dat de negatie regels ,E en -.I o\rerboc1ig 
worden: dit zijn nu specia.le gevallen van ➔ E en ,I geworden. Je kunt verder 
ook V simuleren: r.p V 1/.; is immers equivaler1t met ,r..p ► ?jJ, etc. 
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De afleidir1ge11 van het sy~steen1 van natuurlijke deductie hebben de vorm van 
' b £ 1 d. ''. t kk '' et~n <~indige boorr1. In de toppen van zo n oorn staan ormu es 1e 1nge ro en 

klirinen zijn. Niet-ingetrokken formules ir1 de boom-toppen heten de hypothesen 
var1 de afieiding. I11 de ,vortel va.n de boom staat een formule: de afgeleide 
f c)rrn 11le of cYJnclusie. 

De afleidingsbomen ,vo1·den geconstrueerd m. b. v. zes zgn. afieidingsregels, 
in Hoofdstuk 2 bewijs1·egels genoemd. Bijna ieder logisch teken heeft een intro
ductie- en een eliminatie-regel (maar J_ heeft geen introductieregel en J\ heeft 
twt,~ eliminatieregels). 

Deze af:leidingsregels, in schema-vorm, staan in de tabel hierna. De betekenis 
var1 de1.,e schemas wordt hier globaal (Sectie 2.2 is uitvoeriger), en in Definitie 7.1 
precies, uitgelegd. 

De afleidingsregels stellen de sim pelste stappen voor die in afleidingen mo gen 
worde.n gemaakt. De introductieregel voor J\ bijvoorbeeld zegt dat t.p A 1/; 
''dir•ect afleidbaar'' is uit <.p en 'lj;. Rechte haken om formules en stippeltjes in 
.i-eliminatie en >-introductie betekenen het volgende. De laatste wil zeggen: 

• 

als er een afleiding ( : ) van 'ljJ is uit hypothesen waaronder (mogelijk) 'P, dan 
geldt i;,p ➔ 1/J ook als afgeleid, maar dan zonder <lat t.p langer als hypothese telt. 
Haken om een formule stelt dus intrekken van een hypothese voor. (Maak je 
zelf eeB. afleiding, dan kun je intrekken van e<=n hypothese ook met cloorstrepen 
van die hypothes€ aangeven.) 

De in.troductieregel voor ) correspondeert kennelijk met geaccepteerd wis
kundig gedrag: wil je r.p ➔ 'if; bewijzen, dan begin je met r..p aan te nemen ( ''als 
hjrpothese'' ), en je probeert vervolgens 1/; af te leiden. Lukt <lat, dan kan 'P - - ► 1./; 
als hewezen gelden. 

Net zo correspondeert 1.-eliminatie met geaccepteerd gedrag ( ''bewijs uit het 
. . d '') · al . d '' . . dh "cl'' ..L k d d · ongerlJm I e . · · s Je e onger1Jm . e1 · unt e uceren u1t de hypothese ,cp 

(d.w.z.: 'P > 1-) d.i.: dat r.p niet geldt, dan moet t.p kennelijk t6ch het geval zijn. 

De twee regels voor ► geven een operationele verklaring voor de logische 
functie van ➔• Net zo doen de overige regels dit voor de andere tekens. Vergelijk 
deze tahel met die op blz. 24. 

introductie eliminatie 
[cp ► ..L] 

J_ 
• 

geen • 
• 

.l. 
r..p 

['P] 
• 

➔ • 
➔ ·'l/J 'P i.p • 

' 

'lf' 
I 1./) 

r.p ~ ?/J 
I\ r.p 7),, 'P I\ 7/., r.p I\ I 7.p ' 

r.p I\ ·1/J i.p 'lp 
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7.2 fleidingen 

Een afleiding is een eindige boom waarvan de knopen for1nules zijn, e11 die c)p 
een speciale manier is verkregen. 

Alles wat je hier van eindige bon1en moet weten is wat termir1ologie ( zie 6.14, 
blz. 77) en hun ''omgekeerde groeiwijze'' (zie Definitie 6.24, blz. 84). 

Afl.eidingsbomen zijn binair, d.\\T.z.: in de constructen w + LiEI Bi van 
6.24(E) geldt hier altijd, <lat { Bi I i E I} hoogstens twee elementen heeft. De 
wortel van een afleiding is zijn conclusie, maar het is niet zo <lat al z'n bladeren 
hypothesen zijn: de hypothese11 vormen ee11 deel van de blacieren; welk deel <lat 
is wordt precies aangegeven door de volgende definitie. 

7.1 Afleiding, Conclusie, Hypothese. 

(0) Een rudimentaire boom (Definitie 6.24(0)) bestaar1de uit een enkele for
mule is een ( rudimentair·e) afl.eiding. 

De conclusie van zo'n afleiding is de forn1ule zelf. 
De enige hypothese is eveneens die formule. 

(AE) ( A -eliminatie) Als Veen afleiding is met conclusie r.p A 1j;, clan zijn de twee 
bomen die verkregen worden uit V door er r.p danwel 1.p onder te zetten 
eveneens afleidingen. 

De eerste heeft conclusie <.p, de tweede heeft conclusie 1./;. 
De hypothesen van de nieuwe afleidingen zijn dezelfde als die van V. 

(In de notatie van Definitie 6.24(:E) worden deze bomen weergegeven als 
<p + V en i/; + V.) 

( AI) ( A -introductie) Als V 1 en V 2 afleidingen zijn met conclusies cp en VJ ( of 
andersom) clan is de boom verkregen door V 1 en V2 naast elkaar te zetten 
en r..p A i/; als nieuwe wortel eronder eveneens een afleiding. 

De conclusie van deze afleiding is cp /\ 1/J. 
De hypothesen zijn: alle hypothesen van V 1 plus die van V2. 

(In de notatie van 6.24(:Z:) is <lit: (cp A 1) + Li=l,2 Vi.) 

(· · ►E) (MP, Modus Ponens, > eliminatie) Als V 1 en V2 afleidingen zijn met con
clusies cp resp. <.p > '¢ ( of andersom) clan is de boom verkregen door V1 
en V2 naast elkaar te zetten en 1/; als nieuwe wortel eror1der eveneens een 
afleiding. 

Deze heeft con cl usie 'l/;. 
Z'n hypothesen zijn: alle hypothesen van V1 plus die van 'D2. 

(In de notatie van 6.24(I:) is <lit: ~ + Li=l,2 Di.) 

( > I) (D, Deductie-regel, · > -introductie) Als V een afleiding met con cl usie '¢; is, 
en r..p is een (willekeurige) formule, dan is de boom verkregen uit V door 
er r.p • > 1./J onder te zetten eveneens een af:leiding. 
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I)t~ <:c)11c:lusie van deze afleiding is cp > ¢. 
Dt~ l1ypothesen ervan zijn: die van V rninu~" r.p. 
Dit heet,: de hypotl1ese cp van V wordt ingetrokken, d.w.z.: <.p telt niet 
rrieer als }1ypothese va11 de nieuw gevormde afleiding. 

(I11 de notatie van 6.24(:Z::::) is de nieuw gevormde afleiding: ( r.p ➔ 'l/J) + D.) 

N .B.: t.p hc)eft niet daadwerkelijk in V voor te komen als hypothese. Hij 
mag ook rneer clan eens als hypothese voorkomen, en wordt dan op al die 
plaatsen ingetrokken. 

J_E (BO, Bewijs 11,it het Ongerijmde; ..L-regel) Laat V een afieiding zijn met 
conclusie .l en r..p een ( willekeurige) formule. De boom verkregen uit V 
door er r..p onder te zetten is eveneens een afleiding. 

Zijn conclusie is r..p. 
Z'n hypothesen zijn: die van TJ, minus -ir..p (= cp · > ..L). 
Dus: -icp wordt door deze stap ingetrokken. 

(In de notatie van 6.24(I:) is dit: <p + V.) 

N.B.: -ir..p hoeft weer niet daadwerkelijk als hypothese in V voor te komen 
---- in <lat geval valt er dus niets in te trekken, maar hij kan ook op meer 
dan een plaats worden ingetrokken. 

Er volgen een paar afleidingen ter illu.stratie van deze definitie. Iedere bori
zo11tale streep geeft bet gebruik van een regel aan; welke regel dat is wordt naast 
de streep aangegeven. In de praktijk ma,g jewel strepen weglaten bij alle regels 
behalve AI en MP: dit zijn de enige regels die vertakkingen tot gevolg hebben 
en wa.a.rmee dus twee afleidingen warden verbonden tot een nieuwe. 

In het volgende stellen r.p, 1/) en 1J willekeurige formules voor. 

1.2 Voorbe,elden. De cijfers 1 en 2 verwijzen naa,r het intrekken van hypo
thesen ( die na intrekking dus geen hypothese meer zijn in de nieuwe afleiding). 
Hier volgen een aantal afleidingen waarvan de eerste vier corresponderen rnet 
deductieproblemen uit Hoofdstuk 2. 
1. Een afleiding van r..p .~ 7J met hypothesen 'P ) 1/J en "P .. •> rJ. 

MP 
['-P]l '-P . ➔ 1P 

1/J ' ➔ rJ 
MP 

rJ D-1 r.p ' ) 'f/ 

2. (Zie Opgave 5 blz. 20.) Een afleiding van ip ➔ 'T] met hypothesen r.p -► 1./; en 
'P > (·it, ► rJ). 

[ cp] 1 ' [r.pJl ► ( v1 ~ 7}) <p ➔ 1/J 'P fvlP MP ' 

'1./J ,u,, 
· "t 1} 

MP , 

D-1 
rJ 

t.p ➔ 'rJ 

3. ( ZiE~ ()pgave 7.1 blz. 22.) Een afleidir1g va,n ,~, ► ,r.p rr1et l1yp()tl1es1.~ r..p --+ -~. 
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[cp]l <p -+➔ cp 
MP-------

1/J [,1/J]2 
MP---------

J__ 
D-1--

•tp 
D-2-----

,?/J ➔ •<p 
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4. ( Zie Opgave 7 .2.) Een afleiding van cp > 'lj_,, rr1et hypo these ,1/J ➔ ,cp. Vrijwel 
identitiek met voorafgaande, desondanks een beetje anders: 

[ ,'¢] 1 ,'lj; ) ,cp 
MP ----,-cp---- [ 'P] 2 

MP---------

B0-1 J_ 

D-2 "P 
cp ) 1/J 

5. Een afleiding van 1 ,cp met hypothese cp. 

[ ,cp] l 
MP------

D-1 _..l __ 
-,,cp 

6. Een afleiding van r..p met hypothese ,,<.p. Vrijwel identitiek met voorafgaande 
maar weer een tikkeltje anders: 

,-,cp (,cp]l 
MP-------

J_ 
B0-1 -cp 

De omstandigheid <lat hypothesen kunnen warden ingetrokker1 maakt het 
mogelijk om afleidingen te construeren die helemaal geen l1ypothesen hebben. 

7.3 Voorbeeld. De volgende afleiding heeft geen hypothese. N.B.: -, 1<.p is: 
(cp ) j_) ) ..L. 

[,,cp]2 [,cp}l 
MP--------

B0-1 J_ 

D-2 cp ,,cp ► i..p 

Nu volgen een aantal afleidingen die wat moeilijker zijn. 

7.4 Voorbeeld. De volgende afleiding deduceert de conclusie <p > l. -- d.w.z., 
,<.p- uit de hypothese (VJ ·> r..p) > J_ ······-- d.i.: ,('l/,1 > cp). 

D 
[r..p]l 

f ('¢ ➔ <p) ➔ J_ 1/J . ➔ 'P 
MP 

J_ 
D-1 

r..p ' ► J_ 
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B.ij d<:~ €~:~1~ste toer)a.ssing var1 D had 'if; ingetrokken kunnen warden --· maar die 
t,rad riiet, clp als hypotl1ese. De forn1ule <p werd als hypothese ingetrokken bij de 
t.wt~de (laatste) toepassing van D. 
N .B.: een stap als de laatste ( <p > J_ concluderen m. b. v. D) word t vaak met 
ee11 B()-to(~passir1g verward, speciaal als je ,<p schrijft voor cp ► 1-. De laatste 
stap ir1 cieze afleidir1g had ()Ok met BO kur1nen worden gerechtvaardigd - maar 
dan zou je alleen ( 'P .. ► ..1.) ► ..1. hebben kunnen intrekken als hypothese en niet 
cp. Er1 de eerste formule komt niet als hypothese voor en de tweede wel. 

7 .5 Voorbeeld. Dit, is een afleiding van i.p 11it de hypothese 1 ( cp > 'lj;). 

[i.p ➔ 1_]2 [cp]l 
MP--------

BO J_ 
'qJ 

D-1----
'P ) 'if; (cp ) 'l/J) ) .l. 

MP--------------
B0-2 J_ 

'P 

Gedeflnieerde connectieven. In het vervolg moeten 1, V en ~ · > altijd 
worden opgevat als afkortingen die eerst moeten worden uitgeschreven voordat 
we afleidingen kunnen gaan maken: 

-it..p 

'P V 'tj,, 

r..p ~ .. ➔ 'tj,, 

:= 

:= 

:== 

--+) j_ 

-icp ) 1P 

('P > 'l/J) A ('¢ > 'P) 

1vferk op: de formules links hebben dezelfde waarheidstafel als de corresponde
rende formules rechts! 

Waarschuwingen. 

• Verwar BO ( <lat is: 'P concluderen uit J_ en tegelijkertijd -ic.p intrekken) 
niet met het Speciale geval van D dat ,t.p concludeert uit J_ en t.p intrekt. 

• Het ligt in de aard van de boom, dat takken naar boven toe niet aaneen
groeien. Onderdruk de neiging om <lat te doen en kopieer desnoods hele 
subbomen op verschillende plaatsen in je afleiding. 

• \V
1

ees nauwkeurig bij het intrekken van hypothesen -- een hypothese kan 
C)p rneer plaatsen voorkomer1 - en houd boek in de marge. 
N.B.: hypt1thesen staan altijd in de toppen van de afleidingsboom! 

Aanwijzinge11. Hoe\vel de defi.11itie van afieiding '"top-down'' is (d.'-v.z.: een 
a.fl(~iciir1g \VC)rdt vlgs. de definitie var1 boven r1aar onder gevor1nd) worden aflei
dingen in d<~ praktijk vaak gevc)r1d<~n ci()Or een proces <lat kan osc.:illeren t usse11 
4

"t,()p-<i<)vv11'' ( ,1,ls er t~€~1·1 direc:te conclusiE~ \vo1·dt getr<·)kken: MP er1 de /\ -regels) 
<:~n (een soort) ''b<)tto1r1-11p'' (D en B()). De vc>c)rafgaande voorbeelden illustre-
ren al t~en aantal taktit:kE~n die goede dier1sten bewijzen bij het cor1strueren var1 
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afleidingen. (Her)Lees Sectie 2.3, blz. 24. Een algerr1e11e ta.ktiek is c>m altijd te 
proberen om een afleidingsprobleerr1 vo()t zeke1·e forrr1ules te vervangen dcJc)r ee1·1 
met simpeler formules. Je moet dus zeker formules vermijden die ingewikkelder 
zijn dan de hypothesen en de conclusie. 

Moet je r.p ➔ 1/,J afleiden uit de hypothesenverzameling r clan kun je dit 
probleem vervangen door het vir1den van een afleidir1g van '1/J uit r U { r.p }: de 
gezochte afleiding volgt dan door een toepassing var1 de deductieregel D. I.h.b. 
is <lit van toepassing op het geval waarin 'tf' == ..L ( dus cp - ► '~J is ,<p ). 

Wil het afleiden van r.p helemaal niet lukken, clan kun je altijd proberen of 
je met ,c..p als extra hypothese verder komt en BO toepassen. 

Opgaven 

126 '6 Geef hypothese-vrije afleidingen van de volgende logische geldigheden: 

1. ➔ (1/J ) r.p), 

2. 1r.p ➔ (r.p ) 'lf;), 

3. (cp ➔ 1/;) > (('lj; > a) > (i.p ) a)), 

4. (r.p · > ('¢ , a)) ➔ ((cp ) 1/;) , (i.p > o-)). 

127 .ft Idem, voor: 

1. 'P ). ··'P, 

2. ( 'P ) 1P) > ( •'lp > -ir.p)' ( ,'¢ ➔ •If)) ➔ ( 'P > '¢;)' 

3. ,(r.p ➔ 1/;) ) i.p, -i(<p ) if;) ➔ ,1/J, 
4. ( <p /\ •'1/)) > -, ( r.p .. > 1/J), 1 ( r.p > 1/;) t > ( i.p I\ ,'lj;). 

128 • Idem, nu voor: 

1. (r.p /\ 1/J) ) ('¢ /\ i.p), 

2. (r.p /\ (1/J /\ o-)) > (('P /\ 'l/J) I\ a). 

129 • Idem, voor: 

1. 'P ➔ t.p, 

2 . ..L ) r.p, 

3. 'P ➔ ,.L. 

130 • Idem, voor: 

1. ('P ) •'{)) ) •If), 
2. (,r.p > r.p) ) 'P· 

Aanwijzing. Een afleiding voor 2 kun je vinden als sub-afl.eiding in het volgende voor
beeld ( neem 1/; = J..). 

7 .. 6 Voorbeeld. Hier is een hypothese-vrije afleiding van ( ( cp > '¢) · > cp) > 'P, 
de wet van Peirce. Pro beer eerst eens zelf, en ontdek daar bij <lat het bijvoeglijk 
naamwoord 'natuurlijke' in 'natuurlijke deductie' misschien tussen aanhalings
tekens moet word en geplaatst. 
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[•t.p]2 [cp]l 
I\1 fl 

BO J_ 

1P 
1)-1---

t.p ➔ 1P 
lv1P -=---------=--------[( 'P ➔ 'lp) ) 'P]3 

[ ,r.p] 2 r..p 
MP 

J_ 
B0-2 r.p 

D-3 
( ( cp ► 1/1) ➔ r.p) ) £P 

:tv1erk <~)P, dat hier een hypotl1ese (2) op twee plaatsen tegelijk is ingetrokken. 
()rl1clat .. , het enige C<)n11ectief is in Peirce's wet, zou je kunnen denken <lat 
alleer1 . ➔-regels r1odig zijn voor de afleiding, maar zonder BO 1 ukt het niet. 

131 • 4 Geef een hypothese-vrije afieiding voor ( ( cp ) t/;) > l/;) ) ( ( 'ljJ > cp) > cp). 
Aa.nwijzing. Zie eventueel Opgave 145. 

7.3 Afleidbaarheid 

7. 7 Afl.eidhaar. Een formule 'P heet afleii!l.baar uit de formuleverzameling r, als 
er een afleiding bestaat van t.p uit r, dat is: een afleidi11g met r.p als conclusie, 
en waarvan iedere hypothese element is van r. 

Notatie. Dat <p afieidhaar is uit r wordt genoteerd door: r I- r.p. Als I' == 
{ tp1, ... , '-Pn }, dan kun je ook 'Pl, ... , f.Pn I- cp scb.rijven. De notatie I- r.p betekent 
<lat 9 I- <p: 'P is (hypothese-vrij) afieidbaar. r, 1/-, I- <.p betekent: r u { ~} I- cp. 

7.8 L,emma. Als r 1-t.p en il,cp 1-1/;, dan geldt r u ~ I- 7/;. 

Opgaven 

132 4a Bewijs Lemma 7.8. 

De volgende opga.ven vragen een aantal zgn. afgeleide regels te bewijzen. 

133 • Bewijs: 

1. r 1- (¥' . ➔ 11)) < > r, c,o 1- 1/;, 

2 . r I- i.p I\ 1/; <: ~► r I- rp en r I- 1/;, 

3. r t- ....,'P -<: ":,, .:► r, 'P 1- J__ 

Voorbf!t:.ld. 

1 ( => ) : Onderstel, dat D een afleiding is van r..p ➔ 'ljJ ui t r. V(>eg <)nderaan V eer1 
toepa.ssing van m<)dl1s ponens toe onder gebruikmaking van et)n r1ie11we hypothese <p. 
Dit is <l<~ gezo<:hte afleiding van '¢ uit r en rp. 

1 ( ¢::): ()nderst,el, dat 'Deen afleidir1g is va,n 1/.J t1it r n·1et t..p. Verleng V rr1et <le formule 
c.p · ·+ ?J, ~11 t~rek t.p a.ls l1yp<)these in (deduc~tie-regE~l). Dit. is de gezcJcr1t,t:~ afleiding var1 
i.p " ; 'lfl tl.l t I . 

l\1erk op, dat. <>Ildt:r<ieel 3 l1et, speciale geval van 1 is, met rif, = -1.. 
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134. V gl. Opgave 133.2. Geldt r I- <p V 1/.J d.e.s.d.a. r I- r.p ()fr I- tf;'? Geef bewijs <)f 
tegen voor beeld. 

135. Bewijs: 

1. r,cpl-'l/, ,: : ~> r,TJ ) cpl-17 ) 'ef,, 
2. r,cpl-1/J > r,1/1 )T}l-<p ) 77. 

136 • Bewijs: 

1. Als r, <p I- •'P, dan geldt r 1- ,t.p. Dw.z.: gegever1 is een afleidir1g D van ,cp uit 
r, cp; gevraagd wordt een afleiding te construeren (die va11 V als sub-afleiding 
gebruik maakt) van ,cp uit r, 

2. als r, ·'P I- 'P, dan geldt r I- cp. 

1374 Idem: 

1. Als I',<p ➔ 7.p I- ..L, dan geldt r I- ,1/J, 

2. als r, 'P ► 1/; I- 1-, dan geldt r I- cp. 

Hint. Het probleem is hier, dat boven de hypothesen van de gegeven afleidingen 
afleidinkjes voor die hypothesen moeten komen. 
Voorbeeld: 1. Onderstel, <lat D een afleiding is van ..L uit r, <.p ► 1/J. Dan is l1et 
volgende een afleiding van ,1/J uit r: 

D 
[~] 1 

) '¢ 'P 
1) 

D-1 
J_ 

,1/J 

N atuurlijk kan <p > 1/; meerdere keren als hypothese optreden; clan moet boven aJ 
die optredens een optreden van 1/; warden geplaatst. 

138•• Idem: 

1. Als r, cp I- X en r, ,<.p I- X, clan geldt I' I- X, 

2. als r, <.p I- X en r, 1P I- X, dan geldt r, cp V 7/J I- X· 

Voorbeeld. Hier is een oplossing voor onderdeel 1. Die voor 2 is hier een kleine 
modificatie van. 
Onderstel, dat V 1 een afleiding is van x uit r, 'P en dat V2 er een is van X uit r, -,'P· 
Het volgende is een afl.eiding van x uit r. 

D-1 



14() • vrerv~1.r1g clt:! afit~idingsregel B() dc><>r <it~ dubbt::lt; rit;gatie:;-regel waarrl1ec~ eer1 afif~i
di11g rr1~~t <~f:~r1 cc)r1clusie -i--i;,p r11ag ,,,.<)rciE"~r1 v£irlengd rnet dt~ 11it~11,ve <~<lilc~lusie tp. (Hierl>ij 
zijr1 <lt" }1_yJ><>tl1t".St'Il van ci(~ 11ieuw<~ afleic:lir1g ciezt~lfc.ie als clit~ va11 cit~ ot1cl<~.) T<>or1 aai:1, 
<la.t. cit~ aflei<il>ttJ1r}1eidsrt~l.atit' r- ci<>(:)r <lezt" rr1<><iificat,it~ r1iet. ,vordt. g<~wijzigcl. 

7.4 Verband tussen aarheid en Afleidbaarheid 

Hit:~ronder \\tc>r(it beweze11, dat geldigheid (benadering via ,va.a.rr1eidstaf<~ls) E::~r1 

&e!T!lnjsooarh(tid (benadering rr1E~t afleidingen) voor de pr()positie-l()gica s11.rr·1en
\raller1. D€l,t afleidbare fc>rrnules geldig zijn ( Gevolg 7 .14) heet betro,u111b.aarheid 
vax.t bet afleidir1gssj'st,t.~~m; dat er 'v'C><)r ieder{~ geldige forrr1t1l<~ een afleidi11g is 
(St,,lling 7.15) l1eet 11olledigheid \'&Il ht~t aflt~idingssystE~m. 

Dergelijke resultater1 bestaa11 ()·()k velor het. zgn. e(~rste-orde frag1nent (blz. 142) 
van de kwa.11t<)r--lclgica. Het vc)lledigheidsresultaat daar is van Gi_xfel ( Volledig
heid.sstelling, 1930). 

7.4.1 Betrouwbaarheid 

\Vaarhei~,waarden aan proposit.ieletters toekennen gebeurt met waardering·en: 

7.10 Vervullen. Or1derstel dat , een waardering is voor de pr<)positieletters 
in de formule i.p. In Sectie 1.3.2 ( zie biz. 9 e. v.) is uitgelegd hoe j,e met, --y een 
waarl,eidswaarde vo<)r r.p berekt.~nt. Als r.p de wa.arheidswa.arde W krijgt 011der 
de W1A,&rdering 1, da.n zeg je: 1 vervult <.p. De notatie hiervoor is: ~ p i.p. 

1 trert11dt een verzameling van forrr1ul.es r als hij iedere formule in r vervult. 
Notatie: 1' .~ r. 

De volgende stelling zegt dat de afleidingsregels het vervuld zijr1 v~an hyp<)
tliesen doc)rgeven a.a11 de uit deze hypothesen afgeleide forml1les. 

7 .11 Stelling.. / edere v·erv11,llirig tJan, de hypoth,esen t,a,n een afieiding t,ervult ooA; 
de t~onclusie. 

Bewijs. La.at 'D dt~ t>etreffE~nde aflt~idi11g zijn. Pt1S st,erkt~ i11ductie toe r1aar l1et 
itar1t,al sta.ppe11. \'a.r1 'D, di:i.t, is: l1t~t aant,al k<~rt~Il (lat er et~11 aflt~idi11gsregt~l is 
g<~t)ruikt ir1 'D. (Ilet lt,ar1tal stapper1 var1 D is gelijk aar1 l1et aa11t.al kr1opt~11 Viill 

'D ·r11i1,us ht~t. ,u1.11tal bl,i<it~rer1 "'<tll 'D.) ( Ir1 I)laats \ri1,11 st<~r ke ir1<l uc~t.iE~ r1aa1· ht~t, 
fta,11tal sta(>pe11 kt1n .it· <:>c)k gew<.)Ilt! ir1(iU<:t.ie r12:iar clc:: li<)<>gt(; va1·1 ·v tc)epassE~11 · 
zit) I)c~fi11it,itc; (i.1.3 biz. 76.) 

' 

()r1<iE~rstt~l c:lat ·rt he:1ot <ta11t,al star>pt~Il is \ra.11 "l). Dat, j(~ iil(i11c.:tie gt:t)1.·11ikt t)E~t,t:kt:nt, 
<iat jf~ vri.iE~lijk (>Vf~r cit· \rc)lgc~1·1d,:: ir1,dt1.<:tiehypotlit~se kl111t, l)(:~sc~l1ikkE•11: 



7.4. VERBAND TUSSEN WAARHEID EN .. 4.FLEIDB.4..4.RHEID 

Voor iedere afleiding met minder dan n stappe11 g£~ldt, <lat iedere 
vervulling van de hypothesen 66k de conclusie vervult,. 
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Onderscheid al naar gelang de laatst in V toegepa..c;;te regel. ledere afleidings
regel vergt dus een afzonderlijk argumE~r1t; je \rolgt a.h.w. de <)r1derdelen ,,a,n 
Defini tie 7 .1. Als voor beeld volgen gevallen 1, 4 en 6 var1 deze defini tie. 
1. (V is rudimentair.) 
D is een op zichzelf staande formule c.p waarvan hypothesE~ zowel als concl11sie <.p 

zelf zijn. 
De claim voor dit geval ( ''iedere waardering die cp vervl1lt, vervult cp'') spreekt 
vanzelf. 
4. (De laatst toegepaste regel in V is Mod us Ponens.) 
Onderstel dat 'D == 1/J + ~i= 1 ,2 Vi, met V 1 een afleiding van 'P ui t hypothesen r 1, 

en V2 een afleiding van <p ? 'ljJ uit hypothesen r 2. De hypothese-verzameling 
van Vis r := r 1 u r2. 
Onderstel nu, dat I p r; aangetoond moet warden, <lat , I== 1/;. De inductie
hypothese impliceert <lat 7 I== <p ( want , t= r 1 en 'D1 heeft minder stappe11 clan 
V) en <lat 1 p= (r.p ➔ 1/;) (want 1 p= r2 en V2 heeft minder stappen dan D). Uit 
de waar heidstafel voor > is dan direct zicht baar, <lat , F 'l/J. 
6. (De laatst toegepaste regel in V is Bewijs uit het Ongerijmde.) 
Onderstel, <lat V = <p + V 1

, V' een afieiding van 1- uit f u { <p ) 1-}, r de 
hyp,othese-verzameling van V. 
Onderstel., dat 7 f= r. Aangetoond moet worden <lat I p r.p. Neem eens aan 
(als hypothese voor een bewijs uit l1et ongerijmde), dat , I== <p niet geldt. Dan 
voorziet 1 beide lede11 van de i1nplicatie <p > l. van de waarheidswaarde O, en 
dus geldt (waarheidstafel ) ) 1 I== (r.p ► ..L). Er geldt nu <lat , F r U { ip · ► 
.l}. De ir1ductiehypot,hese toepassend op V' ( die een stap minder heeft clan 
V) vind je dat 1 p= ..L. Maar, dit is onmogelijk! (..L krijgt per definitie altijd 
Vv'"aarl1eidswaarde ().) Dus, de onderstelling, <lat , I== ip niet geldt moet warden 
verworpen, en daarom geldt , I== '-P· 
(Dus, om in te zien <lat BO betr(>uwbaar is, is een bewijs uit het ongerijmde 
geleverd.) 

Zie verder Opgave 141 -1 

141 • Opgave. Maak het bewijs ,ran Stelling 7.11 af. 

7 .12 Logisch Gevolg. c.p beet een logisch gevolg van de formuleverzan1eling r 
als iedere waardering die alle formules van r vervult, tevens <p vervult. Notatie: 
r I== c.p. (Verwar dit gebruik van F niet rr1et dat voor de vervulbaarheidsrelatie.) 
<p heet logisch geldig (vgl. Definitie 1.3.2, blz. 9), notatie: F tp, als t.p wordt 
vervuld door iedere waardering, d.w.z. als 0 l== cp. 

Stelling 7.11 zegt dt1s <lat de conclusie van een a.fleiding logisch volgt uit de 
hypothesen van de afleiding. Het afleidingsbegrip is kenr1elijk betr-ouwbaar in de 
zin <lat uitsl11itend logische gevrolgen kun11E:n worcien afgeleid: 

7.13 Betrouwbaarheid. Al.~ r l- 'P, dan r F '-P· 
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Bewijs. Dit is 11iets anders dar1 ee11 herforrnulering van St.elling 7.11. 

7.14 Gevolg .. Jedere hypothese-vrij afteidbare forrriule is logisch geldig: 

da 11. t== r.p. 

7.4.2 *Volledigheid 

als I- r.p, 
-I 

De Volledigheidsstelling is de omkering van de betrouwbaarheidsstellir1g. 
L~"Lt 7 eer1 wa.ardering zijn z6dat Dom( -y) eindig is. Dus, , voorziet slechts 

ei11ciig vet~l p1·opositieletters van waarheidswaarden W en 0. Associeer met r 
de verzameling 

'\"an de proJ>C)sitielet ters die door , van i;ir worden voorzien, en de negaties van 
de propositieletters die door 1 van O warden voorzien. De verzarr1eling [,] geeft 
een soort besch1 .. ijving van , . Het resultaat van de volgende opgave is cruciaal 
in het volledigheidsbewijs. Hierhij heet 1' een waardering voor r.p als iedere 
propositieletter in r.p element is van Dom( r). ...A\.lweer wordt gebruik gemaakt 
van het inductie principe uit het Hoofdstuk 6: Stelling 6.3. 

142 • •Opgave. Bewijs, m. b. v. i11ductie naar het aantal connectieven in de formule 
<p, d&t voor iedere waardering , voor ip ·geldt: 

l. , F ip =} [,] I- cp, 

2. '"Y ·~ r.p => [,] I- -it.p. 

Aanwijzing. De i11ductie heeft vier gevaJ.len: twee basis-gevallen ( r.p = .1. en c.p een letter, 
aantal connectieven is 0) en de eigenlijke twee inductie gevallen ( cp een conjunctie en 
<,p een implicatie). Voor ieder van die vier gevallen moeten de twee beweringen 1 en 2 
worden hewezen. Hier volgen een paar voorbeelden. 
tp = ..L. 

l. Voor geen enkele , hebben we, dat I F .1.; dit geval spreekt dus vanzelf. 
( ''-Tr" • - l " ' 1 . .: • ) .. 1v1a.u.-ware 1mp.ucatie. 

2. -,J_ is een afkorting van ..L + ..L. Volgens Opgave 129.1, (blz. 95) is iedere 
implicatie c.p , <p hypothese-vrij afleidbaar, dus -.J_ 66k. Maar dan g€ldt [""'t] I- -...L, 
ongeacht 'Y· 
cp = (x > '¢). 

1. Onderstel, dat , I= x ► 1/J. Dan geldt (waarheidstafel , ) dat 'Y F x of, I= 1/J. 
\l'olge11s inductiehypothese (als , waardering is voor x > 1/;, clan is , 66k waardering 
voor .X en voor ¢) kan aangenomen ,vorden dat aa,n de implicaties 1 en 2 wordt voldaan 
door X zowel als door 1/,1. Het eerste geval ('Y F x) levert dus, dat ['Y] I- ·X· Nu geldt, 
dat -ix I- (x ~ 1./J) (ga na). Dus, [,] 1- (x ; ,,;,,). Het tweede geval (,, F 'lp) levert, dat 
[,J l-1/,,1 • N!aar, 'l/; I- (x ► 1./J) (ga na). Dus, weer geldt [,] I- (x ➔ 1/J). 

2. C:)11derstel, dat ·, F x --'lf;. Dari geldt (waar}1ei<istafel >) dat, ~ x en,~ 1/;. 
\1/egens i11ductiel1ypotl1ese geldt dar1 [,] I- :~ er1 [,] I- ,·~1. :tv1aar, X, ,1/; I- -i(x ► 1/;) 
(ga. r1a). Dus, [,JI- ,(x ➔ 'l/;). 

l\·1E~rk C)p: voc)r ci(~ a.fleidir1gen van Opgc1.ve 142 l1c~b j(~ de regel B<~wijs uit l1et 
011gerij1r1cit~ riiet Il<)clig. 

Ht:~t. V<)lger1de rt~sultaat keert Gevolg 7.14 c)nl. 
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7.15 Zwakke Volledigheid. 
afieidbaar: 

ledere logisch geldige fo1~r,1,11,le i.c; hypothese-vrij 

t== 'P ⇒ I- 'P· 

143 • *Opgave. Bewijs Gevolg 7.15. 
Aanwijzing. Laat de formule c.p logisch geldig zij11. C)r1derstel, dat \,r de verza,meling 
van alle i11 c.p optredende propositieletters is. Bewijs <lat V(>or iede1·e waardering 'Y met 
Dom( "Y) C V geldt, dat [1"] I- c.p. I.h. b. volgt hieruit, voor "Y = 0 de lege waardering, 
het gevraagde. Gebruik inductie ( ditmaal l1et Prir1cipe 6.1 van volledige inductie, 
blz. 65) naar het aantal elementen van il· - Dom( "Y ). De t>asis van de inductie (V -
Dom("Y) = 0, V = Do1n(-y)) is precies Opgave 142.1. De inductiestap maakt geb1·uik 
van Opgave 138.1, blz. 97. (Deze opgave gebr11ikt de regel Be"\vijs uit het Ongerijmde.) 

7.16 Gevolg. Als r ei,ndig is en r F 'P, dan geldt r I- 'P· 

144 • Opgave. Bewijs Gevolg 7.16. 
Aanwijzing. Inductie naar het aantal elementen van r. Gt~br11ik Opgave 133.1, blz. 96. 

N.B.: de Sterke Volledigheidsstelling is de omkering van Gevolg 7.13, <lat voor 
willekeurige r: 

r F "' ⇒ r 1- 'P· 

Een bewijs hiervan wordt niet gegeven. 

7.17 Consistent, Vervulbaar. Laat r een verzameling formules zijn. 

1. r heet consistent als r If .1.. 

2. r heet ·vervulbaar als er een waardering is voor de prc)positieletters in de 
formules van r die r vervult. 

Opgaven 

145 • Maak Opgave 131 alsnog. 
Aanwijzing. Gebruik de theorie van deze sectie. Twee toepassingen van de Deductie
regel reduceren het probleem tot l1et vinden van een afleiding van c.p uit hypothesen 
( <p , 1/.;) ► 'l/; en 1/; ➔ <p. De vraag is 11u: wat is de laatste regel va11 de gezochte 
afleiding? Een eerste (redelijke) gissing is: Modus Ponens. Bijvoorbeeld, <p volgt di
rect uit 1/J· en 1/; > <.p. De laatste formule is immers al beschikbaar als hypothese. 
Resteert het probleem om een afleiding te vinden van 1/J uit hypotl1esen ( <.p ► 'ljJ) > 1/; 
en 1j; > c.p. Maar, zo'n afleiding bestaat niet! Dit is een direct. gevolg van de Be
trouwbaarheidsstelling en het feit <lat de waardering W voor <pen O voor 1./; de twee 
hypothesen vervult maar de gewenste conclusie niet. Andere toepassingen van Modus 
Ponens en Conjunctie-eliminatie zien er weinig belovend uit. Blijft over Bewijs uit het 
Ongerijmde. Dit levert een derde hypothese ,c.p. Inderdaad is het zo, <lat ..L logisch 
volgt uit deze drie hypothesen (ga na), dus kan het overblijvende deduct.ieprobleem 
volgens de Volledigheidsstelling worden opgelost. (Begin met c.p ➔ 1./; af te leiden uit 
-,<p.) 

146 • Bewijs: een eindige formuleverzameling is consistent d.e.s.d.a. hij vervulbaar 
• 
1S. 
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141 • • V1:1•t~r het ciisjt1r1ct,ieteken V weer in als zelfstandig connectief. Bedenk 
a:fleidingsregels vc>or v zoda,t, vo<)r de resultt~rende af:leidbaarheidsnotie weer een 
Betrou,vbaarht~icls- en t~t~11 \ 7olledigheidsresultaat gelden. 
Aanwijzirig. Zie cle regels ,rc><>r V gegev·e11 in Sectie 2.2, blz. 22. 

Samenvatting 

Belangrijkstt~ begripf>er1: 

• afleidingsregel, afleiding, l1ypc)these, conclusie, 

• afgeleide regel, 

• bet,ro11wbaJtrheid er1 volledigheid. 

• hoe bewijs je betrouwbaarheid? volledigheid? 

Literatuur 

Een (n:1oeilijk) bc)ek over natuurlijke deductie is Prawitz' [12]. Natuurlijke de
du,ctie komt ook aar1 de orde i.n het algemene boek over logica van van Dalen, 
f2]. Voor de uitbreiding v•an het hier be}1andelde deductie-apparaat tot de hele 
eerste-orde logica (zie Hoofdstuk 10 blz. 142), met de bewijzen van betrouw
ba.arheid en volled.igheid, zie Doets [5]. 



• 

Een van de grate ontdekkingen van Cantor is dat er oneindige verzamelingen 
van verschillende grootte zijn. Hierover gaat dit hoofdst11k. 

8.1 Ongelijkrnachtig 

Herinner je Defi11itie 6.6: verzamelinger1 ~4 en B heten gelijkrriachtig als er een 
bijectie van A naar B is (notatie: A rv B). 

8.1 Hoogstens gelijkmachtig. A heet hoogstens gelijkmachtig met B als er 
een injectie is van A in B. Notatie: A -< B. 

Voorbeeld. Zl -< JR..+. 

8.2 Stelling. Voor iedere oneindige verzarneling A geldt: 1N -< A. 

Bewijs. Onderstel, dat A oneindig is. Een injectie h : 1N ► A zoals gevraagd 
wordt als volgt geproduceerd. Merk op: A =/= 0 (want 0 is eindig). Je kunt 
dus een element h(O) EA kiezen. Nu is A "I- {h(O)} (want {h(O)} is eindig). 
Dus bestaat een element h,(l) E A - {li(O)}. Nu is A =/= {h(O),h(l)}, etc. 
Deze argumentatie voortzettend zie je, <lat onderling verschillende elementen 
h(O), h(I), h(2), ... van A kunnen warden gevonden; de bijbehorende functie h 
is dus een injectie. -I 

Dus, de machtigheid van 1N is de kleinste onder die van de oneindige verza
melingen. 

Opgaven 

148 • Bewijs: 

1. A-< A, 

2. A I'"¥ B .. ·> A -< B, 
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3. A -< B I\ B -< C : ·> A -< C, 

4. AC B >A-< B, 

149-' 4', Be,vijs de omkering van Stelling 8.2: als 1N -< A, dar1 is .. 4 c>11eir1dig. 
Aanwijzing. Zie het bewijs v'an Stellir1g 6.11 1 blz. 71. Eer1 kleir1e rr1oclific:atie hiervan 
( waarvoc)r C)!) zijn beurt een modificatie r1odig is var1 Opgave 90) toc)tlt aar1 <lat voor 
alle n, IN ts_ { 0, ... , n - 1}; en hieruit volgt het gevraagde. 

150• Laat h: .. 4 . ➔ A een niet-surjectieve injectie zijr1. Bijvc)orbeeld, b E A-Ran(h). 
Definieer f : IN > .4 door: f (0) = b, f (n + 1) = h(f (n) ). Dus bijvoorbeeld: f (3) == 
h(J(2)) = h(h(/(1))) = h(h(h(f(O)))) = h(h(h(b))). 
Bewijs, dat f(n) verschilt var1 f(O), ... , f(n - 1) (n E IN"). (Inductie r1aar ,n.) 
Conclusie: f is een injectie, en 1N -< A. 

151 4 Bewijs: als 1N -< A, dan is er een niet-surjectieve injectie h : A > A. 

152 4 Bewijs: een verzarneling is onei11dig d.e.s.d.a. l1ij gelijkmachti.g is met een echte 
deel verzameling van zicl1zelf. 
Aanwijzing. Gebruik Stelling 8.2 en Opgaven 149, 150 er1 151. 

153 • Onderstel, dat A eindig is en dat f : A ~ ~4. Bewijs: f is surjectief d.e.s.d.a. 
f injectief is. 
Aanwijzing. <=: gebruik Opgaven 149 en 150. 
=> : neem (Lemma 5.17 blz. 59) een rechts-inverse va.n f en gebruik Lemma 5.14 
(biz. 58) en {= . 

8.2 Aftelbaar 

Het prototype van een ajtelb.aar oneindige verzameling is de verzameling van 
natuurlijke getallen JN. 

8 .. 3 Aftelbaar .. 

1. A heet afte.lbe,ar als A -< 1N 

2. A heet aftelbaar oneindig als A r--.., JN. 

8.4 Aftelling. Een aftelling van de verzameling A is een surjectie f : IN ; A. 

Dus, J is een aftellir1g van A als A= {f(·n) I ri E 1N}. Dat betekent: we kur1nen 
alle elementen van .. 4 in een oneindig lange rij zettE::n ( die missc:l1i(~r1 herhalingen 
bevat): f(O), f(l), f(2), ... 

Opgaven 

De er1ige aftel bare verzameling zonder aftellir1g is 0: 

154 4'- Bewijs dat een verzarnelir1g aftelba.ar is cl.e.s.<i.a. l1ij leeg is of <:~<~I'l aftE~llir1g 
heeft. 
Aanwijziri_g. Gebruik de tl1eoric~ var1 li1,1ks- en recht.s-i1t"\<'(~rst~n. 
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155 • Bewijs: een deel van een aftelbare verzarr1eling is aftelbaar. 

156 a9t Bewijs: 

1. rzI.i ( de verzameling van gel1ele getallen) is aft el l>aar, 

2. Een vereniging van twee aftelbare verzarr1elingt~11 is aftellJaa.r. 

8.5 Stelling. lN2 == { ( n, rri) I ri, m E IN} i~'J aftelbaar· oneindig. 

Bewijs. Definieer S(p) := { ('ri, m) I n + rri == p}. 

105 

De verzamelingen S(p) zijn twee aan t.wee disjunct, en IN2 == S(O)US(l)US(2)U 
... Verder heeft S(p) precies p + l elementen: (0, p),(l, p - I), ... ,(p, 0). Gana, 
dat de functie j : JN2 ➔ 1N gedefinieerd door j ( n, rn) :== ½ (·n + rri) ( n. + ·rri + 1) + ·n 
de paren van de achtereenvolgende S(p) opsomt in de aa.ngegE~ven volgorde, en 
dus ee11 bijectie is. ~ 

8.6 Stelling. (Q+ is aftelbaar oneindig. 

Bewijs. ldentificeer iedere q E (Q+ met het paar (n, ·rri) E IN2 \Vaarvoor geldt: 
q = 

1
':i en ::i is onvereenvoudigbaar ( n en rn relatief prif~rr1). Gebruik nu Stel

ling 8.5 en Opgave 155. ~ 

157 a9t Bewijs dat de verzameling van alle ratio11ale getaller1 (Q aft,t~lbaar is. 

8.3 Overaftelbaar 

8. 7 Kleinere n1achtigheid. A heeft machtigheid kleiner dan B als zowel 
A-< B als A rf B. Notatie: A-< B. 

Dus: 
A-< B < > A-< B I\ A~ B. 

Voorbeelden. {O, ... , n - l}-< 1N (Stelling 6.11); 
IN -< IR (Stelling 8.9). 

Waarschuwing. Dat A -< B impliceert wel, maar is niet equivalent met: er is 
een niet-surjectieve injectie van A in B. 

Dat A -< B betekent per definitie: A -< B en A rf B. Dat A -< B houdt in, 
dat een injectie f : A > B bestaat. Dat A ~ B impliceert, dat er geen bijectie 
is tussen A en B; i.h.b., dat zo'n injectie f geen bijectie kan zijn. 

Tegenvoorbeelden voor het omgekeerde: (Voorbeeld 6. 7) de opvolger-functie 
n 1 ➔ n + l is een niet-surjectieve injectie : 1N ~ 1N, maar natuurlijk geldt niet, 
dat lN -< 1N; de identiteitsfunctie lIN is een niet-surjectieve injectie van IN in <Q, 
maar er geldt niet (Opgave 157), <lat IN-< <Q. 

8.8 Overaftelbaar. A heet overaftelbaar als 1N -< A. 

Als alle oneindige verzamelingen aftelbaar waren ---- en dat idee zou je van 
Opgave 157 gekregen kunnen hebben - dan had dit hoofdstuk weinig om het 
lijf. De volgende stelling is een fundamentele ontdekking van Cantor. 
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8.9 Stelli11g. JR., i,r; o·ve1~aftelbaar. 

Bewijs. (i) Dat IN -< IR is d11ideli~jl{ ( Opga,,e 148.3, 1N C JR). (ii) _,L\_angetoond 
rnoet dus nag warden, <lat er geen bijectie h : lN ► 1R bestaat. In feite is er 
zelfs geen .,;urjectie. Dat \Vil zeggen: 
Beweririg. Bij iedere f11nctie /1 : IN > JR bestaat een reeel getal r met r ff. 
Rari( h, ). 
Bewijs. Onderstel, <lat h : ]N ➔ Ill. Schrijf ieder getal h( n), ge bruik makend 
van decimaa,lontwikkelingen, in cle vorm h( n) = Pn + 0, r0r1 ·r2 · · ·, met Pn E 'ZZ, 
Pn ~ h(·n) < Pn + l, en decimalen rf E {O, 1, 2, ... , 9}. (Dus bijvoorbeeld, 

2 == -2 + 0, 15 • • •) Kies, bij iedere n, een getal rn E {O, 1, 2, ... , 9} met 
rn :f. r~. Het getal r = 0, ror1 r2 · · · verschilt dan van h( n) in de n-de decimaal 
(·n = 0, 1, 2, ... ). 

rviaar, zelfs als Pn = 0, hieruit volgt niet noodzakelijk, dat r =/= h( n): 
een reeel getal kan immers twee decirnaal-ontwikkelingen hebben; bijvoorbeeld, 
0, 5000 • • • == 0, 4999 · · ·. Een staart nullen vs. een staart negens is ook het enige 
geval waarbij zich <lit ( een reeel getal met twee decimaal-ontwikkelingen) voor
doet. Dat probleem kan d11s worden geelimineerd door de nieuwe decimalen rn 
verschillend van O en 9 te kiezen. '4 

Een bewijs voor deze stelling <lat niet van decimaal-ontwikkelingen gebruik 
maa.kt (maar van de ''sup-eigenschap'' van de ordening van r,eele getallen) staat 
in Hoofdstuk 10; zie Gevolg 10.16, blz. 145. 

Herin:aer, dat p(A) := {X l X CA} de collectie is van alle d€elverzamelingen 
van A (Definitie 3.9, blz. 37). De machtsverzamelingoperatie levert op een 
directe manier verzamelingen van grotere machtigheid: dat is de inhoud van 
Stelling 8.10. 

In het bizonder is het dus niet zo, <lat alle overaftelbare verzamelingen ge
lijkmachtig met 1R zijn! 

8.10 Stelli~g. (Cantor) A-< p(A). 

B,ewijs. (i) De injectie a 1 > {a} van A in tJ(A) toont aan, dat A -< p(A). 
(ii) "Om te laten zien, dat A rf go(A) wordt, net als in het vorige bewijs, bij 
een willeket1rige functie h : A ) p(A), een element D E go(A) - Ran(h) ge
produceerd: dat bewijst <lat zo'n functie nooit een surjectie -- laat staan een 
bijectie ----- is. Een dergelijk elerr1ent is hier zelfs heel simpel te beschrijver1: 
r1eem D := {a EA I a ff_ h(a)}. Zou je hebben <lat DE Ran(h), dan bestond een 
<)rigineel dE Arnet D · h(d). Er zijn dar1 twee mogelijkheden: d E D, of d ¢ D. 
lv1aar, als d E D, dan geldt, wege11s definitie van D, dat d {/. li(d) = D: tegen
spraak. En als li '1. D dan geldt wegens D == h(d) c)ok d (/ h(d), en dus d E D 
vVf~gens defir1itie va,r1 D: ev'E~nt.~E~ns een tegenspraak. Cor1clusie: zo'n origineel d 
kar1 niet bestaa,n, en D fl. Ra'rl,(h,). -j 

8.11 Gevolg. 
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2. er is geen verzarne[i,ng vari gr·oot,~te machti~qheid. 

Zie evt. Opgave 1 70 voor eer1 vervc)lg. 

Opgaven 

158 • Bewijs: 

1. A -/. A, 

2. A -< B <: : . > .,4. -< B V .. 4 r-.., B, 
, 

3. A -< B I\ B rv C > .. 4. -< C. 

4. Wat is er fout aar1 het volgende '"bewijs'' vo<)r 2 => "?: 
Gegeven is dat A -< B. Laat f : A ➔ B eer1 injectie zijn. 
(a) f is (toevallig) surjectief. Dan geldt <lat .. 4 r-.., B. 
(b) f is niet surjectief. Dan geldt .. 4. rf B, en dus A -< B. 

159 • Bewijs: als A eindig is, dar1 geldt A -< IN'. 
(De omkering geldt ook: zie Opgave 171.) 

160 et, Bewijs dat het reele interval (0, i] := { r E 1R I O < r ~ ~} overaft,elbaar is. 

161 • Definieer h: A ► p(A) door h(a) := {a}. Bepaal {a EA I a Ff_ h(a)}. 

-I 

162 • Bewijs <lat een vereniging van aftelbaar veel aftelbare verzameli11gen weer af
telbaar is. 
Dus ( aftelbaar/ove1~aftelbaar pigeon-hole principe): als f : A ➔ I, A overaftelbaar en 
I aftelbaar, clan bestaan een overaftelbare H C A en een i E J z6dat voor alle a E H, 
f(a) == i. 

163 4't • Bewijs, <lat lN -< ]NIN. (lNJN is de verzameling van alle functies : IN' ~ IN".) 
Aanwijzing. Produceer, bij een willekeurige afbeelding ¢ : 11\T > IN'IN, een functie 
f E ININ - Ran(</)). 

164 • Een reeel getal is ratio11aal precies dan als z'n decimaalontwikkeling vanaf een 
zekere decimaal gaat repeteren. (Gebruik de somformule voor convergerende meet
kundige reeksen.) Onderstel nu, dat h : IN' ) (Q een surjectie is. Wat ku11 je zeggen 
over het bijbehorende getal r dat door het bewijs van Stelli11g 8.9 wordt geproduceerd? 

8.4 De Cantor-Bernstein Stelling 

De volgende stelling is een belangrijk hulpmiddel bij bewijzen <lat verzamelingen 
gelijkmachtig zijn. ( Overigens deugt de naam niet: het is geen stelling van 
Cantor, en Bernstein's poging tot een bewijs was fout. Het eerste correcte 
bewijs is van Dedekind.) 

8.12 Stelling. (Cantor-Bernstein) A-< B I\ B-< A 

Het bewijs hiervan wordt nog even uitgesteld. 

===:i.> A~ B. 

8.13 Gevolg. A -< B -< · · · -< Y -< Z -< A = !> A rv B r--.J • • • rv }T'""' Z. 
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165 4 Opgave. Bewijs Gevolg 8.13. 

Hi(~r is c~en voc)rl>t.~eld van l1et gebruik van Gevolg 8.13. 

8.14 Stelling. IR~ r->(N). 

(JE~volg 8.13 l<~vrert cian de gew(~nste <:()nclusie. (I.p. v. het hele alfabet heh je 

vc>ld<>endl~ aan cie vier letters A t / 1n D.) 
1. R -< ~,((Q ). De a{bt,~}dir1g r , .... > {q E (Q I q < r} is een injectie va11 IR in P0;(Q). 
(Het is gt~n l)ije(:tie.) Injectiviteit volgt nit het feit, <lat tussen iedere twee raele 
gt~tallen c~en rat,ic)naa.1 ligt. Zie voar een bewijs van dit resultaat Voorbeeld 10.14 
<.>p t>lz. 143. Het injectiviteitsbe,,,,ijs gaat nu als volgt. Onderstel, <lat r, s E IR 
verschiller1<ie reele getallen zij,n. Bij,voorbeel,d, r < s. Kies een rationaal p 
tl.1ssen r en .s. Dan geldt <lat p ,ff_ { q E (Q I q < r} en p E { q E (Q I q < s }, dus 
{qE ~ I q < r} :/- { qE<~ I q < s}. 
2. g.:>((Q) rv ~J(lN). Kieseer1 bijectie h: <Q, •~ lN (Opgave 157, blz. 105). Dan isde 
a,fbeelding X 1 ➔ h[.1Y] eer1 bijectie tussen p((Q) en &a(1N) ( Opgave 91, blz. 7.2). 
3. p(IN) ·l'V {O, 1 }lN. Zie Opga.ve 92. 
4. {O, 1 }IN -< R. vroor een injecti,e van { 0, 1 }JN in lfl: voeg aan een element 
h.: IN .... ~ •{0,1} var1 {O,l}IN toe het ,getal (in het interval (0, ½)) met decimaal
ootwikk,eJing O, Ii ( 0) h ( 1 ).Ii (2) · · ·. -l 

·*~Contiaauui ptrB:&loenl ,en -hyipothese. 
'N11 .J,e gezi~in .b·ebt, <iat lN -< IR, is een voor de hand liggende vraag, of e.r verza
.111elingen A zijn met ·.JN' -< A -< .1R. Als dat zo .is, dan bestaat ook een ,der,gelij.ke 
A C R (ga 11a) ··•·- da.t is: een overo;ftelbar·e verzarneling reele getallen niet gelij k
n:1.achtig n1e.t JR. D,e vraag beet Cantor's Gontinuurri Probleem. ( Continuum is 
··ee.n duu.r woord voor de verzar11eling Ill.) ·Cantor's Continuum Hypothese (CH) 
1i:egt, da,t zo'n verzameling niet l),estaat. De gebruikelijke verzamelingstheoreti-

,t. • • • • t . t h · bl l G ·· d I &s'C11e a..x1om.as z1Jn n1e 1n s a.at, om , et continuum pro eem op te · assen. ·.· o e 
·rlearees ia ;1938 dat de axiorneB CH niet kunnen weerleggen. Wat da,t betreft 
oohoort 1CH clus tot de mogelijkheden. ,Cohen bewees i.n 1963 dat de axiomas 
CII <)Ok ni"et kunneI1 bewijzeri. Wat de axiomas betreft zou de machtigheid van 
It z.elfs in1mens gr<)Ot kur1nen zijn en zouden er willekeurig veel verzamelingen 
.. 4, B, C, . . . C lR k11nnen bestaan z6dat lN -< A -< B -< C -< .. · -< IR. Zie 
Sect.it~ 8.6 (blz. 113) voor rneer informatie. 

Nu kc>rnt l:1et bewijs va,n de Ca11tor-Bernstein stelling. Het V<)lgende voor
l,>eelcl illt1streert de gel)ruikt.e true. 

Voorbeeld .. De reele ir1tervalle11 [O, l] en ((), 1) zijr1 gelijkr1,1achtig. 
f.,r·ol)t~~r <lit eerst zelf te bewijzen, V<)<)r<lat. je verder leE~st! Het eE~rlvoudigst lijkt 
l1t~t (()Ill(ltit [O, 1] (:~!1 [(), 1) r11aa,r ecrl get.al scl1ele11 ') ()Ill zoveel Ill(:)gc~lijk get.alle11 
var1 [(), 1] <:>J> zicl1z€~lf af te be<!lder1. Het J>roblE!E~111 is cia11: \Vat rr10E:t, de bijectiE~ 
cl(}(~I1 rr1<:~t l1et getal l '? Nat11urlijk k1111 jE~ I \\'E~l afl)<~(~lclen op ee11 g(~tc1l r· E [O, 1), 
rtiaar· <1an kun j<~ r r1iet, 111eer c)p zi<~hzelf afl)eel<iE~r1, e11 dus is de 111c>eilijkheicl 
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alleen maar verschoven naar r. Het volge11dt~ t)ewijs laat zien, dat als je dit 
probleen1 voor je uit blijft sc:huiven, het "'var1z<:~lf', verciwij11t. (Deze strategie, 
die bij oneindige verzamelingen werkt, l1eeft in het cia.gelijks lever1 wei11ig s11cces.) 

Bewijs. Neem eer1 willekeurige injec:tie f: [O, l] > (0, 1); bijvoorbeeld, J(x) :== 

½x. De volger1de afbeelding h : [O, 1] ) (0, 1) is n11 een bijectie: h beeldt 1 af c)p 
f ( 1) == ½, ½ op f ( ½) == ¼, ¼ op f ( ¼) == ½ etc.; er1 verder· neer11 je }i,(r) == ·r voor 
alle andere getallen r ::J. 2-n in (0, 1]. -, 

Dus, J zorgt voor een ''opschuif-procedure'' die het probleern-geval 1 verscl1uift 
naar ½, ½ naar ¼, etc. en zo het probleen1 tenslotte elin1ineert. 

Dit voorbeeld kan als volgt worder1 gegeneralis(~erd: (0, 1] wc>rdt A, [O, 1) 
wordt B, en A - B kan nu meer clan een element l1ebben. Het res11ltaat is bet 
volgende lemma, het speciale geval van Cantor-Berr1stei11 waarbij een van cle 
injecties een identiteitsfunctie is. 

8.15 Lemma. Als A-< B c A, dan geldt A r-w B. 

Bewijs. Laat f : A > B een injectie zijn. De gezochte bijectie h : .4 ➔ B doet 
het volgende. h beeldt ele1nenten x var1 A - B, f[ .. 4 - B], J[f[A- B]], ... af op 
hun f-·beeld f (x ), er1 laat andere elen1ent,e11 op ht1n plaats. Zie Opgave 167. -, 

Bewijs van de Cantor-Bernstein Stelling 8.12. 
Onderstel, dat f : A ► Ben g : B ► A injecties zijn. Dan is go f : A > g[B] C 

A een injectie. Volgens Lemma 8.15 geldt nu .,4 r-v g[B]. l\1aar natut1rlijk geldt 
ook, dat g[B] r--.; B. Dus, A l"J B. -, 

Opgaven 

166 • Bewijs de volgende variaties op het feit, dat [O, l] ("V [O, 1): 

1. (0, 1] rv [O, i ), 
2. { ( x, y) I x 2 + y 2 ~ 1} r-.; { ( x, y) I x 2 + y 2 < 1}, 

3. {(x, y) I x 2 + y 2 ~ l} r-.; {(x, y) I lxl, Jyj < ½ }. 

167 • Ga de details van het bewijs van Lernma 8.15 na. 

168 • • Laat AC IR aftelbaar zijn. Bewijs, dat (IR - .. 4) rv JR. 

8.16 Gevolg. (JR - <Q) r-v IR. 

De verzameling van irrationale getallen is gelijkmachtig met JR. Netzo kan war
den bewezen, dat de verzameling van transcendente reele getallen gelijkmachtig 
is met IR; i.h.b., <lat er dus veel transcendente getallen zijn. (Een getal dat 
niet algebrai"sch is heet transcendent. Een reeel getal is algebraisch als het nul
punt is van een polynoom in een variabele met gehele coefficienten. Er zijn 
aftelbaar veel dergelijke polynomen; ieder poly11oon1 heeft hoogstens eindig veel 
nulpunten, en dus zijn slechts aftelbaar veel reele getallen niet transcer1der1t. 
Maar bewijzen, dat concrete getallen als e en 7T transcendent zijn, is in de regel 
lastig.) 
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169 4't Bewijs: 

1 ... 4-< B > ,(B-< A), 

2 ... 4 -< B /\ B -< C = > .. 4. -< C, 

3. A -< B /\ B -< C . ~► A -< C, 

4. A -< B /\ B -< C =:::;i> .. 4-< c. 
Aa'liwijzing. Al deze in1plicaties eisen Stelling 8.12. 

170.4', Bevvijs, dat de machtigheid van de oneir1dige vereniging INUp(lN)Ug:::,(p(IN))U· · · 
g1·oter is dan die van de verzarnelinger1 IN, p(lN), ~:J(p(IN) ), ... afzonderlijk. 
Aanwijzi1ig. Gebruik Gevolg 8.11. 

171 • ctt Bewijs de omkering van Opgave 159: A -< 1N =>- A is eir1dig. 

1'72 • • Bewijs: 

1. Iedere oneindige deelverzameling van lN is aftelbaar oneindig, 

2. ...4 is aftelbaar oneindig d.e.s.d.a. ~4 aftelbaar is en oneindig, 

3. A is aftelbaar d.e.s.d.a. A rv 1N of A is eindig. 

173 .•.• Gegeven zijn een verzameling A en een ding b ¢ ... 4. Bewijs: 

1. Als A oneindig is, dan geldt Arv AU {b}. 

2. Als A eindig is, dan geldt A ·1' A.U-{IF}. 

17 ~,. i;0nderstel, dat ao, a 1, a2, ... onderling verschillende elementen zij:n van de ver
zameli:qg A. 

1. Beschrijf een bijectie tussen A en A - { ao}. 

2. Idem ,tussen A en A - { ao, a1 }. 

3. Idem tussen A en A - { a1, a3, as, ... , a2n+1, .. . }. 

1·75 .• • Bewijs: er is geen verzameling ~ van verzamelingen met de eigenschap dat 
voor iedere verzameling A er een verzameling A' E <r bestaat zodat A ,....., A'. 

Je hebt gezien (Stelling 6.8), <lat rv een equivalentie is op de collectie van alle 
verzamelingen. 

8.17 Kardinaalgetallen. (R11ssell) Een kardinaalgetal is een equivalentieklasse 
van rv. Het kardinaalgetal ·va'n A is de equivalentiel{lasse !Al van A modulo rv. 

Uit deze definitie volgt <lirec.~t (vgl. Lemrr1a. 4.7, 1:)lz. 46): 

8 .18 Lemma. I A I == I BI -< · = :} A rv B. 

--·· en <lit is het enige <lat in cle praktijk var1 <ie notie kardiriaalgetal wordt 
gebruikt. 

Het kardinaalgetal l{O, ... , ri -1 }I van de~ n,-elerr1entige verzamelingen wordt 
rr1eestal ge:identificeerd 1net l1et getal 'rt. 
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8.19 Alef-nul. N0 :== IINj. 1 

Het begrip van een ka1·dina,algetf1,l kar1 \Vorcier1 bescl1ouwd als een generali
satie van het begrip natuurlijk getal ir1 de zin van: aa,ntal. Je kunt de defir1ities 
van som, produc~t en macht op een nat,l1t1rlijkc~ rr1ar1ier· t1itl)rE~iden voor kardinaal
getallen en rekenregels bewijzen die de bekencle regels voor IN" generaliser·en. 

Zo geldt IAI + IBI == A U Bl (als An B == f/J: alleen als .. 4 en B disjuncte 
verzamelingen zijn van n resp. m element,en heeft hun vere11igir1g ·;i + rri elemer1-
ten), IA x IBI == 1 .. 4 x Bl (het product .. 4 x B == {(a,b) I a EA I\ b EB} heeft 
n x m elementen als A er1 B n resp. rn elementen hebben) en !Al IB! == 1#4 8 I 
( de functieverzameling A 8 }1eeft nm elementen als _4 en B ,,,, resp. rri elerr1enten 
hebben --- zie Opga""e 79, blz. 63). 
N.B.: deze vergelijkingen kunnen zelfs worde11 opgevat als ( ''representant-or1-
afhankelijke'': zie Opgave 185) definities van optelling, vermenigvl1ldiging en 
machtsverheffing van kardinaalgetallen: zie de discussie onder 5.18 blz. 62. 

Onder deze definities geldt kennelijk (Stelling 8.14), dat IIRI == 2Na. 

Kardinaalgetalle11 warden geordend ( voor de notie va11 eer1 ordenir1g, zie Sec
tie 9.2 blz. 119) door de door-< en -< geYnduceerde relaties clie eveneens worden 
aangegeven met -< er1 -<: IAI -< IB {::} A -< B; IAI -< IBI {::} A -< B. (Weer 
wordt <lit gerechtvaardigd m.b.v. 5.18.) 

No staat aan het begin van de onafzienbare rij var1 oneindige kardinaalge
tallen genaamd alefs: No < N1 < N2 < · · · < Nw < · · ·; (Nu,1 is het kleinste 
kardinaalgetal grater dan alle Nn). 

Het gebruik van kardinaalgetallen levert soms verbluffend compacte bewijzen 
op. Een voorbeeld is de volgende stelling van Cantor. (In Cantor's opinie was 
dit een belangrijker resultaat clan Stelling 8.9, dat lN -< Ill; vermoedelijk omdat 
bekend was dat er geen continue bijecties zijn tussen IR en 1R x JR. Nu wordt 
anders naar <lit relatieve belang gekeken.) 

8.20 Stelling. Het Euclidische vlak is gelijkmachtig met IR. 

Bewijs. D. w .z.: er is een bijectie tussen de pun ten in het vlak ·--· JR x IR -- en 
die op een lijn - JR. Want: 

IIR X IR! IJRI X IIRI 
2No X 2No 

2No+~o 

2No 

llR. 

De derde gelijkheid gebruikt een rekenregel voor kardinaalgetallen die de be
kende regel: nP x nq == nP+q voor getallen generaliseert -·- zie Opgave 188, 
blz. 114; de vierde gelijkheid gebruikt, dat No + No == No, vgl. Opgave 156, 
blz. 105. -l 

1 ~ (alef) is de eerste letter van het Hebreeuwse alfabet. 
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8.6 * • euze-ax1oma 

Herl<:~es het bewijs van Stelling 8.2, blz. 103. J\1erk op, <lat je daar oneindig vaak 
ee:~n elemer1t rr1oet kiez(~Il in een niet-lege deelverzameling van de verzameling ... 4. 
Deze willeket1r kan worden geelirnineerd als je een functie hebt di(~ dat voor je 
do,et. Het keuze-axiorna zegt, da,t zulke functies er· altijd zijn. 

8.21 Keuze-axioma. Het Keuze-Axiorna, afgekort: A,C (vo<)r: Axiom of 
Choice), is de t>f~weri11g da.t er een keuze-functie is voor iedere verzameling C 
van rtiet-lege verzamelingen, d.i.: een functie a met Dom(cr) == C zodat voor 
alle ... X- EC: a( .1¥) E ... ¥. 

Neen1 r1u, ir1 het be,vijs van Stelling 8.2, C := {X C .. 4 I ..,\'" i- 0}. Laat a 
een keuze-functie zijn V{)•Or C. Een injectie f : IN · > A zoals ge\venst wordt dan 
kennelijk gedefinieerd door de co11ditie f(n) == a(A- {J(O), ... ,f(n -1)}). 

Het keuze-axioma is een belangrijk verzamelingstheoretisch instrument <lat 
o\rera.l in de '\l."iskunde opduikt, soms in vermomming (zie Sectie 10.6: het Lemma 
van Zorn). Fii,er<)nder volgen een aantal illustraties, die dl1idelijk n1aken dat AC 
zelfs in sornmige eenvoudige situaties niet kan worden gemist. 

Opgaven 

17'6. Bewijs, m.b.v. AC, dat een product IliEI .. ¥i van niet-lege verzamelingen .. Yi 

n.iet-leeg is. (Feitelijk is dit n.iets anders da.n een herformulering van AC.) 

177 • Laa.t V een verdelir1g zijn van A. Bewijs, dat ir-< A. 
Aanwijzing. Iedere ke·uze-functie voor V is eer1 injectie als gezocht. 

178• B,ewijs: iedere surjectie h: A ... B heeft een rechts-inverse. (Dit is Lemma 5.17, 
b'lz. 59.) 

Aanwijzing. Neem ee11 keuze-functie voor {h- 1 [{b}] I b EB}. 

179 • Onderstel, dat h : A ► B een surjectie is. Bewi_js, dat B -< A. 
Aanwijzing. Zie 5.17 en 5.14, blz. 59/58. 

180 • Be\vijs zonde1· .t\C: a.ls een surjectie h : A ► B bestaat, clan geldt g:>(B) -< p(A). 

181 • tit Bewijs zonder ,.~C: als A oneir1dig is, dart geldt 1N -< f.J(p(A) ). 

Een l)ela.ngrijk gevolg \'an het keuzt~-axioma is cle zgn. T1·ic~l,,otorriiestellin,g: 

8.22 Trichotornie. Voor· iede1·e t-wee ver·zarrielingeri A eri B gel(lt een •var1, 
<irieerz,: of .. 4 rv B, of A -< B., of B -< .. 4. 

182 • Bt~wijs deze stellir1g vc>or l1et speciale geval, dat B == IN . 
.. 4.anwijzirig. (-;ebruik St,t!llir1g 8.2. 
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Het idee van het be\\rijs van Stelli11g 8.22 is hetzelfde als dat, van Stelli11g 8.2, 
maar er kon1en een paar details bij. Voor ee11 volledig t)e,vijs, zie Opga.ve 330 
biz. 153. 

Het keuze-axiorr1a irnpliceer·t vercier r1og, llat ieder c>11<~ir1dig kardir1aalgetal 
voorkomt i11 de rij van alefs. I.h.b. 1r1c)et dt1s lffil == 2Nci <~ri11 V<.)orkomen. Het, 
Continuum-probleerr1 in een andere forrr1ulerir1g is d11s cle vra.ag: waar staat lffil 
in de rij va11 alefs? De stelling var1 Car1tor zegt, <lat IIR-1 # N0 ( llRJ sta.at r1iet 
op de eerste plaats). Cantor's Cor1tir1uun·1 Hy1)otl1esE~ is equi\ra.le11t. 111et: /1RI 
N1 (IIRI staat op cie t\veede plaa.ts). De gebr11ikelijk verzarr1elingsth{~<:}retisc:he 
axiomas impliceren wel, <lat bijvoor·beeld jlfll =/- Nw ( clit volgt uit ()pgave 198., 
blz. 114). J\1aar (volgens Godel en Cohen), mogelijkheder1 als lffil = N1 (CH), 
l1RI == N1010, IIRI = Nw+1 ( de eerstvolgende aleph 11a Nw) et,c:. worden do<)r 
diezelfde axiomas niet ui tgesloten. 

183 • Onderstel dat voor alle verzarr1eli1·1gen A er1 B geldt, dat: .4 -< B ()f B -< A. 
Bewijs hieruit, <lat de Trichotomiestelling geldt. 

184 • Als in dit hoofdstuk voor concrete verzamelinger1 A en B moest warden be
wezen, dat A -< B, clan bleek het altijd n1ogelijk te zijn orn te bt:•wijzen clat er geen 
surjectie van A op B was (A== lN, B == IR; B == p(A)). 
Onderstel, dat B -/= 0. Bewijs dat equivalent zijn: 

1. A -< B, 

2. A -< B, en er is geen surjectie : A > B, 

3. er is geen surjectie : A , B. 

Aanwijzing. Gebruik het keuze-axi(>ma, of een gevolg daarvar1. 

*Opgaven 

De resultaten van de eerstvolgende drie opgaven zijn vaak nodig om de reste
rende te kunnen maken. 

185 • Onderstel, <lat A1 ,-....,i A2 en B1 t",J B2. Bewijs: 

1. als A1 n B 1 = A2 n B2 == 0, clan A 1 u B 1 ".J A 2 U B2, 

2. At X B1 ,-....,i A2 X B2, 

3 .• Af l "-I Af 2. 

186 4't Onderstel, dat A1 -< A2 en B1 -< B2. Bewijs: 

1. als A2 n B2 = 0, dan A1 U B1 -< A2 U B2, 

2. A1 X B1 -< A2 X B2' 

3. p(A1) ~ ~(A2), 

4. cf- als A2 =/. 0, dan A~1 -< Af 2
• 

187 .. Geef tegenvoorbeelden voor de volger1de implicaties. 

1. A1 ~ A2 ::::;,- A1 u B -< A2 u B (A1 n B = A2 n B = 0), 
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2 .• 41 -< A2 A1 X B -< A2 X B, 

3. A 1 -< .. 4.2 4. B _J AB 
...:1-. 2, 

4. A1 -< A2 BA1 -< B-42_ 

188 4' Bewijs: 

1. als B n C = f/J, dan .4Buc "-' AB x ~4c, 

2. (Ax B) 0 
"-J Ac x B 0 

3. • ( .. 4 B)C ("'J ABxc_ 

189 • Bewijs (n ~ 1): 

1. {O, 1 }JN r-..1 {O, . .. , n }IN f'w JN"IN r-..; IRIN rv ffi, 

2. {0, l}IR rv {0, ... ,n}IR ~ INlR ,-..,.; lRlR rv (p(JR))IR rv (IRIR)IR. 

19,Q • Bewijs, dat voor alle n E ]N+ geldt: ]Nn ~ IN (n.b.: ]NIN rf IN) en ]Rn ,.,._, JR 
(n.b.: IRIN rv IR). 

191 • Welke twee van de volgende verzarnelinger1 zijn gelijkn1achtig? "\\i'elke niet ?: 
p(IR)go(R); (p(p(ffi.))) IR; p(1R); p(~(JR)). 

192 • Toon aan <lat de volgende twee verzamelingen gelijkmachtig zijn: 
a. {(x, y) E R 2 I x 2 + y 2 ~ 1 /\ y > O}; b. {(x, y) E IR2 I 1 < y ~ 2}. 

193 • G,a na, welke paren onder de verzamelingen 1R, NIN, IN"IR; RJN; RlR en p(ffi) 
gelijkmach.t~g zijn. Bewijs je antwoorde11. 

194 • A, B en C zijn nfue,t-,lege verzamelingen. 

1. Bewijs dat __ 4B x AIN-< A Bx IN. 

2. Geef een bewijs of ee11 tegenvoorbeeld voor de bewering, dat AB x c ,,..., A (Be). 

195 • leder van de volgende verzameli:ngen 1-4 is gelijkmachtig met een va.n de 
volgende drie: 1N", 1R en IR. lR. Zeg met \velke van de drie, en geef een argumentatie: 
1. ~ - 1Z, 2. p ( (Q) , 3. p ( p( lN)) , 4. { ( x, y) E JR x IR ! x + y E (Q } . 

196 • Bewijs dat voor iedere oneindige verzameling A geldt, dat A~ (AU lN). 

197 • Bewijs: 

1. als geldt dat 1N' -< A, dan is geen enkele functie f : lN > A een surjectie, 

2. als A# 0 en geen enkele functie f : IN + A is surjectief, dan geldt 1N-< A. 

(Als je Opgave 184 oploste ben je natuurlijk klaar. Zoniet: probeer dit t6ch.) 

198 '11, I. Be,vijs: voor iedere verzarneling A geldt: A -< INA. 
2 . .f,(Konig-Zern1elo) Gegeven zijri verzarnelingen Ao, .. 4 1 , A2, ... zodat Ao -< Ai -< 
.. 42 -< .... Laat A : · UrtE IN An de ,rereniging zijn ,rar1 alle "'4n. Bewijs, <lat ... 4 -< .. 4. IN. 

( C)rndat lR .-v lRIN kan IR cius gt~t~11 ,,t~rer1igi11g zijn van aftelbaa1· veel verzamelingen van 
stijger1de rr1achtigl·1eid. Ir1 een precieze zir1 is <lit }1<:~t, sterkste r·esultaat dat de gewone 
verzamelingstheoretiscr1e axi()tnas over d<:~ machtigl1eid van IB., kun11ez1 bewijze11.) 
Aarlwijzi·rig. T()Or1 aar1 ---- 11et als in ltt:~t bewi_js var1 de stellir1g van Cant()r ---- <lat 
ge(~r1 er1kele fur1ct,it~ F : ,.4 __,. .. 4 lN sur.iec:tit.·f is. Ga. <:~t-..rst, 11a., <lat geer1 er1kele ft1nc:tie 
/ : .. 4i , ~4 $Ur_j(~<:t.i(~f is. 

199 4', Be\vijs: als .. 4 ()t1eir1dig is en B <:~i11(lig, dar1 gel<lt (A - B) U (B - A) l"-J ~4. 
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San1envatting 

Belangrijkste begrippen: 

• basisrelaties: -<, -<, 

• aftelbaar, overaftelbaar. 

Vragen: 
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• geef voorbeelden van aftelbare \'erzameling(~n; bewijs h11n aftelbaarheid, 

• geef voorbeelden van overaftelbare verzamelingen; bewijs h11n overaftel-
baarheid, 

• zijn alle overaftelbare verzamelingen gelijkmachtig n·1et IR? 

• wat is de Cantor-Bernstein stelling·? bewijs'? 

• bewijs 1R ~ p(JN). 

Literatuur 

Er is veel literatuur op het gebied van de verzamelingentheorie, op allerlei ni
veau. Al genoemd zijn van Dalen, Doets, de Swart [3] en Halmos [6]. Twee 
van de vele inleidingen op een hoger r1iveau in het Engels zijn Vaught [14) en 
Henle [7]. Een zeer gedetailleerde (moeilijke) behandeling is Levy [9]. De beste 
inleiding ir1 de (moeilijke) theorie van de verzamelingstheoretische onafhankelijk
heidsresultaten (zoals continuum- en Suslin probleem) is K unen [8]. Tenslotte, 
zie Moore [10] over de geschiedenis van l1et keuze-axiorna. 
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lVIet de gewone ordeningen op de getalsverzamelingen 1N, 7l, <Q en IR (gewoonlijk 
allemaal met hetzelfde teken < aangegever1) ben je vermoedelijk vertrc)uwd. Dit 
l1oofdstuk gaat over relaties op willekeu1,ige verzarnelingen die overeenko1nstige 
eigenschappen hebben: de ordeningsrelaties. 

9.1 Eigenschappen van elaties 

(Her)lees Hoofdstuk 4 Sectie 4.2; i.h.b. Definities 4.2 en 4.3 blz. 43 e.v. De 
volgende definitie introduceert een aantal veel voorkorr1en<le eig<~nsc:happen van 
relaties. Drie ervan kwam je al eerder tegen (in Definitie 4.5, blz. 45); deze 
werden gebruikt om de notie van een equivalentierelatie te definieren. Netzo 
worden andere combinaties gebruikt voor definities ,,ar1 de c)rdeni11gsbegripper1. 
Elk van deze eigenschappen kan worden uitgedrukt door een eenvoudige formule. 

9.1 Definities. Onderstel dat Reen relatie is op de verzameling A. R heet: 

• reftexief op de verzameling A als geldt dat VxEA(xRx), 

• irrefl,exief als 't/ x ( 1xRx), 

• symmetrisch als Vx,y (xRy ⇒ yRx), 

• asymmetrisch als Vx, y (xRy ⇒ 1yRx ), 

• antisymmet1-isch als \Ix, y (xRy A yRx ⇒ x == y), 

• trarisitief als \/x, y, z (xRy I\ yRz ⇒ xRz). 

Voorbeelden. De volgende tabel zegt van een aantal concrete relaties of ze al 
dan niet de genoemde eigenschappen hebben. Hierin is: 
• 0 de lege relatie op 1N", 
• L.\ = L.\IN == { ( n, n) I n E lN} de identiteitsrelatie op 1N, 
• JN2 = IN x 1N de grootste relatie op 1N, 
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• < en ~ ~ de gt~wone c.)rde11ir1gsrelaties op 1N, 
• en tenslotte is C de inclusier·elatie op tJ(lN). 

eigenschap: u,el: niet: 
reflexief ( op IN resp. g:-1(1N)) ~, JN"2, ~' C 0, < 
irreflexief 0, < .o., JN:.!, ~' C ' 

symmetrisch 0, ~, ]N"2 <,~,C 
asymmetrisch 

~ 0, < .Li' ]N~ ' ~ ' C 
antisyrr1metrisch 0, Li, <, ~' C ]N4 

transitief 0, ~ , JN"'2", < , ~ , C 
. 

.. ~ntisymmetrie van < op 1N' en van ~ is weer een geval van een triviaal-ware 
implicatie. n < m en m < n kunnen niet tegelijkertijd gelden ( asymmetrie!), 
dus n < m A m < n is onwaar (voor alle n en m), en daarmee is n < m A 'ni < 
n => n == m waar! 
N .B.: irreflexief is niet hetzelfde als niet-reflexief. De relatie 0 is zowel irre
flexief als reflexief op de verzameling 0. De relatie { (0, 0)} is niet reflexief op de 
verzameling { 0, 1}, en ook niet irreflexief. 
l\l1erk op: refiexiviteit van een relatie is altijd reflexiviteit met-betrekking-tot een 
verzameling. Als RC A 2 en AC B clan gel,dt ook RC B 2 ; maar als R reflexief 
is op A e:a A C B dan hoeft R nog lliet reflexief op B te zijn. Voor de and,ere 
hi:et geinttodaceerde begrippen is d,e ond:erliggende verzameling niet van belc1ing. 

200 • Ga 11:'.a: een relatie R op A is 
' 

1. re:flexief op A d.e.s.d.a. ~A C R, 
. 

2. irreflexief d.e.s.d.a. ~A n R = f/J, 

3. symmetrisch d.e.s.d.a. R* C R ( R* : = { ( a, b) I bRa} - Definitie 4.4 blz. 44), 

4. aisymmetrisch d.e.s.d.a. Rn R* = <JJ, 

5. a&tisyinrnetrisch d.e.s.d.a. Rn R* C ~A. 

201 • Bewijs: 

1. iedere transitieve, irreflexieve relatie is asymmetrisch, 

2. iedere asymrnetrische relatie is irreflexief en antisymmetriscl1, 

3. 0 is de er1ige relatie die irreflexief, symmet1·isc:h er1 transitief is. 
D.w.z., bewi_js: (i) 0 is irreflexief, symmetrisch er1 transit,ief, er1 (ii) een niet-lege 
relatie kan niet tegelijk irrefiexief, symmetrisch en trar1sitief zijn. 

Aariwijzirig. Gee1l v<111 clezt:; be\\rijze11 gaat, (veel) verdc!r darl prop<)sitie logica. Bij
V()<)rbeeld, <)nderdeel 1 (l1et bewi_jsprc)bleem is --- asyrr1metrie is gegeven door eer1 
ur1iversele kwantificatit:~ va11 t:~e11 i111plicatit'.> - al gert;duceerd d.rr1. v. \1-introductie en 
de<lt1c·tieregel): 

G e51e11er,: R is t,rar1si tief1 irreflt~xic~f, t::!Il c1. Rb; 
Te bewijzeri: -.bR.a. 
Bt:!wijs: Stel clat bRa,. Dari ... 
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202 4'a Laat R een relatie zijn op de verzameling ... 4. Dan zijn RU LlA en R - 6-A ook 
relaties op A. Bewijs: 

1. als R asymn1etrisch is, dan is R U .6.A antisymmetrisch, 

2. als R antisymmetrisch is, dan is R - D-A a,symrnetrisch. 

203.. (Zie Opgave 42 blz. 49.) Tel het aantal symmetrische relaties, het aantal 
asymmetrische relaties en het aantal antisyrr1metrische relati<~s op <~en verzameling 
met n elementen. 

9.2 Ordeningsrelaties 

Iedere ordeningsrelatie komt in twee ''verschijningen'': de reflexieve- en de irre
flexieve versie. 

Bekijk bijvoorbeeld de bekende relaties < en ~ op 1N. 
Merk op: < is irreflexief en transitief ( en dus asymmetrisch: Opgave 201 ); ~ 
is reflexief, antisymmetrisch en transitief. Verder ha11gen deze relaties nauw 
samen. Er geldt: 

n < m ,<:: >- n ~ m A. n =f. m, 

n~m ,<: >- n<rri V n==m. 

Deze situatie is algemeen bij zgn. (partiele) ordeningsrelaties. Eerst volgen de 
definities voor deze twee typen van relaties, en daarna hun verband. 

9.2 Ordeningen. Onderstel, dat R C A 2 • 

l. R heet een refiexieve of zwakke (partiele) ordening van A als R 

• reflexief op A is, 

• antisymmetrisch 

• en transi tief. 

2. R heet een irrefiexieve of stricte (partiele) ordening van A als R 

• irreflexief is 

• en transi tief, 

(en dus ook asymmetrisch: Opgave 201.) 

Voorbeelden van reflexieve partiele ordeningen uit de tabel boven zijn: ~IN ( op 
IN), ~ (idem) en C (op p(IN)); voorbeelden van irrefl.exieve partiele ordeningen 
zijn hier: 0 en < ( op JN)_ 

De gewone irre:flexieve ordeningen van IN'", 'll, Q en IR warden alien, als gebrui
kelijk, met < aangegeven; de reflexieve relaties met ~. 

Merk op: de Lege relatie is een partiele ordening van 0 die zowel reflexief als 
irreflexief is. 
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In liE~t. vervl)lg \Vc>rdt 1r1et eer1 ordening altijd een 1~efiexieve of een irrefiexieve 

1>artiele 01~denir,g bedoeld. 
Ht:~t een,rc)11dige (bijec:tieve) verband t11ssen de twee typen (reflexief/irreflexief 

c)rdE~ningsrt:~laties op een verzameling .. 4 wc)rdt gegeven door het volgende lemma, 
ciat zegt da,t het verschil tl1ssen de t,wee t1itsluitend bestaa,t uit het omvatten 
van, of disjunct zijn met, cie identiteitsrelatie ~-4 ( == { ( a, a) I a E «4} ). 

9.3 Lemma. 

1. .,4ls .R een irrefiexieve partiele orderiing is van A, dan is R U ~.4, een 
reflexieve p,ar·tiele ordening van A~ 

2. Als S een r-efiexieve partiele ordening is van A, dan is S - &.A een irre
fiexie1,e partiele ordening van A. 

B .... If\ 204' ewys. opgave . 

Reflexi.eve /lrreflexieve Compagn.on.. Als R een irrefl·exieve ordening is· v;an 
.. 4, da11 heet R U ~ .. 1. de refie.xieve compagnon van R; omgekeerd, a.ls S een 
reflexieve ordening is van .. 4, dan. heet S - LlA: de irrefiexieve compagnon van S. 

"M'-....... "'. c·· .... • (iJ. ~ l:!.. •1 ... 1'1~ai11.1es,. •. eaven,utes,, ~praa,.;..gef/Jru,i,a_ • 

.. ~s ~ een ondenin.g is van .. 4 dan wordt aan de stru.ktuur (A,~) ook wel als 
ordre:ning g~refereerd. ..~ls \Vordt gez€gdi da.t .,4 een g.eordende verzameling is, 
da.n moet cie bedoelcle ordeI1ingsrelatie uit de cont·ext blijken. 
1n het vervolg worden irrefl:exieve ordeningen vaak aangeg,even met < ( m·aar ook 
met<', <.4, -< e.d.) of rr1et > (resp., >', >.4., >-) en reflexieve ordenin.gen met 
~ ( ~,, ~A, -<() of n1et ?; (resp., ~,, ~A, >- ). Verwar in zulke gevallen -< en -< 
niet met cl€ machtigr1eidsrelaties van Hoofdstuk 8! 

Uitdrnkkingen 'a < b', 'a -< b' enz. worden dan uitgesproken als: ''a is kleiner 
(evt.: in de zin van<,-<) cla.n b'', "bis grater (idem.) clan a''; 'a~ b', 'a-< b' 
aJ.is: ''a is kleiner dan of gelijk a.an b'', enz. 

Als in een context < en ~ partiele ordeningen zijn van eenzelfde verzameling 
.. 4 (irreflexief resp. reflexief), clan wordt altijd· aangenomen, <lat ~ de reflexieve 
compagnon is van < (en < dus de irrefiexieve compagnon van ~). D.w.z., voor 
a. b E ~4.: , 

en r1et.Z() ir1 het geval de an<ier·t:~ rtota.ties wc>1·d(~n ge1:)r11ikt. \Tt~rcier worden de 
v'<)lger1de:~ afkc)rti11ge11 gehar1teerd: 

• ll, f- b < = > ·,a < b. 
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Plaatjes. 
Partiele ordeningen op niet te grate, in ieder geval ei11dige, verzan1elingen kun
nen door een plaatje worden voorgesteld. De elerr1er1ten van de verzarneling 
worden clan weergegeven door punten; a.ls a < b geldt dar1 wc)rdt, b boven a gete
kend en met a verbonden door een lijntje. Een pad van lijr1stukken telt nu <)ok als 
lijnstuk: wegens transitiviteit moet irr1rr1ers gelder1, <lat a < l> I\ b < c > a < c. 

Dus, als al lijnstukken zijn getekend die a en b, resp. b en c verbir1den, clan hoeft 
er geen extra lijnstuk meer te worder1 getekend tusse11 a en C'.. 

Natuurlijk staat het plaatje van een irreflexieve c>rdening tegelijk voor de 
reflexieve compagnon. 

9 .. 4 Voorbeeld. Van de irreflexieve partiele ordening {(2, 0), (2, 1), (2, 3), (3, 0), 
(3, 1)} op de verzameli11g {O, 1, 2, 3} (maar tegelijk oak van zijn reflexieve t~om
pagnon 
{(O, 0), {1, 1),(2, 0), (2, 1),(2, 2), (2, 3),(3, 0), (3, 1),(3, 3)}) volgt hier het plaatje: 

0 1 

3 

2 

Opgaven 

204 • Bewijs Lemma 9.3. 
Voorbeelden. 
1: RU ~A is antisymmetrisch: onderstel, <lat a(R U ~A)b (1) en dat b(R U ilA)a (2). 
Bewezen moet worden, dat a = b. (1) wil zeggen: aRb, of: a~Ab, i.e., a = b. In het 
laatste geval hen je klaar; neem dus aan, dat aRb. Netzo zegt (2), dat bRa, of b = a; 
omdat je in het laatste geval weer klaar bent kun je onderstellen, dat bRa. Ivfaar dat 
is onmogelijk, want R is asymmetrisch. 
2: S-~A is transitief: onderstel, dat a(S-~A)b (1) en b(S- ~A)c (2). Bewezen moet 
worden, dat a(S- ~A)c. Uit (1) volgt: aSb en -,a~Ab, d.w.z.: a#- b. Netz(1 volgt uit 
(2) bSc en 1b6.Ac, d.w.z.: b 'f:. c. Omdat S transitief is, volgt <lat aSc. Resteert a =f. c: 
onderstel, <lat a = c. Dan geldt ( wegens aSb) dat cSb, en met bSc en antisymmetrie 
S: b = c. Tegenspraak. 

205 4't Herinner, <lat R* := { ( a, b) I bRa} de inverse is van R (Definitie 4.4 blz. 44). 
Ga na: een relatie R op A is symmetrisch d.e.s.d.a. R C R* ( d.e.s.d.a. R = R*), 
asymmetrisch d.e.s.d.a. R n R* = 0, en antisymmetrisl:h d.e.s.d.a. Rn R* C 6.A. 

206 4't Teken (graag: mooie) plaatjes van (p( {O} ), C), (p( {O, 1} ), C), en van 
(p( {O, 1, 2} ), c). 

207 • Tel het aantal (zeg: irreflexieve) partiele ordeningen op een verzameling met 
resp. 0, 1, 2 er1 3 elen1enten. 
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!.)t: r't'"latit· j t:tiss(~n ver·zarr1E~lir1ge11 ( ~'A heeft machtigh~id hoogstens_ ~ie van 

li<)reri(:le relatir~ ttissert kc"l.rdinaa.lgetallen is een part1ele orden1ng. De ,,olgende 
~- 1 • d' ()J>,;,tv~f~ gt,rlt~f aJSleflrt 1 t. 

2(),8 • La~.t ~ t'.°'en quasi-<)rdening zijn van Q. Definieer de relatie ,-...i op Q door 
f . .-I ,I I\ I-< 11'"'9 ::q~q ;,q _q. 

l, BE~"'1Cijs dat, ,...., ee11 equivalentierelat,ie is op Q. 

2, B@wij.s tiat een relatie ~ kan worden gedefinieerd op het quotient, Q / rv zodat 
, • .. ,, I . f i . . __,t , I 
if! ~ f(l' I ¢;> q ~ q · 

3. Bewijs clat ~ een partiele ordening is van Q / rv. 

ISO.· m· · · ·o··· ··r·· fi· · e· ", ' _' ' ' \ ' ' l ' l ' "· 
• • • • I . ' 

\\!aarscl1ij.nf·ijk l1el, je bij het laatste onderdeel van Opgave 207 ( tellen van het 
aa11tt1'1 <:>rd,:-r1ingen <>p ee11 3-elementige verzarr1elir1g) de verschillende ordeningen 
ing~~•~l<l al r1aar gelang hun plaatje. Op de verzameling {1, 2, 3} heb je (i) 
,i:e }ege cltdeni.ng; (ii) 6 ord,eningen met hetzelfde plaatje als { ( 1, 2) }; (iii) 3 
or.1tinge11 n1et. het2;e1fde plaa.tjeals {(L, 2), (1-, 3)}•; (iv) idem voor {,(2, 1), (3, l)}; 
en t..ns!ett., ,(v) i ordening€n. n1et hetz.elfde plaatje als {(1, 2), (1,,3)), (2, 3)}; in 
tl,<'lt1al! l + 6 + 3 + 3 + 6 = 19 orden.ingen. 

· :~, "tieaiinger1. l1et,en isorriorf als ze door e·enzelfde plaatje kunnen worden voor
,1.est~lf,i. Int is r1iet heel precies uitgedrukt; en bovendien: oneindige ordeningen 
l1eb1ben ( t.f.~11zij in een getdealiseerde zin) geen plaatje en kunnen toch isomorf 

·•• .~ • ..-1 d fi · · :IJ;JB. ~:.r .. ,r 1s tLe . e ·· n1t1e. 

& .. & laomerfie.. Onderstel <lat A 
( rf:?ftexit!f dan Viirel irreflexief). 

(A,<) en B ( B, -<) ordeningen zijn 

J. • E~n atbet~lding h : "'4 ---,.► B heet een isomorfisme of isomorfie t ussen A en 
B, &]s 

• Ii een bijectie is, 

• ,rc)<.)r allt~ a, a' E A: a. < a' < > h(a) -< h(a'). 

&~rs is<'llrl<)rfisrtlE~ tussen A er1 A heet een autornorfisme van A. 
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Omdat een isomorfie een bijectie is, zijn isomorfe ordeningen altijd gelijk
machtig. Dus geldt bijv., <lat (JR,<) niet isomorf is met (IN,<) en niet met 
((Q, <). Maar, bijecties zijn nat11urlijk niet altijd is()1norfis111en. Zo zijn de ge
lijkmachtige ordeningen (JN, <) en ((Q, <) niet ison1orf: zie Opgave 211, blz. 123. 

lA is (altijd) een auton1orfisme van (A,<): het triviale autorr1orfisme. 

9. 7 Len1ma. De relatie f'.J is een equivalentie op de klasse van (refiexieve, resp., 
irreftexieve) ordeningen. 

Bewijs. Opgave 212. 

Opgaven 

209 • De twee in Voorbeeld 9.6 gegeven isomorfismen zijn de enige isomorfismen 
tussen de betreffende ordeningen. Waarom is dat zo? 

210 • Bewijs: 

1. (1N, <) r-v (IN+,<) (n.b.: IN+:= {n E IN In> O}), 

2. (JR,<) r-v (JR+,<) (ide1n). 

9.8 Voorbeeld. Een n1oeilijker geval van isomorfie is (<Q, <) ,-...; (<Q+, <). Waar
schijnlijk werkt je oplossing voor Opgave 210.2 hier niet ( omdat jouw isomor
fisme geen rationaliteit bewaart). Een voorbeeld van een isomorfisme is de 
functie f : (Q ➔ <Q + gedefinieerd door: 

f(q) == 
q+l 

1 
l-q 

alsq>O 
als q ~ 0. 

De functie f verschuift (Q n (0, oo) naar (Q n ( 1, oo) en comprimeert (Q n (-oo, O] 
tot (Q n (0, l]. 

Nag moeilijker is het om te zien, dat ((Q, <) rv (<Q-{O}, <). (Zie Opgave 259 
blz. 136.) 

211 • Bewijs, <lat (1N, <) en (<Q, <) niet isomorf zijn. 

212 • Bewijs Lemma 9.7. 

213 • Geef (eenvoudige) ordeningen (A,<) en (B, -<) en een bijectie h: A ► B zodat 
voor alle a, a' E A geldt: a < a' => h( a) -< h( a'), terwijl h geen isomorfie is. (Dus 
geldt niet voor alle a, a' E A: h( a) -< h( a') => a < a'.) 

214 • Geef (eenvoudige) ordeningen (A,<) en (B, -<) en een surjectie h : A > B 
z6dat voor alle a, a' E A geldt: a< a' {:::} h(a) -< h(a'), terwijl h geen isomorfie is. 
(Dus h is niet injectief.) 

215 • Toon aan: his een isornorfisme tussen de irreflexieve partiele ordeningen (A,<) 
en (B, -<) d.e.s.d.a. h een isomorfisme is tussen hun reflexieve compagnons (A,:::;) en 
(B, -<). (Het maakt dus niet uit voor de definitie of de reflexieve, dan wel irreflexieve 
ordeningsversies warden gehanteerd.) 
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Voor de formulering van de definitie van isomorfie 9.5 is het eiger1lijk allee11 
van belang <lat < en -< relaties zijn; dat deze relaties ook r1og order1ingen zijn 
doet niet terzake. Dus, een bijectie h : .. 4 ➔ B heet ook een isomorfie tussen 
rr1odellen A == (A, R) en B == (B, S) (waarbij R C A2 en S C B 2 ) als voor alle 
a, a' E A: aRa' < > h,( a)S h( a'). 

216 4'a Onderstel, <lat h, : A > B een isorr1orfie is tussen A == (A, R) en l3 == (B, S). 
Bewijs: 

1. Als R reflexief is op A, dai1 is S reflexief op B, 

2. als R irreflexief is, dan is S irrefiexief, 

3. als R symmetrisch is, clan is S symmetrisch, 

4. als R asymmetrisch is, dan is S asym1net,risch, 

5. als R. antisymmetrisch is, dan is S antisymrr1etrisch, 

6. als R transitief is, dan is S transitief, 

7. als R een (injectieve, surjectieve, bijectieve) fu11ctie van .. 4 naar .. 4 is, dan is S 
66k een (resp., injectieve, surjectieve, bijectieve) functie van B naar B. 

Natuurlijk gelden van al deze implicaties ook de omkeringen; reden: Lemma 9. 7. 
Voorbeeld: 5. 
Gegeven: Voor b1, b2 E B geldt zowel b1 Sb2 als b2Sb1. 
Te bewijzen: b1 = b2. 
Bewijs: Kies (h surjectief) a1,a2 E A zoo.at h(ai) = bi (i 
isomor:fisme) a1Ra2 en a2Ra1. Omdat R antisymmetrisch is, 
Dus, b1 = h(a1) =h(a2) = b2. 

9.4 Definitie·s en Opgaven 

1, 2). Er geldt (h 
volgt dat a 1 = a2 . 

Herinner, dat R* : == { ( a, b) I bRa} de inverse is van R (Defini tie 4.4 biz. 44). 

9.9 Invers,en. (A, R)* := (A, R*). 

In termen van plaatjes: (A, R)* is (A, R) ''op z'n kop''. 

Notatie. Als in eenzelfde context~ en ~ (er1 varianten als ~', ~'; -<, >-, ~A, 

~A) worden gebruikt voor reflexieve ordeningen op eenzelfde verzameling, dan 
wordt altijd aangenomen, dat ~* == ~- Idem voor irreflexieve ordeningen < en 
> etc. (Dit sluit aan bij de notaties ·voor de gewone ordeningsrelaties var1 de 
bekende getalsverzamelingen.) 

217., Bewijs: 

1. (7l,<)r--.,(7l,<)* (d.i.: (7l,<)rv(7l,>)), 

2. ((Q,<)r-.J(<Q,<)*, 

3. (IR,<) rv (JR.,<)*, 

4. (tJ(IN), C) rv (p(lN), C)*. 

218 • Be,vijs 1 <lat (IN,<) ~ (IN,<)*. 
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219 • Bewijs: de inverse van een (reflexieve, res1). irreflexieve) c>rdening is weer een 
(reflexieve, resp. irreflexieve) ordening. 

220 • Bewijs: ieder isomorfisme tusser1 ( .. 4, <) en (B, -<) is 66k een isc>rr1orfi.sn1e tussen 
(A,<)* en (B, -<)*. 

9.10 Maximaal, Grootste. Laat (A,~) een reflexie,.re partiele ordening zijn 
en (A,<) de irreflexieve compagnt)n. Eer1 element a E .. 4 hE~et 

1. maximaal als geldt dat Vy E A(a ~ y => a== y), 

2. grootste of laatste element als geld t <lat Vy E A(y ~ a). 

Merk op: rr1aximaliteit van a E A is equivale11t met: 1 3y EA( <L < y) (ga na). 
D.,v.z.: er is geen element in A, dat <-grater is dan a. 

Verder: a E A is grootste element d.e.s.d.a. Vy E .4(y -:fa a ⇒ y < a) (ga na). 
In Voorbeeld 9.4, blz. 121, zijn O en 1 maximaal; er is geen grootste elerr1ent. 

Een maximaal element is dus niet noodzakelijk groc)tSt(~ el<~rnent. 

221 • Bewijs: 

1. iedere ordening heeft hoogstens eer1 grootste element, 

2. een grootste element is altijd maxin1aal. 

3. iedere r1iet-lege, eindige partiele ordening l1eeft tenminste een maximaal element. 

222 • Geef een voorbeeld van een pa.rtielt~ ordening rr1et precies een maximaal element 
die geen grootste element heeft. 

223 • Onderstel, <lat h : A ) B een isomorfie is tussen de reflexieve ordeninger1 
(A,~) en (B, -<). Bewijs: 

1. als a EA maximaal is in (A,~), dan is h(a) maximaal in (B, -<), 

2. als a E A grootste element is van (A,~), dar1 is h(a) gr<Jotste element van 
(B,-<). 

224 • Tegenover maximaal en grootste ( laatste) staan rninimaal en kleinste ( eerste). 
Geef definities voor deze begrippen, z6dat geldt: a is maximaal, resp. grootste element 
van (A,~) d.e.s.d.a. a minimaal, resp. kleinste element is van (A,;?;). 

De lineaire ordeningen vormen een belangrijke ondersoort van de partiele 
ordeningen. 

9.11 Lineaire Ordeningen. Een reflexieve ordening A == ( .. 4, ~) heet lineair 
als geldt dat Vx, y EA (x ~ y Vy ~ x ). Equivalent (in termen van de irreflexieve 
compagnon <): \/x,yEA (x -I y => x < y Vy< x). 

Dus: een ordening is lineair als iedere twee elementen vergelijkbaar zijn in de 
zin van de ordening. Lineariteit van ordeningen staat in zekere zin tegenover 
partialiteit; maar de terminologie is nu eenmaal z6, dat lineaire ordeningen 
speciale partiele ordeningen zijn: iedere lineaire ordening is ook een partiele 
ordening. Wel duidt gebruik van het adjectief par·tieel in partiele ordening in de 
regel op niet-lineariteit: een lineaire ordening wordt nooit een partiele ordening 
genoemd, hc)e\vel hij dat strict volge11s de definitie d us \Vel is. 
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0 en 

l zi~jri r1iet. vergt~lijkbaar. . . 
. I11 eer1 lirlectir<: or(iening is een element maximaal (resp., m1n1maal) d.e.s.d.a. 

l·1,~t. gr<>(>tste ( rE:~SJ>., kleinste) eler11ent is: ga, na. 

E · d t een l1'n· ea1·re. ordening is een kleinste of 9 .. 12 Eindpu11ten. en e1.1i pun van . - -
gr()c>tst,t~ <~l<~rr1£•11t \"ar1 <iit~ ordening. 

225 • ()rt(iE~rstel dat de irreflexieve partiele ordening < van A lineair is. Bewijs <lat 
a ~ b ~ b ~ a.. Geef nauwkeurig aan, waar je de diverse eigenschappen van < 
( irrt~ftexiviteit, tra11sitiviteit., linea,riteit) gebruikt. 

228• L.ut, (A,<) eer1 li11eaire ordening zijn. Be"'·ijs: er geldt dat (A,<)* = (A,<), 
d.e.s.<1.a. A l1oogste11s t:~11 elen1e11t heeft. 

227 • Gege\ren is, <lath: A ; B ison1orfie is tusser1 de (>rdeninger1 (A,<) en (B, -<), 
t:r1 <lat. ( .. 4, <) li11t~air is. Bewijs, dat (B, -<) 66k lineair is. (Dus: een lineaire ordening 
is n<><)it is<:)m<)rf rr1t~t, een niet-lineaire ordening.) 

238. Geef een et~nvoudige nodige en voldoende voorwaarde op de vetzameling A 
~utond~r C een lineaire ordenin.g is van g::>(A). 

2116 B,ewljs dat de inverse va11 een lineaire ordening weer een lineaire ordening is. 

230 • Dewijs dat eer1 element in een lineaire ordening kleinste (grootste) is d.e.s.d.a. 
het minims.al ( resp. rnaximaal) is. 

9 .. 13 (Directe) Voorganger/Opvolger. In een irreflexieve partiele ordening 
(.ri, <) l1eet a E .. 4 een voorganger· van b E .. 4 en been opvolger van a als a < b. 
Een eiemer1t a heet e<:?n directe voorganger van b en b een directe opvolger van a 
als a een V(lorganger is van b en er verder geldt dat ,3c E A(a < c I\ c < b). 

231 • Onderstel, dat a E A directe 1,,roorganger is van a' E A in de partiele ordening 
(../4~ <), en dat h: A ·~· B isoxnorfie is tussen (A,<) en (B, -<). Bewijs, <lat h(a) directe 
~m:rgangt~r is van h(a') in (B, <). 

232 • De relatie S = { (0, 1), (01 2)} is een irreflexieve partiele ordening van de verzame
li11g 1-i - {O, l, 2}. Geef alle li11eaire ordeningen van _4 waarvan Seen deelverzameling 
• 

Laat ( .4, S) nu f~E~r1 will~~keurige, n1aar eindige partiele ordening zijn. Bewijs dat eer1 
li11t~a.i:re order1ir1g 5~+ \rar1 .. 4 bestaat n1et S c s+ . 
• 4a,,iu1ijzirig. Indl1c:tie 11aar l1et aa.ntal elernenten va11 A. 
N.B.: dit resulta.at gt~ldt. <>ok \l()Or oneirtdige particle ordeni11gen: zie Opgave 329. 

~33 • (Zie ()pgave 2_13, blz. 123.) Bewijs: als (A,<) een lineaire irreflexieve ordening 
18, ( B, -<) {"(~t1 irrE~flexiev<~ l)<trti(~l<:~ <)rcier1ir1g1 er1 Ii : A ·► B een l.lijectie z6dat voor alle 
a, c1' E ~4 g(:,.l<lt.: a. < a' => lt(lt) -< h(a'), dar1 is h. een isomo1·fie. 
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9.5 

Zie Definitie 6.13 blz. 76 ,roor de nc)tie van een boom en aanverwante. 
De volgende drie opgaven maken duidelijk dat bomen oc)k kur1nen warden 

gedefinieerd als partieel geordende verzamelinger1 n·1et ee11 kleir1ste element waar
van voorgangerverzamelingen altijd eindig en lineair geo1·dend zijn. 

234 • Onderstel, dat ( B, -<, w) eer1 boon1 is. Defi11ieer de relatit~ ~ op B door a ~ b 
d.e.s.d.a. er een pad var1 a naar b is. 
Bewijs: ~ is een reflexieve partiele ordening van B z6dat voor alle b E B, { a E B a < 
b} een eindige verzameling is die door < lineair wordt geordend, en w is l1et ~-kleinste 
element van B. 

235 • Onderstel dat ~ is ee11 refl.exieve partiele ordening van B is zodat voor alle 
b E B, { a E B I a < b} een eindige verzameling is die door < lineair wordt geordend 
en <lat w E B ~-kleinste element is van B. Definieer -< op B do()r a -< b d.e.s.d.a. b 
directe <-opvolger is van a. 

Bewijs <lat (B, -<, w) een boom is. 

9.6 lsornorfie en Equivalentie 

In het voorgaande hen je verschillende instanties van het algemene verschijnsel 
tegen gekomen, <lat isomorfe strukturen dezelfde eigenschappen hebben ( equi
valent zijn). (Zie Opgaven 216, 223, 227, 231) De volgende bewijs-loze t'pseudo
stelling'' vat <lit samer1. ( Pseudo, '\\'a.nt een bewijs wordt niet gegeven, en de 
''stelling'' is bovendien niet eens waar!,--zie hieronder.) 

9.14 Als Ar--..; B en A heeft eigenschap E, da1i heeft B eveneens eigenschap E. 

De contrapositie hiervan is misschien r1og belangrijker. Die zegt: om te 
bewijzen <lat twee strukturen niet isomorf zijn., is het voldoende een eigenschap 
op te sporen waarin ze verschillen. 

Bijvoorbeeld, (JN, <) ~ (IN,>) (Opgave 218), want de eerste struktuur heeft 
een kleinste element en de tweede niet. (Weet je nog een andere, hier bruikbare, 
eigenschap?) En vermoedelijk was <lit ook het idee achter je oplossing van 
Opgave 218. 

Voor iedere ''geschikte'' eigenschap E levert het schema 9.14 een stelling. Het 
probleem is: wat is ''geschikt''? In ieder geval zijn wel geschikt eigenschappen 
als: hebben van een kleinste element, hebben van een element zonder directe 
voorganger, rigiditeit (zie Definitie 9.17, blz. 129, Opgave 246) etc.; maar bijv. 
niet de eigenschap, <lat O element van de ordening is (waarom niet?). 

In het algemeen kan worden gezegd, <lat alle eigenschappen toelaatbaar zijn 
die formuleerbaar zijn in termen van de ( ordenings) relatie( s) van de struktuur 
alleen. 

236 elt Opgave. Bewijs, <lat de volgende ordeningseigenschappen invariant zijn onder 
isomorfie - d.w.z.: toelaatbaar zijn in 9.14. 

1. hebben van ee11 kleir1ste element, 
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2. l1E~bbt~11 van t~e11 ma:xi1naal element, 

3. l1t•t)l>er1 van (~er1 elen1ent a zonder directe voorganger 
( d. w. z.: Vb < a 3c < a ( b < c)) , 

4. d<! eigenscl1ap dat iedt:!r elen1e11t een directe opvolger heeft. 

t7c)(;>rbse~eld: t1itwerk.ir1g v-ar1 t)nderdeel 3. 
Gt•gt!t,e.ri: Ii is ti.er1 isomc>rfie is tussen ( .. 4, <) er1 (B, -<), a E .. 4 heeft geen directe 
vcx)rga.ngt~r. 
Tr1:, bettliijzeri: B heeft een elernent zonder directe voorganger. 
BetLttj~,. v?o.ldoende is (3I), 0111 te later1 zien, dat h(a) geen directe voorganger heeft. 
Dat, gaa.t als volgt: 011de.rstel, d.a,t b -< h(a). Gevraagd een elemer1t C'. E B zodat geldt 
b-< c-< h(a). Zo'r1 element vind j,e als v.o,lgt. ·O·nderstel, dat b = h(b') (his surjecti-ef). 
Dan geldt b1 < a. (his een isomorfie). Omdat b' geen directe voorganger van a kan zijn 
t>(.~t,aat een element c' E .. 4 met b' < c' < a. Maar dan geldt h(b') == b-< h(c') -< h(a) 
(Ii is eer1 isomorfie). c := h( c') is dus het gezochte element. 

9.'7 Ordetype 

()1r?dat ~ ee11 equivalentierelatie is op de klasse van ordeningen (Lemma 9. 7) 
kt1n je eqt1ivale11tieklasser1 vormen. 

9 .. 1,5 Ordetypen. Een ordetype is een equi,7alentieklasse van (zeg: irr-eflexieve) 
partiele ordeningen onder isomorfie. 

,Het or,detype van A wor1dt aangegeven door IAI. 

Dat beteke11t: IAI is de klasse van alle met A isomorfe ordeningen, en een orde
type is een klas,se van ,de vorm lAJ, waarbij A een irreflexieve partiele ordening 
is. Het ordetype v'an de reflexieve compagnon ( .. 4, ~) van (A,<) is per defi.nitie 

.k da ( ) . . 
' . . ' . . 8 3,. aa.n • ... , .t van . A,< .. 

Er g(~idt dus het volgende lemma (zie Lemma 4. 7, blz. 46): 

9 .. 16 Le1nma. Voor ordeningen A en B geldt: 
l..A. I = '18'. f d, d A· rv B ' ' ' ~™-' . . . . . · . . e.s . .. a. . = . , . -1 

Notaties. (Zie het Griekse alfabet op blz. 159.) 

• leder natul1rlijk getal ri E 1N staat ook voor het ordetype van de lineaire 
ordeningen met n elem en ten ( die zijn onderling isomorf ! ) , 

• w == l(JN, <)I, 

• ( := J(7.l, <)I, 

• 11 :-· l(<Q, <)I, 

.... \ •.. ,. .. l(.IR· <)I .. A • ......... . 
. ' ' , 

• 
inverse 
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Je hebt gezien., <lat 17* == r; (d.\\1 .z.: ((Q, <) ~ ((Q, > )); A = ,.\* ((IR,<) ~ 
(IR,>)) en(*== ( ((Zl,<) r-...; (2Z,>)). Verder zijn w, w*, (, ·ry en A twee aan 
twee verschillend. (Voor w # w*: zie c·)pgave 218, blz. 124, voor w -f r;: zie 
Opgave211, blz. 123.) 

Opgaven 

237 • Tel het aanta.l ordetypen van order1i11ge11 op een verzarr1elir1g met resp. 0, 1, 2, 
3 en 4 elementen. 
Aanwijzing. Maak plaatjes! Om alle 16 ordetypen van 4 elementen te vinden is enige 
systematiek gewenst. 

238 • Laat (A,<) een irreflexieve partiele ordening zijn. Definieer h, : .. 4 --+ p(A) door 
h(a) := {b E A j b <a}. Be~·ijs dat h een is()Inorfie is t11ssen (A,<) en (Ran,(h), C). 
(Dus: iedere partiele ordeni11g is isomorf met de inclusie-relatie op een geschikte col
lectie van verzamelingen.) 

239. 

1. Onderstel, dat ( .. 4., ~ 1 ) en (B, ~ 2 ) reflexieve partiele ordeningen zijn. Definieer 
de relatie -< op A x B door 

(a, b)-< (x, y) a ~1 x I\ b ~2 y. 

Bewijs, dat (A x B, -<) een reflexieve partiele ordening is. 

2. Teke11 een overzichtelijk plaatje van deze ordening voor het gevral dat A 
{O, 1, 2} (met de ge,vone ordenir1g: 0 < 1 < 2) en B == {O, 1} (iden1). 

3. Wat is het ''plaatje'' van deze ordening als A = B = 7.Z? 

240. 

1. Gegeven zijn de reflexieve particle order1ir1g ( A, ~) en de verzan1eling B. Op 
de verzameling ... 4 8 van alle functies f : B , A wordt de relatie -< gedefinieerd 
door: f -< g ::::: Va E A (f(a) ~ g(a)). Bewijs, dat -< een partiele ordening is 
van ""4B. 

2. Maak een overzichtelijk plaatje va11 deze ordening voor het geval, dat A 
{0,1,2} (met O < 1 < 2) en B = {0,1}. 

2414't Zie Opgave 240 voor de definitie van een partiele ordening-< van .. 4 8 als (A,~) 
een gegeven partiele ordening is en B een verzameling. Laat ~ de gewone partiele 
ordening zijn van A== {O, 1} (dus O < 1). Bewijs, dat ( {O, l}B, -<) CL (p(B), C). 
Teken het plaatje van ( {O, 1 }B, ::$) voor het geval, dat B · { 0, 1, 2}. 

2424't 
1. Laat h : A ➔ B een bijectie zijn. Bewijs dat de functie H : p(A) ➔ p(B) 

gedefinieerd door H( .. Y) := h(""Y] een isomorfie is tussen (g?(A), C) en (g-J(B), C). 

2. Laat H: p(A) ➔ p(B) een isomorfie zijn tussen (p( .. 4), C) en (p(B), C). Bewijs 
dat een bijectie h : .. 4 ► B bestaa.t z6dat voor alle ~Y" C A: H(.Y) = h[ .. Y]. 

9. 17 *Rigiditeit. A == (A,<) heet rigide als l_,.1 bet enige automorfisme is van 
(A,<). 
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243 4'a Laat zien, dat (7l, <) en ( {x E IR IO ~ x }, <) niet rigide zijn. 

244 • Bewijs, dat (IN,<) rigide is. 

245 • Bewijs: voor ee11 element f E .. 4 8 in de ordening var1 Opgave 240.2 zijn 
equivalent,: 

1. voor ieder automorfisme 1r van .. 4 8 geldt 7r(f) = f, 
2. f(O) = f(l). 

246 4', Gegeven is, dat h : A ; B een isomorfie is tussen de ordeninger1 (A,<) en 
(B, -<), en <lat (,.4, <) rigide is. Bewijs dat (B, -<) 66k rigide is. (Dus: een rigide 
ordening is nooit isomorf met een niet-rigide orde1·1ing.) 
Aanwijzing. Nee1n aa11, dat f : B ► B een automorfi.srr1e is van (B, -<) dat van lB 
verschilt. Laat zien, dat h- 1 fh: A .. ➔ A een automorfisme is van ("'4,<) dat van lA 
verschilt. 

247 • Onderstel dat, (B, -<) een partiele ordening is en h : A > B een bijectie. 
Gevraagd wordt een definitie te geven van een partiele ordening < va,n .. 4 zodat h 
isomorfie is tussen (A,<) en (B, -<). 

248 f. Geef een ( eenvoudig) voorbeeld van een eindige partiele ordening met precies 
2 automo.rfismen. Geef er ook een met 4. 

24\9 •• Geef (een plaatje van) een eindige partiele ordening met precies 3 automor
fismen. 

251 • • Bepaal de machtigheid van de verzameling van alle automorfismen van 

1. (7l, <), 

2. (<lt, <)' 
3. (R, <). 

252 • Gegeven is een niet-triviaal automorfisme h va:E. de lineaire ordening (A,<). 
Definieer oneindig veel automorfismen van (A,<). (Dus: iedere niet-rigide lineaire 
ordening heeft oneindig veel automorfismen.) 

253 le Geef een voorbeeld van een oneindig.e rigide lineaire ordening die niet isomorf 
is met (1N", <) en ook niet met (IN,>). 

254 4t • Gegeven is een oneindige lineaire ordening (A,-<). Bewijs: er is ofwel een 
oneindige stijgende rij ao -< a1 -< a 2 -< • • · in (A,-<), ofwel een oneindige dalende rij 
· · · -< a2 -< a1 -< ao in (A,-<). {Allebei ka11 natuurlijk 66k.) 
Aanwijzing. Beha.lve een direct bewijs is er ook eer1 eenvoudige oplossing mogelijk 
d.m.v. Ramsey•'s stelling 6.12 (blz. 75). Kies willekeurig bo,b1,b2, ... EA (Stel
ling 6.11). Verdeel de 2-elementige deelverzamelir1ge11 van '7l in twee componenten: de 
paren { i, j} met (i < j) bi -< bj, en die waarvoor bi -< bi. 

255 •• Gegeven is eer1 oneindige partiele ordening (A,-<). Bewijs: er is een oneindige 
stijgende rij ao -< a,1 -< a2 -< · · · in ( .. 4., -<), of: er is eer1 or1eindige dalende rij · · · -< 
a2 -< a1 -< ao in (A, -<) 1 of: er is een 011einclige verza1-i1eling B C A van twee aan twee 
onvergelijkbare elementen, d.i.: z6dat voor alle a, b E B: als a i= b, dan geldt a -,A b en 
bf< a. 
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Samenvatting 

Belangrijkste begrippen: 

• irreflexief, asymmetrisch, antisymmetrisch, 

• reflexieve/irreflexieve (partiele/lineaire) ordening, 

• isomorfie, 

131 

• inverse, maximaal/ minimaal, grootste /kleinste., ( directe) opvolger /voor
ganger, 

• ordetypen w, (, r7, .A. 

Vraag: 

• isomorfe strukture11 hebben dezelfde eigenschappen; leg dit uit en geef 
voorbeelden. 



• 

10.1 De Ordening van 

De lineaire ordening (JN, <) heeft een kleinste element 0, ieder element n heeft 
een directe opvolger n + 1, en (JN <) heeft de inductie-eigenschap, uitgedrukt 
door het Principe van Volledige Inductie 6.1 (blz. 65): 

Voor iedere verzarneling .,¥ C 1N geldt: 

als OE X en Vn E lN(n E .. \'" ⇒ ri + l E .. X-), clan geldt .,Y == IN". 

Deze drie eigenschappen karakteriseren de ordening (JN, <) op isomorfie na: 
• 

10.1 Stelling. Een lineaire ordening (A,-<) heefi type w -- d.i.: is isomorf met 
(JN, <) - d.e.s.d.a.: 

1. (A,-<) heeft een kleinste element OA, 

2. ieder element a E A heeft een di1··ecte opvolger a+, en 

3. ( A, -<) voldoet aan het inductie principe: 

als voor .. ¥ C A geldt dat OA E ... ¥ en \/a E A(a E .. \'.' => a+ E .. Y), dan 
geldt X = A. 

Bewijs. Nodig: zie Opgave 256. 
Voldoende: Onderstel, dat (A,-<) de gestelde eigenschappen heeft. Definieer h : 
lN > A door de stipulatie, <lat n wordt afgebeeld op den-de directe opvolger van 
OA: h(n) = oi···+ (n optredens van+). Dus, h(O) = DA, h(l) = O!, h(2) == o~+, 
etc. Het is duidelijk, <lat h een injectie is die de ordening bewaart. Dat h een 
surjectie is volgt uit geldigheid van het inductie principe. Laat .. Y :== Ran( h ). Er 
geldt <lat OA EX en VaEA(a EX ⇒ a+ EX), en dus (inductie) Ran(h) == A, 
d. w .z.: h is surjectief. 4 

In Hoofdstuk 6 heb je gezien <lat het principe van sterke inductie alles kan 
wat volledige inductie kan ( en meer ). 1\1aar dit principe is niet in staat conditie 
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3 tt~ vt::rvangt:~r1 ir1 Stelling 1 ().1. \/o()r beeld: defir1ieer de lineaire ordening --< van 

7l tioor 

ri--<.·m:=(ri,·rri~O A r1.<rr1.) V (n,m<O /\ m<n) V (n~O /\ m<O). 

In het ''plaatje'' va11 (7l, -<) staan de natuurli_jke getallen onderaan in hun gewone 
v·olg()rcle, g<:~volgd do<)r· de negatieve gehele getallen in tegengestelde volgorde: 
(), l, 2, ... , -1, -2, -3, ... 

Het ordet,ype va11 deze ordening is w + w (zie Sectie 10.3 voor sommen van 
<)rdetype11). (2'l, -<)~(IN,<). 

De linea.ire ordeni11g (7l, -<) heeft een kleinste element (0), ieder element n 
heeft een directe opvolger (t.w.: n + 1 als n ~ 0, en n - I als n < 0), en als voor 
een verzameling .:¥ C 7l geldt dat Vn E 'll(\:/m -< n(m E ... X-) ⇒ n E J¥), dan 
volgt noc)dza.kelijk <lat 7l C .. Y (ga na). 

Door het principe van sterke inductie worden de zgn. welordeningen geka
ra.kteriseerd (zie Sectie 10.5, i.h.b. Opgave 316). 

Opgaven. 

Het resultaat van de volgende opgave is weer een instantie van 9.14 (blz. 127). 

2f6.t, Owderst,el, dat (A,-<) ~ (JN", <):. 13ewijs, dat (A,-<) een kleinste el'ement OA 
h~t, dat iedet el~ment a€ A een. ditecte opvolger a+ heeft, en dat (A,---<) voidoet a.an 
n~t rnd•eii,e ptin'cipe: ais voor x· C: A geldt dat O A e X en \/ a EE A ( a e X * a+ E X), 
d&~ g~l,dt X · A. 

2114. Ptoduceet een karakterisering van de ordening (7l, <) in de geest van Stel
linrg 10.1. 

10.2 Ordening van 

De eige:nschap van een lineaire ordening, dicht geordend te zijn, wordt gedefini
ee:rd door de iorrnule van blz. 3. 

10.2 lJichtheid. De lineaire ordening (A,<) heet dicht, en A heet dicht geor
dend door <, als tussen iedere twee elementen van A een derde ligt, d.w.z. als 
geldt dat \ifx, z EA [x < z ... > 3y EA (x < y A y < z )] . 

Voorheelden. ((Q, <) en (R, <) zijn dichte ordeningen. Bijvoorbeeld, als 
P, q E (Q en p #- q, dan is het gemiddelde p!q van pen q een rationaal tussen p 
e11 q. 

Een eir1dige lineaire ordening is ( ''triviaal'') dicht clan en slechts dan als hij O of 
1 elemente11 l1eeft. 
(lN', <) is niet dicl1t geordend. 

10 .. ~ S~e~ling. (Cantor) Een niet-lege lineaire ordening (A,-<) heeft type rJ ·-
d. i.: is isomorj 1net ( ~, <) "- d. e.s. d. a. ( A, -<): 
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1. eindpuntloos, 

2. dicht, en 

3. aftelbaar is. 

De conditie <lat de ordening 'niet-leeg is rnoet er bij: de lege ordening is immers 
aftelbaar, dicht (!) en heeft geen eindpuntc!n. 

Bewijs. Dat ieder isomorf van ( (Q, <) aan de condi ties van de stelling voldoet, 
volgt uit o.m. Opgave 258. 
Omgekeerd, onderstel <lat ("'4, -<) aan de co11dities van de stelling voldoet. Kies 
(herhalings-vrije) aftellingen .. 4 == {a0 , a 1 , a2 , •.• } en <Q = { qo, q1, q2 , ... } van A 
resp. <Q. 
De volgende argumentatie ( een voorbeeld van de zgn. heen-en-weer-methode) 
maakt van deze aftellingen gebrt1ik om een isomorfisme tussen (A,-<) en ((Q, <) 
te produceren van de vorm h == { (bi, ri) I i E JN}. 
Opdat een dergelijk construct een isomorfisme is moet kennelijk aan de volgende 
voorwaarden zijn voldaan: 

l . A == { bi I i E 1N} , (Q == { r i I i E 1N} , 

2. voor i #- j geldt 

• bi == bi 

• bi -< bi 

Om te zorgen <lat aan con di tie ( 1) \VC)rd t voldaan neme11 we domweg altijd 
b2k = ak en r2k+1 == qk. De overige b2k+l e11 r2k warden in de volgorde 
ro, b1 , r2, b3, r 4 , bs, . . . zorgvuldig z6 gekozen, dat aan ( 2) word t voldaan. 
(Dit levert het heen-en-weer-karakter va,n de constructie: 

r 0 is h- beeld van bo == ao, 
b1 is h-origineel van r 1 == qo, 
r2 is h-beeld van b2 = a1, 

b3 is h-origineel van r3 == q1, etc.) 
ro: 
Neem ro == q0 • 

b1: 
Omdat qo == ro moeten we wegens eis (2) wel b1 == b0 == a 0 nemen. 
Dat schiet niet echt op, maar straks wordt <lat beter. 
r2: 
Omdat de aftelling van A geen herhalingen heeft ( dus b2 :::::: a 1 #- ao == bo == b1) 
en de ordening -< lineair is kunnen, voor de keuze van r2 , t,vee gevallen worden 
onderscheiden, al naar gelang de positie van b2 t.o.v. b0 == b1 . 

(i) b2 >- bo === b1. 

Kies dan r2 > r0 == r 1 . Dat kan, want ((Q, <) heeft geen grootste element. 
(Je kunt de keuze van r 2 eenduidig maken door bijvoorbeeld bet eerste element 
in de aftelling van (Q te nemen dat > ro is.) 
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(ii) b2 -< bo = b 1 • 

Neem clan r2 < ro. 
b3: 
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\ 1oor de keuze van b3 k11nnen weer een aantal gevallen warden onderscheiden, al 
naar gelang de positie van r3 t.o.v. ro == r 1 en r2. 
(i) r3 < ro == r1, r2. Kies b3 -< bo = b1, b2. (Dat kan: ( .. 4, -<) heeft geen kleinste 
elemer1t.) 
(ii) r3 = r2. Neem b3 == b2. 
(iii) r3 > ro = r1,r2. Kiesb3 >- bo = b1,b2. ((A,--<) heeft geengrootsteelement.) 
(iv) r3 ligt tussen ro == r1 en r2. Kies b3 tussen bo = b1 en b2. (Dat kan: (A,--<) 
is dicht.) 
Het algemene patroon is hopelijk nu duidelijk. Bijvoorbeeld, vc>or het kiezen 
van b2i+l wordt gekeken naar de ligging van r2i+1 == qi t.o.v. ro == r1, ... ,r2i
Geldt r2i+1 == Tj (voor een zekere j == 0, ... , 2i), dan is de keuze b2i+l · bj 
onvermijdelijk; geldt r2i+1 < ro == r1, ... , r2i, kies dan (gebruikmakend vran het 
fei t dat A geen kleinste element heeft) b2i+ 1 -< bo = b1, ... , b2i; geld t er r2i+ 1 > 
ro == r1, ... , r2i, kies clan (gebruikmakend van l1et feit, dat A geen grootste 
element heeft) b2i+1 >- bo == b1, ... , b2i; er1, in het overblijvende geval, geldt 
rj < r2i+1 < rk ( waarbij j, k ~ 2i z6danig gekozen zijn dat voor m == 0, ... , 2i 
hetzij rm ~ rj, hetzij rk ( rm), kies dan (gebruikmakend van het feit <lat (A,-<) 
dicht is) b2i+1 z6dat bj -< b2i+1 --< bk. -l 

Opgaven 

258 • Bewijs: een lineaire ordening die isomorf is met een dichte ordening, is 66k 
dicht. 

2:59 • Gana dat de verzamelingen (0, 1) n (Q en (Q - {O}, onder de gewone ordening, 
beide ordenings-isomorf zijn met (Q. (Bij de eerste is nog wel een isomorfistne aan te 
geven - zie Voorbeeld 9.8 blz. 123; voor de laatste lijkt het gebruik van Stelling 10.3 
onvermijdelijk.) 

2'60 • Hoeveel ordetypen zijn er van lineaire ordeningen die zowel aftelbaar zijn als 
dicht? 

10.4 *Beperking, Submodel, Inbedding. Laat A == ( .. 4, R) een model 
(Definitie 1.2, blz. 4) zijn, en B C A. 
De beperking van R tot B is de relatie R' :== R n B 2 • 

l3 == (B, S) heet een submodel van A als BC A en S de beperking is van R tot 
B. 
Een subrnodel van een ordening heet een sub-ordening of deel-ordening van die 
ordening. 
Een inbedding van B in A is een isomorfisme tussen Ben een submodel van A. 
D.w.z., his een inbedding van (B,S) in (A,R) als h: B > ""4 een injectie is 
terwijl voor alle b,b' EB geldt: bSb' <:=> h(b)Sh(b'). 

Bij lineaire ordeningen wordt (in de notatie) vaak geen onderscheid gernaakt 
tussen een ordening en zijn beperkingen. Bijvoorbeeld, je schrijft: (lN, <) C 
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('ll, <) C (<Q, <) C (IFl, <), hoewel hier strict genomen < \roc)r 'Vier verschillende 
lineaire ordeningen staat. 

261 • Bewijs: een submodel van een (lineaire) ordening is wef~r ee11 (lineaire) orde11ing. 

262 • • Laat (A,-<) eer1 aftelbare lineaire orclening zijn. Be"vijs: er is een inbedding 
van (A,-<) in ((Q, <). 

10.5 *Notatie. Je schrijft IAI ~ Bl als er eer1 inbedding l>estaat van A i11 B. 

Eigenlijk moet deze definitie/notatie worden gerechtvaarciigd dc)or te laten 
zien <lat de vraag, of IAI ~ IBI, niet van de gekozen representanten A en B van 
de ordetypen IAI en IBI afuangt; zie 5.18 blz. 62. Dit kon1t neer op: a.ls Arv A', 
B,....., B' en A is inbedbaar in B, dan is A' ook inbedbaar in B1

; en ciat is niet 
moeilijk na te gaan. 

Opgave 262 zegt, <lat a ~ 1J geldt voor ieder aftelbaa.r <)rdetype o. 

263 •• Onderstel, dat de lineaire ordening (A,<) dicht is er1 minstens twee ele1nenten 
heeft. Bewijs dat (<Q, <) kan worden ingebed in (A,<). 
Aanwijzing. Verwijder eerst evt. eindpunten van (~4, <). Ga 11a, dat een dichte or
dening zonder eindpunten resteert. Het precieze bewijs "\'ergt gebruik va11 het keuze-

• ax1oma. 

264 • Geef een verzameling _,\ C <Q+ van positieve rationale getallen z6dat ("X', <) het. 
type ( van (7l, <) heeft. (Met < wordt de gewone ordening van (Q resp. 'll bedoeld.) 

265 •• Beschrijf de verzameling { o I o ~ w} van ordetypen. Iderr1: { o I a ~ (}. 

266 • Onderstel, dat p en q twee rationale getallen zijn. Bewijs, <lat een automorfisme 
h van (<Q, <) (dat is: een isomorfisme tussen ((Q, <) en zicl1zelf; zie Definitie 9.5 
blz. 122) bestaat z6dat h(p) = q. 
Algemener: onderstel, <lat p1 < • • • < Pn en q1 < · • • < qn twee eindige rijtjes rationale 
getallen zijn van dezelfde lengte n. Bewijs, <lat een autornorfisme h van ((Q, <) bestaat 
zodat h(pi) = qi (i = 1, ... , n). 

10.3 Geordende S0In111en en Producten 

Het plaatje van de geordende som (A, <A)+ (B, <B) van twee partiele ordenin
gen (A, <A) en (B, <B) krijg je op de volgende simpele manier: (i) teken het 
plaatje van (B, <B) boven <lat van (A, <A), (ii) trek lijntjes z6dat ieder element 
van A verbonden wordt met ieder element van B. Deze intu1tieve definitie werkt 
beter clan de volgende formele. Doe eerst eens Opgave 267! 

10.6 Som van Ordeningen. Onderstel, dat (A, <A) en (B, <s) {partiele) 
ordeningen zijn z6dat An B == 0. Definieer de relatie < op AU B door <:=<A 
U <B U(A x B). De struktuur (AU B, <) heet de geordende som van (A, <A) 
en (B, <B)- Notatie: (A, <A)+ (B, <a). 

De definitie van < ''handhaaft'' de ordeningen <A en <sop .. 4 resp.Ben maakt 
(wegens de component .. 4 x B in <) ieder element van A <-kleiner dan ieder 
element van B. 
(A, <A) en (B, <s) zijn beide submodel van ( .. 4, <A)+ (B, <B). 



IIC)OFDSTUK llJ. CJRDENINGEN VAN JN, Q EN fil 

Opgaven 

267. Laat, .4 = {l, 2, 3}, <A== {(2: 1), (3, 1)}; B = {O}, <a= 0. 
Bepaal (.4, <A)+ (B, <B) e11 (B, <a) + ( .. 4, <A), Merk op: deze modellen zijn niet 
isc>1r1<:.)rf. ~fa.ak plaatjes! 

268 • Een georde11de sor1·1 van lineaire ordeningen is weer een lineaire ordening. 

269 4', Bewijs: als (A,<) rv ( .. 4', <'), (B, -<) ,,..... (B', -<') en .. 4 n B == A' n B' = 0, clan 
geldt ( .. 4, <) + (B, -<) e= ( .. 4', <') + (B', -<'). 

Het resl1ltaat \Tan (ieze opgave rechtvaardigt de volgende definitie van som
'vran-ordetypen. Zie zor1odig de discussie 5.18 blz. 62; merk op <lat 5.18 hier geen 
V<>lledige rechtvaardiging vorrnt vanwege de eis <lat de gekozen representanten 
disjunct n1oete11 zijn. 

10.7 Som van Typen . 
.. 4. n Bi 0). 

l(A, <.4)1 + l(B, <B)I :== !(A, <A)+ (B, <s)I (mits 

D.w.z.: de som va.n twee ordetypen is het ordetype van de som van represen
tanter1 va11 deze ordetype11. lv1aar: om deze representanten te kunnen som
n1ere11, m<)eter1 ze disjunct zijn volgens Definities 10.6 er1 10. 7. Je kunt altijd 
rep.resenta.nten kiezen die disjunct zijn, en dus is de som van ordetypen altijd 
gedefiniteerd. 

lJit de definities is direct duidelijk, <lat voor typen a, f3 en I geldt, dat 
(a+ {3) + 1· =a:+ (/3 + 1). Daarom kun je haakjes in sommen weglaten. 

Voorbeeld. ( == w* + w. Want: (7l, <) is de geordende som van de ordening 
va.u de negatieve gehele getallen ( en die heeft type w*) en (JN", <). 

270 • Geef een verzameling .. ¥ C <Q+ van positieve rationale getallen zodat ( .. ¥, <) 
het type ( + ( heeft. (Iviet < wordt de gewone ordening van <Q bedoeld.) 

271 • Gana dat voor alle ordetypen a en f3 geldt, <lat: (a+ /3)* = {3* +a*. 

272 • Laa.t n E JN+. Bewijs: 

1. n + w = w, 

2. w + ri f:. w + w*. 

Aanwijzing. Kies concrete, simpele ordeningen van het betreffende ordetype. Bijv., 
{ -~, • • •., -1, 0, 1, 2, ... } heeft, onder de gewone ordening, type n + w. In plaats van 
?el1Jkhe1d ~an typen bewijs je nu isomorfie; in plaats van ongelijkheid van typen bewijs 
Je dat ee11 1sorr1orfisn1e r1iet bestaat. 

273 .ft 4, Be,vijs, dat 17 + ,,\ =f. A + TJ • 

1. Geldt voor i.villekeurige ordetypen o, I' en , a.ltijd de volger1de in1plicatie: 
r + 0 · r + J3 => o == /3 ? Zc>ja, bewijs dat; zor1t.~e, geef een tegenvoorbeeld. 

2. Bewijs, <lat w + o == w + f3 => et = (3. 
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275 et. Bekijk de relatie -< op 7l gedefi.11ieerd door ,,i -< m == n < m < 0 V O ~ 
n < m V m < 0 ~ n. Bewijs, <lat dit een lir1eaire ordening is van 'ZZ. Beschrijf het 
ordetype van de ordening ( 2Z, -<). 

276 • Laat zien, dat 'T/ + 77 het ordetype va11 ((Q - {O}, <) is, en ,\ + ;\ l1et ordetype 
van (IR - {O}, <). 
Wat is het ordetype vran (2'l - {O }, <)? 

277 • Bewijs, dat: T/ + 'T/ = TJ, en <lat: 17 + 1 + 77 = 17. 

In contrast: wel geldt ...\ + 1 + .X == A, rr1aar A+,,\ -.:f A, want ordeningen van type 
.X + ..\ voldoen niet aan de ''sup-eigens(~l1ap'': zie Opgave 299 blz. 144. 

10.8 *Gegeneraliseerde Som van Ordeningen. Onderstel, dat (A,-<) een 
lineaire ordening is, en <lat voor iedere a, E A (~en lineaire ordening Ba == (Ba, <a) 
is gegeven, z6dat de verzamelinger1 Ba twee aan twee disjunct zijr1. Dan wordt 
met LaEA Ba de struktuur B == (B, <) bedoeld, \\raarbij B == UaEA Ba, en 
waarbij < is gedefi11ieerd door x < y == (ax -< ay) V (ax == O.y I\ x <0 :D y). 
Hierin is a : UaEA Ba > A de~ functie die aangeeft tot welke Ba een element 
van UaEA Ba behoort, d.w.z., waarvoor geldt dat b E Bab. 
N.B.: merk op <lat de som-notatie de ordening -< van A niet noemt hoewel die 
wel degelijk van belang is. 
Een opsplitsing van B als B == I:aEA Ba in niet-lege deel-ordeningen Ba via 
een ordening ( .4, -<) heet ee11 condensatie van B. I ( A, -<) I heet het type van de 
condensatie. 
Als f3a het ordetype is van Ba, dar1 wordt het ordetype van I::aEA Ba aangegeven 
met 1":aEAf3a- (Zie, voor de rechtvaardiging hiervan, 5.18 blz. 62.) 

Aanschouwelijk kan LaEA Ba verkregen warden gedacht door in (A,-<) ieder 
element a te vervangen door de corresponderende ordening Ba- Op die manier 
ontstaat de som door alle ordeningen Ba achter elkaar te ''lijmen'' in de volgorde 
gegeven door ( de elementen van) ( A, -<). 

N atuurlijk kan het weer voorkomen, dat je ordeningen wilt optellen die niet 
disjunct zijn. Strict volgens de definitie is dit onmogelijk. Om toch op te kunnen 
tellen moet je eerst disjuncte kopieen (isornorfen) nemen van de op te tellen 
ordeningen. De gewoonte is, om <lat stilzwijgend te doen. Hoe je deze isomorfe 
kopieen kiest doet er feitelijk weinig toe: de uiteindelijke som is - tenminste, op 
isomorfie na - uniek bepaald. Als een uniforme oplossing voor het vinden van 
zulke kopieen zou je bijvoorbeeld kunnen nemen, om iedere B 0 == (Ba, <a) te 
vervangen door (Bax {a},<~) (de elementen van Ba zijn hier a.h.w. ''gemerkt'' 
met de index a), waarbij <~ is gedefinieerd door ( b1, a) <~ ( b2, a) == b1 <a b2. 
Dan is de uiteindelijke som niet een ordening van de vereniging UaEA Ba, maar 
van de verzameling paren { (b, a) I b E Ba}. 

278 4' • Bewijs, <lat een som I::aEA Ba van lineaire ordeningen Ba via een lineaire 
ordening (A,-<) weer een lineaire ordening is. 

De gewone geordende som is een speciaal geval van de gegeneraliseerde som: 
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2794't4- ()ridt!rstel dat, Bo en 8 1 lineaire ordenir1gen zijn. Gana, dat (als je {O, 1} van 

d11:, gt!WOtle <>rder1ir1g voorziet, waarbij dus O-< 1) Bo+ B1 = LiE{O,l} Bi-

10.9 *Co11vex. Een deelverzarr1eling .. JC C B van een lineaire ordening (B, <) 
het~t t'.;l>11.,i,ex als voor alle a, b, c E B: als a < b < c en a, c E .. JC, dan b E ...,¥. 

280.t, 4, Bewijs: als (B, <) == LaEA (Ba, <a) een condensatie is van (B, <), dan is 
{BG I a E .. 4} eer1 verdeli11g (Definitie 4.9 blz. 47) van Bin convexe verzamelingen. 
(:)mgeket•rd, laat (: een verdeling zijn van B in C<)nvexe deelver·zamelingen. De:finieer 
cit~ rc:~latie -< <JP C dc><)r: .. JC -< }" : = Vx E .. Jf Vy E }·,. ( x < y). 
Bewijs: -< is een lir1eaire ordening van C. 
Bewijs: (B, <) = i:xEc( .. ¥, <). 
Cc111eluderend: een condensatie is ''hetzelfde~ als een verdieling in convexe verza.melin~ 

gen. 

De volgt~nde op,gave geeft een manier om con.densa.ties te produceren. 

281 • G,ege\ren is een lineaire 0rdening 13 = (B, <). D~finieer de reratie r--1 op B door: 
a,...,,. b == e:r liggen hoogsteus eindig t:Jeel· elem.enten van B tussen a, en b. Bewijs: rv is 

·a1. ·a,1. "kl -- _, ' ' -_ • ~ • ,-~ - • _, - ' .,, , •• f ' • • ,,, • ,_: • ' • _' _'. ,_ , ' • ,- • een equiv entie met convexe equiv entie .. assen ... 
&sch,;rijf de bijhehc>rende con•cl.ensa:tie, ii.h.b.: geef het ordetype van de verdeling, voor 
het geval dat (i) B = (7Z, <), (ii) B = ((Q, <), (iii) IBI = ( + (. 

18 .. JO *Pro.duet van: Ordeai:ngeu,. Het product van de lineaire 0rdeningen 
(A,-<) eu (B, <) 1 (B, <) x (A,-<) (let op de volgorde van d.e factoren!), is de 
gegene.raliseerde som L•aE A (B, <). 
N.B.: aJ.le op te tellen ordeningen zijn hier hetzelfdie, en dus is van disjunctheid 
green sprake. Er moetem daarorn net zoveel onderling disjuncte kopieen van 
(B', <) worden gehruikt als A elemen.ten heeft. 
Also en ,8 de ordetypen zijn van (A,-<) en (B, <), dan wordt het ordetype van 
(B, <) x (.,,4,. -<} aangegeven met /3- - Q. Voo.r de rechtvaardigir1g hiervan: 5.18, 
bb. 62. 
f"FI &an~ 1, '."' ·t· t e ~2 . . "' . r., • .:E "-' .a. . .1::gR> .. . . , "-~ • ve. II.,(. 

282 • Bewijs, <lat '7 • TJ == 'f/· 

283 • Bewijs, <lat (,roor lineaire ordetypen a, (3 en -r): 

1. (ct · /1) · 'Y = a · (18 · 'Y ), 

2. (l'.. ({, + -y):::::; Q. /3 + O!. 'Y· 

Geef een tegerivoorbeeld voor de andere distributie-wet ( a + {3) . 1 = a . "Y + f3 • , . 

284 ~ Noteer het type van de condensatie gedefinieerd ir1 ()pgave 281 var1 een lineaire 
orde11111g ,ran type a d<.)or a/ Jin. 
Bepaal ( / f in, 1 (

2 
/ firz., ( 3 / Jin, e11z. 

Defir1ieer ww := w + w 2 + w3 + . • •. Be1>aal ww / J i·ri. 

.. 
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10.4 Ordening van 

10.4.1 Ordeningsvolledigheid 

Een kenmerkende eigenschap va11 de ordening van de reele getallen is de s11,p
eigenschap. 

10.11 Bovengrens, Supremu1n, Sup-eigenschap. Laat (A,~) eer1 lineaire 
ordening zijn en .. Y- C A. Een element a E A heet 

1. bovengrens van .. Y- als Vb E .Ly ( b ~ a), 

2. supr·emum van ... \'"", notatie: a = sup(,.(Y ), als a de kleinste bovengrens is 
van X: 
Vb E .... Y ( b !:( a) /\ Va' E A [Vb E .. ¥ ( b ~ a') ⇒ a ~ a']. 

(A,~) heet ordeningsvolledig of heeft de sup-eigenscliap, als iE~dere niet-lege deel
verzameling van A die minstens een l>ovengrens heeft, oc>k et~n .<;·up l1eeft. 

Alle elementen van {O} U IR+ zijn bovengrens van ... ¥ :== IR.- in (IR,<). 
Dus een verzameling kan veel bovengrenzen l1ebben. :Wiaar van een sup is er 
hoogstens een: als a en a' beide sup zijn van .. Y, da11 geldt zowel a ~ a' ( a is 
kleinste onder de bovengrenzen, waaronder a') als a1 

:( a (iden1) er1 dus geldt 
a = a' wegens antisymmetrie. 

Merk op: als (A,<) een kleinste elernent heeft, dan is <lit de sup v'"a11 0; als 
(A,<) een grootste element heeft, clan is dit de sup van .. 4. 

Voorbeelden. ((Q, <) heeft de sup-eigenschap niet: denk aar1 bijv. {qE (QI q < 
2}. Net zo geeft ieder irrationaal een voc)rbeeld va.n een begre11s(ie, stlI)-loz{~ 

deel verzameling van (Q . 
(IR, <) heeft wel de sup-eigenschap: dit is een van zijn t,vee typisc:he kE!nrnerken. 
Hier is een argurr1ent <lat van decimaalontwikkelir1ge11 gebruik rr·1aakt. ()nde1·stel, 
<lat X een niet-lege verzameling reele getalle11 is met een bovengre11s b E R. 
Schrijf ieder getal r E X in decimaal-notatie nr + 0, d1 d2d3 · · · waarbij rir E 7l 
en d";, E {O, ... , 9}. Laat n := max{ nr I r E _.,\"}. (Dat maximurn b-estaat, war1t 

nr < b.) Er kunnen erg veel r E _.,y- zitten waarvoor ,nr == 11,. Van die r neem 
je nu het 1naximum van de eerste decimalen: d1 :== max{dr I nr = n }. (Dat 
maximum bestaat weer, want d1 ~ 9.) Verder ziftend neem je de n1aximale 
tweede decimaal van de r E _.,")(. waarvoor nr = n en dI = d1: d2 :== rriax{ d2 I 
nr == n I\ dI = d1 }. Etc. etc.; het getal n + 0, d1d2d3 · · · dat, z6 \VC)rdt. bepaald 
is (kennelijk) het gezochte supremum. 
In Subsectie 10.4.4 zul je zien, dat je (JR.,<) verkregen kunt denker1 l1it (<Q, <) 
door het toevoegen van suprema voor niet-lege begrer1sde verzarr1E~lirtgen die Z(,>'r1 

supremum nog niet hadden. 
Tenslotte, (JN, <) en (7l, <) hebben de sup-eigenschap: zie ()pga\re 285. 
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Opgave11 

285 • Bewijs da,t (JN, <) e11 (7l 1 <) de sup-eigenschap hebben. 
l'ianwijzirig vo<>r 11\f: gebruik Opgave 87 blz. 70. 

286 • Definit~er, duaal m.b.t,. bovengrens en supremum, de begrippen ondergrens en 

infimurri {inf). 

10.12 Gaten. Een gat in een lineaire ordening (A,<) is een tweetal niet-lege 
cltt,\.(~lverzamelingen L, R c A z6dat L n R = 0, LU R == A, Va EL VbE R (a< b)., 
waa,rbij L geen grootste- en R gee11 kleinste elen1ent heeft. 

287 • Bewijs: een Iineaire ordening (A,<) heeft de sup-eigenschap d.e.s.d.a. hij geen 
ga ten heeft. 

De sup-eigenschap is equivalent met de inf-eigenschap: 

288 • Bewijs: een lineaire ordening (A,<) heeft de sup-eigenschap d.e.s.d.a. iedere 
niet-lege deel\rerzan1eling met ondergrenzen een inf heeft. 

289 • • Twee isomorfe lineaire ordeningen hebben ofwel beide de sup-eigenschap, 
ofw'et geen van beide. D.w.z., voor: E :=sup-eigenschap, wordt a&i. 9·.14 (bl·z. 127 
,,,, .... :-, ~~i.-A"ft· 
V vJtt:f~"• 

* Be:rst&-onie1 iweede-orde· e:o hogere-orde logiea. 
A.1,s de kwa,ntoren van een forrnule variabelen binden d·ie alleen n•aa.r elemen
ten V-ll (t:tniversa van) mogelijke strukturen ver,vijzen, dan heet die betreffende 
formuI,e v~ eerste-orde. De theorie van eerste-orde formules is tamelij·k overzich
teI·ij·k. In Hoofdstuk 9 zijn een aantal instanties van 9.14 ( ''isomorfe strukturen 
hebben dezelfde eigenschappen'') opgenomen waarbij de cruciale eigens·chap E 
uitgedrukt kan warden d.m.v. zo'n eerste-orde formule. Als er ook gekwan
tifi,ceerd wordt over variabelen voor d·eelverzamelingen van ( of zelfs relaties, 
funet.ies over) het universum v-a.n in aanmerking komende strukturen, dan heh 
je te malcen met een tweede-orde fo:rrnufe. Voor eigenschappen die doo,r eerste
of zeifs tweede-orde formules worden uitgedrukt gaat 9.14 op. Voo:rbeelden van 
zulke eigenschappen zijn rigiditeit, de inductie-eigenschap, de sup-eigenschap, 
en separabiliteit. Zoals je zult mer ken ( zie je oplossing voor Op gave 289) heb 
je voor de corresponde:rende instanties van 9.14 een nieuw bewijs-idee nodig. 
Behalve eerste- en tweede-orde eigenschappen zijn er ook nog derde-, vierde-... 
orde eigenschappen (het uitdrukken waarvan kwantificatie over variabelen voor 
collecties van deelverzamelingen e.d. eist), r11aar voorbeelden daarvan vind je 
hier 11iet. In teger1stelling tot de eerste-orde logica is de theorie van tweede
en hogere-c>rde logica n1inder ontwikkeld en zelfs. door haar essentieel verza-, 

melingstheoretisch karakter, p1·oble1natisch. Bijvoorbeeld: ieder betrouwbaar 
deductie-apparaat voor de tweede-orde logica is noodzakelijk onvolledig. (De 
begrippen betrouwbaar· en ·volledig werden besproken ir1 Sectie 7.4 in de context 
var1 de prc)positie-logica.) De eerste-c)rde logica l1eeft wel een betrouw baar en 
volledig <led uctie-apparaat (Dat is de inhoud van Godel 's volledigheidsstelling). 
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290 • Bewijs, dat de order1ingen (ffi - {O}, <) (ordetype ,.\ + .,\) en (IR,<) (ordetype 
.\) niet isomorf zijn. (Contrasteer dit met Opgave 259, lllz. 136!) 

291 • Gegeven zijn twee disjuncte lin(~aire ordenir1gen A en B met de sup-eigenschap; 
B heeft bovendien een kleir1ste elerr1ent. Bewijs dat A+ B 66k de sup-eigenschap heeft. 

10.4.2 Separabiliteit 

De tweede kenmerkende eigenschap van de ordening van de reele getallen is 
separabiliteit. 

10.13 Dicht-in, Separabel. Laat A = (A, <) ee11 lineaire ordening zijn. 

l. D C A ligt dicht in of is dicht in de lineaire ordening ( A, < ), als tussen 
iedere twee elerr1enten van A een element van D ligt: Va, a' E A[a < a' ⇒ 
3xED(a < x < a')]. 

2. Een lineaire ordening heet separabel als l1ij een aftel bare, dichtliggende 
deelverzameli11g heeft. 

Verwar dichtheid-in van een deelverzameling niet 1net dichtheid "·an de ordening 
zelf (Zie Opgave 292.) 

10.14 Voorbeeld. (Q ligt dicht in de ordening van de reele getallen: tussen 
iedere twee reele getallen ligt een rationaal. (Q is aftelbaar. Dus, de reele 
ordening (JR,, <) is separabel. Het bizondere hieraan is, dat 1R overaftelbaar is. 

Hier is een argument voor de separabiliteit van het reele interval (0, 1) dat 
van decimaal-ontwikkelinger1 gebruik maakt. Onderstel, dat pen q reele getallen 
in (0, 1) zijn zodat p < q. Gezocht wordt ee11 rationaal r tussen p er1 q. Neem 
gemakshalve aan <lat O < p < q < l. Onderstel, dat p = 0, P1'P2P3 ... en 
q = 0, q1q2q3 ... decimaalontwikkelinger1 zijn van p en q. Er moet een eerste 
plaats zijn, waar deze verschillen; bijvo<)rbeeld, voor i < n geldt nog, dat Pi = qi, 
terwijl Pn < Qn• Als Pn + I < Qn, clan voldoet r :== 0, P1P2 .. -Pn-1 (Pn + 1). Als 
niet alle decimalen qi (j > n) gelijk aan O zijn, dan voldoet ook r := 0, q1q2 ... qn . 
.. ~ls tenslotte Pn = 8, qn == 9 en alle qj (j > n) gelijk aan 0, dan zijn niet alle 
decimalen Pi (j > n) gelijk aan 9 (want dan was p = q). Laat Pk de eerste 
dergelijke decimaal zijn. Dan voldoet r :== 0, P1P2 ... Pk- 1 (Pk + 1). 

Opgaven 

292 • A= (A,<) is een lineaire ordening. Bewijs: 

1. als (A,<) een dicht liggende deelverzameling heeft, dan is (A,<) dicht geordend, 

2. als DC A dicht ligt in (A,<), dan is (D, <) dicht geordend, 

3. A is zelf dicht in (A,<) d.e.s.d.a. (A,<) een dichte ordening is, 

4. als B C .,4 dicht ligt in (A,<), en D C B ligt dicht in de deel-ordening (B, <) 
van (A,<), dan ligt D 66k dicht in (A,<). 
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(}eef t~n aftel t>a.rt~ ,,erzarnelir1g D C ffi die dicht ligt in (Ill, <) en z6dat D n <Q = 

294 4't • Gf~f verzamelir1gen A, B C (Q zodat .. 4 n B == 0 en z6dat A en B beide dicht 

zijn ir1 (Q. 

295 • • Tw(~e is<Jniorfe lineaire ordeningen zijn ofwel beide separabel, ofwel geen van 

bt:-icit~. 

296 • Bewijs: als (~4, <) en (B, -<) disjur1cte, separabele, eindpuntloze lineaire orde
ninger1 zijn, dan is (.4, <) + (B, -<) 66k separabel. 

10.4.3 Karakterisering van 1R 

10 .. 15 Stelling. (Cantor) Een niet-lege lineaire or·denirig ( .. 4, -<) heejt type A ·-
d.i.: i.tj isomorf met (JR,,<) ·-- d.e .. c;.d.a. (A,-<) 

1. eindpuntloos, 

2. ordeningsvolledig, en 

3. separabel is. 

Bewijs. Dat ieder isomorf van (IR,<) aan de gestelde condities voldoet volgt 
0.111. uit Voorbeeld 10.14, Opgaven 289 en 295. Voor de rest is er de volgende 
Schets. Laat Deen aftelbare verzameling zijn, dicht in de eindpunt-loze lineaire 
ordening ( .. 4., -<). Dan heeft (D, -<) geen eindpunten en is zelf dicht geordend 
(Opgave 292). Dus (Stelling 10.3) (D,-<) is isomorf met ((Q,<). Laat h een 
isorr1orfisme zijn tussen deze ordeningen. Het gezochte isomorfisme H tussen 
(A"-<) e11 (IR,<) voegt aan een element a E A toe de sup va.n { h(b) I b E 
.D I\ b -< a} in IR. Het is niet moeilijk om te zien dat <lit een in bedding van 
( .. 4, -<) in (R, <) is. Dat dit een surjectie is volgt uit de sup-eigenschap voor 
(A,-<). ~ 

:Opgaven 

297 • Werk de details uit van het bewijs van Stelling 10.15. 
Toon i.h. b. aa,n, dat H surjectief is. 
Ga 11a, dat h = HID. 

298 4't Een niet-lege lineaire ordening (A,--<) is isomorf rnet ( { r E IR I O ~ r ~ 1 }, <) 
---i.e., heeft tjtpe 1 + ,\ + 1-- d.e.s.d.a. 

I. iedere verzarr1eling .. X C .. 4 heeft een sup in A, en 

2. (A,-<) is separabel. 

Bewijs <lit. 

299 • (Vgl. Opgave 277, blz. 139; zie ook Opgave 290.) Bewijs, dat, ,\ + 1 + .,\ = ..\, 
er1 dat, .X + .,\ -:/- ,\. 

300. (V gl. Opgave 282 blz. 140.) Geldt A . .,\ = ,\? 
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Hier volgt een bewijs, van de overaftelbaarheid van IR dat geen gebruik 
rnaakt van decimaal-ontwikkelingen maar van zij11 ordenings-eigenschappen. 
Een nog weer enigszins and er bewijs dat ge bruik maakt ,ran reele getallen-als
s neden is verstopt in de aanwijzing bij Opgave 301. 

1 0 .16 Gevolg. lN -< 1R. 

Bewijs. Dat IN -< IR is duidelijk. Onderstel, dat 1N l"V JR,, d.w.z.: dat 1R aftel
baar is. Dan is (IR,<) een niet-lege aftelbare, dichte lineaire ordeni1·1g zonder 
eindpunten. Volgens Stelling 10.3 geldt dan (JR,<) rv ((Q, <), d.w.z.: A == 17. 
Dus (Opgaven 277 en 299): 17 = rJ + r7 == .X + .X #- A; tegenspraak. --{ 

301 • Bewijs: IR- <Q is dicht in IR. D.w.z.: tussen iedere twee rationale getallen ligt 
een irrationaal get al. 
Aanwijzing. Een makkelijk bewijs gebruikt een kardinaliteits-argument: ieder open 
interval van Ifl heeft ordetype ,\ en is d1.1s i.h.b. overaftelbaar. Dan ka11 l1et niet 
1 :1 itsluitend rationale getallen bevatten. 
Een andere manier: onderstel, <lat p < q ratio11ale getallen zijn. Fixeer een aftelli11g 
Po, p 1, p2, . . . van alle rationale getallen in het interval (p, q). Cor1strueer een rij ra
tionale getallen ro, r 1 , r2, ... in het interval (p, q) zodat p< ·ro< 1·2< r4< · · ·> rs> 
ra> r1 > q, en z6dat voor alle i: p;, < r 2;, of r2i+1 < p,;,. Bekijk l1et paar (L, R) met 
L := { r E (Q I 3i( r < r2;,)} en R := { r E (Q I 3i(r2i+1 < r) }. (L, R) kan geen gat zijn, 
cl us is er een getal r dat zowel grater is dan alle elementen v•a11 L als kleiner dan ieder 
elernent van R. Uit de constructie volgt, dat r niet rationaal kan zijr1. 

Precieze oplossingen voor de volger1de twee opgaver1 eisen het keuze-axiorr1a. 

302 • Laat (A,<) een separabele li11eaire ordening zijn. Bewijs: iedere collectie 
onderling disjuncte ir1tervallen (a, b) = {x EA I a < x A x < b} van (A,<) (a < b) is 
aftelbaar. 

*Suslin Probleem/Hypothese (Suslin 1920). Het Susli1i-probleem is de 
vraag, of Stelling 10.15 doorgaat als conditie 3 (separabiliteit) wordt vervangen 
door z'n gevolg in Opgave 302, dat iedere collectie paarsgewijs disjuncte inter
vallen aftelbaar is. De Suslin Hypothese (SH) zegt, <lat <lat zo is. De gewone 
-:: , .. xiomas van de verzamelingentheorie geven hierover geen uitsluitsel. 

303 4't Laat (A,<) een separabele lineaire ordeni11g zijn, en B C A ee11 dicht,e deel
'1"erzarneling. Bewijs, dat de bijbehorende deel-ordening (B, <) ook separabel is. 
Waarschuwing. De aftelbare dicht liggende deelverzameling die A volgens l1et gegeven 

heeft hoeft geen deel van B te zijn. 

304-" (Vgl. Opgave 266, blz. 137.) Onderstel, dat p en q twee reele getallen zijn. 
Bewijs, dat een automorfisme h van (IR,<) ( dat is: een isoroorfisn1e tussen (IR,<) e11 
zichzelf; zie Definitie 9.5, blz. 122) bestaat z6dat h(p) · q. 
Algemener: onderstel, dat p1 < • • • < Pn en q1 < · · · < qn twee rijt.jes reele getallen zijn. 
Bewijs, dat een automorfisme h van (IR.,<) bestaat z6dat h(pi) = qi (i = 1, ... , n). 

De volgende twee opgaven gebruiken ideeen uit het bewijs var1 Stelling 10.15. 
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305 •• ()riderstel, dat A== ( .. 4, <) en B = (B, -<) ordeningsvolledige lineaire ordenin
gen zijn, dat D c A dicl1t ligt, i11 A en E C B dicl1t ligt in B, en <lat (D, <) ,..., (E., -<). 
Bt~wijs~ dat ( .. 4, <) ~ (B, -<). 

306 • • ()riders tel, dat ( D, <) een di<~l1te lineaire ordening is. Bewijs <lat een orde
rlir1gsvc>lledig{~ li11eaire c>rdenir1g bestaat waarvan (D, <) een deel-ordening is en waar 
D t1icht in ligt. 

10.4.4 Constructie van JR 

Van Krone,cker is de uitspraak: de natt1urlijke getallen zijn door God gegeven; 
de rest is 1nensenwerk. Hier is wel iets voor te zeggen. Hoe dan ook, bij de 
verLamelingstheoret.ische opbouw van de wiskunde hoef je je dan om het bestaan 
v"'an het <>rdetype w niet te bekommeren. 

JE~ kur1t rationale getallen opvatten als ( onvereenvoudigbare) breuken van 
ge~l1ele getalle11, d.,v.z. als (gesigneerde) paren van natuurlijke getallen. Dit 
V(:\,rzt~kert de exister1tie va11 <Q en daar1nee van het ordetype rJ· (Zie Opgave 315 
vc)or eer1 S(Jortgelijke uitwerking.) 

Dt~ vraag is vervolgens, l1oe je aan de ( een) verzameling 1R van reele getal
len ko1r1t;. Er zijn verschillende verzamelingstheoretische constructies die een 
ordening va.11 type A produceren uitgaande van ((Q, <). Hieronde·r wordt de con
structie met De:dekind-sneden bespro·ken die a.h.w. de gaten in (<Q, <) opvult. 
(iEen ander,e gaa.t met zgn. fundarnentaalrijen.) De moti ver.ing hiervoor is de 
.. ·•.··•·· · Jrvati<e ·van de volgende opga.ve. 

3,07• Opgave. Definieer de functie-.: lR ➔ p((Q) door: r := { q E (Q I q < r }. Bewijs, 
tiat. -- een isotnorfisme is tussen (IR,~) en (Ran( - ) , c). 
(Vgl. Opgave 238 op blz. 129: die zegt dat r 1 :- { r' E 1R I r' < r} een isomorfisme is.) 

Dt1s: als je een reeel getal r identificeert met r :== { q E (Q I q < r}, dan 
trar1sformeert de <)rdening ~ van lR in de inclusie-relatie C op de deelcollectie 
Ran1(~) v'&n p{'CQ). Deelementen van Ran(") zijn nu precies de sneden in ('(Q, <) 
van de vo,lgende definitie: 

10 .. 17 Sa~en. Laat (A,<) een lineaire ordening zijn. Een (links-) snede in 
(A, <) is een verzameling L C A z6da t 

l. L #= 0 en L :j:. A, 

2. Lis een initiaal of beginstuk van A, d.w.z.: 
als a E L en b < a, clan geldt ook b E £, 

3. L l1eeft geen grootste element: 'va E L 3b E L ·. 

1s L een sr1ede. 

eler:r1er1t heeft. 

a< b. 

== (L, <)+(A - L, <). 
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Voorbeelden. 
1. (1N, <) en ('Zl, <) hebben geen sneden. 
2. Iedere snede in JR is van de vorm L == {x E IR Ix< r}, waarbij r = sup(L). 
3. In (Q zijn er twee typen sneden: 

(i) die van de vorm r :== { x E (Q I x < r} met r = sup(r) E (Q ( de sneden 
met sup in (Q). (N.B.: (r, (Q - r) is geen gat in (<Q, <).) 

(ii) de anderen, met sup in,__IR- (Q; een voorbeeld is {q E (QI q ~ O} U {q E 
(Q j q > O I\ q2 < 2}, met sup 2. (N.B.: dit zijn de met gaten corresponderende 
sneden in ((Q, <).) 

Laat 9t verder de verzameling van alle sneden in (Q zijn. 
De volgende opgaven gaan na dat (91., C) een (reflexieve) lineaire ordening 

is die alle karakteristieke eigenschappen van de reele ordening heeft. M.a.w., 
(91:, c) een een surrogaat voor (Ill,~) (Stelling 10.18). 

Opgaven 

308 • Bewijs dat de inclusierelatie C een lineaire ordening is var1 Di. 

309 • Bewijs, dat (91:, C) geen eindpunten heeft. 

310 • Bewijs, <lat (91:, C) separabel is. 
Schets. Laat L, M E 9!, L C Af, L =f. M. Bijvoorbeeld, q' E M - L. Omdat M 
een snede is bestaat q > q' in _M. Nu geldt dat L C q = {x E (Q I x < q} C M en 
Lf= r# M ( q' E q - L en q E M - q). Dus: tussen iedere twee sneden ligt er een van 
de vorm q, en daarvan zijn er maar aftelbaar veel. 

311 • • Bewijs, dat (ry{, C) de sup-eigenschap heeft. 
Aanwijzing. Bewijs dat, als .. Y C f){ een collectie sneden is met een bovengrens L E €fl, 
clan is LJ ... X (= LJMEX A1, de ,rereniging van alle sneden in X, Definitie 3.10 biz. 38), 
een snede die de sup is van X. 

De voorafgaande opgaven bewijzen de volgende stelling. 

10.18 Stelling. (91:, c) 

Bewijs. Volgens de karakterisering van A, Stelling 10.15, moet je laten zien, <lat 
(9l, C) een lineaire ordening is die geen eindpunten heeft en zowel separabel als 
ordeningsvolledig is, en dat is de inhoud van Opgaven 308-311. -l 

312 • Wat gaat er in bovenstaand verhaal mis als je van de sneden in (Q niet eist, 
dat ze niet-leeg zijn? (Definitie 10.17.1) en als je niet eist, <lat ze verschillen van (Q? 
en als je niet eist, dat sneden geen grootste element hebben? (10.17.3.) 

313 • • Laat X een collectie sneden zijn in (Q met een ondergrens. Is de doorsnede 
n X (= nMEX M) van alle sneden in X noodzakelijk weer een snede? Bewijs, of geef 
een tegenvoorbeeld. 

314 • Definieer, voor sneden Len lv1, gebruikmakend van de optellingsoperatie voor 
rationale getalle11: L + _'/\,1 := {p + q I p E L I\ q E M}. Bewijs <lat <lit weer een snede 
is. Beargumenteer, dat dit een adekwate definitie is van optelling. Kun je c)ok een 
definitie opstellen van vermenigvuldiging? 
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De volgende opgave c:onstrueert een ordening van typer; gebruikrnakend van 
de verzamelir1g 7Z var1 gehele getallen. 

315 • Definieer ~X :== 72 x JN+ (== { (n, m) n, m E 'Zl A ni > O} ). Definiee1· de rela.tie 
,...., op .. X door (n, m) ~ (p, q) := nq = mp. 

1. Bewijs, dat ,...., een equivalentie is <)p ... "\". (Het idee hier is, <lat de equivalentie
klasse van ( n, m) voor het rationale get,al ;., staat.) 

2. Definieer -< op .. Y./ r-v (het quotie11t van .. X- modulo rv, zie Definitie 4.10 blz. 47) 
door l(n,ni)I-< (p,q)j == nq <mp.Gana, dat deze definitie correct is, d.w.z.: 
representant-onafhankelijk. 

3. Bewijs, dat (~¥/ l".J' -<) ordetype 77 heeft. 

10.5 * elordeningen en Ordinaalgetallen 

Herinner Definite 6.5 (blz. 69): een relatie -< op een verzameling A heet gefttn
deerd of welgefundeerd als er geen oneindige dalende rij elementen a 0 >- a1 >
a2 >- · · · bestaat in .. 4. 

10.19 Welordeningen. Een gefundeerde lineaire ordening heet een welorde-
• 

nmg. 

Voorbeelden. 
]edere eindige lineaire ordening is een welordening. (JN, <) is een welordening 
(O,pgave 86 blz. 69). 
(lN, > ), (7l, <), ((Q, <) en (R, <) zijn geen welordeningen. 

10.20 Ordinaalgetallem. Het ordetype van een welordening heet een ordi
natiilgetal of kortweg een o'Fdinaal. 

Opgaven 

316 • BewijrB dat een lineaire ordening (.4., <) een welordening is d.e.s.d.a. hij vol<ioet 
aan het principe van sterke inductie (zie 6.3 blz. 67): als voor X C A gel,dt dat 
Va(\/a 1 < a(a' E _\:) => a E X), dan geldt A C .. X. 

317 • Bewijs, dat iedere welordening de sup-eigenschap heeft. 

318 • Bewijs: 

1. Ieder natuurlijk getal ( opgevat als ordetype) is een ordinaal, 

2. w is een ordinaal, 

3. als a en j3 ordir1alen zijn, dan is o + {3 er c>ok een ( een geordende som van 
welordeningen is weer een welordenir1g), 

4. *welgeordende son1mer1 var1 <Jrdinalen zijn ordinalen ( dus producten van <)rdi
nalen zij n ordinal en). 



10.5. WELORDENINGEN EN ORDINALEN 149 

De ordinaalgetallen zijn zelf lineair georder1d, zelfs welgeordend (zie hierna 
voor hun natuurlijke welordening). De rij van ordinalen begint als volgt: 

0,1,2, ... ; 
w, w + l, w + 2, ... ; 
w + w == w · 2, (w · 2) + 1, ... , w • 3, _ .. ; 
w · w == w 2 , ..• , w 3 , • • . ; 

w w 2 ww w , ... ,w , ... w , ... 
(de notaties ww e.v. suggereren zo ongeveer wa,t e1~ wordt bedoeld). Dit zijn 
allemaal ordetypen van aftelbare welordeningen. 

319 • Iedere aftelbare lineaire ordenir1g kan worden ingebeci ir1 (<Q, <) (Opgave 262 1 

blz. 137). Geef een verzameling X C (Q van type w 2 . En een van type ww. 

320 "- Laat (A,<) een welordening zijr1 en h : ... 4 --+ .. 4 eer1 inbeddir1g (Definitie 10.4 
blz. 136). Bewijs, <lat Va EA: a~ h(a). 

32141- Bewijs: tussen twee welordeningen bestaat hoogster1s een isomorfisrne. 

322 "9 Bewijs: (A,<) is een welordening d.e.s.d.a. bij ieder initiaal ... Y "I, A "ran (A,<) 
(Definitie 10.17 blz. 146) een element a EA bestaat; z6dat .Y = { x E .. 4 I x < a}. 

10.21 Stelling. Voor iedere twee welordeningen (A,<) en (B, -<) geldt precies 
een van de volgende drie condities: 

1. (A,<) f"V (B, -<), 

2. er is een initiaal Y =/- B van (B, -<) z6dat (A,<) rv (tr,-<), 

3. er is een initiaal X # A van (A,<) z6dat (...,Y, <) ~ (B, -<). 

Deze stelling identificeert een natuurlijke ordenir1g van de ordinalen: het or
dinaal van (A,<) is kleiner clan <lat van (B, -<) als (A,<) isomorf is met een 
initiaal (Y, -<) (B #- Y C B) van (B, -<). 

Bewijs. Schets: definieer h( a) == b ( a E A, b E B) d.e.s.d.a. ( { x E .. 4. I x < a}, <) 
f*'v ( {y EB I y -< b }, -<). 
Uit Opgave 321 volgt, <lat <lit de gezochte correspondentie is. -i 

*Burali-Forti Paradox. 
Dit is de observatie, dat het ordetype n van de ordening van alle ordinalen, 
omdat <lit zelf een ordinaal is, groter moet zijn dar1 alle 01·dinaler1, i.l1. b. groter 
dan f2 zelf: een tegenspraak, want de ordening is strict; en tro11wens, hoe zat 
het clan n1et f2 + 1? 

De manier waarop gewoonlijk aan de paradox wo1·dt <)r1tsnapt is dt! volgende: 
een ordinaal is per definitie het ordetype van een \velge{)rdende 1Jerzarrieling. De 
conclusie moet zijn <lat de collectie van alle <..)rdinaler1 ke11r1elijk geen verza1r1<~lir1g 
is. (N etzomin als de collectie van alle verzamelinge11 c>f de Russell-collectie 
verzamelingen zijn.) 
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323 • Onderstel dat a een ordinaal is z6dat a ~ A. Bewijs, dat a aftelbaar is. 
D. w.z.: iedere door de gewone ordening welgeorder1de verzameling van reele getallen 
is af tel ba.a.r. 

324 • 4, Geef een be'\vijs var1 Stelling 6.16 (blz. 78) door aan een Smullyaanse doos 
met ballen n 1 , ••. , nk (n 1 ~ • · · ~ rik) het ordinaal wn 1 + · · · + wnk toe te kennen. 
Kun je zoiets O<)k doen voor het gevecht tussen Hercules en de Hydra? 

325 '8 • Zie Subsectie 6.3.4 voor QO en WQO. Onderstel, dat ~ QO is op Q 

1. Onderstel, dat -< ee11 lineaire order1ing is var1 Q z6dat ~c-<. Bewijs: als ~ 
WQO is, dan is -< een welordening. 

2. Onderstel dat iedere lir1eaire ordening -< van Q waarvoor ~C-< een welordening 
is. Bewijs: ~ is WQO op Q. 

De volgende stelling zegt, <lat bij iedere verzameling een relatie bestaat die 
de verzameling welordent. Voor sommige verzamelingen spreekt dat vanzelf 
(bijvoorbeeld, voor IN, en voor iedere met 1N gelijkmachtige verzameling). Voor 
andere verzamelingen (JR !) is dit bepaald niet vanzelfsprekend. Het bewijs 
gebruikt het ke11ze-axioma. 

10.22 Welordeningsstelling (Zermelo, 1904). Iedere verzameling heeft een 
w·elordening. 

Bewij,s. La.at .. 4 de te welordenen verzameling zijn. Onderstel, dat h een keuze
functie is voor de collectie van niet-lege deelverzamelingen van A ( zie Defini
tie 8.21, blz. 112). Het volgende bewijs laat zien hoe deze keuze-functie kan 
warden getransformeerd tot een welordening van A. 
Noteer, voor echte deelverzamelingen B van A, het door h in A-B geselecteerde 
element met Bs. s+ :== B U { Bs}. Dus, B+ ontstaat uit B door toevoeging 
van het door h in A - B geselecteerde element Bs. 

Het idee van het bewijs is het volgende. Gebruikmakend van h wordt een 
welordening van (althans, een gedeelte van) A gegenereerd die als volgt begint: 
0s, {0s}s, {0s,{0s}s}s, {0s,{0s}.s,{0s,{0s}s}s}s, ... , 
{ j s, { 0" } s , { 0 s , { 0 s } s } s , . . . } s , . . . 

Het eerste doel is het bepalen van de collectie W van alle verzamelingen die 
beginstuk zijn van deze r·eeks. De welordening zelf kan dan worden bepaald aan 
de hand van deze collectie. 

Elementen van JC zijn per definitie alle collecties ..:¥ C p(A) waarvoor de 
volgende t,vee eigenschappen van de (nag te definieren!) collectie iv gelden: 

1. }'. C .,Y :: > LJ }'" E ,,\" (i.h.b.: 0 == LJ 0 E "'Y), 

2. A=/= B E X : ·> B+ E JJ(. 

Merk op, <lat g::>(.,4) E JC. I.h.b. is JC dus niet-leeg. Behalve de gezochte 
collectie heeft K 110g allerlei elemente11 (zoals 6J(A)) waar je niets aan hebt. De 
gezochte collectie 111 is het kleinste elernent van K. 
Definieer W :== n K. (Zie Defir1itie 3.10 blz. 38 en de opmerking erna.) De 
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kunst is nu om te zien <lat de z6 gedefinieerde collectie "11 inderdaad de gezochte 
collectie van het hiervoor beschreven idee is. Dit gebeurt in zes etappes I--VI. 
De eerste twee zeggen dat, inderdaad, vT,r het kleinste elt~ment van JC is. 

(I) IV E K. 
Bewijs: Check de twee definierende cor1dities voor K. ()pgave. 
Dat W E JC geldt wordt verder geregE:ld stilz\vijgend gebruikt. 

(II) X E K, > W C "'y-. 
Dit vanzelfsprekende gevolg van de definitie van W" speelt e{~n rol op een aantal 
cruciale plaatsen. Zie het gebr11ik van de hulp-collecties .. X-1 e11 ..,J[2 in III en van 
..c'¥ in IV. 

(III) C is een lineaire ordening van l,11 . 

Bewijs: Dat C een (reflexieve) partiele ordening is van T,,V spreekt vanzelf. Li
neariteit vormt het piece de resistance van het hele bewijs. Wat aangetoond 
moet worden is, <lat 

VB E WVC E vV (BC C V CC B). (10.1) 

Definieer X1 :=={BE lV I VC E l1' (B c C V Cc B)}. Het is voldc>ende om 
te laten zien, dat ~Y1 EK. Da11 volgt immers, rn.b.v. (II), <lat H,r C .. Y-1 , en <lat 
is juist equivalent met 10.1. 
Opdat ..,X-1 E K, moeten de twee definierende condities voor K worden nagelopen. 
1. }TC .;:Y1 > LJ}T E .. Y-1. 

Onderstel, dat Y C ""X-1. Te bewijzen: U }''" E X, ofwel: VC E W (U }r C CV C C 
LJ Y). Laat dus CE W. 
(a) Er is een BE Y z6dat CC B. 111 <lat geval geldt CC LJ }r. 

(b) Er is geen B E 1,r z6dat C C B. Dan geldt (wegens }r C .. ¥ 1 ) voor alle 
B E Y, dat BC C, en in <lat geval heb je <lat LJ lr C C. 
2. A # B E X 1 :► B+ E X 1 . 

Onderstel, dat A =/= B E ..,Y 1 . Aangeto<)nd moet warden, <lat B+ E X 1, ofwel 

( 10.2) 

Definieer ""Y2 :== {C E iv j B+ CC V CC B+}. Opnieu,v is het voldoende om 
na te gaan, dat ..,,\'."2 E K: clan volgt weer dat W C .. Y2, hetgeen juist equivalent 
is met 10.2. 
1. Y C X2 > LJ }r E X2. 
Laat Y C X2. 
(a) Er is een C E Y zodat B+ C C. In <lat geval geldt B+ C UY. 
(b) Er is niet zo'n CE Y. Dan geldt (Y C X2) voor alle CE Y dat CC B+, 
en in dat geval volgt er, <lat UY C B+. 
2. A# C E X2 > c+ E ..,Y2. 
Onderstel, <lat A =I- C E ... Y2 • Er moet aangetoond warden, dat c+ E .. Y2, d.w.z., 
dat 

B+ C c+ V c+ C B+. 

Nu geldt <lat B E .. X-1 , dus i.h.b. B C c+ V c+ C B. Als c+ C B, dan 
c+ CB+, en je bent klaar. Neem dus maar aan, dat B C c+. 
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Ve1·<i(?.r gelclt <lat C E ... Y2 , dus i.h.b. B+ C C V C C B+. Als B+ C C, dan 
B+ c c+, er1 je ber1t weer klaar. Neem dus rnaa.r aan, dat C C B+. 
1ensl('.)tt.e, ()Illdat BE .. Y1 geldt er BC C V CC B. 
Ir1 het eerste ge,ral heb je clan, dat B C C C n+, en dus geldt (Ben n+ schelen 
n1a.ar een elerr1ent) dat B == C of C = B+, en dus B+ == c+ of B+ C c+. 
Ir1 l1et tweeclt~ gev•al heh je netzo, <lat C C B C c+, da.n geldt C == B of B = c+, 
en dus c+ = B+ of c+ C B+. 

(IV) c ( eigenlijk: z'n irreflexieve compagnon) is een welordening van W. 
Be'wij.s: ()nderstel, <lat C niet gefundeerd is op it,.. Dan is er een strict da}ende 
rij _40 ::> A1 :) A2 :) • • • van verzamelinger1 in iv. Definieer .. \'" :== { B E U1 I 
\/n (B c ... 4n)}. Het is voldoende om na te gaan, <lat ... Y EK.: dan volgt irnmers 
weer, dat ll1r C .. Y, en <lat is kennelijk onmogelijk (bijvoorbeeld, ... 4o E W - ... ¥). 
1. }'~ C .. Y · ~> UY/" E ..,Y. 
Triviaal. 
2 ... 4 :f. B E .. Y :- : > B+ E ~Y. 
Onderstel, dat A :f. B E .. ¥, maar s+ ¢ ... Y. Bijvoorbeeld, B+ rt.. An. Dan 
geldt wegens lineariteit var1 C op ¾', <lat B C An C B+. Dus, B en A"" &::helen 
hoogster1s een element. J\1aar dat is absurd: tussen A,n en B liggen n;og de 
onderling verschillende verzamelingen An+ 1, An+2, ... , en d us S(~helen An er1 B 
oneindig veel elem en ten. 

(V) D•efinieer f : A ➔ ~V door f (a) :== LJ{B E vV I a ti. B}. f is eer1 
inj.ecti:e. 
Bewijs: Er geldt kennelij'k, dat a r/. f (a). Ook gel.dt dat a E J(a)+: als a ¢ 
f(a)+, dan volgt f(a)+ E {BE iv I a(/. B}, dus f(a)+ C LJ{B E W I a(/. B} = 
f(a), een or1mogelijkheid. Dus, a::::::-: h(A - f(a)). Gevolg: als f(a) == J(b), dan 
geldt a== h(A - J(a)) == h{A - f(b)) = b. 

(VI) Definieer -< op A door a -< b == f (a) C f ( b). D-e relatie -< ( eigenlijk: 
z'n irreflexieve compagnon -<) is nu een welordening van A. 
BeV!ijs: Lineariteit volgt dir·ect uit het feit <lat f een injectie is van A in de 
lineaire ordening (W, C). Gefundeerdl1eid: iedere oneindige dalende rij • · · -< 
a2 -< a1 -< ao in A Ievert een one·indige, strict dalend,e rij · · · C f (a2) Cf (a1) C 
f(ao} in W, in strijd met de gefundeerdheid van C op TrV. -i 

10.6 *Het Lemma van Zorn 

Het gebruik van het keuze-axioma in niet-triviale gevallen eist i11 de regel ver
trouwdheid met ordinalen ( of ingewikkelde argumentaties a la het bewijs van 
de Welordeningsstelling 10.22). Bijvoorbeeld, een andere, meer directe, uitwer
king va11 l1et bewijs-idee van 10.22 l)estaat uit bet definieren van eer1 functie 
van ordinalen naar de verzarneling A. Het volgende Lemma van Zorn is een 
equivaler1t van het keuze-axiorna waarn1ee het gebruik van ordir1alen vaak kan 
worden ()r11zeild, en <lat om <lie reden veel wordt gebruikt. 

10.23 Lemma van Zorn. Laat (A,~) eeri riiet-lege partiele ordening zijn. Als 
iedere keten in A ·--- dat is: een door· ~ lineair· geordende deelverzameling van 
A -· een boven,qrens heeft in A, dan heeft A een maximaal elemerit. 
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Bewijs. Zie Opgave 327. 

Opgaven 

326 «$, Geef een bewijs van het ke11ze-axion1a, gebr11ikn1akend van Zorn's Lemma. 
Aanwijzing. Laat K een verzameling van niet-lege verzamelingen zijn. Gezocht: een 
keuzefunctie voor K. Laat :F de verzameling van alle partiele keuzefur1cties voor K 
zijn, dat zijn: de functies f met Dom(/) C K waarvoor geldt V .. 4 E Dom(f)[f (A) E A]. 
F wordt partieel geordend door de inclusierelatie C. Niet iedere vereniging va11 functies 
is weer een functie, maar de vereniging LJ L == LJ f EL f van een keteri L C :F is <lat 
wel, en is tegelijk bovengrens van die keten. Zorn levert een maxirr1aal element h 
in F. Maar clan geldt Dom(h) == K (en dus is h een keuzefunctie voor K): was 
Dom(h) i= K, bijv., A E K - Dom(h), neem clan een element x E A; en de partiele 
keuzefunctie h U { ( .. 4, x)} E :F laat zien, <lat. h niet rnaximaal was. 

327 4'- Complet.eer de volger1de schets voor een bewijs van Zorn's Lemma, gebruikma
kend van het keuze-axioma. 

Onderstel <lat ( A, ~) een niet-lege partiele order1ir1g is vvaarin iedere keten een bo
vengrens heeft. Fixeer een keuze-functie voor de collectie van niet-lege deelverza
melingen van A. Modificeer het bewijs van Stelling 10.22 op de vcllgende manier. 
Noteer voor verzamelingen B C A waarvoor { a E A I Vb E B(b < a)} i=- 0: 
B+ :== B U { h( { a E .. 4 I Vb E B(b < a)})}. JC is nu de supercollectie var1 collec
ties X C p(A) met 

l. Y C .. 1( ~► LJ Y E .. Y, 

2. B E .. Y /\ { a E A I Vb E B ( b < a)} =f. 0 : : >- B+ E ""1{. 

Check nu onderdelen I, II en III van het bewijs van 10.22. 
Bewering: iedere B E X is een keten. 

Bewijs. Definieer X :== {B E W I Yb, c E B(b ~ c V c ~ b) }. Het is voldoende om na 
te gaan, dat ..,1( E K. (Dan volgt iv C X, etc.) Doe dit. 
Gevolg. LJ W E W is een keten. 
Laa.t a een bovengrens zijn van LJ Win A. Gana, data maximaal is. 

328 • Bewijs: bij iedere irreflexieve partiele ordening (A,<) bestaat een verzameling 
BC A die door < wordt welgeordend, en z6dat {a EA I Vb E B(b <a)}= 0. 

De volgende opgaven eisen allen het gebruik van het Lemma van Zorr1. 

329 • • Bewijs: iedere partiele ordening van een verzameling is deel van een lineaire 
ordening. (v-gl. Opgave 232 blz. 126.) 

330 • • Bewijs de Trichotomie-stelling 8.22, blz. 112. 
Aanwijzing. Als verzamelingen A en B geven zijn, beschouw de verzameling van alle 
injecties f met Dom(/) C A en Ran(!) C B, partieel geordend d<Jor C. 

3314• Completeer de volgende bewijsschets voor de Welordeningsstelling 10.22. 
Laat f een keuze-functie zijn voor p( .. 4) - {0}, A de te welordenen verzan1eling. Laat 
K de verzarneling van alle welordeningen (B, <) zijn met 1. BC A en 2. als b EB, dan 
geldt b = f(A - {x EB I x < b} ). Bewijs: (a) van iedere twee welc>rdeningen in K is 
een een initiaal van de ander; (b) ieder element van A is element van een welordening 
in K. Hieruit volgt, dat de vereniging van alle welordeningen in Keen welc)rdenir1g is 
van A. 
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332 "8 Completeer het volgende bewijs-idee voor de Welordeningsstelling 10.22, ge

baseerd op Zorn's Lemma. 
Laat A de te welorde11en verzameling zijr1. Pas Zorn's Len1rna toe op de verzan1eling 
van alle welordeningen l3 = ( B, <) r11et B C A, partieel geordend door de relatie -< 
gedefinieerd door B -< C == C kan \\1orden geschreve11 als eer1 geordende som C = 13 + V. 

Gemengde Opgaven 

333 • Hier volgen drie eigenschappen van de gewone lineaire ordening (IN"",<). 

• er is een kleinste element, 

• ieder element heeft een directe opvolger, 

• er is geen element met voorgangers maar zonder directe voorganger. 

1. Geef een simpel, concreet voorbeeld van een lineaire ordening met deze drie 
eige11schappen die niet isomorf is met ( 1N, <). 

2. Wat is het ordetype van j()UW ordening? 

3. Bepaal alle ordetypen van lineaire ordeningen met de sup-eigenschap en de drie 
eigenscha.ppen boven. 

334 •• Gegeven is een niet-lege li11eaire ordening ( .. 4., <) rnet een ordetype a waarvoor 

ge1dt, dat a+ a= a. 
(Een voorbeeld is het ordetype a :== 1 + 2.X + 1: (1 + 2..\ + 1) + (1 + 2.>t + 1) 
1 + 2..\ + 2 + 2..\ + 1 = 1 + 2 ( ,\ + 1 + A) + 1 = 1 + 2..\ + 1.) 
Bewij:s: er is een collectiie I van initialen L C A met de eigenschap da.t zowel ( L, <) 
a.ls (A L, <) ordetype a hebben, zodat I door C wordt geordend in type 17. 

33,5 '9 Definieer de operatie * ( die aan eindige lineaire ordeningen eindige lineaire 
ordenrngen toevoegt) als volgt: als A een eindige lineaire ordening is van n elen1enten, 
clan ontsta.at A* uit A door toevoeging van n + 1 nieuwe elementen, te weten (i) een 
nieuw kleinste element m- kleiner clan het kleinste element m van A; (ii) een nieuw 
grootste element M+ groter dan het grootste element M van A, en (iii) tussen i:edere 
twee opvolgend,e elerr1enten a en b van A een nieuw element [a, b]. (Voorbeeld: als A de 
gewone ordening is op {3, 7, 12}, dan zou A* bijv. kunnen zijn: {1, 3, 4, 7, 10, 12, 15}: 
:aeem 3- = 1, 12+ = 15, [3, 7] = 4 en (7, 12] = 10.) 

Definieer de oneindige rij van eindige lineaire ordeningen Ao, A 1, A2, . . . door: A,o 
is een een-e}ementige ordening, en verd,er geldt voor alle n: An+1 == A:. (Dus: An 
heeft 1 + 2 + 4 + 8 + · • • + 2n == 2n+l - 1 elementen.) Na afloop van dit proces heh je 
een (oneindige) lineaire ordening op de vereniging Ao U A1 U A2 U · · ·. Welk ordetype 
heeft deze ordening? Waarom? 

336 tf, Geef een voorbeeld van een verzameling A C (Q z6dat voor het ordetype a van 
A (geordend door de ordening van (Q) geldt, dat w + a == a. 

337 tf, Geldt 7J + 1 + ,,\ == r; + ,.\? Waarom (niet)'? 

338 '8 • Bewijs: 

1. de verzameling van alle lineaire ordeninger1 van ]l\J is gelijkmachtig met lR.,, 

2. de verzameling van alle aftelbaar oneindige lineaire ordetypen is gelijkmachtig 
met Ill. 
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339 • • Gelden de volgende gelijkheden? Geef eer1 ---- liefst kort - argument. 
1. ( + ( = (, 
2. p + p = p (p is het ordetype van IR (Q, 011der de gewone ordening), 
3. p + 1 + p == p. 

340 • • Beschouw de (n.b.: lineaire) ordening -< tusse11 punten van het gesloten 
eenheidsvierkant [O, 1] x (0, 1] gedefinieerd door 

(x, y) -< (a, b) (x < a I\ y = b) V y < b. 

(Volgens Definitie 10.10 blz. 140 heeft deze ordening type (1 + ..\ + 1) . (1 + ..X + 1).) 
1. Bewijs dat deze ordening riiet separabel is. 

2. Bewijs dat deze ordening de sup-eigenschap heeft. 

* Algemener, toon aan: als (A,<) de sup-eiger1scl1ap heeft en iedere Ba (a E A) 
heeft zowel eindpunten als de sup-eigenschap, clan heeft LaEA Ba 66k de sup
eigenschap. 

3. Beperk -< tot [O, 1) x [O, I). (Type: (1 + ..\) · (1 + ..\).) Heeft deze beperking de 
su p-eigenschap? 

3414, '9 Onderstel dat (lR,, <) = :Z:aEA Ba een condensatie is waarbij de gebruikte 
ordening (.L4, -<) oneindig en dicht is. Bewijs <lat tenminste een van de Ba uit maar 
een element bestaat. ( ''Iedere dichte condensatie van (IR,<) bevat een singleton.'') 

10.24 *Verspreid. Een lineaire ordening waarin (<Q, <) riiet kar1 warden ingebed 
heet verspreid. 1 

342 • '9 Onderstel, dat de lineaire ordening (A,-<) en alle lineaire ordeningen Ba 
(a E A) verspreid zijn. Bewijs dat LaEA Ba 66k verspreid is. 

343 •• Bewijs dat de volgende twee condities voor een lineaire ordening B equivalent 
• • 

ZlJil: 

1. B is verspreid, 

2. er is geen condensatie B = LaEA Ba van B waarbij de gebruikte ordening van 
A dicht en oneindig is. 

344 • Er zijn precies twee ordetypen van lineaire ordeningen die separabel zijn en 
waarin iedere verzameling een sup heeft. Welke zijn <lit? 

Sarnenvatting 

Belangrijkste begrippen: 

• dicht, separabel, sup-eigenschap 

• som van ordeningen en typen. 

Vragen: 

• welke karakteriseringen hebben de ordeningen van IN, <Q en IR en hoe 
bewijs je die? 

• hoe construeer je een ordening van type A uit een van type 17? 
1 Eng.: scattered. 
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Literatuur 

Het vo()r de Welordeningsstelling 10.22 gegeven bewijs is een variatie op het 
tweedt:~ be\vijs van Zerrnelo (Neuer Beweis filr die l\1oglichkeit einer vVohlord
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type definitie van de cruciale collectie i,ir heet een inductieve definitie; het op
rr1erkelijke hier is <lat W welgeordend blijkt te zijn. De schets in Opgave 331 
V()lgt Zermelo's eerste bewijs. (Beweis, dass jede J\1enge wohlgeo·rdnet werden 
ka.nn, Matheniatische Annalen 59 (190·4) 514-516~ In <lit artikel werd het kenze
axioma voor het eerst expliciet geformuleerd, en de welordeningsstelling is de 
eerste expliciete toepassing.) Dat hier een welordening opduikt is minder ver
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In de wiskunde bestaat een chronisch gebrek aan symbolen. Een alfabet waarvan 
de letters gretig aftrek vinden is het Griekse. (En son1s wijken we zelfs uit 
naar Gothisch en Hebreeuws.) Omdat niet iedereen Grieks ir1 z'n pakket heeft 
gekozen, volgen de meest voorkomende letters hieronder. Schrijf ze! 

naam 

alfa 
beta 
gamn1a 
delta 
epsilon 
zeta 
eta 
theta 
iota 
kappa 
lambda 
mu 
nu 
ksi 

• pl 
rho 

• sigma 
tau 
upsilon 
phi 
chi 

• psi 
omega 

kleine letter hoofdletter 
a 
f3 

'Y 
{j 

( 
'T] 

8 
l 

µ 
V 

p 

r 
V 

X 
1/,J 

' 

w 
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r 

e 

A 

... 
' ' 
II 

T 
+ 

'it 
0 



abstractie, 31 
AC, 112 
afbeelding, 51 
afieid baar, 96 
afieiding, 89, 91 

van-uit, 96 
af:leidingsregel, 90 

afgeleid, 96 
aftelbaar, 104 
aftelling, 104 
alef, 111 
algebra, 

Boole, 37 
verzamelingen, 33 

algebraisch, 109 
antisymmetrisch, 11 7 
argument, 51 
asymmetrisch, 11 7 
automorfisme, 122 
axioma, 29 

A ussonderung/ separatie, 32 
extensionaliteit, 30 
keuze, 112 
machtsverzameling, 37 
somverzameling, 38 

axiomatiek, 29 
beeld, 51 
beeldverzameling, 53 
beginstuk, 144 
begrip, primitief/ gedefinieerd, 29 
betrouwbaarheid, 98, 99 
bewijs, 15, 89 

nit ongerijmde, 21, 25, 92, 99 
bewijsregel, 18 

afgeleid, 19 
deductie, 19 
eliminatie, 18 

161 

generalisatie, 23 
instantiatie, 23 
introductie, 18 

bijectie, 55 
boom, 76, 84 

binair, 91 
blad, 77 
geordend, 85 
hoogte, 76 
sub-, 76 
top, 77 
wortel, 77 

bovengrens, 139 
broer, 77 
Burali-Forti paradox, 14 7 
Cantor, G., 30, 32, 105, 111, 132, 

142 
CH, 108 
codomein, 52 
Coher1, P.J., 108 
collectie, 32 
complement, 36 
component, 47 
compositie, 56 
conclusie, 18, 91 
condensatie, 137 
conjunctie, 6 
connectief, 2, 6 
consistent, 101 
continu, 13, 26 

uniform-, 13 
continuum, 108 

probleerr1/hypothese, 108, 113 
contrapositie, 8 
convex, 138 
coordinaat, 41 
d.e.s.d.a., 2 
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Dedekind, R., 107 
deductie, natuurlijke, 89 
deduc:tieregel, 91 
deelvE~rzarneling, 33 

echte, 33 
definitie, 17, 29 

inductieve, 154 
definitiegebied, 51 
definitioneel equivalent, 2 
definitioneel gelijk aan, 2 
dicht in, 141 
disjunct, 35 
disjunctie, 7 
domein 4 43 51 

' ' ' doorsnede, 35, 38 
dns, 1·6 
eigenschap, 31, 66 
:eind.ig, 70, 71 
eindpunt, 125 
el€ment, .30 

eerste I·• 25 
. ' 

grootste, 125 
,kleinsite, 125 
laatste, 125 
:maxima.al, 124 
minima.al, 125 

•·1•- . . 1 AQ e:1nunatieoo:ge , -~· --
,equivalent, 10, 12 
~nivalentie, 8 

• __ ., • -1 .. l eq·va 0vt1J:eJJ.t.tCA. as'Se, 46 
equivalentierelatie, 45 
:f > , . m, 89 
farmnl~, 5, 9, 11 
£um<ctie, 51 

als verdelin,g, 60 
beperking, 53 
bereik, 51 
domein, 51 
inverse, 58 
karakteristieke, 72 
keuze, 112 
op, 52 
opvolger, 70 
restrictie, 53 
van----naar, 52 
waarde, 51 

gat, 140 
gefundeerd, 69, 146 
geldig, 9, 12 
gelijkheid, 

van functies, 52 
van verzamelingen, 30 

gelijkmachtig, 70 
hoogstens, 103 

getal, 
geheel, 105 
natuurlijk, 4, 65, 111 
rationaal, ,3(), 105 
reeel, 1, 1,06 

gevolg, logisch, 99 
Godel, K., 108 

INDEX 

volledigheidsstelling, 98, 140 
haakjes, 2, 9, 10, ,53 
Hercules, ·7s 
Hydra, 78 
hypothese, 90, 91 

·intrekken, 90, 92 
i<lentiteitsfunctie, 52, 55 
i·deTutitei tsrelati€, 44 
.implicatie, 7 

o:m·k-ering, 8 
inbedding, 134 

tussen bomen, 84 
inductie, :65 

basis, ,66 
hypothese, 6 16 
naar n, 66 
naar aantal ·elementen, 73 
parameter, •,66 
stap, 166 
sterke, ·67 
vanaf m, ,67 
voo.r eindige verzamelingen, 73 

infimum, 140 
in.i tiaal, 144 
injectie, 55 
introd,uctieregel, 90 
inverse, 44, 58 

links/rechts, 58, 11.2 
irreflexief, 11 7 
isomorf, 122 
isomorfisrne, 122 



INDEX 

kardinaalgetal, 110 
keuzefunctie, 112 
kind, 77 
klasse, 32 
knoop, 77 
Konig's lemma, 77 
kombinatoriek, 73 
Kronecker, 144 
Kruskal, J., Stelling, 84 
kwantor, 2, 11 

beperkte, 13 
lambda-notatie, 53 
lemma, 29 
logica, 

eerste-orde, 140 
hogere-orde, 140 
kwantor, 11 
propositie, 9 
tweede-orde, 140 

machtsverzameling, 37, 62 
model, 4 
modus ponens, 19, 91 
negatie, 6 
ondergrens, 140 
oneindig, 71 

aftelbaar, 104 
onwaar, 6 
opvolger, 126 

directe, 126 
ordening, 119 

dicht, 132 
irreflexief, 119 
lineaire, 125 
plaatje, 120 
quasi, 82 
rationale, 132 
reele, 142 
reflexief, 119 
wel-quasi, 82 

ordeningsvolledig, 139 
ordetype, 128 

reele, 144 
ordinaalgetal, 146 
origineel, 51 
ouder, 77 
over aftel baar, 105 

paar, 
geordend, 41 
ongeordend, 33 

pad, 76 
lengte, 76 
van, naar, door, 76 

permutatie, 55 
• • pr1nc1pe, 

comprehensie, 30, 32 
minimaliteits, 68 
pigeon-hole, 7 4, 107 

product, 42 
van ordeningen, 138 
van ordetypen, 138 
van verzamelingen, 41, 62 

propositie, 29 
propositieletter, 9 
quotient, 4 7 
Ramsey, F.P., 75 
reflexief, 45, 117 
relatie, 43 

beperking, 134 
bereik, 43 
binaire, 44 
domein, 43 
equivalentie, 45 
inverse, 121, 124 
tussen, 43 
van--naar, 43 

representant, 46 
-onafuankelijk, 62 

rigide, 129 
Russell, B.~A..W., paradox, 32 
separabel, 141 
singleton, 33 
Smullyan R.; balspel, 78 
snede, 144 
som, 

van kardinalen, 111 
van ordeningen, 135, 137 
van ordetypen, 136, 137 

somverzameli11g, 38 
stamboom, 77 
stelling, 29 
struktuur, 4 
subboom, 76 
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st1 l)f<:>rmule, 10 
subrr1<)<iel. 134 

' 

sup-eiger1sc}1ap, 139, 140 
suprerr·•urn, 139 
sl1rjectie, 55 
St1slin hypothese~ 143 
St1sli11 probleerr1, 143 
S)'rr1metriscl1, 45, 117 
teken, 

identiteit, 2 
logisch, 2 
r1iet-logiscl1, 4 

tellen~ 70 
' 

top-d(Y\\rn, 84 
transc,ender1t, 109 
transitief, 45, 117 
trichotorr1ie, 112, 151 
triviaal, 8, 34, 38, 43, 45, 68, 118 
uni verS,u.m, 4 
variabel.e, .2 

pbo&d~n/vrij, 2, 3, 5, 31, 53 
p;ropo&itie, 9 

·v~·d· ·eli· ···n· ti:;· 41 ·60· ··• 74 ' . . "· ,,., ,' ' -1 . ' ) ', • -' 1·····.·.···· .... ,··., ,, ... 

vere~:ag, l5, 38 
verscll:il, 35 
ver·s.preid, 153 
veri1m, SQ 

vervulhaar, l O 1 
ve,rval t, 9·8 
verza,§Q,eling, 29 

.lege, 3i 
oot&t~, 31 

.J. ·t· d 44 OlauOO ~Q ·£, . · 

vol.l , · · origineel, 53 
volledigheid, 98, 100, l O 1 
voorgan,ger, 12i6 

directe, 126 
voorwaarde, voldoende/nodige, 8 
waar, 6 
waardering, 98 
waarheidstafel, 6, 9 
waarheidswaarde, 6 
,velgefundeerd, 69, 146 
welorde11ing, 146 
Welordenir1gsstelling, 148 
wet, 

contrapositie, 1() 

Del\1:organ, 10, 36 
van Peirc:t~, 95 

willekeurig ding, 23, 66 
Zermelo, E., 32, 148 
ZF, 29 
zin, 11 
Zorr1 's lemrna, 112, 150 

INDEX 
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~ - einde bewijs 
W = {O, 1, 2, ... } - vz. natuurlijke 

getallen 
'lZ - vz. der gehele getallen 
(Q - vz. der rationale getallen 
lR - vz. der reele getallen 
== - per definitie equivalent met, 2 
:= - per definitie gelijk aan, 2 
- ►, ⇒ - implicatie., 2, 8 
I\ - conjunctie, 2, 6 
V - disjunctie, 2, 7 

-, - negatie, 2, 6 
< +, <=> - equivalentie, 2, 8 
= - logisch equivalent met, 10 
V - universele kwantor, 2 
3 - existentiele kwantor 2 

' == - gelijkheid, 2 
W, 0 - waarheidswaarden, 6 

- direct gevolg "\'"an, 19 
I :>!► - gevolg van, 20 

MP, >E - modus ponens, 20, 24, 
91 
D, ► I - ded uctieregel, 20, 24, 92 
A E/I - el./intr. r~gel /\, 20, 24, 92 
~ ,EJI - el./intr. regel < ►, 21, 24 
,E/I - el./intr. regel -,, 21, 24 
BO - bewijs uit ongerijmde, 21, 24, 

92 
VE/I - el./intr .. regel V, 22, 24 

VE/I - el./intr. regel 'v, 23, 24 
3E/I - el./intr. regel 3, 23, 24 
E, ff. - (geen) element van, 30 
{ a 1 ' . . . ' an } - vz.. van a, 1 , ... ' an' 31 
{ x I E} - vz .. van x-en met E, 31 
{xEA IE} - vz. van x EA met E,, 

31 
{a} - vz. met el,ement a, 33 

165.· .. 1!"" 
-· . -._ ' 

' , I 
' ' . 

0 - lege verza.111E~ling, 33 
C, => - dee} va11, o:r1·1vat,, 33 
n, U - doorsnedt~, vere11iging 35 
- - verschil, 35 
"'4 c -- corr1ple111ent, 36 
p( .. ¥) -- machtsvt~rzan1eli11g va11 .. Y, 

37 
ui .. 4i, ni .. 4i ~·- \rE~r·-=~niging/ dc·xJrsnt),dt~, 

38 
( a, b) -··· geordend paar, 41 
Ax B - prodt1ct, 42 
... 42 - .. 4. X ..,4, 42 
xRy, R(x, :v), (x, y) E R -·· 43 
Dorn(R) -- don1ein v&r1 R, .,13 
Rari( R.) - b~~ld van R, 43 
LlA -· idt~I1titeitsrelatie (lp j4, 411 
R* ·-· inverse va11 R, 44 
rn od ( rif ) ·-· 111 c>d ti l () 1·1, , 46 
I a I R - eq. kla.c~ '"'an c1 n1<>•<i 11lcl R, 

46 
A/ R --· quotit,r1t v;in .. 4 rn<.)(l Ji, 4 7 
Dcmi(j) •.-•- do1nei11 van /, 51 
Ran(f) .... beeld van /, 51 
/ ( x) -- beeld var1 :r oncit~r f, 51 
x i , y - 'JI beel<i V&fi z, 51 
f : .. :r · · ► } 7 

~- f f11nctiE~ '1,.&n .. ¥ 11aar 

}"", 52 
1 .d t·t ·t ~ t· v ~2•·. . x - 1 en ,.1 t~l a,unc ,1e <:>J) "'"' , 0, .. , 

f ·1· ,;Ii 'L. ""' k' f • + A I'!:: • 4-1'1 - ~:>er 1ng ~"an ·· ~,<l1o 1"', ,a~ 

J[A] _ .. , beeld van ~~t ondt~r f, 53 
1-· 1 [BJ -- origitiet~l van .lJ c:,~nt:it,r f, 

53 
op . .. . ·. ..,. , c •5 ,,,.,_, • _, .. surJ« •lt:!, !',,}, · 

•
1

·~~: .. ¼ -·· ipjecti~,, 55 
g o f, fJ f -·- coin p<•i tit., vac f en fl, 

56 
f -· 1 1· n,;.,-~.. · ·• "l'ft ft 1· .· ~a· i"'~"" ·. '. i '. --~ 'l",::; -, _, "! y-~j,J, '' ~ _, 

',_ --"•"-' ·" . . . ' . 
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ITi""\"'i -- produc:t. der ... X-i, 62 
... Y 1 - verzan1eling van functies : / ~ 

..,¥, 62 
("..I - gelijkmach tig met, 70 
.l, T - falsum/verum, 89 
r- - afleid baa1· ( ui t), 96 
~ F <.p - , vervult c.p, 98 
f I= tp - 'P volgt logisch ui t r, 99 
f= tp - c.p logisch geldig, 99 
-< -- machtigheid hoogstens gelijk 

aan, 103 
-< - machtigheid kleiner dan, 105 
IAI - kardinaalgetal van A, 111 
No - kardinaal van IN, 111 
+ - ( kardinale) som, 111 
x - (kardinaal) product, 111 
Ne - ~-de alef, 111 
~ - isomorf, 122 
l(A, <)I - ordetype van (A,<), 128 
w - ords€type van (JN", <), 128 
( - ordetype van ('Zl, <), 128 
r, - ordetype van ((Q, <), 128 
A - ordetype van (1ft, <), 128 
o* - inverse van a, 128 
A + B - som ordeningen, 135 
a + /3 - som typen, 136 
LaeA Ba - gegen. som, 137 
A x B - product ordeningen, 138 
a:· /3 - product typen, 138 
sup, inf -suprernum/infimum, 139/40 
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