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TEN GELEIDE 

Het onderwerp van de vacantiecursus 1994 is nu eens niet een keuze uit de ideeen 

die door de leden van de voorbereidingscommissie zijn genoemd, maar het is 

aangedragen vanuit de hoek van het Expertise Centrum Computer Algebra 

Nederland (CAN), waarvan Dr. L. van Gastel de leiding heeft. 

De auctor intellectualis was daarbij Dr. E. Atzema die voorstelde de cursus 

te wijden aan de computeralgebra. Dit voorstel werd volgaarne overgenomen 

door de voorbereidingscommissie en "en petit comite" nader uitgewerkt. 

Van het voorlopige resultaat heeft men al kunnen kennisnemen via de brochure 

waarin de cursus werd aangekondigd, het gedetailleerde programma treft U aan 

in de syllabus die voor U ligt. 
U ziet dan tevens dat niet alleen het onderwerp afkomstig is van CAN, maar 

ook dat van daar uit enkele deskundige sprekers hun medewerking verlenen. 

Ook dat zij met waardering vermeld. 

*** 
De computeralgebra lijkt een jonge loot aan de boom der kennis (van de wis

kunde). Zij is ook bekend onder vele andere namen: algebraic manipulation, 

symbolic computation, computational mathematics etc. en zal in deze inleiding 

verkort vermeld worden als CA. 
De computeralgebra is als zodanig ontstaan in het begin van de jaren zestig 

van deze eeuw toen Slagle het programma SAINT (Symbolic Automatic IN

Tegration) schreef en heeft zich nadien in hoog tempo ontwikkeld.1 Na de 

ontwikkeling van een puur arithmetische opererende computer lag het voor de 

hand dat men omzag naar de constructie van een machine die niet alleen nu

merieke problemen aankon, maar ook met letters, met symbolen kon opereren. 

Deze gedachte was echter reeds oud. Leibniz (1646-1716) die zelf al een een

voudige rekenmachine construeerde ( omdat hij vond "dat voorname mensen 

niet het werk van slaven moesten doen" !) droomde al van een algoritmische 

taal, een "lingua characteristica" waarin alle wiskundige manipulaties konden 

worden uitgedrukt, een soort computer algebra avant la lettre dus. 

Hiermee is tevens een wezenlijk kenmerk genoemd van CA: het algoritmische 

karakter en de afwezigheid van ad hoe methoden zoals we straks duidelijk zul

len zien bij de integratietheorie. 
In deze cursus zal niet het programmeren centraal staan maar vooral de mathe

matische aspecten zullen ruimschoots aan de orde komen. 

Uiteraard zal er echter eerst een overzicht gegeven worden van een aantal gang

bare systemen waarvan enkele bekend zullen zijn (Maple, Derive, Mathema

tica). Deze taak is toebedeeld aan Dr. Van Gastel. 
Aan de hand van een tweetal eenvoudige voorbeelden zal Prof. Simons de

monstreren dat men bij het oplossen van problemen via CA vaak een andere 

1 Voor een beknopt historisch overzicht zij verwezen naar: 

1. J.H. Davenport, Y. Siret, E. Tournier; Computer Algebra, Academic Press, 1993. 

2. L.O. Geddes, S.R. Czapor, G. Labahn; Algorithms for Computer Algebra, Kluwer Acade

mic Publishers, 1992. 



wiskundige aanpak verkiest dan zonder CA. 
De lezing van Dr. Atzema illustreert de hulp die CA kan bieden bij het oplossen 
van problemen die in principe oplosbaar zijn, maar waarvan de daadwerkelijke 
oplossing practisch onuitvoerbaar is-nog afgezien van de kans op rekenfouten! 
Het gaat hierbij om het bepalen van de zg. kaustische krommen, welk probleem 
te herleiden is tot eliminatie, een gebied waarop de CA uitermate vrucht baar 
is gebleken. 
En passant zij hierbij nog gewezen op twee andere-in principe -opgeloste pro
blemen waarvan de effectieve oplossing in vele gevallen practisch onmogelijk is: 
het bepalen van de GGD van twee polynomen met behulp van de Euclidische 
algoritme en het ontbinden van een polynoom. 
Wat dit laastste betreft: er zijn voorbeelden van polynomen van de graad 63-
met 61 termen- en van de graad 146-met 139 termen- waarvan de factorisatie 
met behulp van CA resp. 4 en 27 sec. kostte! 
Op het uitvoeren van eliminatie gaat Dr. Martens nader in aan de hand van 
polynomiaalvergelijkingen en ook hier zal blijken dat men met CA de proble
men vaak anders aanpakt dan "met de blote hand". 
Het meetkundige aspect van CA komt aan de orde in de lezing van Prof. Van 
der Blij. Hierbij gaat het eerst om een speels probleem: het formeren van een 
ruimtekromme, opgebouwd uit "elleboogjes" die aan bepaalde eisen voldoet, 
waarbij ook hier weer de practische uitvoering in oude stijl spaak loopt. 
Daarnaast is er een puur planimetrisch probleem dat verduidelijkt wordt met 
"computer graphics." 

In het voorafgaande zijn al enkele belangrijke gebieden genoemd waarop CA 
voortreffelijk hulp kan bieden, maar er zijn er meer; een daarvan is het bepa
len van primitieven en het beantwoorden van de vraag of een gegeven functie 
wel een primitieve "heeft" en vooral ook wat men daaronder moet verstaan. 
Het bepalen van primitieven kan wellicht de indruk geven van het toepassen 
van een stel-vrij willekeurige - "trucs", deftiger gezegd, van een heuristische 
werkwijze. Er bestaat echter een systematische theorie hiervoor en deze ligt 
ten grondslag aan de manier waarop de CA op dit punt te werk gaat. De basis 
voor deze theorie werd al gelegd in 1834 door Joseph Liouville (1809-1882) en 
deze culmineerde in het zg. Risch-algoritme (1969, 1976). 
Dit is het onderwerp van de voordracht van Prof. Grootendorst. 

Traditiegetrouw is ook plaats ingeruimd voor zelfwerkzaamheid van de deel
nemers. Niet in de zin dat zij achter een computerscherm worden geplaatst, 
maar wel in de zin dat hun bepaalde problemen worden voorgelegd waarvan 
zij een exacte oplossing moeten aangeven, daarbij tot de conclusie komend dat 
een effectief resultaat moeilijk is aan te geven. Daarna helpt CA hen verder. 

In de loop van de geschiedenis is steeds weer gebleken dat iedere poging om 
ook geestelijke processen te ondersteunen, te vergemakkelijken of te versnellen 
d.m.v. hulpmiddelen van welke aard dan ook, altijd wel in bepaalde kringen 
op verzet stuitte. 



Het oudste mij bekende voorbeeld ontleen ik aan de Phaedrus (274c) van Plato 
(427-347). Hier is de Egyptische koning Thamos in gesprek met de god Theuth, 
die de mensheid de getallen en de letters geschonken heeft. Wanneer Thamos 
te spreken komt over deze letters, heeft hij daarover een vernietigend oordeel 
en vaart aldus uit tegen Theuth: "U hebt als vader van de letters uit voor
liefde het tegendeel beweerd van wat het effect is. Want deze uitvinding zal 
bij de leerling eerder vergeetachtigheid bewerkstelligen, daar hij zijn geheugen 
verwaarloost omdat dit- in vertrouwen op het schrift- zich de dingen zal herin
neren van buitenaf door middel van vreemde tekens, niet echter van binnenuit 
en direct". 
Zo is er kritiek geweest op de boekdrukkunst, de schrijfmachine, de tekstver
werker, de zakrekenmachine, de computer etc. Naar mijn mening ten onrechte 
en misschien ook wel omdat velen zich daardoor iets ontnomen achtten en zich 
bedreigd voelden. 
Toch blijft er een vraag over die van het grootste belang is: wat blijft er over 
voor docent en leerling? Of, beter geformuleerd: hoe wijzigen zich onze taken 
en hoe moeten wij hierop inspelen? Is hier inderdaad sprake van een "paard 
van Troje"? 
Op deze fundamentele vraag zal drs. Drijvers ingaan en dan is de kring van de 
vacantiecursus op de juiste manier gesloten: eerst de introductie van een voor 
velen nieuw onderwerp, vervolgens belichting van de achtergronden daarvan, 
met interessante toepassingen en tenslotte de betekenis van het geheel voor de 
dagelijkse practijk van het onderwijs en dit is ieder jaar weer het uiteindelijke 
doel van de vacantiecursus. 

*** 
Een Ten Geleide zou niet compleet zijn als het niet expliciet en met dank 
melding maakte van de steun die bij de voorbereiding van de cursus verleend 
werd door de uitmuntende staf van het CWI, die er ieder jaar weer in slaagt 
de syllabus keurig op tijd en keurig verzorgd te doen verschijnen; hierbij past 
tevens de dank aan degenen die zich belast hebben met de registratie van de 
deelnemers en met zorg voor hun welzijn tijdens de cursusdagen. 

Het besluit van dit Ten Geleide kan niet anders zijn dan in voorgaande jaren: 
de voorbereidingscommissie hoopt op een grote opkomst, zowel van de "oude 
getrouwen" alsook van vele- even enthousiaste- nieuwelingen en wenst allen
deelnemers en sprekers- van harte twee boeiende dagen toe. 

A.W. Grootendorst 
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Com putera lgebra-systemen in perspectief 

Leendert J. van Gastel 

1. SOFTWARE VOOR WISKUNDE 
Computers zijn net zo geschikt voor het werken met formules met symbolen 

als voor het uitvoeren van numerieke berekeningen. In wezen transformeren 
zij objecten die gerepresenteerd worden door nullen en enen volgens bepaalde 
spelregels. Deze spelregels worden vastgelegd en gestuurd door software. Van
uit dit oogpunt is het bewerken van numerieke getallen niet essentieel anders 
dan het bewerken van polynomen. Het optellen van twee vectoren in de drie
dimensionale ruimte met gehele coordinaten is hetzelfde als het optellen van 
twee tweede-graads veeltermen met gehele coefficienten, alleen de representatie 
verschilt. 

FIGUUR 1. Een Kleinse fles m.b.v. Macsyma 

In de ontwikkeling van software voor wiskunde zien we dat de aandacht 
in de e~rste periode uitgaat naar numerieke resultaten. Het rekenen op een 
schaalgrootte die ver boven het handmatige uitgaat vervult voor veel vakgebie

den een grote behoefte. Sinds geruime tijd zijn er dan ook een aantal gebieden 
waar software intensief bij wiskunde wordt gebruikt. 

numerieke wiskunde Het benaderen van oplossingen van wiskundige pro
blemen met numerieke methoden leidt meestal tot grote lineaire stelsels, 
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waarvoor oplosmethoden ontwikkeld zijn. . Het pakket Matlab (Matrix 
Laboratory) is hierop geba.seerd. Bekende bibliotheken met numerieke 
routines komen van NAG en IMSL; 

statistiek Het verwerken van grote hoeveelheden gegevens en deze bewerken 
met statistische operaties om er informatie en mogelijke relaties uit te 
halen, is meestal routine werk en bij uitstek geschikt voor de computer. 
Bekende pakketten zijn SPSS, S-PLUS en SAS; 

visualisatie Het tekenen van gra;fieken (Gnu-plot, VU-gra;fiek) en het weerge
ven van grote 'Verzamelingen gegevens in een 2- of 3-dimensionale ruimte 
(PV-Wave) lenen zich uitstekend vear implementatie op een computer. 

Misschien is de zienswijze dat de computer ook geschikt is voor het bewerken 
van formules enigszins op de achteFgrond gera.akt 'tijdens de indrukwekkende 
ontwikkeling die hard- en software dooi;gemaakt hehben en waarbij numeriek 
rekenen en grafische weergave voorop hebben gestaan. In ieder geva:l werd er 
bij de eerste mechanische rekenmachines al bij de aard van de manipulaties stil 
gestaan. Ada Lovelace verwachtte dit inzicht in 1842 vanzelfsprekend aanwezig 
bij diegenen die vertrouwd zijn met wisku.nde: 

"Many persons who are not conversant with mathematical studies 
imagine that because the business [of Babbage's Analytical Engine] 
is to give its results in numerical notation, the nature of its proces
ses must consequently be arithmetical and numerical rather than 
algebraic an analytical. This is .an error. The engine can arrange 
and combine ,its 'numerical quantities exactly as if they were letters 
or any other general symbols,; .and Jn fact it might bring out its 
results in algebraic notation ·were provisions made accordingly." 

Toch zou •het nog zo'n .honde:rd jaar vergen vogrdat .de "provisions" die Ada 
Lovelace voorzag ":were made accordingly." Pas in de jaren vijftig en zestig 
zien we dat tot bet uitvoeren van manipulaties van symbolen .op een computer 
de eerste aanzetten worden gegeven. 1n die periode vond er een samenloqp van 
·ontwil1'kelingen binnen informatica, hardw:are en wiskunde plaats die dit begin 
mogelijk maakte. 

Dinnen de informatica werden concepten a.ls abstracte datatypen ontwikkeld. 
Zo'n denkwijze is noodzakelijk•om 'langs de lijnen van Ada Lovelace te kunnen 
werken. Met het ontwikkelen van de taal LISP (LISt Processing language) 
kwam een werktuig ,gereed om daadwerkelijk symbolen te manipuleren. 

De groei in capaciteit van ha:rdwareleidde ertoe dat het geheugen, de snelheid 
en de schijfruimtetoereikend werden. Dit is noodzakelijk voor computeralgebra 
want bij het werken met symbolen kan de lengte van formules erg snel 'toenemen 
(bijvoorbeeld bevat de inverse van de algemene n x n-matrix ongeveer (n + 2)! 
termen, dus :voor een 8 x 8 matrix, loopt het aantal ter:qien al in de miljoenen, 
om nog ma.a.rte zwijgen van het aantal bytes). 

De wiskunde en natuurkunde kwamen met probiemen waarbij het bewer
ken van bijzonder grote formules nodig was. Verder begon er belangstelling te 
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ontstaan voor het ontwerpen van constructieve algoritmen, ge'inspireerd door 
de mogelijkheden van de computer. We noemen grootste-gemene-deler bereke
ningen en het factoriseren van polynomen. 

Deze samenkomst van vraag en vervulde randvoorwaarden heeft de ontwik
keling in gang gezet van wat wij nu computeralgebra noemen en waaraan dit 
overzicht is gewijd. Ook bij andere onderdelen van wiskunde zien we interes
sante ontwikkelingen op software gebied. Nieuwe gebieden waar software voor 
wiskunde zich kon ontwikkelen zijn logica en tekstverwerking: 

logica LISP bleek zich goed te lenen voor het uitdrukken van logische expres
sies. Kunstmatige intelligentie kon zijn intrede gaan doen. Later kwam 
Prolog als alternatief voor LISP; 

wiskunde-tekstverwerking Als men wiskunde-tekstverwerking ziet als het 
produceren en manipuleren van tekst- en formuleblokjes, dan ligt het voor 
de hand dat hier de computer een rol zou kunnen gaan spelen. Pas met 
'!EX en U.TEJX wordt dit gangbaar. Inmiddels zijn er ook interactieve 
systemen zoals Expressionist, die voor dit doel zijn ontwikkeld. 

2. COMPUTERALGEBRA 

Met het binnen bereik komen van symbolische rekenkracht op de computer, 
werd het voor de wiskundigen interessant om een algorithmische aanpak van 
reeds bekende terreinen uit te gaan werken. We noemen een paar voorbeelden. 

A ritmetiek. 

Op de computer kent de hardwarematige integer-aritmetiek een maximale waar
de. Dit beperkt de mogelijke berekeningen aanzienlijk. Vanuit een symbolische 
zienswijze zijn berekeningen met gehele getallen slechts symbolische manipu
laties met bepaalde regels. De grootte van het getal is dan geen beperkende 
factor meer. (De volgende voorbeelden zijn uitgevoerd in het computeralge
brasysteem Mathematica.) 

In[1]:= 101-25 

Out[1]= 128243199501723361359275202929838997632567303002501 

Evenzo wordt het mogelijk om met willekeurige precisie floating point bere
keningen uit te voeren. Men kan zich echter voorstellen dat berekeningen die 
software-matig geschieden trager zijn dan diegene die hardware-matig gebeu
ren. 

In[2] := N[Pi, 50] 

Out[2]= 3.14159265358979323846264338327950288419716939937511 

Er zijn algoritmen ontwikkeld die getallen kunnen testen op hun primaliteit, 
en die getallen kunnen factoriseren. 
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In[3]:= Factor!nteger[50!] 

Out[3]= {{2, 47}, {3, 22}, {5, 12}, {7, 8}, {11, 4}, 

> {13, 3}, {17, 2}, {19, 2}, {23, 2}, {29, 1}, {31, 1}, 

> {37, 1}, {41, 1}, {43, 1}, {47, 1}} 

Algebra 

Computeralgebra is ijzersterk in het werken met polynomen. Hieronder vallen 
ook berekeningen aan idealen, en het rekenen in algebraische uitbreidingen van 
Q en eindige lichamen. 

2 2 2 2 4 
Out[4]= x (1 + x ) (2 + x ) (3 + x ) (1 + 4 x + x ) 

Een bekend resultaat betreffende polynomen is dat het voor een systeem van 
polynoomvergelijkingen mogelijk is om het om te werken naar een systeem met 
een eenvoudiger vorm. Die vorm wordt een Grabner basis genoemd. Zie ook 
de voordracht van F. Martens in deze bundel. Bijvoorbeeld 

In[5]:= GroebnerBasis[{x-2 y - x + y, x y-2 -1}, {x, y}] 

4 2 3 
Out[5]= {1 - y + y , -1 + x + y + y } 

Analyse 

Bij het differentieren wordt niet daadwerkelijk de limiet van een differentie
quotient uitgerekend, in plaats daarvan wordt een functie in onderdelen opge
splitst met behulp van de som-, product- en compositie-regels, en daarna in 
tabellen de afgeleide opgezocht. Men kan zich voorstellen dat als differentieren 
op de computer mogelijk is, het uitrekenen van Taylor-reeksontwikkelingen 
eveneens tot de mogelijkheden behoort. Limieten van functies van een ver
anderlijke kunnen in het algemeen met Taylorreeksontwikkelingen berekend 
worden. Alhoewel er soms meer aan de hand is 

In[6]:= Limit[Sin[1/x], x -> O] 

Out[6]= Interval[{-1, 1}] 

Deze aanpak van wiskunde op de computer is in de praktijk veelal ook de ma
nier waarop de mens het zou doen. Voor primitiveren (onbepaald integreren) 
ligt dit anders. Terwijl de mens een heuristieke aanpak volgt met intelligent ge
bruik van bijvoorbeeld substitutie, partieel integreren en tabellenboeken, is bij 
computeralgebra er een algoritme van Risch in zwang dat voor een klasse van 
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elementaire functies (polynomen, e-machten, ... ) uitsluitsel kan geven of een 

primitieve bestaat binnen deze klasse. (Zie de voordracht van A.W. Grooten

dorst in deze bundel.) Als het antwoord positief is, geeft dit algoritme daad

werkelijk de primitieve. Dit algoritme bevat te veel stappen om met de hand 

uit te voeren, maar het is bij uitstek geschikt voor de computer. Er is nog 

veel onderzoek gaande om de klasse van functies waarvoor dit algoritme opgeld 

doet, uit te breiden. 
Voor het oplossen van gewone differentiaalvergelijkingen is er niet zo een 

uitverkoren aanpak als het Risch algoritme bij integreren. Toch is er inmid

dels een uitgebreid arsenaal aan algoritmen die toegepast kunnen worden, en 

die in veel optredende gevallen goed resultaat opleveren. Een succesvolle stra

tegie is om te onderzoeken of middels zgn. Lie-symmetrieen de graad van de 

differentiaalvergelijking verlaagd kan worden. 

FIGUUR 2. Een Kleinse fles (Banchhoff-parametrisatie) m.b.v. Maple 

3. DE SYSTEMEN 

De eerste systemen die werden ontwikkeld in de zestiger jaren waren met name 

gericht op het uitvoeren van zeer grote berekeningen, die voortkwamen uit 

specifieke terreinen van de natuurkunde (hoge energie fysica en mechanica). 

Vanwege die specifieke gerichtheid noemen we dit soort systemen "special pur

pose systems". Voorbeelden daarvan zijn CAMAL ( astronomie) en Schoon

schip (hoge energie fysica). Ook de eerste versie van REDUCE is in die tijd 

ontwikkeld door A. Hearn als "special purpose system" voor berekeningen aan 

Feynman-diagrammen, een onderwerp uit de hoge energie fysica. 

Met een vereenvoudiging van de historie kunnen we drie golven van com

puteralgebra-systemen onderkennen. Na de eerste golf van special purpose 

systemen, en met de mogelijkheden als hierboven geschetst, komt er een golf 

van general purpose systemen. We geven een lijstje met· namen en een korte 

beschrijving van de belangrijkste general purpose systemen. 
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REDUCE Van origine is REDUCE bestemd voor hoge energie fysica. Echter 
bleek het al snel ook daarbuiten bruikbaar te zijn. Het biedt een pro
grammeertaal met twee modi: "algebraic mode" en "LISP mode". Met 
name de tweede maakt dat REDUCE een zeer open systeem is en dat 
zeer efficient en flexibel aan de wensen van een gebruiker aan te passen 
is. Het heeft een uitgebreide bibliotheek van programma's en functies, 
waaronder faciliteiten voor het genereren van Fortran en C-code. De ge
bruikersinterface doet wat ouderwets aan, mede door het ontbreken van 
grafische mogelijkheden. Er is een email-server: reduce-netlib©can.nl. 

Macsyma De eerste versie is in 1971 verschenen. Het is gebaseerd op LISP en 
ontwikkeld door M.I.T. Het heeft een uitgebreide bibliotheek van functies, 
en algoritmen. Macsyma kan de gebruiker vragen stellen als het meer ge
gevens nodig heeft voor het bepalen van een antwoord (zie het voorbeeld 
verderop). Recentelijk is het een tweede leven begonnen: een versie voor 
MS-Windows is gelanceerd door een nieuw bedrijf onder leiding van R. 
Petti. 

Maple Het pakket is ontstaan uit het "Maple Project" uit de beginjaren '80 
met o.a. G. Gonnet en K. Geddes aan de Universiteit van Waterloo (Ca
nada). Later is er een bedrijf, Waterloo Maple Software, voor de commer
cialisatie opgericht. Maple is ontworpen met een kleine kern geschreven 
in C, die de basale operaties uitvoert. De meeste wiskundige functies 
zijn geschreven in de taal Maple, en deze Maple-code is toegankelijk voor 
de gebruiker. Er zijn tijdschriften "The Maple Technical Newsletter", 
"Maple Roots", en er zijn ftp-archieven en email-servers waardoor men 
toegang heeft tot programma's van derden (maple-netlib©can.nl). 

Mathematica is het tweede systeem dat door S. Wolfram is ontworpen. Het 
eerste, SMP, heeft veel overeenkomsten met het symbolische deel van 
Mathematica, maar is nooit aangeslagen. Bij de introductie in 1988 
van Mathematica stonden twee zaken voorop: een goede integratie van 
symbolische, numerieke en grafische mogelijkheden, en een goede marke
ting. Met Mathematica kunnen "notebook" -documenten gemaakt wor
den, waarin op natuurlijke wijze tekst, grafieken, invoer en uitvoer ge"in
tegreerd zijn. Er is een tijdschrift "The Mathematica Journal" en er is 
een ftp- en email-server (mathsource©wri. com) 

Derive is ontwikkeld door D. Stoutemyer en A. Rich, en in 1988 als opvolger 
van MuMath op de markt gebracht. Opmerkelijk in vergelijking met de 
andere systemen is de beperkte omvang van het pakket, en het gemak 
waarmee een gebruiker via menu's aan de slag kan. Derive is op dit mo
ment alleen voor het MS-DOS platform beschikbaar, een Windows versie 
is in de maak. Bij Derive hoort een programmeertaal met een bescheiden 
functionaliteit. Er is sinds kort een tijdschrift "The International Derive 
Journal". 



7 

Axiom is de naam die NAG in 1992 gegeven heeft aan het pakket dat on
der de naam Scratchpad door een team onder leiding van R. Jenks bij 
IBM Yorktown Heights is ontwikkeld. In tegenstelling tot de andere 
pakketten werkt de programmeertaal met "typen", zoals Integer en 
Uni variatePolynomial. Hiermee is het mogelijk om goed met mathe
matisch structureren te werken, en biedt dit systeem veel mogelijkhe
den voor werkelijke computeralgebra en niet alleen symbolisch manipule
ren. Er zijn voortreffelijke grafische faciliteiten in Axiom, een hypercard
gebaseerd hulpsysteem en men vindt er de beste implementaties van het 
Grabner algoritme en het Risch algoritme. Ten nadele van Axiom spreekt 
de omvang van het pakket en de overhead die het type-systeem met zich 
meebrengt. 

Al deze systemen bieden behalve wiskundige functies, ook een programmeer
taal. Zo'n taal kunnen we zien als een high level mathematics programming 
language. Programmeren in een dergelijke taal is vaak relatief eenvoudig, veel 
programma's bestaan slechts uit een regel. Echter kan de efficientie wel eens 
tegen vallen, als het vergeleken wordt met een taal op een lager niveau, zoals 
C of FORTRAN. 

Bij het ontwikkelen van een computeralgebra-systeem is het ontwerp van het 
allergrootste belang. Dit betreft onder andere de structuur van de taal, de 
wijze waarop verschillende onderdelen in elkaar grijpen. Een begrijpelijke en 
inzichtelijke programmeertaal is bovendien van groot belang voor het succes 
van een systeem. Eenvoudiger te veranderen is de keuze voor een algoritme dat 
aangeroepen wordt door een wiskundige functie. Dit kan op zo'n manier dat de 
gebruiker het niet eens hoeft te merken. Men kan stellen dat als een algoritme 
van een systeem veranderd client te worden, er een nieuwe versie uitgebracht 
wordt. Dient echter het ontwerp van een systeem veranderd te worden, dan 
wordt er feitelijk een geheel nieuw systeem op de markt gebracht. Dit verklaart 
waarom veel systemen een directe voorganger hebben die ontwikkeld is door 
dezelfde personen. 

4. ACCEPTATIE IN BREDE KRING 

In de jaren tachtig bereikt de ontwikkeling van computeralgebra-technologie een 
punt waarbij de bruikbaarheid voor een ieder evident werd. Het werd mogelijk 
om een wiskunde-omgeving op te zetten met grafische, numerieke, symbolische 
en tekstverwerkingsmogelijkheden. Zo zijn de figuren bij dit overzicht gemaakt 
door diverse computeralgebra-systemen. Essentieel hierbij was dat niet alleen 
de software voldoende gerijpt was, maar dat ook de goedkopere hardware (PC's 
en Macintoshes) voldoende krachtig was geworden. Het symbolische gedeelte 
was feitelijk het laatste stuk van de puzzel dat beschikbaar kwam. Gezien 
de reeds hoge penetratie van computers bij mogelijke gebruikers van zo'n om
geving, was er niet zoveel voor nodig om er een commercieel product van te 
maken. Er gloorde zoiets als een computer omgeving om wiskunde te doen aan 
de kim. 

Stephan Wolfram onderkende dit, en wist met de introductie van Mathema
tica in 1988 op commercieel professionele wijze ruime aandacht van media en 
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het publiek te trekken. Een boodschap van revolutie en magie bereikte een 
breed publiek: wiskunde bedrijven ging voortaan als volgt: 

In[32] := Solve[Problem] 

Out[32]= Answer 

Binnen de wiskunde gemeenschap, en met name binnen computeralgebra krin
gen, wekte deze presentatie wel wat wrevel omdat de ontwikkeling vanuit een 
eenzijdig perspectief belicht werd. Feit is echter dat verspreiding van com
puteralgebra buiten de wiskunde wereld bijzonder is gestimuleerd door deze 
marketing benadering van Wolfram Research. Langzaam groeit sindsdien de 
marktpositie van wiskunde-systemen met symbolische capaciteiten van een ni
che naar een centrale positie. Sommige andere producten hebben in het kielzog 
van Mathematica ook een commercialisatie proces doorgemaakt. 

Ondanks de brede inzetbaarheid en de boodschap van een probleem-oplosser 
bleek dat bij wiskundige problemen, de general purpose pakketten zoals Maple 
en Mathematica niet het definitieve antwoord. Ze schieten soms tekort, bij
voorbeeld op aspecten als correctheid als efficientie. 

Ten aanzien van de correctheid van de resultaten, is het van belang zich te 
realiseren dat bij elk software systeem afwegingen tussen praktische bruikbaar
heid en wiskundige correctheid warden gemaakt. 

• Bij het werken met parameters zal bij veel systemen geen uitzonderingen 
meegenomen warden voor speciale waarden van de parameters: 

In[l] := Integrate[x~a, x] 

1 + a 
x 

Out[l]= 
1 + a 

is evident fout voor a = -1. Zo is ook het volgende antwoord alleen 
generiek juist. 

In[2]:= Solve[a x~2 +bx+ c -- 0, x] 

2 
-b - Sqrt[b - 4 a c] 

Out[2]= {{x -> ---------------------}, 
2 a 

2 
-b + Sqrt[b - 4 a c] 

{x -> ---------------------}} 
2 a 
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Macsyma geeft een andere aanpak te zien, het gaat een discussie met de 

gebruiker aan. 

(Cl) integrate(X-A, X); 

Is A + 1 zero or nonzero? 
n; 

(D1) 

A + 1 
x 

A + 1 

• Meerwaardige functies zoals de wortel functie, en logarithmen zijn al

leen welgedefinieerd op Riemann oppervlakken, en niet op Euclidische 

ruimten. Dus zij geven problemen zodra ze in de polynomen-wereld van 

computeralgebra voorgesteld worden. De oorspronkelijke strategie van 

de meeste systemen was om daar zich niet druk over te maken. Het zij 

opgemerkt dater een tendens waarneembaar is om de simplificaties terug 

te draaien. Vergelijk hiertoe 

1\-11 
._I\ I I/ I_. 
\ MAPLE / 
<____ _ ___ > 

> sqrt(x-2); 

Maple V Release 2 
Copyright (c) 1981-1992 by the University of 
Waterloo. All rights reserved. MAPLE is a 
registered trademark of Waterloo Maple 
Software. Type ? for help. 

x 

met de volgende release 

1\-/1 
._I\ I I /I_. 
\ MAPLE I 
<____ _ ___ > 

> sqrt(x-2); 

Maple V Release 3 
Copyright (c) 1981-1994 by Waterloo Maple 
Software and the University of Waterloo. 
All rights reserved. Maple and Maple V are 
registered trademarks of Waterloo Maple 
Software. Type ? for help. 

2 1/2 
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(x ) 

Er zijn wel methoden toegevoegd om de simplificatie expliciet te be
werkstelligen. Mathematica heeft dezelfde weg bewandeld van Versie 
1.2 naar Versie 2.0. Men kan zich indenken dat zo'n verandering in 
het ontwerp vervelende consequenties heeft voor bestaande programma's. 
Macsyma gaat impliciet uit van het domein van de reele getallen, blijkens 

(C2) sqrt(x~2); 

(D2) ABS(X) 

• Plot aliasing is het fenomeen dat de uitkomst van het grafische algoritme 
niet de wezenlijke kenmerken van de grafiek weergeeft. 

In[3] := Plot[x + Sin[Pi x], {x, 0, 24}] 

Out[3]= -Graphics-

20 

15 

10 

FIGUUR 3. Een voorbeeld van "Plot Aliasing". 

Een ander probleem met de general purpose systemen is dat de efficientie 
soms niet toereikend is voor de doeleinden van onderzoek. We zien dat nieuwe 
computeralgebra software ontwikkeld worden voor speciale toepassingen. Dan 
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wordt wel een veel hogere capaciteit gerealiseerd. Er ontstaat een tweede golf 
van "special purpose systemen" met systemen als Cayley, FORM, Macaulay en 
LiE. Voor een overzicht van deze systemen, zie [1], ofraadpleeg het electronische 
informatie systeem CAIN (gopher.can.nl). 

5. WAAR GAAN WE HEEN? 

De tijd dat computeralgebra systemen berucht waren omdat ze de neiging had
den om grote computers plat te leggen, is voorbij. Derive is reeds jaren ver
krijgbaar op een zakrekenmachine. Er zijn nu geen technische beletsels meer 
om computeralgebra voor iedereen bereikbaar te laten worden. 

De computerfabrikant Hewlett Packard voert als motto "pervasive compu
ting", hiermee verwoorden ze hun streven en verwachting van een aanwezigheid 
van de computer bij praktisch alle facetten van het dagelijks leven. Voor com
puteralgebra voert het misschien wat ver om zoiets te formuleren, toch is het 
nu al niet meer weg te denken bij het hoger technisch onderwijs, en in onder
zoek in exacte en technische vakken. De introductie in het middelbare school 
onderwijs ligt in de lijn der verwachting. 

Waar liggen de grenzen van de inzetbaarheid van computeralgebra? Er zijn 
eclatante successen zoals het factoriseren van polynomen en het primitiveren. 
Er is momenteel veel onderzoek gaande naar meer en snellere algoritmen. On
dertussen groeien de mogelijkheden van computers in een snel tempo door. 
Kunnen we nu spoedig willekeurig grote problemen oplossen? Twee factoren 
kunnen we onderscheiden die ons voor overspannen verwachtingen kunnen be
hoeden. 

De eerste factor die meespeelt is de complexiteit van algoritmen (het aantal 
elementaire operaties dat het algoritme nodig heeft als functie van de grootte 
van de invoer). Van het Grabner algoritme wordt vermoed dat de complexiteit 
dubbelexponentieel is (n t-t c2(2nl). Dus als we op een dag met een probleem 
van grootte n = 100 aan het bereik van de beste computer zitten, en we een 
jaarlijkse verdubbeling van de capaciteit van computers veronderstellen, dan 
zou het nog 2200 ~ 1060 jaar duren voordat een probleem van grootte n = 200 
aangepakt kan. Een dergelijke complexiteit verhindert dus in praktische zin 
een wezenlijke groei. Men kan zich voorstellen dat dit een belangrijke reden 
voor onderzoek naar snellere algoritmen vormt. 

Een andere factor die meespeelt is dat van sommige problemen aangetoond 
is dat zij niet oplosbaar zijn. Dit geldt bijvoorbeeld voor het simplificeren van 
expressies opgebouwd uit polynomen en wortels. Men heeft bewezen dat er 
geen algoritme bestaat dat in staat is om voor elk tweetal uitdrukkingen die 
equivalent zijn, aan te tonen dat inderdaad hun verschil gelijk 0 is. Er zijn 
eveneens problemen met systemen als Mathematica die intern gebaseerd zijn 
op herschrijfregels, met de vraag of het rekenproces altijd tot een einde komt. 

Hoe ontwikkelen computeralgebra-systemen zich verder? De richting van 
een omgeving om te rekenen en wiskunde te bedrijven is nog steeds van groot 
belang. Je kunt bijvoorbeeld denken aan een omgeving waar je een probleem 
kunt specificeren in een tekstverwerker, kennis van het domein kunt opgeven 



12 

FIGUUR 4. Een Kleinse fles (Dieudonne-parametrisatie) m.b.v. Mathematica 

aan een wiskundesysteem op de achtergrond, berekeningen kunt laten doen door 
een wiskundesysteem naar keuze, grafieken kunt laten maken, verwijzingen in 
de literatuur er op na slaan. Maar varierend op het vloeien van het water door 
de Rijn, zal er nog een veelheid van symbolen te manipuleren zijn, voordat we 
een werkelijke wiskunde-omgeving als een vanzelfsprekendheid zullen zien. 
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Gebruik van computeralgebra: twee voorbeelden 

Fred Simons 

Computeralgebra is op alle niveau's zowel voor wiskundigen als voor ge

bruikers van wiskunde een buitengewoon krachtig hulpmiddel. Alleen vereist 

het werken met zo'n pakket enig inzicht in zowel wiskunde als de mogelijkhe

den en onmogelijkheden van het pakket. Vaak is de wijze van aanpakken ook 

verschillend, vergeleken met wat we zouden doen als we geen computeralge

bra tot onze beschikking zouden hebben. Ik zal dat aan de hand van twee 

voorbeelden laten zien. Het eerste betreft een probleem uit de meetkunde en 

het tweede gaat over de methode van Newton-Raphson voor het oplossen van 

vergelij kingen. 
OPGAVE. (Zie figuur 1) De driehoek ABC is gelijkbenig met een tophoek C 
van 20°. Op BC kiezen we P zo dat LP AB = 60° en op AC kiezen we Q zo 

dat LQBA = 50°. Bepaal LQPC. 
Dit probleem heeft een heel elegante elementaire meetkundige oplossing, 

maar die is niet zo eenvoudig te vinden. Met computeralgebra kunnen we 

eerst het probleem numeriek oplossen, waardoor we een vermoeden van de ex

acte oplossing krijgen en vervolgens aantonen dat dat vermoeden juist is. Met 

behulp van het computeralgebra pakket MATHEMATICA gaat dat alsvolgt. 

Noem AB = c. De hoeken bij A, B en Q van 6. ABQ zijn respectievelijk 

80°, 50° en 50°, zodat volgens de sinusregel geldt 

BQ -:- c sin(80°) 
- sin(50°) · 

De hoeken bij A, B en P van 6.ABP zijn respectievelijk 60°, 80° en 40°, zodat 

volgens de sinusregel geldt 

BP= c sin(60°) 
sin( 40°) · 

Noem nu LQPB = x, clan is LPQB = 150° - x en levert de sinusregel in 
6.PQB 

c sin(80°) 

sin(50°) sin(x) 

ofwel de vergelijking 

c sin(60°) 

sin(40°)sin(150° - x) 

sin(50°) sin(60°) sin(x) = sin( 40°) sin(80°) sin(150° - x) 

Een oplossing van deze vergelijking springt niet direkt in het oog, zodat we 

eerst maar numeriek oplossen: 
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c 

FIGUUR 1 

In[1]:= FindRoot[ Sin[SO Degree] Sin[60 Degree] Sin[x Degree] == 
Sin[40 Degree] Sin[80 Degree] Sin[(150-x) Degree], {x, 60} 

Out[1]= {x -> 70.} 

We vermoeden dat de vergelijking een exacte oplossing 70° heeft, zodat de 
gevraagde LQPC dan ll0° is. We hebben de opgave nu dus teruggebracht tot 
het volgende gonioprobleem: 
OPGAVE. Bewijs dat 

sin(50°) sin(60°) sin(70°) = sin(40°) sin(80°) sin(80°) . 

Dit kan door handig gebruik te maken van gonioformules op vele manieren 
aangetoond warden. Ieder computeralgebra pakket kent natuurlijk de stan
daard gonioformules maar zo'n pakket is zelden in staat de ad-hoe slimheid 
op te brengen om zelfstandig zo'n formule te bewijzen. Met wat kennis van 
het pakket kan de gebruiker soms wel een slimmigheidje bedenken om zo'n 
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betrekking aan te tonen. Met MATHEMATICA werkt in dit geval de niet zo 
voor de hand liggende opdracht: 

In[2]:= Factor[ Sin[5 x] Sin[6 x] Sin[7 x] - Sin[4 x] Sin[8 x]-2, 
Trig->True] /. x->Pi/18 

Out[2]= 0 

Het is hier essentieel dat we eerst factoriseren en dan pas invullen. Doen we 
dit andersom dan verslikt MATHEMATICA zich in de complexe getallen. 

Nu zonder dit slimmigheidje. Een computeralgebra pakket is sterk in het 
werken met polynomen. Vaak is het verbazingwekkend wat na herleiding van 
een probleem tot een polynoomprobleem allemaal systematisch gedaan kan 
worden. We laten dit aan ons probleem zien. 

In de formule staan alleen sinussen van veelvouden van 10°. In MATHEMAT
ICA kunnen we de sinus van een veelvoud van x uitdrukken in sin(x) en cos(x) 
met behulp van de functie TrigReduce (in de context "Algebra'Trigonometry"', 
die dus eerst geladen moet worden). We schrijven s = sin(10°) en c = cos(10°) 
en herleiden sin( n · 10°) tot een uitdrukking in s en c met behulp van de functie 
J(n): 

In[3] := Needs["Algebra'Trigonometry"'] 

In[4]:= f[n_] := TrigReduce[ Sin[n x] ] /. {Sin[x]->s, Cos[x]->c} 

We moeten laten zien dat J(5)f(6)f(7) - J(4)(!(8)) 2 = 0. We rekenen het 
linkerlid uit: 

In[5]:= Expand[ f[5] f[6] f[7] - f[4] f[8]-2] 

15 3 17 3 13 5 15 5 11 7 
Out[5]= 210 c s - 256 c s - 2170 c s + 3840 c s + 7882 c s -

13 7 9 9 11 9 7 11 9 11 
> 19712 c 5 - 12210 c 5 + 41728 c 5 + 7958 c 5 - 41728 c 5 

5 13 7 13 3 15 5 15 17 

> 2126 c 5 + 19712 c 5 + 206 c 5 - 3840 c 5 - 6 c 5 + 

3 17 
> 256 c 5 

Het resultaat is een polynoom in s en c. Dit moet nog vereenvoudigd worden 
gebruik makend van de betrekkingen s2 +c2 = 1 en sin(30°) = J(3) = t. Daar
voor hoeven we zelf niet slim te rekenen; computeralgebra pakketten kunnen 
dat redelijk efficient en systematisch met behulp van de Groebnerbasis theorie. 
In MATHEMATICA hebben we daarvoor de opdracht AlgebraicRules: 
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ln[6]:= Y. /. AlgebraicRules[ {sA2+cA2 == 1, f[3] 1/2} ] 

Out[6]= 0 

Hiermee is de formule dus bewezen. 
K.A. Post maakte mij er op attent dat eerste probleem verschenen is in "On

derzoek en Thuiscomputer", nummer 14, maart 1992. Er worden een aantal 
oplossingen vermeld, die in weerwil van de titel van het tijdschrift geen van 
alle van de computer gebruik maken, en ook wordt wat over de geschiedenis 
van het probleem gezegd. Het staat o.a. ook in Ross Hornsberger, The Dol
ciani Mathematical E:x:positions, Mathematical Gems II, M.A.A. 1976, met de 
vermelding dat het al in 1951 bekend was. 

Het tweede onderwerp van deze voordracht is het gebruik van computeral
gebra bij het vinden van een nulpunt a van een functie f. Er zijn maar weinig 
functies waarvan de 'nulpunten exact bepaald kunnen worden (en dat zijn pre
cies de functies ,die we in het onderwijs heel vaak tegenkomen!), zodat we in 
de regel gebruik moeten maken van numerieke 'benaderingsmethoden. Hoewel 
computeralgebra pakketten niet speciaal voor numeriek rekenwerk ontwikkeld 
zijn, leveren ze in niet al te specialistische situaties toch goede resultaten. 

Een veel gebruikte numerieke techniek voor het benaderen van een nulpunt 
van ,een functie is de iteratiemethode van Newton-Raphson. Iteratie is het 
herhaald toepassen van een geschikte iteratiefunctie, zeg it, zodanig dat de rij 
die hierdoor ontstaat liefst snel naar de ,gezochte waarde convergeert. 
Formeel wordt de ,iteratierij gedefinieerd door 

ao = s, an = it(an-1) voor n = 1, 2, ..... 

Hierin is s de startwaarde van de rij; deze dient in de regel niet al te ver van 
het punt dat we willen benaderen .gekozen te worden. Als de iteratiefunctie it 
continu is en de iteratierij convergeert naar a, dan zien we door de limiet te 
nemen voor n -+ oo dat it(a) =a. 

Er zijn vele methoden om de iteratieformule van Newton-Raphson voor het 
benaderen van een nulpunt a van een functie f af te leiden. Vaak gebeurt 
het grafisch: als an een ·henadering voor a is, bepaal dan de raaklijn aan de 
grafiek van 1 in het punt (an, J(an)). Het snijpunt an+l van deze raaklijn 
met de horizontale as is dan een betere benadering voor a. Meetkundig is 
.het duidelijk dat de zo verkregen iteratierij naar het nulpunt convergeert. We 
hebben alleen geen informatie hoe snel dat gaat. De volgende afieiding levert 
ons die infmmatie wel. 

Beschouw een functie f waarvan we een nulpunt a willen benaderen. We 
gaan dat doen met een iteratiefunctie it van de gedaante 

.it(x.) = x+ p(x) f(x~ 

waarin we de functie p nog nader zullen bepalen. Merk nog op dat uit /(a)= 
0 volgt dat it( a) = a, zodat het niet onmogelijk is dat voor een geschikte 
startwaarde s de iteratierij naar ·a convergeert. 

De kern van het probleem is de volgende vraag: als x dicht bij a ligt, hoe 
dicht ligt dan it(x) bij a? En kunnen we p zo bepalen dat it(x) veel dichter 
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bij a: ligt? Orn dit uit te zoeken laten we MATHEMATICA het tweede orde 

Taylorpolynoom van it( x) - a: bepalen bij x = a:. In plaats van de letter a: 

gebruiken we de letter a. In de eerste opdracht geven we a de eigenschap dat 

f (a) = 0. Dan wordt de functie it gedefinieerd en vervolgens het tweede orde 

Taylorpolynoom van it(x) - a bij x = 2 bepaald. 

In[1]:= a/: f[a] = 0 

Out [1]= 0 

In [2] : = it [x_] : = x + p [x] f [x] 

In[3]:= Series[ it[x] - a, {x, a, 2}] 

p [a] f' ' [a] 2 

Out[3]= (1 + p[a] f'[a]) (-a+ x) + (f'[a] p'[a] + -----------) (-a+ x) + 
2 

3 
> O[-a + x] 

Uit deze formule voor it(x) - a volgen een aantal belangrijke conclusies: 

- Als I 1 + p(o:)f(o:) I > 1, dan ligt it(x) verder van a: af dan x en zal de 

iteratierij niet naar a: convergeren. 
- Als deze uitdrukking kleiner is dan 1, dan ligt it(x) dichter bij a: dan x en 

des te meer naarmate 1 + p(o:)f(o:) dichter bij 0 ligt. 
We krijgen dus zeer snelle convergentie als we de functie p zo kiezen dat deze 

uitdrukking 0 wordt. Dat is tamelijk eenvoudig: definieer 

-1 
p(x) = f'(x) ' 

dan vinden we voor it(x) de formule van Newton-Raphson: 

it(x) = x - f(x) 
. f'(x) 

met de eigenschap dat 

!" ( O'.) 
it(x) - a:= 2f'(o:) (x - o:) 2 + O(x - o:) 3 . 

Dit zien we ook direct met MATHEMATICA: 

In[4] := p[x_] := -1/f' [x] 

In[5] := it[x] 

f [x] 

Out[5]= x -
f' [x] 



18 

In[6]:= Series[ it[x]-a, {x, a, 2}] 

2 
f' ' [a] (-a + x) 

Out[6]= ---------------- + O[-a + x] 
2 f' [a] 

3 

We zien dat zodra we voldoende dicht bij het gezochte nulpunt zijn, bij 
iedere iteratieslag de afstand tot het nulpunt ruwweg gekwadrateerd wordt. In 
numerieke termen betekent da.t dat bij iedere iteratieslag het aantal correcte 
decimalen zo ongeveer verdubbelt. We spreken in zo'n geval van kwadratische 
convergentie. Deze is tamelijk spectaculair, maar helaas niet op kleine pocket 
computers die slechts weinig decimalen uitrekenen. Als illustratie berekenen 
we het positieve nulpunt van de functie x2 - 4 in 300 decimalen. Het aantal 
correcte decimalen is eenvoudig te zien aan het aantal nullen achter de decima.le 
punt. In de volgende uitvoer zijn een paar stappen weggelaten: 

In[7]:= f[x_] := x-2 - 4 

In[8]:= N[5/2, 300] 

Out[8]= 2.5 

In[9] := it[%] 

Out[9]= 2.05 

In[10] := it[%] 

Out[10]= 2.000609756097560975609756097560975609756097560975609756097560975609\ 
> 756097560975609756097560975609756097560975609756097560975609756097560975\ 
> 609756097560975609756097560975609756097560975609756097560975609756097560\ 
> 975609756097560975609756097560975609756097560975609756097560975609756097\ 
> 5609756097560976 

In[14] := it[%] 

Out[14]= 2.000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000339265\ 
> 256928422079150878609319686018483832702179981983494044803064989400329123\ 
> 637857761275093606832581762631254300959574452978104164467503214105251704\ 
> 033107125997799976011619556964168212407677053480951834625788079615093598\ 
> 833662982312289 

In[15] := it[%] 

Out[15]= 2.000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\ 
> 000000000000000000000000000000000000000000000000000000028775228639677061\ 
> 395079436271593707776566039924688476644155061211806148738174947167117072\ 
> 579528353131267139126810056012395897730747598331976098165536311353568257\ 
> 537278657824898 
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In[16] := it['l.] 

Out[16]= 2.000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\ 
> 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\ 
> 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\ 
> 000000000000000000000000000000000207003445816422746303390147174346049214\ 
> 901057418379881 

In[17] := it['l.] 

Out[17]= 2. 

We gaan nu naar het onderwerp impliciete functies. In veel cursussen wordt 
daar enige, maar niet al te veel, aandacht aan geschonken. De impopulariteit 
van dit onderwerp wordt mogelijk veroorzaakt doordat we met behulp van ana
lytische technieken zelden in staat zijn grafieken van impliciet gegeven functies 
te tekenen. Maar met een computeralgebra pakket kunnen we in de regel heel 
eenvoudig een idee krijgen. 

Bij wijze van voorbeeld beschouwen we de kromme 

x 5 - x 3y + 3y4 - 3y2 + xy = 0. 

Het linkerlid is een functie van twee variabelen en de kromme de hoogtelijn van 
hoogte 0 van deze functie. Met MATHEMATICA kunnen we deze hoogtelijn 
schetsen met de opdracht ContourPlot. Het resultaat staat links in figuur 2. 
Het resultaat wekt het vermoeden dat de kromme een keerpunt in (0, 0) heeft. 

FIGUUR 2: De kromme x 5 - x 3 y + 3y4 - 3y2 + xy = 0 

Het is echter eenvoudig te zien dat dat niet juist is. Als x en y vlak bij 0 liggen, 
dan kunnnen we de termen van graad 3 en hoger verwaarlozen ten opzichte van 
de tweedegraadstermen. De kromme lijkt dus bij de oorsprong op 
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xy - 3y2 = y(x - 3y) = 0. 

De oorsprong is dus een dubbelpunt en de twee raaklijnen zijn y = 0 and 
x - 3y = 0. We kunnen dat ook met de computer zien door de plotintervallen 
wat kleiner rond de oorsprong te nemen en het aantal tussenpunten te verhogen, 
bijvoorbeeld tot 40. We krijgen zo de rechterkant van figuur 2. Het resultaat 
is wel beter, maar nog niet echt bevredigend. 

Plaatselijk kunnnen we dus een steeds nauwkeuriger beeld van de kromme 
krijgen door steeds fijner te gaan plotten. Maar we kunnen ook analytisch 
informatie vinden hoe de kromme lokaal loopt. Laten we bij wijze van voorbeeld 

de kromme eens nader beschouwen in de buurt van (0, 1). Op grand van de 
impliciete functiestelling kunnen we een deel van de kromme in de buurt van 
(0, 1) opvatten als de grafiek van een functie y(x) met y(O) = 1 en de vraag is 
dus hoe de grafiek van deze functie er uit ziet voor x dicht bij 0. Die informatie 
halen we uit het Taylorpolynoom voor y bij x = 0: 

"(O) 2 (n)(O) n 
y(x) = y(O) + y'(O)x + y x + ... + y 1 x + O(x)n+l 

2 n. 

Orn in ons voorbeeld het Taylor polynoom te vinden hebben we dus de afgelei
den van y in x = 0 nodig. Met de hand doen we dat met impliciet differ
entieren: we beschouwen y als functie van x, differentieren de betrekking naar 
x en vullen x = 0 en y(O) = 1 in. Uit de zo ontstane vergelijking lossen we 
y'(O) op. Vervolgens differentieren we de betrekking nogmaals naar x en vullen 
x = 0, y(O) = 1 en de zonet gevonden waarde voor y'(O) in. Oplossen van de 
zo ontstane vergelijking in y"(O) geeft de waarde van de tweede afgeleide. En
zovoort. Dit is tamelijk vervelend rekenwerk, dat met enige moeite ook met de 
computer uitgevoerd kan worden. Maar eigenlijk is deze werkwijze voor com

puteralgebra volkomen ongeschikt. Zogenaamde machtreekssubstitutie gaat 
veel eenvoudiger. 

Bij wijze van voorbeeld zoeken we de tweede orde benadering van y(x) met 

y(O) = 1 rond x = 0. We zoeken dus coefficienten a 1 en a 2 zodanig dat 

P = 1 + aix + a2x2 + O(x)2 

een oplossing van de vergelijking f(x,y) = 0 in y is. 

In[1]:= eq = x-5 - x-3 y + 3 y-4 - 3 y-2 + x y == O 

5 3 2 4 

Out[1]= x + x y - x y - 3 y + 3 y == 0 

In[2]:= p = 1 + a[1] x + a[2] x-2 + O[x]-3 

2 3 
Out[2]= 1 + a[1] x + a[2] x + O[x] 

In[3]:= eq /. y->p 

2 2 
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Out[3]= (1 + 6 a[1]) x + (a[1] - 3 (a[1] + 2 a[2]) + 3 (6 a[1] + 4 a[2])) 

2 3 
> x + O[x] == 0 

In <lit resultaat zit uiteraard nog een term met een macht van 0( x). We gaan 
nu a 1 en a2 zo bepalen dat de coefficienten van het polynoom in het linkerlid 
0 warden. Dat geeft twee vergelijkingen voor a 1 en a2 . Met MATHEMATICA 
kunnen we deze vergelijkingen direct oplossen: 

In[4]:= Solve[%] 

1 1 
Out[4]= {{a[2] -> -(--), a[1] -> -(-)}} 

24 6 

In[5]:= p /. % [ [1]] 

2 
x x 3 

Out[5]= 1 - -- + O[x] 
6 24 

Deze techniek werkt ook in het dubbelpunt. Op de volgende manier vinden 
we met een opdracht de zesde orde benaderingen van beide oplossingen door 
de oorsprong: 

In[6]:= p = Sum[a[k] x~k, {k, 1, 6} ] + D[xr1 

2 3 4 5 6 7 
Out [6] = a [1] x + a[2] x + a[3] x + a[4] x + a[5] x + a[6] x + O[x] 

In[7]:= p /. Solve[eq /. y->p] 

3 5 6 
x 8 x 4 8 x 11 x 7 4 6 7 

Out[7]= {- + x + ----- + O[x] . -x - x + O[x] } 

3 27 81 9 

De techniek van machtreekssubstitutie is met computer algebra een een
voudig en krachtig middel voor het vinden van Taylorpolynomen van niet al 
te hoge orde van impliciet gegeven functies. Voor hogere orde benaderingen 
is er echter een nog veel betere techniek. Deze berust op de zojuist behan
delde methode van Newton-Raphson. Het is niet zo algemeen bekend dat deze 
schijnbaar numerieke techniek ook gebruikt kan warden bij symbolisch rekenen. 

Laat de functie y(x) gegeven zijn door de betrekking f(x,y) = 0 en y(a) = b, 
dus J(a,b) = 0. Orn y(x) te vinden moeten we voor iedere x in de buurt van a 
de vergelijking f(x,y) = 0 oplossen. Deze beschouwen we dus als vergelijking 
in y, x is een parameter. We lossen deze vergelijking op met iteratie met de 
functie 



22 

. ( ) f(x,y) 
it y = y - f ( ) . 

Y x,y 

We hebben al gezien dat deze iteratietechniek de eigenschap heeft dat bij iedere 
iteratieslag de nieuwe fout op de duur vrijwel een constante keer het kwadraat 
van de vorige fout is. Dat betekent dat als p een benadering voor y is met een 
nauwkeurigheid vrijwel een constante maal (x - a)n, it(p) een benadering is 
voor y met een nauwkeurigheid vrijwel een constante maal (x - a)2n. 

Anders geformuleerd: 

als y(x) = p(x) + O(x - a)n , dan geldt y(x) = it(p(x)) + O(x - a)2n • 

Het kiezen van de startwaarde is hier zelden een probleem. Er geldt immers 

y(x) = b + O(x - a) . 

Na n keer itereren hebben we dan de (2n - 1)-e orde benadering gevonden. 
Tot besluit laten we zien hoe dit in het voorbeeld werkt. We beginnen met de 
definitie van f, de iteratiefunctie it en de startwaarde p = 1. 

In[1]:= f = x~s - x~3 y + 3 y~4 - 3 y~2 + x y 

5 3 2 4 
Out[1]= x + x y - x y - 3 y + 3 y 

In[2]:= it= Simplify[ y - f I D[f, y] ] 

5 2 4 
lC + 3 y - 9 y 

Out[2]= ---------------------
3 3 

-x + lC + 6 y - 12 y 

In[3]:= p = 1 

Out [3]= 1 

Vervangen we nu in it y door p dan krijgen we een functie die y benadert 
met nauwkeurigheid O(x)2 : 

In[4]:= it/. y->p 

5 
-6 + lC 

Out[4]= -----------
3 

-6 - lC + lC 

Dit is een vrij ingewikkelde functie. Maar zijn eerste orde Taylorpolynoom 
benadert y ook met een nauwkeurigheid O(x)2 en kunnen we gebruiken om y 
met een nauwkeurigheid O(x)4 te benaderen: 



In[5]:= p =Normal[ Series[ Y,, {x, 0, 1}]] 

x 
Out [5]= 1 - -

6 

In[6]:= p =Normal[ Series[ it/. y->p, {x, 0, 3}] ] 

2 3 
x x 4 x 

Out[6]= 1 - - - -- + ----
6 24 27 

23 

Met een klein MATHEMATICA-foefje kunnen we dit verdubbelen van de 
0-macht en het Taylorpolynoom wat handiger doen: 

In[7]:= p = 1 + O[x] 

Out[7]= 1 + O[x] 

In[8]:= p[[5]] = 2 p[[5]]; p =it/. y->p 

x 2 
Out[8]= 1 - - + O[x] 

6 

In[9] := p[[5]] = 2 p[[5]]; p = it I. y->p 

2 3 
x x 4 x 4 

Out[9]= 1 - - - -- + ---- + O[x] 
6 24 27 

Na nog twee keer itereren vinden we 

In[12]:= p[[5]] = 2 p[[5]]; p =it/. y->p 

2 3 4 

x x 4 x 253 x 19 x 
5 6 7 

28937 x 1265 x 
Out[12]= 1 - - - -- + ---- + ------ - ----- - -------- - ------- + 

6 24 27 3456 162 248832 11664 

8 9 10 11 12 
258515 x 445237 x 371186633 x 1699549 x 93672366319 x 

> --------- + --------- + ------------- - ----------- - --------------- -
23887872 5038848 5159780352 120932352 743008370688 

13 14 15 
4689313921 x 609449883731 x 275498764865 x 

> -------------- - ---------------- + ---------------- + 
34828517376 17832200896512 2507653251072 
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16 17 18 

1704753718660699 x 6328250532857 x 332016800524581035 x 

> -------------------- + ----------------- - ---------------------- -
10271347716390912 120367356051456 2218611106740436992 

19 20 
6981052648777301 x 16526782194268544735 x 

> -------------------- - ------------------------ + 
25999348907114496 106493333123540975616 

21 22 
2064734943994222255 x 2770551764396617708459 x 

> ----------------------- + -------------------------- + 
14975624970497949696 7667519984894950244352 

23 24 
95587112946645959687 x 335262395452026619929593 x 

> ------------------------ - ---------------------------- -
359414999291950792704 2208245755649745670373376 

25 26 
28793222302060215643741 x 27655371943255040846391835 x 

> --------------------------- - ------------------------------ + 
51755759898040914149376 52997898135593896088961024 

27 28 

2054772474309575078165455 x 52456704261787723790545828345 x 

> ----------------------------- + --------------------------------- + 
33537732413930512368795648 68685275983729689331293487104 

29 30 

2838753038190113332453914707 x 429285266788582502610769814183 x 

> -------------------------------- + ---------------------------------- -
3219622311737329187404382208 4945339870828537631853131071488 

31 
254998789239221285361934816459 x 32 

> ---------------------------------- + O[x] 
231812806445087701493115518976 

Dit gaat wel iets sneller clan 32 vergelijkingen met 32 onbekenden opstellen 
en oplossen. 

We hebben in het voorafgaande gezien hoe makkelijk een computeralgebra
pakket kan rekenen met ordebenaderingen. Met de hand zijn we dat niet zo 
gewend te doen. Als uitsmijter laat ik nog zien dat het bepalen van een hoge 
afgeleide van een functie door te differenteren in de regel langzamer is clan het 
bepalen van de volledige ordebenadering van die functie, waar die afgeleide nota 
bene in zit. Heel verrassend is dat niet. Door te werken met orde benaderin
gen rekenen we essentieel met polynomen, waarbij termen van te hoge graad 
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automatisch buiten beschouwing gelaten worden. Hoge afgeleiden hebben in 

de regel een veel ingewikkelder structuur. 
We nemen als voorbeeld de functie 

sin(x2 ) arctan(x) , 

waarvan we voor n = 2, 3, 4, 5, 10, 20, 30 eerste de n-de afgeleide in a bepalen 

en vervolgens de n-de ordebenadering rond a. We nemen alleen de rekentijd 

op; de formules zouden vele pagina's vullen. 

In[1]:= y = Sin[x-2] ArcTan[x] 

2 
Out[1]= ArcTan[x] Sin[x ] 

In[2]:= f[n_] := {n, Timing[ D[y /. x->a, {a, n} ]; ][[1]], 

Timing[ Series[ y, {x, a, n} ]; ][[1]] } 

In[3]:= TableForm[ f /© {2, 3, 4, 5, 10, 20, 30}] 

In[3]:= TableForm[ f /© {2, 3, 4, 5, 10, 20, 30}] 

Out[3]//TableForm= 2 0.0166667 Second 0.0833333 Second 

3 0.0333333 Second 0.0833333 Second 

4 0.0666667 Second 0.133333 Second 

5 0.1 Second 0.166667 Second 

10 0.783333 Second 0.45 Second 

20 6.36667 Second 1.6 Second 

30 21.5833 Second 2.85 Second 
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Over brandkrommen en hun berekening 

Eisso J. Atzema 

1. INLEIDING 

Het is vandaag de dag gebruikelijk over krommen in het platte vlak te denken als 
de plaatjes die 'horen bij' een vergelijking in twee variabelen, zeg x en y. Voor 
het gemak worden voor deze vergelijkingen heel vaak polynoom vergelijkingen, 
dat wil zeggen vergelijkingen van de vorm 

genomen. 
De krommen die bij dergelijke vergelijkingen horen heten algebrai'sche krom

men en de graad van de vergelijking in x en y biedt een natuurlijke indeling van 
deze krommen. Alle krommen die (complex beschouwd) hoogstens n maal door 
een rechte lijn worden gesneden worden door een vergelijking van graad n be
schreven. Door de keuze van de coefficienten aii kunnen wij dus alle krommen 
die hoogstens n (complexe) snijpunten hebben met een rechte lijn vastleggen. 

Een nadeel van de beschrijving van de algebra1sche krommen met behulp 
van een polynoom vergelijking is dat deze nauwelijks een indruk geeft van de 
vorm van de krommen zelf. Een willekeurige keuze van de coefficienten van 
de vergelijking levert vaak een weinig interessant plaatje op, maar een kleine 
verandering kan hier weer op spectaculaire wijze verandering in brengen. 

Wanneer we op zoek zijn naar algebra1sche krommen met bepaalde eigen
schappen is het clan ook veel beter te proberen een manier te vinden om krom
men met die eigenschap op systematische wijze voort te brengen. We kunnen 
daarbij bijvoorbeeld gebruik maken van de klassieke stangen-constructies. Dat 
wij bij deze wijze van voortbrenging ook inderdaad met algebra1sche krommen 
te maken hebben volgt daaruit dat de bepaling van de baan van een punt op 
een stangen-constructie in wezen een eliminatie probleem is waarbij uitsluitend 
algebra1sche vergelijkingen optreden. Zoals we zullen zien hebben dergelijke 
problemen altijd algebra1sche vergelijkingen als oplossing. Andersom kunnen 
we al aan voortbrenging met behulp van stangen-constructies zien dat er veel 
constructies in de mechanica zullen zijn die aanleiding geven tot de bepaling 
van algebrai:sche krommen. Zeer dikwijls levert zo'n constructie met zeer een
voudige middelen al een hoogst gecompliceerde kromme op. 

In deze bijdrage wil ik aandacht besteden aan een speciale wijze van voort
brenging van algebra1sche krommen, namelijk de voortbrenging van krommen 
als zogenaamde omhullenden van families van algebraische krommen. In het 
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bijzonder wil ik daarbij ingaan op de bepaling van omhullenden van families 
van rechte lijnen en van cirkels. Het gebruik van de methoden die gebruikt zou
den kunnen worden om dergelijke krommen te berekenen wil ik illustreren met 
behulp van een heel speciale klasse van omhullenden, namelijk die van de zo
genaamde brandkrommen uit de optica. Deze krommen worden voortgebracht 
als de omhullenden van families van aan een kromme weerkaatste of gebroken 
lichtstralen. 

In het navolgende zal ik eerst laten dat ook de bepaling van omhullenden 
aanleiding geeft tot een eliminatie probleem. Hebben we te maken met de om
hullenden van algebralsche krommen, dan betekent <lit dat ook deze omhullen
den algebralsch zullen zijn. Voor het bijzondere geval van de brandkrommen 
zal ik laten zien dat we in geval van breking of weerkaatsing aan een alge
bralsche kromme ook weer een algebralsche kromme krijgen. Aan de hand 
van een speciale constructie kan de brandkromme weer in verband worden ge
bracht met een andere belangrijke familie van omhullenden, namelijk die van 
de normalen aan een kromme. Deze constructie kan goed gebruikt worden om 
brandkrommen te berekenen. In de laatste paragraaf van <lit stuk zal ik laten 
zien hoe op met behulp van deze constructie de brandkrommen voor het geval 
van weerkaatsing aan een cirkel expliciet berekend kunnen worden. Voor alle 
berekeningen zal hierbij gebruik gemaakt worden van computer algebra. In <lit 
geval heh ik mij daarbij van Maple V, Release 2 bediend. 

2. 0MHULLENDEN 

Veronderstel dat we een rechte lijn in het platte vlak hebben. We kunnen deze 
lijn volgens een bepaalde wetmatigheid bewegen. Stel dat deze beweging wordt 
bepaald door een parameter t. We krijgen zo een een-parameter familie van 
rechte lijnen :E voort die wordt geparametriseerd door, zeg t: 

PE: t 1--+ {xlx = a(t) + ,\b(t),,\ E .m} 

met a en b vector-functies van t. We kunnen natuurlijk ook met een impliciete 
vergelijking voor de lijnen werken. We krijgen dan 

x y 
PE: t 1--+ {(x,y)I J(t) + g(t) = 1}, 

met J en g (scalaire) functies van t. 

Als voorbeeld van zo'n familie van rechte lijnen kunnen we een ladder nemen 
die langs een wand afglijdt (zie fig. (1)). 

Nemen we de bodem als x-as en de wand als y-as en laat de lengte van de 
ladder gegeven zijn door r. Is a de hoek die de ladder maakt met de x-as dan 
kunnen We a als parameter nemen voor het systeem van alle posities die de 
ladder inneemt. Aan a voegen we dan een lijn la toe, waarbij la wordt gegeven 
door de vergelijking 

__ x_._ + _Y_ = r 
cos(o:) sin(o:) · 
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FIGUUR 1. Een afglijdende ladder 

Beschouwen we nu alle mogelijke posities van een ladder met vaste lengte. We 
zien dat de ladder een gebied doorloopt dat begrensd wordt door een kromme 
die alle posities als het ware 'omhult'. Het moge duidelijk zijn dat het bestaan 
van dergelijke krommen geen eigenschap is die uniek is voor de afglijdende 
ladder. In het algemeen zal een dergelijke kromme voor iedere een-parameter 
systeem van krommen in het platte vlak bestaan. Vanwege deze eigenschap 
van dergelijke krommen worden zij de omhullenden (envelopes, enveloppes, 
Einhii.llenden) van een systeem genoemd. Het zijn deze omhullenden waar 
we in deze bijdrage in ge1nteresseerd zijn. 

De eerste vraag die wij ons natuurlijk moeten stellen is hoe we dergelijke krom
men zouden kunnen bepalen. Op het eerste gezicht lijkt dit misschien een vrij 
moeilijk probleem, maar het wordt anders wanneer we ons probleem als een 
probleem in de drie-dimensionale ruimte zien. Merk op dat we eigenlijk bij ie
der een-parameter systeem van lijnen, niet een maar twee parameters hebben. 
Behalve t (of a) hebben we ook nog de parameter>. van de lijn die aan t wordt 
toegekend. Aan ieder paar (t, >.) kunnen we dan een punt van het platte vlak 
toekennen. Zoals duidelijk zal zijn, gaat dit zeker niet eenduidig. Het mooie is 
echter dat juist deze eigenschap ons in staat stelt de omhullenden te berekenen. 

Om dit in te zien moeten we eerst de lijnen als het ware uit elkaar trekken, 
om zo toch een een-een-duidige afbeelding op het systeem van lijnen te krijgen. 
We kunnen dit eenvoudig bereiken door een lijn ft van het systeem op een 
hoogte t te leggen. De aldus gepositioneerde lijnen vormen dan een oppervlak 
S dat door t en >. wordt geparametriseerd. De projecties van de niveaulijnen 
van S zijn daarbij precies de lijnen van het systeem E en de omhullende van 
E is het contour van de projectie van S. Op zijn beurt bestaat het origineel 
van het contour van S weer precies uit die punten van S waarvoor de projectie 
op het xy-vlak niet (locaal)-inverteerbaar is. Een en ander levert ons twee 
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methoden om de omhullende van ~ te berekenen: 

• Aangezien t en A het oppervlak S parametriseren moet gelden dat de 

afbeelding P : (t, .X) f-4 a+ .Xb niet inverteerbaar op het contour is. Voor 

de punten van het contour moet dus gelden 

det(Jacobiaan(P)) = I llt +Abt, b I= 0. 

Dit legt A vast als functie van ten P(t, A(t)) levert ons een parametrisering 

van de omhullende. 

• Stel dat een lijn ft van ~ gegeven is door een vergelijking van de vorm 

A(x, y, t) = aio(t)x + ao1 (t)y + aoo(t) = 0, (1) 

dan is deze vergelijking, met z voor t gesubstitueerd, ook meteen de 

vergelijking van het oppervlak S. Voor de punten van het contour van S 
moet dan gelden dat de normaal aan S in deze punten loodrecht op de 

z-as staat. Dit betekent dat blijkbaar 

8A 
8t(x,y,t) = 0. (2) 

Uit vergelijkingen (1) en (2) kan nu t geelimineerd worden. Dit geeft ons 

een impliciete vergelijking voor de omhullende. 

VOORBEELD. We kunnen de tweede methode om omhullenden te berekenen 

direct toepassen om de omhullende voor ons ladder probleem te bepalen. De 

twee vergelijkingen waar we de parameter a: uit moeten elimineren zijn respec

tievelijk 

x y 
---+--=r 
cos( a:) sin( a:) 

en 

Eliminatie van a: levert nu direct de vergelijking 

.a .a .a 
xa+ya=ra. 

De kromme bij deze vergelijking staat bekend als de astroi"de. We zouden de 

expliciete vergelijking voor de astro"ide nog als een algebrai:sche vergelijking 

kunen schrijven, maar dat is ons op dit moment teveel werk. We zullen later 

een methode geven om deze algebra!sche vergelijking direct te verkrijgen. 

Volgen we de eerste methode om omhullenden te bepalen, dan kunnen we de 

positie van de ladder bij een hoek a: parametriseren door· 

{- I _ _ ( r cos( a:) + A cos( a:) ) 
O:f--+XX- \"() , 

-A sm a: A E JR} 
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en we vinden als parametrisering voor de omhullende 

a f-> (r cos3 ( a), r sin3 ( a)). 

Het zal direct duidelijk zijn dat deze parametrisering dezelfde vergelijking voor 
de omhullende als boven levert. 

Mutatis mutandis kunnen de omhullenden voor andere een-parameter systemen 
van krommen op analoge wijze berekend worden. Elk van de twee methoden 
om omhullenden te bepalen heeft zo zijn voordelen. Soms is de een handi
ger, soms de ander. Zijn we gei"nteresseerd in impliciete vergelijkingen van de 
omhullenden dan moet in beide gevallen geelimineerd worden. In het boven
staande voorbeeld was die eliminatie geen probleem, maar in het algemeen zal 
dit anders liggen. Het is dus zaak een systematische methode te vinden om 
de parametriserings variabele te elimineren. Dankzij het feit dat wij computer 
algebra tot onze beschikking hebben kunnen wij hopen dat dergelijke systema
tische methoden ook nog practisch uitvoerbaar zijn. Voor onze doeleinden zal 
een bepaalde eliminatie methode het meest werkbaar blijken te zijn, namelijk 
die van eliminatie met behulp van zogenaamde resultanten. 

3. ELIMINATIE MET BEHULP VAN RESULTANTEN 

De meest systematische methode om eliminatie methoden te lijf te gaan is 
zonder twijfel de herschrijving van de betreffende vergelijkingen als termen van 
een zogenaamde Grobnerbasis (zie de bijdrage van Dr. Martens elders in deze 
bundel). Deze techniek blijkt een zeer krachtig instrument om ingewikkelde 
eliminaties van zeer verschillende uit te voeren. Echter, juist doordat deze 
techniek zo algemeen is, is zij niet bijzonder snel. Voor relatief eenvoudige 
eliminatie problemen is het dan ook vaak sneller om toevlucht te nemen tot 
minder algemene technieken. Onder deze minder algemene technieken is die 
van eliminatie met behulp van zogenaamde resultanten de belangrijkste. 

Het idee van de resultante werd in 1840 geformuleerd door de Engelse wis
kundige James Sylvester (1814-1897) in de context van <liens onderzoekingen 
naar gemeenschappelijke wortels voor twee vergelijkingen in een variabele (zie: 
Philosophical Magazine, XVI (1840), pp.132-5). De waarde van deze door Syl
vester gedefinieerde resultante van twee vergelijkingen in een variabele geeft 
uitsluitsel over het al dan niet aanwezig zijn van gemeenschappelijke wortels. 
Ik wil hier nog niet ingaan op de relatie die dit heeft met eliminatie theorie. 
In plaats daarvan wil ik beginnen het idee van resultante te preciseren. We 
hebben eerst een lemma nodig. Zij k hierbij een willekeurige ring. 

LEMMA l. Laten f ,g E k[x] polynomen van respectievelijk graad l > 0 en m > 0 
zijn. Er geldt dat f en g dan en slechts dan een factor gemeenschappelijk hebben 
wanneer er polynomen A, B E k[x] bestaan zodanig dat 

1. A en B beide ongelijk nul 

2. A heeft hoogstens graad m - 1 en B hoogstens graad l - 1 

3. Af + Bg = 0 
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BEWIJS. zie (3], p. 151. D 

We gaan nu proberen bij gegeven f en g expliciet de polynomen A en B te 
bepalen voor het geval deze bestaan. 

Stel dat 

ao,bo :/:- 0. 

Nemen we verder aan dat A en B zijn gedefinieerd door 

A = CoXm-i + ... + Cm-1' 

Uit 

Af +Bg = 0 

volgt nu dat 

aobo 
aico + aoci 

+ 
+ 

B = dox1-i + ... + c1-i, 

= 0 
0 

0 . 

co, do :f:. 0. 

Maar dit is een stelsel van vergelijkingen die lineair zijn in de coefficienten van 
A en B. De resultante van fen g is nu niets anders dan de determinant bij dit 
stelsel. Een beetje netter gezegd: 

Laat gegeven zijn de polynomen f en g E k[x] met 

waarbij ao,bo :f:. 0. Voor dergelijke polynomen is de resultante Res(f,g,x) ten 
opzichte van x gegeven door 

ao bo 
ai ao bi bo 

a2 ai b2 bi 

ao 
Res(f,g,x) = 

ai 
a1 bm 

az bm 

a1 

De constructie van de resultante geeft direct aanleiding tot de volgende 

STELLING 1. Laten f ,g E JR[x) polynomen van respectievelijk graad l > 0 en 

m > 0 zijn. Er geldt dat f en g dan en slechts dan een factor gemeenschappelijk 

hebben wanneer Res(!, g, x) = 0. 
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BEWIJS direct. D 

Hoe bovenstaande resultanten gebruikt kunnen worden om variabelen te elimi
neren is nu niet meer al te moeilijk in te zien. We hebben 

STELLING 2. Laten F en G twee polynomen E JR[x, y, t] zijn. We kunnen F 
en G ook opvatten als polynomen in (JR[y,x])[t]. Er geldt nu dat Fen G dan 
en slechts dan gemeenschappelijke punten hebben wanneer 

Res(F, G, t) = 0. 

Met andere woorden, Res(F, G, t) = 0 is de vergelijking die resulteert uit de 
eliminatie van t uit F = 0 en G = 0. In het bijzonder levert eliminatie van t 
uit F = 0 en G = 0 weer een polynoom. 

BEWIJS. direct. D 

In vrijwel ieder computer algebra pakket is de mogelijkheid tot het nemen van 
resultanten gelmplementeerd. Op voorwaarde dat de uitdrukkingen waaruit 
geelimineerd moet worden niet al te groot zijn levert deze mogelijkheid een 
doorgaans zeer werkbare eliminatie methode. 

VOORBEELD. Laten we nogmaals naar ons ladder probleem kijken. We had
den daar de vergelijkingen (1) en (2). Deze twee vergelijkingen zijn niet
polynomiaal, maar deze moeilijkheid is met een geijkte truck te ondervangen. 
Schrijven wet= tan(o:/2), dan hebben we 

1- t 2 

cos( a) = 1 + t2' 
. ( ) 2t 

sm a = 1 + t2. 

We kunnen Maple gebruiken om deze uitdrukkingen in (1) en (2) en om de 
teller te bepalen van de aldus verkregen expressies. We krijgen zo de twee 
uitdrukkingen 

F = - 2 xt - 2 xt3 - y + yt4 + 2 rt - 2 rt3 , 

G = 8xt3 -y + 3yt2 - 3yt4 + yt6. 

Deze twee vergelijkingen zijn wel van de juiste vorm en eliminatie van t met 
behulp van de resultante levert de vergelijking 

-4096 y2x2 · ( -3 r 2y4 + 21 r 2y2 x2 -

. 3r2x4 + 3r4y2 - r6 + 3r4x2 + 3x2y4 + 3x4y2 + x6 + y6) = 0. 

Natuurlijk is hierbij alleen het stuk tussen haakjes van belang. Nemen we 
deze factor en ordenen we deze naar de lengte van de· ladder, dan komen we 
uiteindelijk uit op de vergelijking 

(x2 + y2) 3 - 3 (x2 + 3yx + y2) (x2 - 3yx + y2) r 2 + {3y2 + 3x2) r 4 = r6. 
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Dezelfde uitdrukking zouden we gevonden hebben wanneer we direct onze eer
der gevonden uitdrukking voor de gezochte omhullende als algebra'isch poly
noom hadden uitgeschreven. Waarschijnlijk zou dit alleen toch wel wat gepuz
zel hebben gevergd. Alles bij elkaar hebben de berekeningen zoals ik die in 
Maple heb uitgevoerd slechts een paar seconden in beslag genomen. 

4. EEN TOEPASSING: DE THEORIE VAN BRANDKROMMEN 

Het is nu hoog tijd de voorgaande theorie op een wat grater prableem dan dat 
van de afglijdende ladder toe te passen. Een mijns inziens heel aardig voorbeeld 
van zo'n probleem wordt geboden door de zogenaamde brandkrammen. 

Laten we ons voor het gemak weer tot het platte vlak beperken. Stel dat 
we een punt P hebben van waaruit lichtstralen worden uitgezonden. We zullen 
het een-dimensionale systeem van lichtstralen aanduiden met I:. Nemen we 
aan dat de stralen van I: gebroken of weerkaatst worden aan een kramme C. 
Het resulterende systeem van lichtstralen duiden we aan met I:'. 

In het algemeen zullen de stralen van I:' niet meer in een enkel punt P' 
verenigen. Met andere woorden, we hebben geen brandpunt (focus, point fo
cal, Brennpunkt) waarin het weerkaatste of gebroken licht zich concentreert. 
In plaats daarvan zal het systeem wel over een omhullende beschikken. Deze 
omhullende zou gezien kunnen worden als de locus van die punten waar de 
intensiteit van het weerkaatste of gebraken licht het hoogste is. Op grand 
hiervan wordt de omhullende van I:' doorgaans als de brandkromme ( caus
tics, caustiques, Brennkurven/Kaustiken) aangeduid. De vraegste studies naar 
brandkrommen dateren uit het einde van de 17de eeuw; een systematische theo
rie werd eerst in de vraege 19de eeuw opgezet. (Voor de geschiedenis van de 
brandkrammen, zie [2]). 

Willen we de brandkramme bij een punt P en een kramme C berekenen, dan 
zullen we eerst het systeem I:' moeten bepalen. Het recept hiervoor lijkt een

voudig. Voor een willekeurige lichtstraal uit P bepalen we eerst het snijpunt 
Q van de straal met C. Vervolgens gebruiken we de wet van Snellius om de 
weerkaatste of gebraken straal te berekenen. 

STELLING 3. Laat gegeven zijn een lichtstraal die een kromme C in een punt Q 
treft. Laat a en a' de hoek van respectievelijk de invallende en de uitvallende 
lichtstraal met de normaal aan C in Q zijn. Er geldt 

sin( a) 
,\ 

= 
sin( a') 

,\' 

Hierbij verhouden ,\ en ,\' zich als de lichtsnelheden in het ingaande en het 
uitgaande medium. In het geval van weerkaatsing nemen we,\= 1, ,\ = -1. 

In principe zou de wet van Snellius voldoende moeten zijn om het gebraken of 
weerkaatste systeem I:' volledig te bepalen. In de praktijk zorgen de wortels 
die genomen moeten worden ervoor dat de berekeningen bijzonder onoverzich
telijk worden. Het optreden van wortels betekent ook dat computer algebra 
nauwelijks bruikbaar zal zijn om I:' volgens deze directe methode te bepalen. 
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Vrijwel alle computer algebra pakketten zijn bijzonder onbetrouwbaar wanneer 
er gemanipuleerd moet worden met wortels. 

Een oplossing voor deze moeilijkheid wordt geboden door de brandkrommen 
te karakteriseren als zogenaamde middelpuntskrommen of ontwondenen bij een 
eenvoudig te construeren 'hulp'-kromme. Deze krommen zijn de omhullenden 
van het systeem van normalen aan een kromme. Deze methode wordt wel de 
constructie van Quetelet genoemd, naar de Zuid-Nederlandse wiskundige en 
statisticus Adolphe Quetelet ( 1796--187 4), die het eerst met het idee voor deze 
aanpak kwam. 

4.1. Quetelet's constructie 
Laten we nogmaals de situatie met een invallend systeem van lichtstralen E 
en een uitvallend systeem E' bekijken. Voor elk van beide systemen bestaat 
er een een-dimensionale familie van zogenaamde orthogonale trajectorien, dat 
wil zeggen een familie van krommen die de lichtstralen van E of E' steeds 
loodrecht snijden. In de fysica staan deze orthogonale trajectorien bekend als 
golf-fronten. 

Zij nu gegeven een kromme C en een invallend systeem van lichtstralen E. Zij 
E' het systeem van lichtstralen resulterend uit de breking van de stralen van E 
aan C. De pun ten Q van C parametriseren zowel E als E'. We kunnen zodoende 
een lichtstraal van E aanduiden met iQ en de corresponderende lichtstraal van 
E' met iQ. Stel nu dat we voor zowel E' als E' een golf-front hebben. We 
duiden deze aan met respectievelijk W en W'. Zij W Q het snijpunt van f,Q met 
W en WQ dat van f,Q met W'. De gewogen lengte 

WQQ QWQ 
-).-+~, 

met >. en >.' als in de wet van Snellius, wordt nu wel de optische weglengte 
tussen W Q en WQ genoemd. Er geldt 

STELLING 4. Voor ieder paar golf-fronten W en W' en ).' als boven is de op
tische weglengte tussen corresponderende punten van de golf-fronten constant. 
Omgekeerd, laat gegeven zijn een golf-front W, een oppervlak W' en een opper
vlak :F zodanig dat er voor alle punten Q van :F punten W Q en WQ op respec
tievelijk W en W' bestaan waartussen de optische weglengte langs Q constant 
is, dan is W' een golf-front bij breking van de stralen bij W aan :F. 

BEWIJS. Zie bijv. [1]. D 

Een bijzondere toepassing krijgen we wanneer we bij een golf-front W een golf
front W' willen vinden waarvoor de optische weglengte tussen de corresponde
rende punten altijd gelijk nul is. In het geval van een puntbron zoals we die 
tot nog toe bestudeerd hebben nemen we dan gemakshalve de puntbron zelf 
als W. We kunnen nu een eenvoudige meetkundige cons.tructie aangeven voor 
het gezochte golf-front. Immers, voor alle punten Q op C moet gelden dat 

PQ QWQ 
= ). -~. 
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FIGUUR 2. Quetelet's constructie voor >..' / >.. = 3/5 en p = -R 

Laten we nu om ieder punt Q van C een cirkel slaan met een straal RQ gegeven 
door 

)..' 
RQ =A ·PQ. 

Er volgt onmiddelijk dat het gezochte golf-front op de omhullende van deze 
een-parameter familie van cirkels moet liggen. Uit tekenoverwegingen volgt 
dat in het geval van breking dat deel van de omhullende dat ten opzichte van C 
aan de kant van P ligt, het gezochte golf-front is. In het geval van weerkaatsing 
moeten we juist het andere stuk van de omhullende nemen. 

Bovenstaande constructie werd in 1825 door Quetelet gesuggereerd (zie: An
nales des mathematiques pures et appliquees 15 (1824-5), pp.345-58). De aldus 
geconstrueerde golf-fronten duidde hij aan met de term secundaire brandkrom
men. Een interessante eigenschap van de secundaire brandkrommen is dat 
deze relatief eenvoudig te berekenen zullen zijn. Dit betekent dat de brand
krommen gezien kunnen worden als omhullenden van de familie van normalen 
aan bekende (en waarschijnlijk niet al te gecompliceerde) krommen. Voor de 
bepaling van dergelijke omhullenden laat zich een eenvoudig recept aangeven 
dat wederom op eliminatie uit polynomiaal vergelijkingen berust. Het blijkt 
dus dat de vervelende wortels waar we in het begin mee zaten op een heel 
elegante manier zijn te vermijden. Daarmee zijn de brandkrommen natuurlijk 
nog niet bekend, maar ze zijn wel een beetje minder raadselachtig geworden. 

4.2. De bepaling van de secundaire brandkrommen voor een cirkel 
Om te zien tot wat voor soort berekeningen bovenstaande constructie van de 
secundaire brandkrommen voert, is het het beste eens een concreet voorbeeld 
aan te pakken. Laten we hiertoe het geval van breking of weerkaatsing aan een 
cirkel nemen. 
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Stel dat we een cirkel C met straal R rond de oorsprong hebben. We para

metriseren C met behulp van pool-coordinaten 

x = Rcos(a), y = Rsin(a). 

Voorts nemen we aan dat de lichtbron P coordinaten (p, 0) heeft. Het volgt nu 

onmiddelijk dat de secundaire brandkromme op de omhullende van die familie 

van cirkels moet liggen die geparametriseeerd wordt door 

{x I (x - Rcos(a))2 + (y - Rsin(a))2 = 

(,\' />.)2((Rcos(a) - p)2 + (Rsin(a))2)}, 

(3) 

met >. en N als in de wet van Snellius. Differentieren van de vergelijking voor 

Ca naar a levert 

2 (x - Rcos(a)) Rsin(a) - 2 (y - Rsin(a)) Reos( a) = 

N2 (-2 (Rcos(a) - p) Rsin(a) + 2 R2 sin( a) cos( a)) 
).2 

(4) 

We kunnen nu Maple t = tan(a/2) in laten vullen. Voor de teller van de zo 

verkregen uitdrukking vinden we dan de vergelijkingen 

>.2x2t2 + 2 t2 >.2xR + >.2 R2t2 _ >.'2 R2t2 _ 2 t2 >.'2 Rp + >.2y2t2 (S) 

->.,2p2t2 - 4 >.2yRt + >.2x2 + >.2 R2 - 2 >.2xR+ 

2 >.'2 Rp + >.2y2 _ >.'2 R2 _ >.'2p2 = 0 

en 

(6) 

Eliminatie van t uit beide vergelijkingen met behulp van de resultante, tenslot

te, voert tot de tamelijk onhandelbare vergelijking 

_ 8 >.8y4R2 _ Bµsp4 R2 + 4 µsp2 R4 + 4 >.sy2 R4 + 4 >.sx2 R4 + 12 _ABy4x2+ 

4 >.'Bp6 + 12 >.8y2x4 - 8 >.6y2 R4 >.'2 - 8 >.6x2 R2 >.'2p2 - 8 >.6x2 R4 >.'2 + 

4 >.Bx6 + 4 >.By6 _ 16 >.sy2 R2x2 _ 8 >.6y2 R2 >.'2p2 _ 8 >.Bx4 R2-

B >.6y4 >.'2p2 _ B>.'6p2 R2 >.2y2 _ 8 >.'6p2 R2 >.2x2 _ 8 >.'6p2 R4>.2-

l6 >.6y2x2 >.'2p2 _ 16 _A6y2x2 >.'2 R2 _ 8 >.6y4 >.'2 R2 _ 8 >.6x4 >.'2p2-

8 >.6x4 >.'2 R2 _ 8 >.'6 p4 >.2y2 _ 8 >.'6 p4 >.2x2 _ 8 >.'6 p4 >.2 R2 + 4 >.4y2 >.'4p4-



16 ).4y2 ).'4p2 R2 + 4 >.4y2 ).'4 R4 + 16 ).4x).'4p3y2 _ 8 ).2x>.'6p5+ 

16 ).4x3 ).'4p3 + 16 >.4x>.'4p3 R2 + 48 >.2x>.'6 p3 R2 - 80 >.4x2 ).'4 R2p2+ 

4 >.4x2 >.'4 R4 - 16). 6x3 ).'2py2 - 8). 6x5 ).'2 p + 48). 6x3 >.'2pR2+ 

16 ).4x3 ).'4pR2 + 48 >.6x>.'2pR2y2 - 8 >.6x>.'2pR4 + 16 >.4x>.'4pR4+ 

4 ). 4x2 ).'4p4 + 8 >.'4p2 >.4x2y2 + 4 ).'4p2 >.4x4 + 4 ).'4p2 ).4 R4+ 

4 ).'4p2 ).4y4 + 16 >.4x>.'4pR2y2 _ 8 >.2x>.'6pR4 _ 8 ).6x>.'2py4 = O. 
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Op het eerste gezicht een hopeloze uitdrukking, maar gelukkig biedt Maple 

ook de mogelijkheid tot het factoriseren van een polynomiale expressie. Zoals 

we stiekem gehoopt (en eigenlijk al een beetje verwacht) hadden, blijkt de 

uitdrukking factoriseerbaar te zijn. We vinden 

( ).'4p2 _ 2 ).2x).'2 p + ). 4x2 +). 4y2) 

( >.4x4 + 2 ).4y2x2 - 2 x2 ).4 R2 - 2 x2 >.'2p2 ).2 - 2 x2 ).2 ).'2 R2 + 8 ).'2p).2 R2x 

+>.4R4 _ 2 >.4y2 R2 + ).4y4 _ 2 ).2 R4 ).'2 _ 2 ).2y2 >.'2 R2 _ 2 >.'2p2 ).2y2-

2 ).2 R2 >.'2p2 + >.'4p4 + >.'4 R4 _ 2 >.'4 R2p2) = o. 

De eerste van de twee resulterende vergelijkingen heeft slechts een punt als reele 

oplossing en de omhullende wordt blijkbaar gegeven door de tweede vergelij

king. Met enige manipulatie met Maple kunnen we deze formule aanzienlijk 

vereenvoudigen. Schrijven we 

A= >.2(x2 + y2) _ (>.'2p2 + (>.2 + >.'2)R2), 

B = 2>.2px _ (>.2 R2 + (>.2 + >.'2)p2), 

dan vinden we als vergelijking voor de secundaire brandkromme 

A2 +4>.'2R 2B = 0. 

De kromme is van graad vier en zal behalve voor p = 0 (het geval dat het licht 

uit de oorsprong straalt) niet ontaard zijn. In het algemeen zal de kromme zich 

ook niet rationaal laten parametriseren, dat wil zeggen, er bestaat doorgaans 

geen parametrisering van de vorm 

t I-+ (/1(t), h(t)), 

met Ji en h rationale polynomen in t. We kunnen al vermoeden dat dit 

het geval zal zijn door uit de vergelijkingen (5) en (6) niet t maar x of y te 

elimineren. Voor y krijgen we dan de eenvoudigste vergelijking: 
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4 (>.' - >.) (>.' + >.) (R>. - p>.') (R>. + p>.') t 2 = 0. 

De y-variabele uitgedrukt als functie van t zal dus over het algemeen weer 
wortels bevatten. Voor x geldt hetzelfde. Dit zal alleen clan niet het geval zijn 
wanneer de discriminant D van de kwadratische vergelijking in y een kwadraat 
in R[t] is. We kunnen voor de bepaling van de voorwaarden waaronder we 
zo'n kwadraat hebben weer gerust op Maple vertrouwen en na enige bewerking 
vinden we 

Deze uitdrukking is een kwadratisch polynoom in t 2 en zal clan en slechts clan 
een kwadraat in R[t] vormen wanneer de bijbehorende discriminant Dt gelijk 
nul is. Uitwerken en factoriseren levert 

Dt = -16 (>.' - >.) (>.' + >.) (R>. - >.'p) (R>. + >.'p). 

Er zijn dus minstens vier speciale situaties waarvoor we wel een rationale pa
rametrisering van de secundaire brandkromme hebben. Wanneer >. = >.' treedt 
er natuurlijk helemaal geen breking of weerkaatsing op. Het geval >. = ->.' cor
respondeert met weerkaatsing. De duiding van de andere twee gevallen vraagt 
meer denkwerk. Het blijkt dat we te maken hebben met de zogenaamde apla
natische punten bij een cirkel. Dit zijn de unieke twee punten in het platte 
vlak met de eigenschap dat alle lichtstralen uit deze punten weer in een punt 
verenigen na breking aan een cirkel. Deze punten werden voor het eerst gesig
naleerd door Christiaan Huygens in 1654. Het is een interessante oefening om 
na te gaan dat de tak van de secundaire brandkromme waar de gebroken licht
stralen normalen aan zijn in deze gevallen reduceert tot een ge1soleerd punt. 
De brandkromme zelf bestaat clan natuurlijk ook alleen uit <lit ene punt. (Voor 
een bewijs van het bestaan van aplanatische punten aan een cirkel, zie [4], p. 
36.). 

Laten we het geval van weerkaatsing nader bekijken. We zouden bijvoorbeeld 
de rationale parametrisering van de secundaire brandkromme kunnen gebruiken 
om voor <lit geval de brandkrommen zelf te berekenen. 

4.3. De brandkrommen bij weerkaatsing aan een cirkel 
Voor het geval van weerkaatsing kunnen we eenvoudig een rationale parametri
sering voor de secundaire brandkromme bepalen. Achtereenvolgende eliminatie 
van y en x uit (3) en ( 4) levert 

(-2+2t2)R (t4 -6t2 +1)p 
x = - - -'-~~~......,,.-'--

t 2+1 (t2+1)2 ' 

Rekenen we terug naar de oorspronkelijke sin(o:) en cos(o:), clan zien we dat 
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( x ) = 2R ( c?s(a) ) _ ( c?s(2a) ) . 
y sm(a) p sm(2a) 

Het is niet al te moeilijk in te zien dat de secundaire brandkromme voor het 
geval van weerkaatsing gevonden kan worden door een cirkel met straal R om 
een tweede cirkel met dezelfde straal te rollen. De secundaire brandkromme zal 
dan de baan zijn die wordt beschreven door een punt op afstand -p van het 
middelpunt van de eerste cirkel (zie voor deze krommen ook de bijdrage van 
Drs. P. Drijvers elders in deze bundel). Dat we op deze meetkundige constructie 
voor de secundaire brandkromme stuiten is overigens geen toeval. Sterker nog, 
een dergelijke constructie was in 1694 voor Jacob Bernoulli het uitgangspunt 
voor diens onderzoekingen naar de eigenschappen van brandkrommen. Het zou 
evenwel te ver voeren hier nader op in te gaan (zie hiervoor [2], waar ook de 
verwijzing naar de originele artikelen van Jacob Bernoulli). 

De bepaling van de normalen aan deze kromme is vervolgens een koud 
kunstje. Voeren we het hele procede voor de bepaling van de omhullende aan 
de familie van normalen uit met t = tan(a/2) dan vinden we als parameter 
voorstelling voor de omhullende 

( 
( ( t2 + 1) 3 R + ( t - 1 )( t + 1) ( t4 + 10 t2 + 1} p) Rp 

t 1-+ - ( t2 + 1) 2 ( ( t2 + 1) R2 + 3 ( t - 1) ( t + 1) Rp + ( 2 t2 + 2) p2) ' 

16p2Rt3 ) 

(t2 + 1)2 (3 (t - 1) (t + 1) Rp + (t2 + 1) R2 + (2 t2 + 2) p2) . 

Rekenen we weer terug naar a dan krijgen we voor de coordinaten ( x, y) van 
de brandkrommen 

-pR(R - pcos(a)(3 - 2 cos2(a)) 
x= ' -3pR cos( a) + R2 + 2p2 

2p2 Rsin3(a) 
y = ------'--'---

-3pRcos(a) + R2 + 2p2 

We kunnen ook de impliciete vergelijking uitrekenen die bij deze parametri
sering hoort, maar erg mooi valt deze niet te maken. We zien wel dat de 
brandkrommen in het algemeen van graad zes zullen zijn. Echter, voor bijzon
dere gevallen is een lagere graad mogelijk. Een dergelijke reductie van de graad 
treedt bijvoorbeeld op voor het geval p = -R. We vinden hier 

2 1 
x = ( 3 cos( a)) - '3 cos(2a))R, y =(~sin( a) - ~ sin(2a))R. 

Maar de kromme bij deze vergelijking is gelijkvormig met de secundaire brand
kromme voor p =-Ren voor p = R! Net als de secundaire brandkromme zou 
de brandkromme zelf dus van graad vier moeten zijn. Bepalen we de implicite 
vergelijking, dan vinden we voor deze 
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FIGUUR 3. (Primaire) en secundaire brandkromme voor breking met p = -R 

Voor dit geval wordt de brandkromme dus inderdaad een kromme van graad 

vier. Met dit voorbeeld wilde ik mijn verhaal beeindigen. 

5. BESLUIT 

In het voorgaande hebben we gezien hoe computer algebra gebruikt kan worden 

om ons omvangrijk rekenwerk uit handen te nemen. Door handig gebruik te 

maken van de mogelijkheden die Maple ons biedt zijn we bovendien in staat 

veel sneller inzicht te krijgen in de aard van gegeven vergelijkingen en de bijbe

horende krommen. Dit geeft ons de mogelijkheid eenvoudiger door te dringen 

tot de kern van allerlei ingewikkelde wiskundige mogelijkheden. 

Naast de vergroting van de puur rekentechnische capaciteit binnen het wiskun

dig onderzoek, opent het gebruik van computer algebra ook binnen het wis

kunde onderwijs nieuwe horizonnen. Het lijkt mij niet overdreven te stellen 

dat het gebruik van computer algebra een geheel nieuwe klasse van problemen 

binnen het bereik van het wiskunde onderwijs op de middelbare scholen brengt. 

Waar anders het rekenwerk een onoverbrugbare barriere gevormd zou hebben 

voor introductie in de klas, kan nu alle aandacht uitgaan naar de theorie achter 

het rekenwerk. 
De theorie van brandkrommen is natuurlijk conceptueel te ingewikkeld om in 

alle volledigheid ook aan leerlingen op een middelbare school te presenteren. Ik 

hoop echter dat ik met mijn verhaal duidelijk heh gemaakt op wat voor manier 

computer algebra gebruikt zou kunnen worden om de klassieke technieken waar 

de theorie op berust op een aansprekende manier weer in het onderwijs te 

introduceren. 
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Het oplossen van polynoomvergelijkingen 

F.J.L. Martens 

1. lNLEIDING 

Beschouw het stelsel polynoomvergelijkingen 

{ 

x2 + y2 + z2 = 1 
x2 

x 
y + z2 = 0 

z = 0 

in de onbekenden x, yen z. 
Dit stelsel heeft vier oplossingen waarvan er twee reeel zijn. Het oplossen 

lukt omdat een van de vergelijkingen eenvoudig is. 
Het vervangen van de derde vergelijking door x3 + y3 + z3 = 0 maakt het 

stelsel veel moeilijker. Met potlood en papier is dit praktisch onoplosbaar. Met 
een computeralgebrasysteem is zo'n stelsel wel op te lossen. We gaan op de 
achtergrond hiervan in. 

Het oplossen van stelsels polynoomvergelijkingen is een belangrijk onderwerp 
in de algebra. In grote lijnen zijn er twee manieren ontwikkeld om stelsels 
polynoomvergelijkingen aan te pakken: 

* De resultantenmethode, 

* De methode gebaseerd op Grobnerbases. 

Er is hier sprake van aanpakken omdat in feite zo'n stelsel polynoomvergelijkingen 
wordt vervangen door een equivalent stelsel waaruit de oplossingen dan hopelijk 
gemakkelijker zijn af te lezen. 

De tweede methode is het meest geschikt voor automatisering, vooral omdat 
bij gebruik hiervan blijkt of het stelsel oplosbaar of strijdig is. De meeste 
computeralgebrasystemen gebruiken deze methode. 
Wat de geschiedenis betreft zij opgemerkt dat de theorie erachter ontwikkeld 
is in de zestiger jaren door H. Hironaka en B. Buchberger. 

2. STELSELS POLYNOOMVERGELIJKINGEN 

We schetsen het algemene probleem: 
Beschouw de polynomen p1,p2, ... ,Pk in de ring R[x, y, z] met R het lichaam 
van de rationale getallen Q of van de reele getallen JR. 
Het stelsel polynoomvergelijkingen is 

{ 

Pi(x,y,z) = 0 
P2(x, y, z) = 0 

Pk(x, y, z) = 0 
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De oplossingen zijn elementen (a, b, c) E C3 die voldoen aan 

P1 (a, b, c) = P2(a, b, c) = ... = Pk(a, b, c) = 0. 

Alle oplossingen van bet stelsel moeten bepaald worden. 
OPMERKING: De beperking tot drie variabelen is geen wezenlijke beperking. 

Alvorens de aanpak in bet algemeen te scbetsen bekijken we eerst stelsels li
neaire vergelijkingen. De linkerkolom bevat stelsels die moeten worden opge
lost met de metbode van Gauss-Jordan. Dat wil zeggen dat zoveel mogelijk 
kolommen moeten worden scboongeveegd. De ernaast staande stelsels in de 
recbterkolom zijn de eindresultaten van bet vegen. 

{: 

{: 

{: 

+ y + z 
+ 2y + 2z 
+ 2y + 3z 

+ y + z 
+ 2y + 2z 
+ 3y + 3z 

+ y + z 
+ 2y + 2z 
+ 3y + 3z 

3 = 0 
5 = 0 
6 = 0 

3 = 0 
5 = 0 
8 = 0 

3 = 0 
5 = 0 
9 = 0 

z -

+z 

1 = 0 
1 = 0 
1 = 0 

1 = 0 
2 = 0 

{
x -1=0 

y +z - 2 = 0 
1 = 0 

Men kan er ook als volgt tegenaan kijken. Hier staan vergelijkingen met lineaire 
polynomen. De polynomen zijn zo opgescbreven dat de termen met x voor 
de termen met y, die met y voor die met z, die met z voor de constante 
termen staan. De eerste term van een polynoom noemen we een kopterm. Een 
stelsel aan de linkerkant wordt opgelost door zo'n stelsel te vervangen door 
een stelsel met zoveel mogelijk verscbillende koptermen. Bij stelsels lineaire 
vergelijkingen levert dit altijd resultaat op. We merken op dat voor stelsels 
lineaire vergelijkingen geldt: 

* Het equivalente stelsel beeft een constante kopterm. <=> Het stelsel is strij
dig. 

* Het equivalente stelsel beeft alleen 3 niet-constante koptermen met x, yen z. 
<=> Het stelsel beeft precies een oplossing. 

* Het equivalente stelsel beeft alleen 2 of minder niet-constante koptermen. 
<=> Het stelsel beeft oneindig veel oplossingen. 

Het kunnen aflezen van bet aantal oplossingen komt nog eens terug. 

3. DE AANPAK VAN STELSELS POLYNOOMVERGELIJKINGEN 

De tecbniek van bet oplossen wordt van de grond af aan opgebouwd. Het eerste 
punt is bet eenduidig weergeven van de polynomen. Hiertoe worden ordeningen 
op de monomen, d.w.z. termen van de vorm m = xn1 yn2 zn3 gebruikt, die 
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ook dienst doen bij bet vereenvoudigen van stelsels vergelijkingen. Dit soort 
ordeningen beet reductie-ordeningen. 

Een reductie-ordening < is een ordening op de monomen met de eigenscbap
pen 

* Vm [1 ~ m). 

* Ym,mi,m2 [m1 ~ m2 => m1m ~ m2m). 

Opmerking: 1 = x0y0 z0 . 

Een reductie-ordening is een verfijning van "bet deler zijn van": 

m1lm2 => m1 ~ m2. 

Een voorbeeld van een reductie-ordening is de lexicografiscbe ordening: 

xk 1 yk 2 zk3 -< x 11 y12 z13 :<=> (l1 - k1,l2 - k2,l3 - k3)-:/:- (0,0,0) en 

de eerste niet - nulcomponent is positief. 

Er geldt o.a. : 

en 

z-<y-<x. 

Het is duidelijk dat dit niet een kwestie is van bet woordenboek van acbteren 
naar voren lezen of andersom. Het lexicografiscbe slaat op de exponenten. Er 
zijn ook andere reductie-ordeningen mogelijk: 

(met z -< y -< x -< r) 

of 

Hier gebruiken we de lexicografiscbe ordening. De polynomen worden zo op
gescbreven dat de termen met bebulp van de monomen van boog naar laag 
geordend zijn. De constante term staat altijd acbteraan. De eerste term van 
bet polynoom beet de kopterm. 

. { p = x3 + x2y 2 + 3 = 0 
Bescbouw bet stelsel A = ~- ~ _x2 y /3 + x = 0 

De koptermen van pen q zijn respectievelijk x3 en x 2y/3. Er zijn twee soorten 
manipulaties met stelsels vergelijkingen: 
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a. Reductie van vergelijkingen: 
Omdat x 2 ylx2 y2 , is r = p-3yq = x 3 -3xy-3y+3 een polynoom, wat in ze

kere zin eenvoudiger is dan p omdat de term x2y2 vervangen is door termen 

met kleinere monomen. Het polynoom p is gereduceerd tot het polynoom 

r. We geven <lit aan met p -t r. Meestal kan r nog verder gereduceerd 

worden desnoods met andere polynomen van het stelsel. We merken op dat 

het reduceren van een polynoom een eindig proces is. 

Het stelsel A is equivalent met het stelsel 

{ 
r = 0 

:.~o. 

Deze vorm van manipulatie is voldoende om stelsels lineaire vergelijkingen 

op te lossen. 

b. Uitbreiding van aantal vergelijkingen: 
De koptermen van p en q hebben kleinste gemene veelvoud x 3 y. Het s

polynoom s(p, q) = yp - 3xq = x2y3 - 3x2 - 3x + 3y is de eenvoudigste 

combinatie waarbij de koptermen van pen q tegen elkaar wegvallen. Meestal 

kan <lit s-polynoom nog verder worden gereduceerd. Hier zien we dat s(p, q) 
met behulp van q kan worden gereduceerd tot 

-3x2 - 3xy2 - 3x - 3y2 + 3y. We breiden het stelsel A alleen uit als het 

polynoom s, dat men verkrijgt door zoveel mogelijk het s-polynoom s(p, q) 

te reduceren, ongelijk het nulpolynoom is. We merken op dat het polynoom 

s niet eenduidig bepaald is. 

Het stelsel A is equivalent met het stelsel 

{ 

r =0 
q=O 

s=O 

Dit zijn de enige twee vormen van manipulaties die zijn toegestaan. Het idee is 

dat men beide bewerkingen zo vaak op een stelsel toepast tot er niets meer ver

andert. In feite moet men zoveel mogelijk koptermen maken en zoveel mogelijk 

termen door kleinere vervangen. Het verbazingwekkende is dat het uiteindelijke 

stelsel alleen van de gekozen ordening afhangt en niet van de tussenstappen. 

Een belangrijke opmerking is dat men niet mag afwijken van het werken met de 

koptermen. Dit garandeert namelijk dat men niet in een oneindige lus terecht 

komt! 
We bekijken een voorbeeld met twee variabelen x en y. Het voorbeeld is 

uitgezocht op berekenbaarheid! Beschouw het stelsel 

{ P1 = x 2 y -1 = 0 
P2 = xy2 - 1 = 0 . 
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Reduceren levert niets op, dus passen we het uitbreiden toe. Het s-polynoom 
s(p1,P2) = YP1 - xp2 = x - y kan verder niet gereduceerd warden, dus het 
stelsel wordt uitgebreid met de vergelijking p3 = x - y = 0. Het polynoom 
s(p1,p3) = p1 -xyp3 = xy2-1 reduceert naar 0 en s(p2,p3) = p2-y2p3 = y3-1 
is irreducibel. Het stelsel gaat over in 

{ 

P1 = x 2 y - 1 = 0 
P2 = xy2 - 1=0 
p3=x-y=O 
p4 = y3 -1 . 

Het stelsel uitbreiden gaat niet meer. Reduceren levert uiteindelijk 

{ p3=x-y=O 
p4 = y3 -1. 

Dit stelsel verandert niet meer. Eenvoudig is in te zien dat er drie oplossingen 
zijn. We merken op dat het eindresultaat afuangt van de gekozen ordening! 

4. EIGENSCHAPPEN EN WISKUNDIGE ACHTERGROND 

Het stelsel 

A= { P1. ~ 0 

Pk= 0 

wordt door bovenstaande methode in een eindig aantal stappen getransfor
meerd in een niet meer te veranderen stelsel 

B = { Q1. ~ 0 

Qj = 0. 

De vorm van B zegt iets over het aantal oplossingen. Er geldt: 

* Het stelsel B bevat een constante kopterm. <=> Het stelsel A heeft geen 
oplossingen. 

* Het stelsel B bevat koptermen met monomen xk, y1 en zn. <=> Het stelsel A 
heeft eindig veel oplossingen. 

De wiskundige achtergrond is als volgt: 

De polynomen p1 , ... , Pk brengen een ideaal 

voort. De polynomen Q1, ... , Qj van het stelsel B voldoen aan twee eigenschap
pen 

* I = Id( Q1, ... , Qj) 

* Voor alle f in I is er een Qi zodanig dat kopterm van f deelbaar is door de 
kopterm van Qi 
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De polynomen q1 , ... , q3 vormen een Grobnerbasis van het ideaal J. 
We lichten dit nog eens toe met behulp van het voorafgaande voorbeeld. 

Beschouw het ideaal I= Id[x2 y- l,xy2 -1] E R[x,y]. 
Punten in het gearceerde gebied in Figuur 1 corresponderen met koptermen 

van elementen uit het ideaal J. Bijvoorbeeld, x2 y correspondeert met het 
omcirkelde punt (2, 1). Bij het omzetten van stelsel polynoomvergelijkingen A 
in stelsel B gaat men op zoek naar polynomen in het ideaal I met een zo klein 
mogelijke kopterm. 

Uiteindelijk vindt men de polynomen x - y en y3 - 1. 

y 
5 • • • • • 

4 • • • • • 

3 • • • • • 

2 ® • • • • 

1 • ® • • • 

1 2 3 4 sx 

FIGUUR 1 

5. VOORBEELDEN 

Hieronder staan twee vraagstukken waarvan de oplossing bepaald wordt met 
de Grobnerbasistechniek. 

a. Bepaal alle x 2: 3 die voldoen aan .jX + Vx-=-3 = 1. 

De oplossing is dat er geen enkele x is, maar in oudere Mathematicaversies 
levert de opdracht om dat probleem op te lossen 

Solve(Sqrt[x] + Sqrt[x - 3] == 1,x] 

het antwoord 

{{x -> 4}} 

De aanpak van de meeste computeralgebrasystemen is de volgende: 

Stel y = .jX en z = Vx-=-3. 
Dit geeft het stelsel polynoomvergelijkingen 
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{ 
y+z 

A= x-y2 

x - z2 

-1 =0 
=0 

-3=0. 

Met behulp van Grobnerbases gaat dit over in het stelsel 

{ 
x-4=0 

B= y-2=0 
z+l=O. 

Mathematica produceert een fout antwoord omdat de tekens van y en z 
niet gecontroleerd worden. 

VRAAG: Wat is het resultaat (in oudere Mathematicaversies) van de op
dracht Solve [Sqrt [x] + Sqrt [3 - x] == 1, x] ? 

b. Twee ladders, AB en CD, met lengte 4 respectievelijk 3 meter zijn tussen 
twee muren geplaatst zoals aangegeven in Figuur 2. De lengte van ST be
draagt 1 meter. Bepaal de afstand tussen de muren, d.w.z. de lengte van 
AC. 

FIGUUR 2 

OPLOSSING: Bet is in ieder geval duidelijk dat er precies een oplossing is. 
Stel x is de lengte van AC. Met behulp van eigenschappen van gelijkvormige 
driehoeken vinden we 

AT/x = 1/BC en TC/x = 1/AD 

ofwel met 

BC= V16-x2 en AD= Jg- x2 

1 1 
1= + . 

v'16 - x2 Jg - x2 
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De numerieke Mathematica-opdracht 

TableForm[NSolve[1/Sqrt[9 - x-2] + 1/Sqrt[16-x-2]==1.x] 

geeft als resultaat acht oplossingen en wel 

x -> -3.92241 - 0.0721765 I 
x -> -3.92241 + 0. 0721765 I 
x -> -2.90907 
x -> -2.60329 
x -> 2.60329 
x -> 2.90907 
x -> 3.92241 - 0.0721765 I 
x -> 3.92241 + 0.0721765 I 

Het antwoord is als volgt tot stand gekomen. 
Met het stellen van y = y'9 - x 2 en z = v~i-6---x-2 moeten van het stelsel 

{ 
yz -y- z = 0 

A = x 2 + y 2 - 9 = 0 
x 2 + z2 -16 = 0 

de oplossingen bepaald warden. De Grobnerbasistechniek zet dit stelsel om 

in het stelsel 

z4 - 2z3 - 7 z2 + 14z - 7 = 0 
y - z3 + z2 + 8z - 7 = 0 
x 2 + z2 - 16 = 0 . 

Aan de eerste vergelijking van het stelsel Bis te zien dater vier z-waarden 

gevonden warden. Bij iedere z-waarde horen twee x-waarden. 

De waarden x = ±2.60329 zijn de juiste. 
De oplossingen x = ±2.90907 horen bij 1 = ..; -l 2 +..; 1 

2 en de complexe 
16-:i: 9-:i: 

oplossingen horen bij 1 = ..; 1!~., 2 - ..;9 ~,,2 • 
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Rekenen met ellebogen 

Computeralgebra in dienst van de meetkunde 

1. DE ELLEBOGEN 

1. 0. Aanleiding 

F. van der Blij 

Op een bestuursvergadering van de stichting Ars et Mathesis bracht prof. J. 
Verhoeff een samenstel van zes ellebogen (ronde verbindingsstukken electrici
teitsbuis) mee. Kleine rechte tussenstukjes en een elastiek erdoorheen maakten 
er een ruimtelijke zeshoek ABCGHE van. 

E 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

A 

F 

/ 
/ 

/ 

B 

H 

I 
I 
I 
I 

.)., 
D ' 

FIGUUR 1 

' ' ' ' ' ' ' 

G 

c 

Een stevig object. Maar als goochelaar maakte hij door uitrekken de zeshoek 
ergens los en zette hem als ABCDHE weer in elkaar. En nu kan de zeshoek een 
beetje wiebelen! 

Natuurlijk ging ik ook zo'n ding maken en eraan rekenen. En inderdaad, met 
een beetje rekenwerk waren de grenzen van het wiebelen te bepalen. Maar dan 
wil je meer, hoe gaat het met zeven of met acht ellebogen? 
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Het leek duidelijk dat vier ellebogen alleen een vierkant kunnen vormen en 
vijf ellebogen niet passen. 

Zeven ellebogen gaf zeven (kwadratische) vergelijkingen met acht onbekenden 
en het ding in de hand vertoont sierlijke bewegingen. 

Acht gaf nog meer vrijheid, maar onoverzichtelijke vormen. 
Toch is het allemaal niet triviaal, want rekenen aan zes ellebogen gaf zeven 

vergelijkingen met zeven onbekenden. Het zou dus niet mogen wiebelen, wie
belen wijst op ten minste een vrijheidsgraad. De vergelijkingen hadden een 
afhankelijkheid, die je niet direct zag. 

Ik moest enige tijd later een voordracht in Nijmegen houden in het kader van 
recreatieve wiskunde. De ellebogen waren even een voorbeeldje en ik daagde 
de toehoorders uit de zeven-elleboog door te rekenen. 

Kort daarna kreeg ik van prof. A.H.M. Levelt het bericht dat hij dit pro
bleem met computeralgebra had aangepakt. De vergelijkingen was hij met de 
apparatuur van Grobner bases, van Macaulay procedures etc. te lijf gegaan. 

Eliminatie gaf een vergelijking tussen twee parameters met graad 36 en met 
289 termen, dus enkele bladzijden computer uitdraai! 

Het hele verslag van de zoektocht heeft Levelt beschreven in [1]. Een iets 
handiger aanpak gaf tenslotte een grafiek waaruit de bewegingen van de zeven
hoek te volgen zijn, met de zevenhoek in de hand. (zie figuur 2) 

x 

-1 

0.2 

0.4 

FIGUUR 2 

Op het laatste Nederlandse wiskundecongres in Leiden vermeldde Levelt even
eens het elleboogprobleem. Prof. P.W. Kasteleyn was aanwezig en vertelde dat 
al lang geleden chemici hadden opgemerkt dat er twee vormen van cyclohexaan 
bestaan, een koolstofverbinding in de vorm van een ruimtelijke zeshoek. Een 
starre en een bewegelijke. Alleen zijn bij deze zeshoek de hoeken niet 90 graden 
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maar 109,47 .. graden (arccos -1/3). Dit is de hoek, die de loodlijnen op de 
zijden van een regelmatig viervlak met elkaar maken. 

Dit geval was, zo vertelde Kasteleyn, door L.J. OOSTERHOFF [2] in zijn 
dissertatie in 1949 doorgerekend. De berekening van Oosterhoff is elegant en 
kan gemakkelijk zonder computeralgebra met de hand gedaan worden. 

Dus weer wiebelen en een starre vorm. Nieuw rekenwerk, met welke hoeken 
gaat het? 

Had Verhoeff het destijds al niet over 120 graden? Dan heh je natuurlijke 
als een vorm de gewone vlakke regelmatige zeshoek. 

Daarna kreeg ik een moderne P.C. met natuurlijk ook een programma als 
DERIVE er op. 

Het oefenen ermee leerde me dat zo'n programma heel veel materiaal voor 
toepasbare wiskunde bevat. Fourier- en Laplace-transformaties, Bessel-functies 
enzovoort. Verder natuurlijk differentieren en primitiveren in een snelheid, die 
ik nooit zal benaderen. 

Maar voor mijn problemen was ik al tevreden dat al deze programma's haak
jes kunnen uitwerken, optellingen, aftrekkingen en vermenigvuldigingen (van 
polynomen) voor mij uitvoeren. 

Ik kan dat zelf nauwelijks zonder me een keer te verschrijven of te vergissen 
als het om veeltermen met vele tientallen termen gaat. 

En uit de computer experimenten met de zevenhoek was wel duidelijk dat 
het dus erg riskant was op eigen foutloos rekenwerk te vertrouwen. 

1.1. De meest elementaire methode 
We werken met een rechthoekig coordinatenstelsel. 

D 

c 

FIGUUR 3 



A= (0,0,0) 
B = (1, 0, 0) 
C = (1, c, s) 
D = (p,q,T) 
E = (c, 1, s) 
F = (0, 1,0) 

waarbij 

c = cos a, s = sin a 

c = cos /3, s = sin /3 
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Denken we ons het coordinatensysteem vast, clan kunnen we C in de wie

belstand een beetje bewegen en we zien dat E meebeweegt. Bij gegeven a 

hoort dus wellicht een /3. Welke relatie bestaat er tussen a en /3 en welke 

waarden kunnen we a geven? 
Het rekenwerk is nu triviaal, we gebruiken 

AB =BC =CD= DE= EF=FA = 1, 

AC= BD =GE= DF =EA= FB = \12. 

Omdat DF = DB is p = q, dat is al een stap naar de oplossing. We vinden 

verder de vergelijkingen: 

(p - 1)2 + (q - c)2 + (T - s)2 = 1 

(p - c)2 + (q - 1)2 + (T - s)2 = 1 

(p - 1 )2 + q2 + T2 = 2 

p2 + (q - 1)2 + T2 = 2 

(c - 1)2 + (c - 1)2 + (s - s)2 = 2 

c2 + s2 = 1, c2 + s2 = 1. 

Eenvoudig manipuleren levert het stelsel 

c+ c+ ss = 1 

pc+ ST= 1 

pc+ ST= 1 

2p2 + T 2 = 2p + 1. 

De bovenste vergelijking geeft al meteen de gezochte relatie tussen a en /3. 
Als 

c8 - CS =j:. 0 
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kunnen we uit de tweede en derde vergelijking p en r berekenen. 
Voldoen ze aan de vierde vergelijking? 
Hier komt al de keuze tussen handwerk of computer. Natuurlijk moeten 

c2 + s2 = 1 en c2 + 82 = 1 gebruikt worden. 
En inderdaad het klopt! 
Orn het resultaat beter te overzien maken we een grafiek. We voeren in 

cos a = x en cos /3 = y. 
De algebra'ische vergelijking wordt dan 

x + y ± ./(1 - x2)(1 - y2) = 1 

oftewel 

x2y2 - 2(x2 + xy + y2) + 2(x + y) = 0. 

We tekenen in Figuur 4 alleen het deel met Jxl :$ 1, JyJ :$ 1. 

y 

x 

FIGUUR 4 

Aardig is ook de grafiek van de relatie tussen a en f3 te tekenen, deze geeft 
een beter beeld van de mogelijke bewegingen. Het geval cs - cs = 0 geeft 
sin( a - /3) = O; dus a = /3 of a - /3 = ±71'. Dit invullen in de eerste vergelijking 
geeft alleen de mogelijkheden 

1 
a=±-71' 

2 ' 

en p = 1 of p = 0. 

1 
/3 = ±-71' 

2 

Het eerste is het starre geval, de tweede mogelijkheid is bevat in de gesloten 
baan. 

1.2. Een iets andere berekening 
Een bezwaar van het rekenmodel van de vorige paragraaf is dat we niet zonder 
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FIGUUR 5 

meer direct kunnen generaliseren naar een ellebogenveelhoek met hoeken, die 
een andere waarde als 90 graden hebben. Lineaire algebra werkt beter. 

Noemen we de vectoren, die de zijden van de zeshoek vormen 

Dan geldt, wanneer we de lengten van de zijden op 1 stellen 

(xi, Xi) = lj i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

(xi, Xi+i) = O; i = 1, 2, 3, 4, 5, 

(x5, x1) = 0, 

Nu hebben we weliswaar 18 onbekenden met 15 vergelijkingen, maar we leggen 
de plaats van onze zeshoek in de ruimte nog niet vast; daardoor lijken we meer 
vrijheid te hebben dan echt aanwezig is. Het is nu eenvoudig zeshoeken met 
een andere hoek te bestuderen. We gebruiken nu het stelsel 

(xi, Xi) = 1 i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 

(xi,Xi+i)=c i=l,2,3,4,5 
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Maar het is de vraag wat nu beter is, computeralgebra of eerst nog wat denken 
en met de hand rekenen alvorens de machine in te schakelen. het verslag van 
Levelt zou ons moeten waarschuwen te snel de computer in te schakelen. 

Oosterhof£ gebruikte deze aanpak voor het geval van de koolstofbindingen. 
Hij bracht op een vernuftige manier wat symmetrie aan en reduceerde het 
rekenwerk tot eenvoudig met de hand uitvoerbare omvang. 

In de volgende paragraaf gebruiken we een variant van deze methode. 

1.3. Een derde rekenwijze 
Eigenlijk zijn de methoden, die we in 1.1 en 1.2 gebruiken niet zo fraai. Het 
aanbrengen van een coi:irdinatenstelsel verstoort de symmetrie, die in het pro
bleem van nature aanwezig is. 

Wanneer we de ruimtelijke zeshoek op zichzelf bezien kunnen we werken met 
de zes ribben, die alle gelijke lengte hebben, met de zes "korte" diagonalen, 
die eveneens alle de zelfde lengte hebben en de drie "lange" diagonalen, die 
verschillende lengten mogen hebben. Bij de rechthoekige zeshoek zijn in het 
starre geval de drie lange diagonalen gelijk, in het wiebelige geval behoeven ze 
niet gelijk te zijn. 

We stellen nu voor de zeshoek ABCDEF: 

AB =BC= CD= DE= EF =FA= k, 

AC= BD =GE= DF =EA= FB = l, 

AD=u, BE=v, CF=w. 

Tussen u, v en w moeten algebrai:sche relaties bestaan. 
In wezen zoeken we naar een ruimtelijke generalisatie van de relatie die tussen 

de vier zijden (a, b, c en d) en de twee diagonalen ( e en f) van een vlakke 
vierhoek bestaat. 

Deze laatste is welbekend, en eenvoudig te herinneren als de formule die het 
volume van een viervlak met ribben a, b, c, d, e, f geeft. Door deze formule 
0 te stellen vinden we de relatie tussen de zijden en de diagonalen van een 
willekeurige vierhoek, de vierhoek is immers een plat geworden viervlak! 

We vinden de formule in de vorm van een determinant en gelukkig heeft ons 
computer programma de optie om determinanten van matrices te berekenen; 
een groot voordeel. 

Maar onze ruimtelijke zeshoek is wel iets gecompliceerder clan de vlakke 
vierhoek. 

Laten we eerst eens een vijfhoek ABCDE bezien. dit zijn vijf punten in de 
driedimensionale ruimte. We kunnen deze figuur opvatten als een "platgesla
gen" simplex in de vierdimensionale ruimte. 

De formule voor het "volume" van een vierdimensionaal simplex is een directe 
generalisatie van het driedimensionale geval. 

Omdat de lengten in dit soort formules altijd in het kwadraat voorkomen, 
en we ook formules voor het kwadraat van de volumina vinden, kiezen we een 
handige notatie om onze matrices in de computer in te voeren. 
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(Voor ingewijden: al deze kwadraten ontstaan in de formules omdat lengten 

met Pythagoras als wortels uit kwadraten gedefineerd warden, men kan ook 

zeggen dat lengten, inhouden etc. door de orientatie van de ruimte zowel 

positief als negatief gerekend moeten warden) 

We beginnen met de oppervlakte van een driehoek; de zijden die de hoek

punten 1, 2 en 3 verbinden geven we de lengten 

Dan wordt het kwadraat van de oppervlakte van de driehoek gegeven door 

1 
16 

0 1 
1 0 
1 ai2 

1 a 13 

1 1 

(Aardig om dit even uit te werken en te zien dat de gewone s-formule voor de 

oppervlakte te doorschijn komt) 
Analoog is het kwadraat van de inhoud van een viervlak met hoekpunten 

1,2,3 en 4: (we geven de lengten van de ribben, die de hoekpunten i en j 

verbindt aan met .Jiiij) 

0 1 1 1 1 

1 1 0 ai2 a13 a14 

288 
1 ai2 0 a23 a24 

1 ai3 a23 0 a34 

1 a14 a24 a34 0 

En voor het volume van een vierdimensionaal simplex met vijf hoekpunten 

1,2,3,4 en 5 wordt het kwadraat van het "volume" 

0 1 1 1 1 1 
1 0 ai2 a13 a14 a15 

1 1 ai2 0 a23 a24 a25 

6816 1 a13 a23 0 a34 a35 

1 ai4 a24 a34 0 a45 

1 ai5 a25 a35 a45 0 

We keren terug naar onze ruimtelijke zeshoek ABCDEF. 

De vijf hoekpunten ABCDE moeten in een driedimensionale ruimte liggen. 

De formule voor het vierdimensionale "volume" op deze vijf punten moeten we 

dus 0 stellen om de relatie tussen de zijden en de diagonalen te vinden. 

We schrijven nu: 

a = k2 , b = l2 , x = u 2 , y = v 2 , z = w2 . 

In ons speciaal geval vinden we de relatie: 
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0 1 1 1 1 1 
1 0 a b x b 
1 a 0 a b y 

=0 1 b a 0 a b 
1 x b a 0 a 
1 b y b a 0 

N oemen we deze determinant 

-F(x, y, a, b) 

en berekenen we met de computer: 

F(x, y, a, b) = x 2 y2 - 2(a + b)xy(x + y)+ 

+(a - b)2(x 2 + y2 ) + 4(a2 + ab + b2 )xy - 2(a - b)3(x + y)+ 

+(a - b)2(a + b)(a - 7b). 

We vinden dus als voorwaarde: 

F(x, y, a, b) = 0. 

Nu kunnen we de symmetrie gebruiken, wanneer we nu in BCDEF en CDEFA 
rekenen vinden we de relaties 

F(y,z,a,b) = 0 

en 

F(z, x, a, b) = 0. 

We hebben nu drie vergelijkingen met drie onbekenden x, yen z. 
We vermoeden dat er toch oneindig veel oplossingen zijn. Er moet dus wel 

een afhankelijkheid zijn, maar liefst willen we in onze verdere berekeningen de 
symmetrie zo goed mogelijk gebruiken. 

Terloops merken we nog op dat er natuurlijk voor de waarden van a, b, y en 
z grenzen zijn gesteld. Zo moet 

en x, y en z moeten liggen tussen 

(b a)2 
---ena+2b. 

a 

De gelijktekens komen voor in de gevallen dat de dimensie verlaagd wordt. 

We gaan nu verschillende gevallen onderscheiden. 
Als de drie diagonalen gelijk zijn moeten ze voldoen aan: 

F(x,x,a,b) = 0 



F 

A 

c 

FIGUUR 6 

oftewel aan 

x4 - 4x3 (a + b) + 6x2 (a2 + b2 ) - 4x(a - b)3+ 

+(a - b)2(a + b)(a - 7b) = 0 
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D 

Ons computerprogramma ontbindt deze veelterm voor ons en geeft de wortels: 

Xt =a+ b 

X2 =a - b 

x3 =(a+ 2b) - V12ab - 3b2 

x4 =(a+ 2b) + V12ab - 3b2 

In het geval van de eerste wortel moet b :::; 3a; voor de tweede wortel moet 
b :::; a. 

De laatste kan niet optreden omdat dan niet aan de boven genoemde voor
waarde voor x is voldaan. 

De eerste is direct te realiseren in een regelmatige driezijdige prismoide, zie 
Figuur 6. · De tweede is te realiseren in een regelmatig prisma, zie Figuur 7. 
Vervolgens beschouwen we het geval dat twee diagonalen x gelijk zijn en de 
derde verschillend van x is. We moeten x en y oplossen uit 

F(x,x,a,b) = 0 

F(x, y, a, b) = 0. 
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E 

FIGUUR 7 

Nu is 

G( b) _ F(:c, :c, a, b) - F(:c, y, a, b) 
:c,y,a, -

:c -y 

een polynoom in y van de eerste graad en we kunnen (natuurlijk met de com
puter) de y expliciet in :c, a en b uit drukken. 

Voor :c had.den we drie mogelijke waarden, deze substitueren we (waar zouden 
we zijn zonder computer?) en vinden: 

:c=a+b --+ y = (a - b)2 

a 

:c=a-b --+ y =a+ 2b 

:c =a+ 2b - J12ab - 3b2 --+ y = ~{(2a + b) + J12ab - 3b2}. 

Het is een fraaie en nuttige meetkundige oefening door constructies te onderzoe
ken welke mogelijkheden in de werkelijke wereld gerealiseerd kunnen worden. 
Want door de sterke algebra1sering zijn allerlei mogelijkheden ingevoerd die 
alleen met complexe getallen gerealiseerd kunnen worden. 

Nu bestuderen we het geval dat alle drie de "lange" diagonalen verschillende 
lengten hebben. We hebben dus de vergelijkingen: 

F(:c,y,a,b) = 0 

F(y,z,a,b) = 0 
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F(z, x, a, b) = 0. 

We voeren nu in 

A(x, y, z) = F(x, y, a, b) + F(y, z, a, b) + F(z, x, a, b). 

Nu is A een symmetrische functie van de drie variabelen x, yen z. Voeren we 

de elementair symmetrische functies: 

s=x+y+z 

t = xy+yz+ zx 

p =xyz 

in, dan is Ate schrijven als een functie van s, t en p. We vinden: 

A(s, t,p) = t 2 - 2ps - 2(st - 3p)(a + b) + 2s2(a - b)2+ 

+12tab - 4s(a - b)3 + 3(a + b)(a - b)2(a - 7b). 

Definieren we nu 

G( ) F(x, y, a, b) - F(y, z, a, b) 
x,y,z = 

x-z 

dan geldt: 

G(x, y, z) = (x + z)y2 - 2(a + b)y(x + y + z)+ 

+(a - b)2(x + z) + 4(a2 + ab + b2 )y - 2(a - b)3 . 

We definieren nag 

B(x, y, z) = G(x, y, z) + G(y, z, x) + G(z, x, y) 

dan is B een symmetrische functie van x, y en z; B is te schrijven als 

B(s, t,p) = st - 3p - 2(a + b)s2 + 6(a2 + b2 )s - 6(a - b)3 . 

Tenslotte definieren we: 

met 

en 

C( ) G(x,y,z)-G(y,x,z) 
x,y,z = -------

y-x 

C(x, y, z) = (xy + xz + yz) - 2(a + b)(x + y + z) + 3(a + b)2 

C(s, t,p) = t - 2(a + b)s + 3(a + b) 2 . 

Samenvattend vinden we dat de oplossingen van 

F(x, y, a, b) = F(y, z, a, b) = F(z, x, a, b) = 0 
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voldoen aan de betrekkingen: 

t = 2( a+ b )s - 3( a+ b )2 

p = (a - b )2 s - 2( a - b )3 

Nu blijken deze waarden voor ten p ingevuld in A, iJ en C voor alle waarden 
van s identiek te voldoen. 

Onze conclusie is wanneer we x, y en z kiezen als de drie wortels van de 
kubische vergelijking: 

X 3 - sX2 + (2(a + b)s - 3(a + b)2 )X - ((a - b) 2 s - 2(a - b)3 ) = 0 

we voor alle geschikte waarden van s drie lengten hebben, die passen als "lange" 
diagonalen in de ruimtelijke zeshoek met zijden k = ya en korte diagonalen 
l = ../b. Er blijft nog de vraag voor welke waarden van s we waarden voor de 
lengten van de diagonalen verkrijgen, die aanleiding geven tot reele ruimtelijke 
zeshoeken. 

Aardig is om (natuurlijk met behulp van computerrekenwerk) de lengte van een 
van de "lange" de diagonalen vast te leggen en de daarbij passende s te bepalen 
en daarna de lengten van de beide andere "lange" diagonalen te berekenen. 

Wanneer we de methode van Oosterhof! beter hadden bestudeerd waren we 
een klein beetje anders te werk gegaan. 

In plaats van als variabelen de kwadraten van de lengten van de "lange" 
diagonalen te kiezen hadden we andere variabelen gekozen, namelijk x, yen z, 
gedefinieerd door: 

x = a + b + 2x..rab 

y = a + b + 2y..rab 

z = a + b + 2z..rab 

De formule, die de betrekking tussen x en y geeft: 

F(x,y,a,b) = 0 

wordt in de nieuwe variabelen: 

met 

d = (b - 3a).../b 
2aya · 

We zien dat x en y opgevat kunnen worden als consinussen van hoeken, dus 
voeren we m: 

x = cos a, y = cos /3 
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De relatie tussen deze hoeken wordt: 

sin2 o: sin2 f3 = 1 +cos o: cos f3 - d · (cos o: +cos (3). 

In het geval dat x, fj en z verschillend zijn vinden we door eliminatie op precies 
dezelfde manier als boven: 

x2(y + z) - (x + y + z) + d = o 

en 

xy + yz + xz = o 

en 

xyz = d - (x + y + z). 

We vinden dat x, fj en z de wortels zijn van de derdegraadsvergelijking 

x3 - >.x2 + (>. - d) = o 
We merken nog op dat het de moeite loont van de relatie tussen x en fj: 

x2y2 - (x2 + xy + y2) + d(x + y) = o 

een grafiek te maken. 
Wanneer x en fj namelijk bepaald zijn is z door het oplossen van een eerste 

graadsvergelijking eenduidig te vinden. 
De grafiek van het verband tussen x en fj is het analogon van Figuur 4 uit 

paragraaf 1.1. 
De verschillende keuzen voor d hangen samen met de keuze van de hoek van 

de zeshoek. 

1.4. De zevenhoek 
We kunnen drie methoden, die we voor de zeshoek gebruiken generaliseren 
voor de zevenhoek. Hierbij werkt de eerste methode natuurlijk alleen voor 
zevenhoeken met rechte hoeken. We volstaan met een korte schets. 

We bestuderen met de eerste methode de zevenhoek ABCDEFG met 

A= (0, 0, 0) 

B = (1, 0, 0) 

C = (1, c, s) 

D == (p,q,r) 

E = (q,p, r) 

F = (c, 1, s) 

G = (0, 1, 0) 

c = cos o: en s = sin o: 

c = cos f3 en s = sin f3 
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Door deze ogenschijnlijk wat bizarre naamgeving kunnen we toch nog enige 
symmetrie gebruiken en het rekenwerk bekorten. 
De vergelijkingen zijn nu 

AB=BC=CD=DE=EF=FG=GA=l 

AC= BD =GE= DF = EG =FA= GB= vf2. 

We hebben in eerste instantie tien onbekenden (p, q, r, p, ij, f, c, s, c, s) en vinden 
negen vergelijkingen: 

p2 + q2 + r2 = 1 + 2p 

qc+rs = 1 

2(c - l)p + 2q + 2Sr = 1 

c2 + s2 = 1 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

en de vier vergelijkingen, die hieruit volgen door boven de onbekende p, q, r, c, s 
streepjes te zetten of weg te laten. 

De negende vergelijking is 

2pij + 2pq + 2rf = 1 + 2p + 2p. (5) 

We kunnen eerst uit de vergelijkingen (2) en (3) p en q lineair oplossen en na 
substitutie in (1) een vierkantsvergelijking in r vinden, dus twee oplossingen. 

We vinden twee stel oplossingen (p, q, r ). Analoog vinden we twee stel op
lossingen (p, ij, r). 

Vullen we deze in (5) in dan vinden we een betrekking tussen de goniome
trische functies van a en fJ. 

Misschien is het wel verstandig eerst nog wat te denken voor we dit rekenwerk 
aan de computer toevertrouwen. 

De tweede methode geeft veel rekenwerk, maar is de moeite van het proberen 
waard. 

De derde methode, die we de intrinsieke zouden kunnen noemen, werkt in 
dit geval met zeven "lange" diagonalen, AD, BE, CF, DG, EA, FB, GC. 

We bekijken nu eerst weer de vijfhoek ABCDE. Als AB = yla en AC = ../b 
vinden we als voorwaarde, geheel gelijk aan het resultaat bij de zeshoek: 

H(AC2 , BD2 , a, b, EA2 ) = 0 

Hierbij is: 

H(x, y, a, b, z) = x 2 y2 - 2(a + b)xy(x + y) +(a - b)2 (x 2 + y2 )+ 

+(4a2 + 6b2 )xy - (2a3 - 10a2 b + Bab2 )(x + y)+ 

+(4a - 2b)xyz - (4a2 - 2ab - 2b2 )(x + y)z - (4ab - b2 )z2+ 

+2(2a3 - a2b + 6ab2 - 4b3 )z + (a4 - 12a3 b + 8a2b2 ). 
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p 

A 

a 

FIGUUR 8 

Cyclisch verwisselen van de letters ABCDEFG geeft nu in het totaal zeven 

vergelijkingen in de zeven onbekende "lange" diagonalen. We hebben weer 

een zeer symmetrisch patroon en verwachten een zevende-graadsvergelijking te 

vinden met een vrije parameter. Het loont natuurlijk weer de moeite on nieuwe 

variabelen (de hoeken tussen "korte" en "lange" diagonalen) in te voeren: 

AD2 = a + b + 2x..rab etc. 

Alle vergelijkingen zijn van de vierde graad, maar onder aanname van het ver

schillend zijn van de lengten van de "lange" diagonalen is de graad te reduceren. 

Het lijkt aardig dit probleem met computeralgebra aan te pakken, daarbij 

optimaal van de symmetrie gebruik makend. 
Uit algemene theorieen volgt dat geen zevenhoek met allemaal gelijke "lange" 

diagonalen bestaat. 

2. DE DRIE BISSECTRICES 

2.1. De vraagstelling 

De hoek tussen twee rakende cirkelbogen is volgens de gangbare definities de 

hoek tussen de raaklijnen aan de cirkelbogen en dus gelijk aan nul. Maar soms 

definieert men de hoek als de ruimte tussen de benen van de hoek en die is wel 

heel duidelijk niet niks. 
In dat kader kan een andere clan de klassieke hoekmaat gedefinieerd worden. 

Reeds Euclides spreekt over de hoek tussen twee cirkelbogen als verschillend van 

de hoek tussen de raaklijnen. Laten twee cirkelbogen elkaar raken in punt A. 

We kunnen met A als middelpunt en E als straal een cirkel tekenen, die als E 

voldoende klein is beide cirkelbogen snijdt. De lengte van de boog PQ hangt 

van E af en deze functie willen we als maat voor de hoek tussen de cirkelbogen 

gebruiken. Overigens is deze definitie bruikbaar voor de hoek tussen twee 
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elkaar rakende of snijdende krommen. (zie voor verdere uitwerking [3] en een 
in voorbreiding vervolgartikel van dezelfde auteurs). 

Als de raking zo is dat de middelpunten van de cirkels aan verschillende 
kanten van de raaklijn liggen vinden we na een elementaire berekening: 

b PQ . f . f 
oog = arcsm 2R1 + arcsm 2R2 • 

Het ligt nu voor de hand ook de bissectrice van van de hoek bij A tussen de 
twee cirkelbogen te definieren. We beschouwen daartoe het punt M op de boog 
PQ zodat boog PM = boog M Q en M binnen de hoek ligt. De verzameling 
van de punten M bij variabele f vormt een kromme binnen de hoek. 

Allereerst onderwerpen we deze kromme aan een nader onderzoek. We ge
bruiken analytische methoden en kiezen A als oorsprong van een coordinatenstel
sel en de gemeenschappelijke raaklijn als X -as. De vergelijkigen van de twee 
cirkels zijn dan 

x2 + y2 - 2yR1 = 0 

x2 + y2 - 2yR2 = 0 

of stukjes boog in poolcoordinaten: 

r = 2R1 sin<P (0 5 <P 5 <Po) 
r = -2R2 sin<P (4'1 5 <P 5 0) 

lets omgeschreven 

"' . r 
'I' = arcsm 2R1 ; 

"' . r 
'I' = arcsm 2R2 • 

De vergelijking van de bissectrice is hier direct uit af te leiden: 

"' 1 [ . r . r ] 'I' = - arcs1n -- - arcsm -- . 
2 2R1 2R2 

Het ligt voor de hand deze impliciete vergelijking in poolcoordinaten wat om 
te vormen. 

{ . r . r } "' cos arcsm -R - arcsm -R = cos 2'1' 
2 1 2 2 

en na wat verder omwerken 

4R2 ~2 sin2 2"-
r2 = P"2 'I' 

R~ + ~ - 2R1R2 cos 24'. 

In rechthoekige coordinaten vinden we 
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Maar met al het gedachteloos manipuleren met de formules, kwadrateren, her
leidingen als sin( arcsin x) = x hebben we wel wat extra stukken ingevoerd. 

Een aardige oefening voor de belangstellende lezer is om een redelijke verkla
ring voor alle parasitaire stukken te vinden. Men denke er aan dat in de gewone 
euclidische meetkunde eigenlijk ook sprake is van twee bissectrices (binnen en 
buiten) die algebraisch niet zo goed te scheiden zijn. 

In een langdurige dialoog kwamen de heer Van Asch en de auteur tot het 
vermoeden dat, respectievelijk de vraag of de drie bissectrices van een driehoek 
gevormd door rakende cirkelbogen door een punt zouden gaan. 

In de klassieke geval hebben de drie bissectrices zelfs vier punten gemeen, de 
middelpunten van in- en aan-geschreven cirkels van de driehoek, hoe is dat in 
het geval van de driehoek van drie rakende cirkelbogen? 

Een eerste paging is natuurlijk om computer graphics te gebruiken en maar 
te kijken. Laat de drie bissectrices tekenen en kijk. 

Maar ja als denkt dat ze wel door een of meer punten gaan weet je natuurlijk 
nog niets, misschien lijkt het alleen maar zo, of hangt het van de bijzondere 
keuze van de stralen af. En als ze duidelijk niet door een punt gaan; welnu het 
zijn, algebraische krommen van de graad zes, wellicht hebben ze juist twee of 
meer complexe punten gemeen. 

Er zal dus gerekend moeten warden. Het zal, zelfs met computeralgebra, 
niet meevallen. Laten we daarom met enkele speciale gevallen beginnen. 

2.2. De bissectrice van een hoek tussen congruente cirkelbogen 
In Figuur 9 tekenden we twee elkaar rakende gelijke cirkelbogen, dus R1 = 
R2 =R. 

De formule voor de bissectrice wordt nu eenvoudiger. We vinden: 

Dus de dubbel getelde raaklijn en twee parasitaire cirkels. In Figuur 9 geven 
we een stukje verklaring van deze parasitaire bogen, de hoek tussen de bogen 
AB en AC wordt door AD en AE middendoor gedeeld. 

In Figuur 10 tekenen we een driehoek van drie elkaar rakende bogen van cirkels 
met gelijke stralen. 

De drie bissectrices bestaan in dit geval uit drie sets bestaande ieder uit een 
( dubbel getelde) rechte lijn en een tweetal cirkels. Elementaire meetkunde leert 
dat er in dit geval inderdaad vier gemeenschappelijke punten van de bissectrices 
zijn. 

Vervolgens beschouwen we de hoek tussen een cirkel en de raaklijn in het 
punt A van de cirkel. De vergelijking ( een van de stralen is oneindig geworden) 
reduceert zich nu tot 

(x2 + y2)3 - l6R2x2y2 = 0. 

In poolcoordinaten wordt het heel fraai: 

r = ±2R sin 2</J 
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FIGUUR 11 

de vergelijking van het vierbladig rozet, een klassieke tekenopgave bij de in
troductie van poolcoordinaten. We bestuderen nu het geval van een driehoek 
gevormd tussen twee rakende cirkels met gelijke straal en een gemeenschappe
lijke raaklijn aan beide cirkels Omdat de gemeenschappelijke raaklijn in het 
punt C in de figuur een symmetrieas van de figuur is lijkt de concurrentie van 
de bissectrices ook in dit speciale geval verzekerd. 

Maar het is duidelijk dat we voor een algemenere situatie zullen moeten gaan 
rekenen. 

2. 3. Berekeningen 
We noemen de drie stralen van de drie cirkels nu a, b en c. De cirkels met 
stralen a en b raken elkaar in het punt C, met stralen a en c in B en met 
stralen b en c in A. 

We vonden boven de vergelijking van de bissectrice in een coordinaten stelsel 
dat de oorsprong in het hoekpunt van de hoek had. 

We zullen nu moeten proberen een goede plaats voor de oorsprong van het 
coordinaten stelsel te vinden. Het snijpunt van de drie gemeenschappelijke 
raaklijnen aan de cirkels (het machtspunt van de cirkels) is het middelpunt 
M van de omgeschreven cirkel van de driehoek ABO. Er ligt niet een spe
ciale keuze voor de richting van de x-as voor de hand. We kiezen maar een 
willekeurige lijn door de nieuwe oorsprong. 

Met een directe klassieke coordinatentransformatie vinden we voor de ver
gelijking van de bissectrice van de hoek die gevormd wordt door de rakende 
cirkels met straal a en b: 

F(x, y, c, s, a, b, t) = 0 

waann 
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FIGUUR 12 
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FIGUUR 13 

F(x, y, e, s, a, b, t) = 

[x2 + y2 + t2 - 2t(ex + sy)]2 ·[(a - b)2(t - ex - sy)2 

+(a+ b)2(sx - ey)2] - 16a2b2[t - ex - sy] 2 · [sx - ey]2 

t = J a::e+e 

c = e3 = cos(Vi3) s = s3 = sin(Vi3), 

waarbij Vi3 de hoek is die CM met de gekozen as maakt. Door onze algemene 
opzet vinden we nu direct de vergelijkingen van de twee andere bissectrices: 

F(x, y, ci, si, b, c, t) = 0 

F(x, y, e2, s2, e, a, t) = 0 

waarbij si, s2, ei and e2 analoog aan e en s gedefinieerd zijn, nu met hoeken Vii 
en Vi2, die de lijnen B M en AM met de as maken. Tussen de hoeken Vii , Vi2 en 
Vi3 bestaan eenvoudige relaties: 

(*) 
waarbij de hoeken o: en (J bekend zijn: 
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be - a(a + b + e) 
cos a - · 

- a2 + (ab + ae +be)' 
ab - e( a + b + e) 

COS'Y = . 
c2 + ( ab + ac + be) 

De vraag is nu of de drie algebraische vergelijkingen: 

F(x, y, e3, s3, a, b, t) = 0 

F(x, y, ei, s1, b, c, t) = 0 

F(x, y, e2, s2, c, a, t) = 0 

in de twee onbekenden x en y een gemeenschappelijke oplossing hebben. De 
afhankelijkheid van 'l/;1 , 'l/;2 en 'l/;3 moet door gebruik te maken van de relaties 
(*) verdwijnen. 

Een aardig kluifje voor computeralgebra. Als amateur op eenvoudige appa
ratuur lukte het mij niet, er waren te veel parameters en/of de graden waren te 
hoog. Maar in beginsel moet het wel kunnen. Misschien gaat een echte vakman 
nog wel eens aan het werk om met meer geavanceerde apparatuur dit probleem 
aan te pakken, maar wellicht is het ook verstandiger eerst nog maar eens goed 
te denken of het probleem niet eenvoudiger geformuleerd kan worden. Maar 
computer algebra zal er wel bij nodig blijven! 

3. VERDER ONDERZOEK 

3.1. Achtergronden 
Waarschuwing: In het volgende worden geen oefenopgaven gegeven, van vele te 
vermelden problemen heh ik geen idee of ze al clan niet met computeralgebra 
oplosbaar zijn. Sommigen zijn ook slordig of onduidelijk geformuleerd. 

De collectie is allesbehalve systematisch of compleet opgesteld. Ieder goed 
(ouderwets) meetkundeboek geeft inspiratie tot nog veel meer en beter. 

Bij gegeven lijnstukken met lengten a, b enc behoort, onder zekere voorwaar
den een driehoek. 

Aan deze driehoek worden verschillende grootheden toegevoegd, zoals om
trek, oppervlakte, stralen om- en ingeschreven cirkels enzovoort. 

Deze grootheden hangen symmetrisch van a, b en c af. In sommige gevallen 
rationaal, in andere met worteltekens, om rationale uitdrukkingen te krijgen 
moet clan op passende wijze gekwadrateerd worden. We wezen daar al eerder 
op. 

De bovengenoemde voorbeelden zijn overbekend uit de elementaire meet
kunde: 

omtrek = 2s = a + b + e 

(oppervlakte)2 = 0 2 = s(s - a)(s - b)(s - e) 

straal omcirkel = R = abc/ 40 

straal incirkel = r = 0 / s 
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De laatste drie zijn eenvoudig in a, b en c uit te drukken. Natuurlijk komen er 
worteltekens voor. Wanneer we strikt algebra!sch met de ingeschreven cirkel 
werken zullen we vermoedelijk de aangeschreven cirkels en hun stralen ra, rb en 
r c vanzelf meekrijgen. 

Allerlei andere grootheden, die symmetrisch van a, b en c afhangen moeten 
we uit kunnen drukken (als ze tenminste rationaal zijn) in de elementair sym
metrische functies a + b + e, ab + be+ ea, abe. 

Het is een opgave om relaties tussen dit soort grootheden op te sporen, zowel 
gelijkheden als ongelijkheden. 

Het lijkt nuttig computeralgebra te hulp te roepen als men dit soort be
schouwingen naar de sterometrie wil generaliseren, om over hoger dimensionale 
meetkunden maar te zwijgen. 

3.2. Vlakke problemen 
Wat is de goede interpretatie van de formules: 

4R = r + r a + rb + Tb 

1/r = 1/ra + 1/rb + 1/rc 

Welke relaties tussen de symmetrische functies van a, b en c worden hierdoor 
uitgedrukt? 

Tussen welke grenzen kunnen verhoudingen als R/r, R/s, r/s,O/s enzovoort 
varieren? 

Voor iedere driehoek geldt 

s2 - 4R2 11 ---<-h 0 - 9 

(ongelijkheid van Nakajima, zie bv [4]) 
Zijn voor een driehoek met zijden a, b en e grenzen te vinden die scherper 

zijn en expliciet van a, b en e afhangen? 
(2R + r )/ s is in een rechthoekige driehoek gelijk aan 1, welke waarden heeft 

dit quotient in andere driehoeken? 
Wanneer we een punt P (binnen) een driehoek ABC kiezen zouden we de 

plaats van het punt intrinsiek willen bepalen. Dit kan bijvoorbeeld door de 
drie afstanden 

x=PA, y=PB, z=PC. 

We zagen boven al dat een bi-kwadratische relatie tussen x, yen z en de zijden 
a, b en c van de driehoek bestaat, die we vinden door het volume van het 
viervlak met ribben a, b, c, x, y, z nul te stellen. 

In het geval x = y = z vinden we zo de straal van de omgeschreven cirkel. 
Maar we kunnen het punt P ook vastleggen door de drie afstanden p, q en 

r tot de drie zijden van de driehoek (indien het punt buiten de driehoek ligt 
moeten we wellicht met georienteerde afstanden werken). 
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Welke relaties bestaan er tussen x, y en z enerzijds en p, q en r anderzijds? 
Een stelling van MORDELL en ERDOS [5, p. 9] leert dat voor iedere driehoek en 
ieder punt P binnen de driehoek 

x+y+z~2(p+q+r). 

Zijn voor een speciale driehoek grenzen afhankelijk van a, b en c te vinden? 
Bottema [6] onderzocht relaties tussen x2 + y2 + z2 en p2 + q2 + r 2 . 

Vier punten in het vlak geven aanleiding tot vele vragen. De vier punten 
hebben zes onderlinge afstanden waar tussen zoals we eerder opmerkten een 
relatie bestaat. Wanneer we eisen dat de vier punten op een cirkel liggen 
komt er een nieuwe relatie bij. (denk aan de stelling van Ptolemeus over de 
diagonalen van een koordevierhoek, maar bedenk dat we hier geen onderscheid 
maken tussen diagonaal en zijde). 

De vraag naar de straal van de cirkel door de vier punten ligt voor de hand. 
Uit de klassieke theorie weten we dat ook de oppervlakte van de koordevierhoek 
een mooie formule heeft; maar wat is de koordevierhoek als we alleen over vier 
pun ten op een cirkel spreken? 

De voorwaarde over de raaklijnen vierhoek is niet goed te formuleren, de vier 
punten bepalen zes lijnen; we zouden dus de eis moeten stellen dat vier van 
deze zes aan een cirkel raken, algebra'isch gesproken zal dat een voorwaarde 
van behoorlijke hoge graad worden. 

3.3. Stereometrie 
Het ligt voor de hand de vragen uit 4.2 te generaliseren naar de ruimte. 

Wanneer we op geschikte manier zes lijnstukken geven is daarmee een vier
vlak te bouwen. 

Belangrijke grootheden als oppervlakte, inhoud, stralen in- en omgeschreven 
bollen hangen op een regelmatige manier van de lengten van de zes ribben af. 
Het zijn niet noodzakelijk symmetrische functies van deze lengten. Alleen die 
permutaties van de ribben, die onstaan door permutaties van de hoekpunten 
moeten de grootheden invariant laten. We zullen ze voor het ogenblijk se
misymmetrisch noemen. Het volume vonden we al eerder. Het is aardig de 
straal van de omgeschreven bol op dezelfde manier af te leiden als de straal van 
de omgeschreven cirkel. Er moet weer een flinke determinant berekend wor
den. Kunnen we ook iets interpreteren als generalisatie van de vlakke formule 
abc/40? Punten binnen het viervlak kunnen weer bepaald worden door de vier 
afstanden tot de hoekpunten of door de vier afstanden tot de zijvlakken. Zou 
ergens in de litteratuur een generalisatie van de stelling van Mordell en Erdos 
staan? 

Natuurlijk zijn nu ook problemen rond vijf punten in de ruimte en de tien 
afstanden die daar bij horen te onderzoeken. Wanneer liggen vijf punten in de 
ruimte op een bol? Maar als U al deze problemen opgelost hebt weet U zelf 
genoeg anderen te verzinnen. 
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Primitiveren door middel van elementaire functies 

A.W. Grootendorst 

lNLEIDING 

Het primitiveren van functies is een van de deelgebieden van de wiskunde 
waarop de computeralgebra zich een krachtig hulpmiddel heeft betoond, door
dat zij het mogelijk maakte de daarvoor ontwikkelde algoritmen in vele gevallen 
in korte tijd uit te voeren. 

In deze voordracht zal de wiskundige achtergrond van deze algoritmen aan 
de orde gesteld worden. 

Centraal staat daarbij de beroemde stelling van Joseph Liouville, die het 
hoogtepunt is van de verhandeling die hij in 1834 deed verschijnen onder de ti
tel: "Memoire sur les Transcendantes Elliptiques de premiere et seconde espece, 
considerees comme fonctions de leur amplitude". 

Deze stelling doet een uitspraak over de noodzakelijke en voldoende voor
waarde waaronder een gegeven functie een primitieve "bezit". Uiteraard zal 
deze laatste uitdrukking zorgvuldig omschreven moeten worden. 

Voor vele studenten lijkt het primitiveren een compositum mixtum van enkele 
verspreide methoden en vele slimme trucjes en zij zullen van harte de woorden 
van Liouville onderschrijven wanneer hij -sprekende over de pogingen van een 
van zijn collegae- zegt: 

"La methode generale indiquee par Fontaine n'est en realite qu'une suite 
de tatonnemens laborieux dont le moindre defaut est d'etre d'une longueur 
rebutante: ces tatonnemens ne constituent pas un procede regulier, par la 
raison que nulle circonstance ne nous apprend au bout de quel nombre d'essais 
on parviendra au resultat cherche, savoir, a la valeur de l'integrale qu'on veut 
calculer, en sorte que si par hasard cette integrale est impossible sous la forme 
algebrique qu'on lui assigne a priori, on n'en sera jamais averti, quelque loin 
qu'on pousse les operations." 

Over zijn eigen werk zegt hij: 

"J'ai donne, clans ces deux Memoires, un moyen infaillible de decider si 
l'integrale d'une fonction algebrique quelconque, explicite ou implicite, est ou 
n'est pas exprimable algebriquement, soit d'une maniere implicite, soit d'une 
maniere explicite." 

Dit klinkt zelfbewust, maar hij heeft het waar gemaakt. 
Naast Liouville heeft in de 18e eeuw vooral Charles Hermite een belangrijke 

bijdrage geleverd aan het integreren van rationale functies. 
In het begin van de 19e eeuw is er het artikel van G.H. Hardy "The Integra

tion of Functions of a Single Variable" uit 1905, maar de grote doorbraak kwam 
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met het artikel van E. Risch "The problem of Integration in Finite Terms" uit 
1969. Hierin benaderde hij het probleem van algebrai'.sche zijde en behandelde 
dit in het licht van de "Differential Algebra". Hierdoor werd het ook moge
lijk algoritmen te ontwikkelen die met de komst van de computeralgebra ook 
daadwerkelijk konden worden uitgevoerd. 

1. PRIMITIVEREN VAN RATIONALE FUNCTIES 
Voor het primitiveren van rationale functies, d.w.z. van functies van de ge
daante ~' waarbij p(x) en q(x) veeltermen zijn met coefficienten in een zeker 
constantenlichaam, bijvoorbeeld Q, lffi. of C, bestaan welbekende methoden. In 
ieder leerboek over de analyse vindt men de methode die daarin bestaat dat 
men q(x) "uitdeelt", d.w.z. men bepaalt t(x) en r(x) zodanig dat 

p(x) = q(x).t(x) + r(x) met gr.r(x) < gr.q(x). 

Het probleem J ~dx is clan teruggebracht tot de integratie J t(x)dx+ J ~dx, 
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waarin t(x) een veelterm is en 5f;t nu een rationale functie waarin de teller een 
lagere graad heeft dan de noemer. Voor de integratie van dit "rationale" deel 
bestaan verschillende methoden. Men zou de noemer in C[x] kunnen ontbinden 
in machten van lineaire factoren en daarna via partiele breuksplitsing de breuk 
5f;t kunnen brengen in de gedaante 

lntegratie levert daarna een som van termen van de gedaante 

-bi; 
(j - l)(x - ai)i-l 

Men zou ook -in Ill{x)- zich kunnen beperken tot een ontbinding van q(x) in 
de gedaante 

q(x) = (x - ai)n1 ••• (x - at)nt .g'{'1 (x) ... 9s(x)m•, 

waarbij de ai reeel zijn en de 9i(x) kwadratische vormen in x met reele coeffi
cienten. Daarna zou men via splitsing in partiele breuken verder kunnen gaan. 

Het bezwaar van deze methoden is echter dat men in vele gevallen nodeloos 
veel werk doet door het invoeren van uiteindelijk overbodige constanten. 
Zo ziet men bijvoorbeeld onmiddellijk in dat 

J (x5 ~ l)2dx = - 5{x/+ 1) en J x5x: 1 = ~ log(xs + 1). 

Er zijn dan ook snellere methoden ontwikkeld voor het integreren van rationale 
functies, bijvoorbeeld door HERMITE (1872), die werkt met de zogenaamde 
kwadraatvrije ontbinding van q(x), d.w.z. een ontbinding waarbij de factoren 
J(x) van q(x) worden gerangschikt naar multipliciteit. 

Deze behoeven niet irreducibel te zijn, maar worden wel moniek gekozen en 
er geldt (fi(x), f;(x)) = 1 als i "# j, dus: 

n 

q(x) =a II Jf(x) met a in het coefficientenlichaam. 
i=l 

Een voorbeeld: q(x) = {(x - l)(x - 2)}3{(x - 5)(x2 + 3x + 7)}4 • 

In 1972 is een variant op deze methode gevonden door Horowitz die het pro
bleem terugbracht tot het oplossen van een stelsel lineaire vergelijkingen. Hier
op zullen wij niet nader ingaan. De lezer zij hiervoor verwezen naar de litera
tuur, bijvoorbeeld, DAVENPORT (3] en LEVELT (8]. 

Natuurlijk stelt de lezer zich de vraag of het mogelijk is een integratieme
thode te bedenken waarbij slechts die algebrai:sche getallen gebruikt worden 
die ook in de uitkomst voorkomen. Ook hiervoor zij de lezer verwezen naar de 
zojuist genoemde literatuur en naar TRAGER [15]. En passant zij opgemerkt 
dat dit met een veel algemener probleem samenhangt: men kan ook niet voor 
ieder probleem aangaande gehele getallen een oplossing vinden met uitsluitend 
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gebruik van gehele getallen; men denke slechts aan het probleem van Fermat! 
Er is zelfs wel eens gezegd: "de weg tussen twee reele waarheden loopt via het 
complexe vlak". 

De rest van deze voordracht is gewijd aan het primitiveren van andere dan 
rationale functies, maar daarvoor is eerst een inleiding nodig in de differentiaal
algebra. 

2. HET BEGRIP DIFFERENTIAALLICHAAM 

Een (commutatief) lichaam K heet een differentiaallichaam indien er een af
beelding is gedefinieerd van K in K ( differentiatie genoemd en aangegeven met 
a f-t a') die voldoet aan de volgende eisen: 

(a+ b)' =a'+ b' en (ab)' = a'b + ab'. 

Men noemt a' de afgeleide van a en a een integraal van a'. 
Men bewijst dan eenvoudig: 

(an)'= nan-la' (n E Z) 

11 (!!)' _ a'b-ab' 
b - b2 (b # 0). 

Indien men deze operatie n-maal toepast op a (n E N), dan geeft men het 
resultaat aan met a<n). Hiervoor geldt de regel van Leibniz: 

Ook geldt de regel voor "logaritmisch differentieren" 

iv 
(an' an2 an')' a' a' a' 

1 2 ... t 1 2 t ( '71) 
n, n 2 n, = n1 - + n2 - + ... + nt - ni E UJ • 

a 1 a 2 ... at a1 a2 at 

De elementen van Kmet afgeleide nul, noemt men de constanten van K. Men 
bewijst gemakkelijk dat deze een deellichaam van K vormen. 

Een eenvoudig voorbeeld van een differentiaallichaam is het lichaam ij( x) 
van alle rationale functies in de reele variabele x met coefficienten in ij, met 
de gebruikelijke differentiatie. Evenzo Im.( x) en het lichaam C( z) van alle me
romorfe functies in een complexe variabele met coefficienten in C. 

Onder een differentiaaluitbreiding L van het differentiaallichaam K verstaan 
we een lichaam dat K omvat en dat voorzien is van een differentiatie, die -indien 
beperkt tot K - samenvalt met de reeds op K gedefinieerde differentiatie. Men 
geeft zo'n uitbreiding van K aan met: K C L. 

Hiervoor geldt de 

STELLING 

Laat K een differentiaallichaam zijn met karakteristiek nul1 en laat K C L 
een uitbreiding zijn van K. Men kan dan ook op Leen differentiatie definieren 

1 D.w.z. als n E Zen a E K dan geldt na = 0 d.e.s.d. als n = 0. 
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die-indien beperkt tot de elementen van K-overeenstemt met de reeds op K 

gedefineerde differentiatie. Indien L een algebraische2 uitbreiding van K is, 

clan is deze voorzetting van de differentiatie over L eenduidig bepaald. Voor 

het bewijs zie KAPLANSKY (6), LEVELT (8) en ROSENLICHT (13], (14). 

3. ELEMENTAIRE UITBREIDINGEN 
Allereerst twee definities: 

i Laat KC Leen differentiaaluitbreiding zijn van het differentiaallichaam 

K, clan is een element a van L een exponentiaal over K indien er in K 

een element b is, z.d.d. a' = ab'; a heet clan de exponentiaal van b. 

Hier heeft de situatie uit de analyse model gestaan: als f ( x) en g( x) tot 
JRt(x) behoren en f(x) = eg(z), clan geldt immers: f'(x) = eg(z).g'(x) 

= f(x).g'(x). 

ii Laat K C Leen differentiaaluitbreiding zijn van het differentiaallichaam 

K, clan is een element a van L een logaritme over K indien er in K een 

element bis, z.d.d. a'= ~; a heet clan de logaritme van b. 

Ook hier heeft de analyse model gestaan: 
Als f(x) en g(x) tot JRt(x) behoren en f(x) = log{g(x)}, clan geldt: f'(x) = 
9£f. 
Het is duidelijk dat, als a de exponentiaal is van b, b ook de logaritme van a is 

en omgekeerd. 
In het gehele verhaal dat nu volgt speelt de volgende definitie een belangrijke 

rol: 
Als K een differentiaallichaam is en L een differentiaallichaam dat K omvat, 

clan heet L een elementaire uitbreiding van K als L ontstaan is door achtereen

volgende adjuncties3 van algebra'ische elementen, exponentialen of logaritmen, 

d.w.z. 

L = K(t1, t2, ... , tn), 

waarbij ti Of algebra'isch is over K(t1, t2, ... , ti_i) Of een exponentiaal Of een 

logaritme is over K ( t1, t2, ... , ti-1). 

4. TWEE BELANGRIJKE HULPSTELLINGEN 
Allereerst <lit: als K C L een differentiaaluitbreiding is van K en a E L, clan 

krijgt men vaak te maken met de afgeleide van een "polynoom" p(a) E K[a]. 

Indien p(a) = anan + an-1an-l + ... + ao (ai EK), clan geldt natuurlijk: 

( ( )) I I n + n-1 I + I n-1 + ( I) n-2 I + I pa .= ana an.na a an_1a an-1 n - a a ... a0 = 

+ ... + ai)a'. 

2 Zie appendix 
3 Zie appendix 
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Men gebruikt vaak de volgende notatie. 
Indien f(x) = anxn + an-1Xn-l + ... + ao, dan stelt men 

f.,(x) = nanxn-l + (n - I)an-1Xn- 2 + ... + a1 

Er geldt dan: 

(p(a))' = J'(a) + (!.,(a)).a'. 

Het gaat nu om de volgende hulpstellingen. 

A. Laat K een differentiaallichaam zijn en K(t) een differentiaaluitbreiding 
van K met hetzelfde constantenlichaam als K, waarbij t transcendent 
(d.w.z. niet-algebralsch) is over K en t' E K, hetgeen o.a. het geval is 
als teen logaritme is over K. 

Voor een polynoom f(t) E K(t] met graad 2: 1, geldt dan het volgende: 

i. gr.(!(t))' = gr.f(t) indien de kopcoefficient niet constant is. 

11. gr.(!(t))' = gr.f(t) - 1 indien de kopcoefficient wel constant is. 

BEWIJS: 

Stel f(t) = antn + an-1tn-l + ... + ao, dan 

(f(t))' = a~tn + nantn-lt' + a~-l tn-l + ... +a~ = 

Als nu an niet constant is, dan a~ i= 0 en dus gr.f(t) = gr.(!(t))'. Als echter 
an wel constant is, dan a~ = 0, maar de coefficient van tn-l is dan niet nul, 
daar uit nant' + a~_ 1 = 0, volgt dat nant + an-l constant is en dus in K ligt 
(K en K(t) hebben hetzelfde constantenlichaam); dan zou ook tin K liggen, 
maar t is transcendent over K. Tegenspraak, dus nant' + a~-l i= 0, dus dan 
geldt: gr.(!(t))' = gr.f (t) - 1. D 

B. Laat Keen differentiaallichaam zijn en K(t) een differentiaaluitbreiding 
van K met hetzelfde constantenlichaam als K, waarbij t transcendent is 
over K en ~ E K, hetgeen zich voordoet als teen exponentiaal over K 
is. 
Er geldt dan het volgende: 

i. Voor alle a EK en alle n E Z met a i= O,n i= 0 zal 

(atn)' = ctn voor zekere c E K(c i= 0). 

11. Voor alle f(t) E K[t] met graad 2: 1 geldt: 

gr.(!(t))' = gr.(!(t)). 
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iii. f(t) is dan en slechts dan deelbaar op (f(t))' indien f(t) een eenterm is. 

BEWIJS: 

i. Stel f EK, bijv. t' = bt met b EK, dan geldt (atn)' = a1tn+antn-1t1 = 
(a'+ nab )tn, met a'+ nab 'I 0 daar anders ( atn )' = 0 en dus atn constant, 
maar omdat K(t) en K hetzelfde constantenlichaam hebben, zou dan 
atn E K en dus zou t algebrai'sch zijn over K, maar t is transcendent 
ondersteld over K. 

ii. Als f(t) = antn + an-1tn-l + ... + ao, dan 

(f(t))' = bntn + bn-ltn-l ... + bo met bn 'I 0 (zie i), 

dus gr.f(t) = gr.(f(t))'. 

iii.a. Stel f(t) is deelbaar op (f(t))' en geen eenterm, dan 

f(t) = antn + ... + amtm + ... + ao 

met an 'I 0 en am 'I 0 voor zekere m 'I n. 
Er geldt dan 

(f(t))' =(a~+ nanb)tn + ... +(a:,.+ mamb)tm + ... +a~ 

Echter is (f(t))' een veelvoud van /(t) met dezelfde graad, dus 

en dus 

en dus ook 

a' a' t' t' 
.....!!. - _!!! + n- - m- = 0 
an am t t 

hetgeen betekent 

an 
en dus -tn-m constant en dus in K, omdat K ~n K(t) hetzelfde 

am 
constantenlichaam hebben. Aangezien n - m ~ 1, zou dit betekenen 
dat t algebrai'sch is over K, in tegenstelling tot het onderstelde dat t 
transcendent is over K. 
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iii.b Het omgekeerde is triviaal: als nl. f(t) een eenterm is, zeg f(t) = atm 
met a =/= 0, dan geldt, zoals we zagen: (f(t))' = (a'+ mab)tm en dus 
f(t)J(f(t))'. D 

5. HET CENTRALE PROBLEEM 
Wanneer op een lichaam K een differentiatie is gedefinieerd die -zoals gezegd
aan iedere a E K een a' E K toevoegt, dan rijst al snel de vraag: kan ie
dere a E K ook als beeld onder deze afbeelding optreden, m.a.w. is er bij 
gegeven a E K een y E K te vinden z.d.d. y' = a? In het algemeen zal 
deze vraag ontkennend beantwoord moeten warden en daarom zullen we K 
uitbreiden tot een differentiaallichaam L (met uiteraard een differentiatie die 
-beperkt tot K- samenvalt met de op K gedefinieerde differentiatie), waarin 
we wel een oplossing hopen aan te treffen. Deze uitbreiding vindt dan plaats 
door achtereenvolgende adjuncties4 van algebra!sche elementen, logaritmen en 
exponentialen. We noemden deze uitbreidingen al elementaire uitbreidingen. 
Maar zelfs dan zal men niet altijd een uitbreiding L vinden waarin een y ligt 
z.d.d. y 1 = a. Neem bijv. K = IB.(x ), het lichaam van alle rationale func
ties met reele coefficienten. Kiest men hierin a = ., 2~ 1 , clan kan men een 

uitbreiding van IB.(x) construeren waarin de vergelijking y' = ., 2~ 1 een op
lossing heeft, nl. IB.(x)(i, ln(l +ix), ln(l - ix)). Deze oplossing is immers 
y = arctanx = ~lni!~:. 

Bevat echter K een a met a = e"' 2
, dan is er -zoals we zullen zien- geen 

elementaire uitbreiding van K waarin een y ligt zodanig dat y' = e"' 2
• 

Het probleem doet denken aan de vraag welke hogere-machtsvergelijkingen 
met coefficienten in een lichaam K oplosbaar zijn met behulp van wortelvormen 
in de coefficienten en welke niet. Deze vraag werd beantwoord door EVARISTE 
GALOIS (1811-1832). De oplossing ligt ook hier in het uitbreiden van K door 
herhaalde adjuncties van geschikt gekozen elementen, in <lit geval zuivere wor
tels uit elementen behorende tot reeds door adjunctie verkregen uitbreidingen 
van het grondlichaam K. Daarbij blijkt dat slechts voor vergelijkingen van de 
graad 2, 3 en 4 uitbreidingen bestaan waarin de gezochte wortels liggen. 

Het centrale probleem is nu: hoe ziet men aan de gedaante van een element 
a in K of er een differentiaaluitbreiding K C L bestaat waarin een y ligt met 
y' = a en -zo deze L bestaat- is er dan een algoritme waarmee deze y expliciet 
berekend kan word en? 

Het antwoord op de eerste vraag wordt gegeven door de stelling van Liouville
Rosenlicht. 

De tweede vraag werd voor een deel beantwoord door R. RISCH in 1969 en 
J .H. DAVENPORT in 1984. 

6. DE STELLING VAN LIOUVILLE-ROSENLICHT 
Deze stelling geeft antwoord op de vraag onder welke voorwaarde de vergelijking 
y' = a -waarbij a in een differentiaallichaam K ligt- ee~ oplossing heeft in een 

4 Zie appendix 
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De stelling luidt als volgt: 
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Laat K een differentiaallichaam zijn met karakteristiek nul en laat a tot K 

behoren. 
Er bestaat dan een elementaire differentiaaluitbreiding L van K met hetzelfde 

constantenlichaam als K, dan en slechts dan indien a de volgende gedaante 

heeft: 

n I 

L Ui I 
a= ci-+v, 

u· 
i=l • 

(*) 

waarbij u1, u2, ... , Un en v element en van K zijn en c1, C2, ... , Cn constant en 

van K. 

0PMERKINGEN VOORAF: 

i. Het is direct duidelijk dat de genoemde voorwaarde voldoende is: adjunc

tie van elementen ti die voldoen aan t~ = ~ d.w.z. logaritmen over K, 

geeft de gevraagde uitbreiding. 

ii. De voorwaarde dat L hetzelfde constantenlichaam heeft als K is essen

tieel, immers neem als voorbeeld K = IB.(x) en kies a= ,, 2~ 1 . Er geldt 

dan, als y' = a : y = arctan x = fi log i~~:, dus de oplossing ligt in de 

elementaire uitbreiding L = IB.(x )( i, log(l +ix), log(l -ix)). Deze uitbrei

ding heeft meer constanten dan IB.(x) en het is ook niet zo dat we kunnen 

schrijven 
n I 

,,2~ 1 = L: Ci~ + v' met ci constant in IB.(x) en ui en v in IB.(x), hetgeen 
i=l ' 

met enig rekenwerk te bewijzen is. Zien we L als uitbreiding van C(x), 
dan is de schrijfwijze wel mogelijk: 

1 _!i !i 
-- = _2_ + _2 __ 

x 2 +1 x - i x + i 

BEWIJS: 

We merkten al op dat de voorwaarde voldoende is en moeten dus nog het 

volgende bewijzen: 
Indien er een uitbreiding L = K(ti, t 2 , ... , tp) van het differentiaallichaam K 

bestaat (met hetzelfde constantenlichaam als K), waarbij ti(i = 1, 2, ... ,p) 

algebrai:sch zijn over K(t1 , t2 , ... , ti_i) of logaritmen of exponentialen en indien 

de vergelijking y' =a daarin een oplossing heeft, dan heeft a de gedaante: 

Ln u'· 
a= Ci_..!. + v' 

u· 
i=l • 

met u1, u2, ... , Un en v in K en c1, c2, ... , Cn constanten van K. 
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Het bewijs berust op volledige inductie naar het aantal geadjungeerde ele
menten ti. 

We gaan er vanuit dat de stelling juist is in het geval van adjunctie van p 
elementen van de vereiste gedaante (voor p = 0 is de stelling triviaal) en tonen 
dan de juistheid aan voor p + 1, d.w.z. we nemen aan: als a EK en y' =a 
oplosbaar is in 

L = K(t1, t2, t3, ... , tp) 

(met hetzelfde constantenlichaam en ti als boven bedoeld), dan heeft a de 
vereiste gedaante. 
Indien we schrijven: 

dan is Leen uitbreiding van K(t1 ) d.m.v. p elementen en volgens de inductie
aanname geldt dan 

a= t.ci (ui(ti))' + (v(t1))' 
i=l Ui(t1) 

(*) 

met ui(ti), v(ti) E K(t1) en Ci constant in K(ti) dus in K (i = 1, 2, ... , n). 
Voor het gemak schrijven we verder t i.p.v. t 1 , en moeten dan aantonen dat 
u1 (t), u2(t), ... , un(t), v(t) in K liggen. Populair gezegd: we moeten t "weg
praten". We onderscheiden bij het bewijs drie gevallen. 

A. t is transcendent over K en een logaritme over K, dus 

d' 
t' = -

d 
(d EK). 

B. t is transcendent over Ken een exponentiaal over K, d.w.z. t' = td' 
(d EK). 

C. t is algebra'lsch over K. 

A. Allereerst merken we op dat we elke ui(t) in (*) kunnen schrijven als het 
produkt van een element van Ken van machten van monieke irreducibele 

polynomen in K[t]. De som E'f=l Ci "::}cW' is dan te herleiden tot een som 

~ van termen van de gedaante ds :.(t) waarin d. EK en de polynomen p 8 (t) 
monieke irreducibele en onderling verschillende elementen van K[t] zijn. 
Vervolgens bezien we v(t). Via partiele breuksplitsing zien we dat v(t) 
te schrijven is als een veelterm in K[t] en een som van termen van de 

gedaante (J~~)»r met h(t) en f(t) E K[t]; gr.h(t) < gr.f(t); f(t) moniek 
en irreducibel en r E N. 

Volgens hulpstelling A op bldz. 82 geldt dan gr.(f(t))' = gr.f(t) - 1 en 
dus f(t) t (f(t))'. 
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Laat nu m(?: 1) de grootste exponent zijn waarmee f (t) in een noe

mer in v(t) voorkomt, dan bevat (v(t))' een term -(,~mi!£;>>' en daar 

(f(t)) t (f(t))', blijft (f(t))m+l in de noemer en deze kan niet wegvallen 

tegen een andere term in (v(t))' en ook niet tegen een term in ~i=i (:;;W{ 
omdat -zoals we zagen- daarin uiteindelijk alle noemers slechts eerste
machten van irreducibele veeltermen bevatten. Het linkerlid van (*) bevat 
echter geen t, dus moet v(t) een veelterm zijn in t. 

Verder is het eenvoudig in te zien dat de ui(t) geen t kunnen bevatten, 

omdat de optredende noemers in de ~i=l ('::,}t){ niet kunnen wegvallen. 

De conclusie is dan: (v(t))' EK. 

Op grond van hulpstelling A geldt dan v(t) = cot+ v0 met co en vo in 
K en zelfs c0 constant in K. Dan geldt: (v(t))' = c0 t' + v~, waarin t 
een logaritme is met t' = !!J-. De uitdrukking (*) op bldz. 86 krijgt dan 
inderdaad de gewenste gedaante: 

met co, c1, ... , Cn, u1, u2, ... , Un, d en Vo in K en co, c1, ... , Cn constant in 
K. 

B. In het geval dat t transcendent is en een exponentiaal is met 
t' = td'(d EK) gaat de redenering van A voor een gedeelte ook op. Maar 
de bewering (f(t)) t (f(t))' is niet voor alle f(t) juist. In de hulpstelling 
B op bldz. 6 zagen we sub iii; 

f(t)l(f(t))' {::} f(t) is een eenterm. 

We hebben f(t) moniek ondersteld dus voor f(t) = t moeten we een 
uitzondering maken, d.w.z. v(t) is nu niet gegarandeerd een polynoom in 
F[t], maar kan de gedaante at--,,.m + at--,,.~1 1 + ... + ati + ao + a1 t + · · · antn 
hebben. Ook m.b.t. de ui(t) verandert er iets: zij behoeven niet alle in K 

te liggen, een ervan, zeg U1 kan t zijn; er geldt dan toch: (:1SN' = f = 
d' dus toch weer geldt (v(t))' E K, hetgeen op grond van hulpstelling 
Bii impliceert v(t) E K, zeg v(t) = v0 • Op grond hiervan krijgt de 
uitdrukking (*) op bldz. 10 de gedaante: 

I n I n I 

t "'""' ui ' "'""' ui ( d )' a = C1 - + ~ Ci - + Vo = ~ Ci - + C1 + Vo 
t i=2 Ui i=2 Ui 

met c2, c3, ... , Cn constanten in Ken u2 , u3, ... , Un, (c1d + v0 ) in K. 

C. Indien t algebraisch is over K, dan is er een eenduidig bepaald moniek, 
irreducibel polynoom P(x) E K[x] - zeg van de graad s - zodanig dat 
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P(t) = 0, het zogenaamde definierende polynoom van t en elk element 
van K(t) is op eenduidige wijze te schrijven als een polynoom in t met 
coefficienten in K en graad hoogstens ( s - 1). 

Bij ui(t) en v(t) behoren dus polynomen Ui(x) en V(x) in K[x] zodanig 
dat 

ui(t) = Ui(t) (i=l,2,. . .,n) 

en v(t) = V(t) 

Wij stellen de geconjugeerden van t, d.w.z. t en de andere wortels van 

P(x) = 0, voor door: 

Aangezien a E K en dus gelijk is aan zijn geconjugeerden, geldt voor elke 
geconjugeerde Tj: 

~ (Ui(Tj))' ( ( ))' 
a= L..,ci U·(r·) + V Tj . 

i=O ' J 

We sommeren over de s geconjugeerden r1, T2, ... , T 8 en delen door s. Het 
resultaat is clan: 

(denk aan de logaritmische afgeleide). 
Aangezien Ui(ri) ... Ui(rs) en V(r1 ) + ... + V(rs) als resp. norm en 
spoor in K liggen is ook in dit geval de stelling van Liouville-Rosenlicht 
bewezen. 

In Figuur 1. vindt men een toelichting op de situatie. Hierin is C het gemeen
schappelijke constantenlichaam van K en L. 

7. EEN UITBREIDING VAN DE STELLING VAN LIOUVILLE-ROSENLICHT 

Van laatstgenoemde stelling bestaat een sterkere variant die hier slechts ge
noemd wordt. Voor het bewijs ervan wordt verwezen naar de literatuur DA
VENPORT e.a. [3], LEVELT [8], RISCH [11]. 
De formulering luidt als volgt: 

Laat K een differentiaallichaam zijn met constantenlichaam C en laat a E K 
zodanig zijn dat de vergelijking y' =a oplosbaar is in een elementaire uitbrei
ding L van K. Er bestaat clan een uitbreiding k van K, voortgebracht 
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n I 

y' = a -<==:} a = I: Ci ~ + v' 
i=l " 

C constantenlichaam van Ken L 

FIGUUR 1. 

door een eindig aantal constanten ai, a2, ... , a8 die algebrai:sch zijn over C (met 

constantenlichaam Ck), alsook een v E K, u1, u 2, ... , Un E k 
en c1,c2, ... ,en E Ck zodanig dat 

. n u' 
a='""' Ci_i + v'. 
~ u· 
i=l i 

Figuur 2 licht de situatie toe. 

8. EEN TOEPASSING VAN DE STELLING VAN LIOUVILLE-ROSENLICHT 

In deze paragraaf zullen we voor een bepaald soort integralen nagaan onder 
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L 

n I 

y' = a ~ a = I: Ci ~ + v' 
i=l .. 

C constantenlichaarn van K 

C constantenlichaarn van k = K ( ai, a2, ... , a8 ) 

FIGUUR 2. 

welke voorwaarden deze elernentair zijn, waarrnee we bedoelen dat ze liggen 
in een elernentaire uitbreiding van C(z). Hierbij is, zoals gebruikelijk, C(z) 
het lichaarn van de rationale functies in de cornplexe variabele z met cornplexe 
coefficienten. 

Daartoe hebben we nodig de volgende 
HULPSTELLING: 

Indien g(z) E C(z) en niet constant, clan is eg(z) niet algebra:isch over <C(z). 
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BEWIJS: 

Stel dat eg(z) wel algebrai'sch is over C(z), dan voldoet eg(z) aan een betrekking 
van de gedaante 

eng(z) + an-1(z)e<n-l)g(z) + ... + ao(z) = 0 

met a;(z) E C{z) (i = 0, 1, ... , n - 1). 
Differentiatie geeft dan 

eng(z>.n.g'(z) + {a~_ 1 (z) + (n - l)an-1(z)g'(z)}e(n-l)g(z) 

+ ... +ati(z)=O. 

hetgeen weer een polynoom is in eg(z) van de graad n. 

(*) 

(**) 

Aangezien (*) het definierend polynoom van eg(z) is, moeten in (*) en (**) 
de coefficienten evenredig zijn, dus 

a'(z) 
ng'(z) = -0-. 

ao(z) 

Maar ~ = 0 of (we werken in C{z)!) een som van breuken van de gedaante 

z':_fJ en g(z) heeft de gedaante g(z) = f(z) + .~ (z~~;)' met f(z) E C(z] en .. , 
a;; , /3; E C, maar dan heeft g' ( z) Of geen z in de noemers of tenminste een term 
van de gedaante (z - /3i)m met m minstens 2, in ieder geval geen lineaire term 

(z -/3;) in een noemer, die echter wel in het rechterlid voorkomen als :~~:l # 0. 

De conclusie is dus: :~~:l = 0 en dus ook g'(z) = 0, maar dit geeft een 
tegenspraak daar we g(z) niet constant onderstelden. 

We stellen ons nu de vraag: wanneer is J f(z)eg(z)dz elementair? 
(N.B. f(z),g(z) E C{z); f(z) # O;g(z) niet constant). 
We schrijven in het vervolg eg(z) = t, dan is t transcendent over C(z), zoals we 
bewezen, en t = g'(z) E C(z). Verder ligt f(z)eg(z) in C{z, t), waarbij C{z, t) 
een transcendente uitbreiding is van C{z), 
We vragen ons nu af of er een elementaire uitbreiding is van C{z, t) waarin een 
y ligt met y' = f(z)eg(z) = f(z).t. 
Ten overvloede: C{z, t) speelt de rol van Ken f(z).t die van a in de uitdrukking 
(*) op bldz. 85 en de noodzakelijke en voldoende voorwaarde opdat f(z)eg(z) 
elementair integreerbaar is, is dat er constanten c1 , c2 , •.• , Cn in C zijn alsook 
u1, u2, ... , Un en v in C{z, t) zodanig dat 

N.B. f, Ui en v staan voor: f(z), ui(z, t) en v(z, t). 
We ontbinden ui in irreducibele factoren in C{z)(t) (uiteraard met eventueel 
negatieve exponenten) en kunnen dan garanderen dat deze factoren Of tot C( z) 
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behoren of monieke, irreducibele veeltermen in <C(z)[t] zijn. Verder splitsen v 
in een veelterm behorende tot C(z)[t] en partiele breuken. 
Evenals in het geval B op bldz. 87 kunnen we dan bewijzen dan Ui E C[z] of 
Ui =ten dat de enige noemers in v kunnen zijn: machten van t. Uit de eerste 

opmerking volgt ook hier ~ E C(z) voor alle i, daar immers ook als u; = t, 

geldt ~ = t = g'(z) E <C(z) en uit de tweede opmerking volgt v = L, bjti met 
• j 

bj E q z) en j eventueel negatief geheel. 
We hebben echter: 

Het linkerlid is van de eerste graad in t, dus het rechterlid ook. 

Voor 

v(t)(= L)iti) geldt dus 
j 

(v(t))' = ao + ait. 

Omdat teen exponentiaal is over C(z)(t' = tg'(z)) geldt volgens hulpstelling 
B op blz. 6 gr.(v(t))' = gr.v(t), dus ook v(t) is van de eerste graad bijv. 
v(t) = b0 +bit, maar dan geldt 

(v(t))' = b~ + b~ t +bit' = b~ + (b~ + big')t 

en dus (zie (*)op deze bladzijde) 

Als we voor bi schrijven: h(z), dan is dus voor de integreerbaarheid van 
f(z)e 9 (z) vereist dater een h(z) E C(z) bestaat zodanig dat 

I j(z) = h'(z) + h(z)g'(z).1 

Omgekeerd is het duidelijk dat deze voorwaarde voldoende is. Immers, als 

f(z) = h'(z) + h(z)g'(z) 

dan geldt 

(h(z)eg(z))' = h1(z)eg(z) + h(z)eg(z) .g1(z) = f(z)eg(z). 

De genoemde voorwaarde die we oplegden aan f(z) is dus nodig en voldoende 
voor de integreerbaarheid van j(z )eg(z). 
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9. ENKELE CONCRETE VOORBEELDEN 

1. J ez2 dz. Met de notaties uit de vorige paragraaf geldt voor deze integraal: 
f(z) = 1 en g(z) = z2 • De vraag is nu of er een h(z) E C(z) bestaat 

zodanig dat 

1 = h'(z) + h(z).2z 

Schrijven we 

met 

p(z) E <C(z]; Clij,f3i EC; j EN 

clan moet gelden 

, ""' jaii ) ""' 2zaii 
1 = p (z) - ~ (z - f3i)i+l + 2zp(z + ~ (z - f3i)i. 

Q Q 

Dan moeten echter alle a.ii nul zijn en 

1 = p'(z) + 2zp(z), 

waarin p(z) een veelterm in z is, bijv. 

Dit is echter onmogelijk daar het rechterlid clan een term 2amzm+1 zou 
bevatten die niet kan wegvallen daar m ~ 0. De vergelijking 

1 = h'(z) + h(z).2z 

is dus niet oplosbaar in C(z) en ez2 is derhalve niet primitiveerbaar. 

2. J e; dz. Hier geldt f(z) = ~,g(z) = z. We moeten dus in C(z) een h(z) 
bepalen zodanig dat 

1 
- = h'(z) + h(z). 
z 

We stellen weer 

h(z) = p(z) + ~ (z :i~i)i 
•J 



94 

met p(z) E C[z) en C<ij,/3i EC; j EN. 
Er moet dan gelden: 

1 I ) '"""' jC<ij ) '"""' Ciij 
; = p (z - ~ (z - f3i)i+l + p(z + ~ (z - f3i)J" 

i,J i,J 

Eenvoudig is te zien dat dan C<ij = 0. 
Rest de eis 

~ = p'(z) + p(z), 
z 

waaraan uiteraard niet voldaan kan worden omdat p(z) E C[z). 

3. J si~izdz. Het gaat dan in feite om J e'-ze-• dz. 
We zoeken een oplossing in een elementaire uitbreiding van C(z, t), waarin 
t = ez. 
De eis is nu dater elementen ui en v in C(z, t) bestaan en ci E C, zodanig 
dat 

t 2 - 1 n u' 
-- =Lei_.!. +v'. 

tz i=l Ui 

We volgen de redenering van bldz. 91 en kunnen dan op analoge wijze 
concluderen dat Ui E C(z) eventueel m.u.v. een Ui, zeg U1, die gelijk is 
aan t, maar dan geldt toch wel dat f = 1 E C(z). Tevens geldt op grond 
van deze redenering dat v(t) = I: biti met eventueel j negatief geheel. 

j 

We vinden dus als eis: 

t 1 - - - = A(z) + (v(t))' 
z tz 

met A(z) E C(z). 
We zagen dat v(t) = I: bjti, maar uit de vorige vergelijking blijkt dat 

j 

v(t) geen lagere macht van t kan bevatten dan t en geen hogere dan t 
dus 

( ) a_1 
v t = - + a0 + a1t, 

t 

maar dan zou 

(v(t))' 



en dus 

t 1 ( ) / ( / ) a' 1 - a_1 - - - = A z + a0 + a 1 + a1 t + --""---
z zt t 

Dan zou ook 

1 
-=a~(z)+a1(z) 
z 
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waarin a1 ( z) een rationale functie is van z, met coefficienten in C, hetgeen 
gezien de ont binding van a1 ( z) in (lineaire) factoren niet mogelijk is. 

10. ALGORITMEN VOOR HET DAADWERKELIJK UITVOEREN VAN INTEGRATIE 
In het voorgaande zagen we een noodzakelijke en voldoende voorwaarde waar
onder een element van een differentiaallichaam elementair integreerbaar is en 
in enkele zeer speciale gevallen konden we aantonen dat aan deze voorwaarde 
al clan niet voldaan was. 

De vraag rijst clan al spoedig of er algemene methoden bestaan om deze voor
waarde te verifieren en - indien aan de voorwaarde is voldaan - een bijbeho
rende keten van elementaire uitbreidingen van het grondlichaam te construeren 
zodanig dat het laatste lichaam in deze keten een elementaire integraal van het 
betreffende element van het grondlichaam bevat. 

Dit is een zeer gecompliceerd probleem dat slechts ten dele is opgelost en 
dat een belangrijk aspect van de computeralgebra vormt. Hier vermelden wij 
slechts enkele resultaten. Voor details verwijzen we naar LEVELT [8] en naar 
DAVENPORT (3]. 
In 1969 bewees Risch de volgende 

STELLING 
Laat K = C(x, ti, t 2 , ••• , tn) een functielichaam zijn waarbij Chet constanten
lichaam van Kisen elke ti transcendent is over C(xiti, t2, ... , ti-1) en wel een 
logaritme daarover of een exponentiaal. Er bestaat clan een algoritme dat van 
elk element van K kan beslissen of het een elementaire integraal heeft in K en 
- indien dit laatste het geval is - deze integraal kan bepalen. 

DAVENPORT [2] betrok algebrai'.sche functies5 in zijn beschouwingen en kwam 
daarbij tot de volgende 

STELLING 
Laat K = C(x, y, t1, t2, ... , tn) een functielichaam zijn waarbij Chet constan
tenlichaam van K is, y algebrai'.sch over C(x) en elke ti transcendent is over 

50nder een algebraische functie y = f(x1,x2, ... ,xn) over het lichaam K, in de variabe-
len x1,x2, ... ,xn verstaan we een functie die voldoet aan een vergelijking van de gedaante 
F(y, x1, x2, ... ,xn) = 0 waarbij het linkerlid een irreducibel polynoom is met coefficienten in 
K. Zo voldoet een algebra.ische functie y = f(x) over C aan een vergelijking van de gedaante 

Pn(x)yn + Pn-1(x)yn-l + ... + P1(x).y + Po(x) = 0 met P,(x) E C[x]. 
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C ( x, y, t1, t2, ... , ti-l) en wel een logaritme of een exponentiaal. Er bestaat dan 
een algoritme dat van elk element van K kan beslissen of het een elementaire 
integraal heeft in K en - indien dit laatste het geval is - deze integraal kan 
bepalen. 
Dit algoritme is zeer gecompliceerd en nog niet voor alle a E K geprogram
meerd. 
Tot slot zij opgemerkt dat er ook pogingen ondernomen worden om de eis van 
elementair zijn (in de tot nu toe gehanteerde betekenis) te laten vallen. Voor 
relevante literatuur zie DAVENPORT [3]. 

APPENDIX 
UITBREIDINGEN 

* Een lichaam L heet een uitbreiding van een lichaam K als L het lichaam 
K omvat en de op L gedefinieerde operaties, indien toegepast op de ele
menten van K, samenvallen met de op K gedefinieerde operaties. Notatie: 
KcL. 

* L is een algebra'ische uitbreiding van K als ieder element a van L alge
bra'isch is over K, d.w.z. voldoet aan een betrekking van de gedaante 

voor zekere - van a afuankelijke - n E N en ai E K. 

* Een over K algebra'isch element a heeft een eenduidig bepaald minimum
polynoom (definierend polynoom), d.w.z. een moniek polynoom van mi
nimale graad waarvan a nulpunt is. Dit polynoom is irreducibel in K[x]. 

* Het lichaam K(t) dat ontstaat door adjunctie van het element t aan het 
lichaam K, bestaat uit alle rationale verbindingen van alle elementen van 
K met t. lndien t algebra'isch is over K, dan is K(t) een algebra'ische 
uitbreiding en elk element a van K(t) is op eenduidige wijze te schrijven 
als 

tp-1 + tp-2 + + a = ap-1 ap-t . . . ao 

waarbij p de graad is van het minimum-polynoom van t. 

Indien t niet algebra'isch is over K, dan heet t transcendent over K en 
K(t) een transcendente uitbreiding van K. 
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Het paard van Troje 

Computeralgebra in het voortgezet onderwijs 

P. Drijvers 
Freudenthal lnstituut Utrecht 

INLEIDING 

Computeralgebra is in eerste instantie niet ontwikkeld voor educatief gebruik. 
Pas relatief laat -toen hardware goedkoper was geworden en de software toegan
kelijker- realiseerde men zich dat computeralgebra-systemen mogelijk ook in 
het onderwijs een plaats zouden kunnen krijgen. Over de rol van computeral
gebra in het voortgezet onderwijs gaat deze voordracht. 

Oppervlakkig beschouwd lijkt symbolische software een geschenk voor de 
leerling. Stelt u zich eens voor: geen moeizame rekenpartijen meer, geen verve
lende rekenfouten die alles teniet doen. Het leven wordt een stuk aangenamer. 
Bevlogen docenten zien andere voordelen: eindelijk eens echte wiskunde doen, 
generalisaties, concepten, abstracties, probleemoplossen, modelvorming. Maar 
de vraag is natuurlijk of alle leerlingen daar blij mee zullen zijn: het routine
werk, waarmee sommigen (velen?) tot voor kort een 5~ voor het proefwerk 
bij elkaar sprokkelden, wordt ondergeschikt gemaakt aan vaardigheden van een 
hogere orde. De handmatige oefenfase dreigt te worden bekort zonder dat dui
delijk is welke gevolgen dit heeft voor het inzicht. Het aantal uren wiskunde op 
de lessentabel komt in de toekomst wellicht onder druk te staan omdat heel veel 
uit het programma de relevantie heeft verloren nu de machine 'alles kan'. Het 
geschenk dat computeralgebra lijkt te zijn kan zich ook tegen de ontvangers 
keren, zoals in de Griekse mythologie het paard van Troje. Volgens Homeros 
ontvingen de Trojanen het geschenk van de vijand Athene met open armen, 
zonder zich van het gevaar bewust te zijn dat het in zich droeg. De desastreuze 
gevolgen zijn bekend. 

De inpassing van computeralgebra in het voortgezet onderwijs is een ingrij
pende en subtiele kwestie. Het denken over de gevolgen die de implementatie 
van symbolische software heeft voor didactiek en inhoud van het wiskundeon
derwijs staat nog maar in de kinderschoenen, ook internationaal gezien. Orn 
te voorkomen dat we met computeralgebra een paard van Troje in het voort
gezet onderwijs binnenhalen is het zaak dat er op korte termijn praktisch en 
theoretisch onderzoek gedaan wordt. Als dat niet gebeurt, zal de technologie 
de praktijk inhalen, omdat leerlingen gewoon over dergelijk gereedschap zullen 
beschikken. Hier gaat de vergelijking met het paard van Troje dus mank: we 
kunnen het niet buiten de muren van de school laten staan. Wel kunnen we er 
hopelijk voor zorgen dat het geen bedreiging maar een verrijking vormt voor 
het wiskundeonderwijs. 
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In deze voordracht passeert een aantal voorbeelden van het gebruik van com
puteralgebra in het voortgezet onderwijs de revue. Deze voorbeelden, die be
trekking hebben op leerstof van diverse leerjaren, vormen aanleiding tot com
mentaar over didactische en praktische aspecten. Ervaringen in binnen- en bui
tenland en met andere technologie zoals grafische rekenmachines zullen daarbij 

een rol spelen. Als computeralgebra-pakket gebruik ik DERIVE, dat naar mijn 
idee het meest geschikte systeem is voor het voortgezet onderwijs. 

Voorbeeld 1: Het oplossen van een lineaire vergelijking 
Het eerste voorbeeld is gericht op de onderbouw. Het komt uit Oostenrijk en 
is, naar mijn indruk, representatief voor de wijze waarop men daar denkt over 
de rol van computeralgebra in het VO. In [8) staat meer over de rol van com
puteralgebra en grafische rekenmachines in buitenlandse examens. Leerlingen 
moeten de. lineaire vergelijking 7x - 5 = 3x + 2 oplossen en gebruiken daarbij 
DERIVE. Het scherm zou er op een gegeven moment zo uit kunnen zien: 

1: 7 x - 5 = 3 x + 2 

(7 x - 5 = 3 x + 2) + 5 

7 x = 3 x + 7 

C7 x = 3 x + 7) - 7 

7x-7=3x 

(7 x = 3 x + 7) - 3 x 

4 x = 7 

4 x = 7 

7 
x =-

4 

7 7 
10: 7 - - 5 = 3 - + z 

1 4 

29 29 
11: -- = --

4 4 

7 
12: x = -

In regel 1 staat de vergelijking. De leerling wil daar links en rechts 5 bij optellen 
en voert dus regel 2 in. De notatie van DERIVE is hier niet gebruikelijk, maar 
eigenlijk wel aardig: je ziet zo goed dat je '+5' op de hele vergelijking moet 
loslaten. DERIVE vereenvoudigt 2 tot 3. Aangemoedigd hierdoor laat de 

leerling 7 van de vergelijking aftrekken. Dat valt tegen, zoals blijkt uit regel 5. 
De leerling ziet dat deze stap de oplossing niet dichterbij brengt en weet dat 
rekenfouten hierbij geen rol kunnen spelen. Terug dus naar regel 3. Daarvan 
wordt 3x afgetrokken en dat is volgens regel 7 wel zinvol. Nu nog delen door 4, 

en de uitkomst staat in regel 9. Ter controle wordt x = t in de oorspronkelijke 
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vergelijking ingevuld. Uit regel 11 blijkt dat links en rechts inderdaad hetzelfde 
getal staat: 2:. Dat is dus de hoogte van het snijpunt van de twee lijnen. 
Rechtsonder zijn de grafieken getekend en de co6rdinaten van het snijpunt zijn 
(1.75,7.25). Dat klopt dus. Als laatste verificatie is het commando SOLVE op 
regel 1 losgelaten. Het antwoord in regel 12 stemt tevreden. 

Commentaar 
Een simpel voorbeeld kan aanleiding geven tot een heleboel commentaar. Om 
te beginnen: waarom zouden leerlingen lineaire vergelijkingen moeten leren 
oplossen als de beschikbare technologie dat in een wip voor ons doet? Dat is een 
goede vraag. Sommige basistechnieken uit de wiskunde zijn zo fundamenteel 
dat we ze toch aan leerlingen blijven onderwijzen. Een van de kwesties waarover 
men zich in de toekomst zal moeten buigen is de vraag welke dat zijn, en 
waarom. Persoonlijk heh ik het gevoel dat lineaire vergelijkingen daar wel 
bijhoren. 

Maar waarom moeten leerlingen dat dan met een computer doen, en waarom 
niet gewoon met de hand? Ik denk dat leerlingen het ook met de hand moeten 
doen, maar dat computergebruik hierop een zinvolle aanvulling kan vormen. De 
leerling wordt bij het gebruik van de technologie niet afgeleid door het reken
werk en is gedwongen om zich op de oplossingsstrategie te concentreren. 'Wat 
ga ik nu doen?' is de vraag die de leerling zich steeds moet stellen. De stap
pen moeten vooraf geexpliciteerd worden. Dat leidt tot een hoger standpunt 
waarbij de methode centraal komt te staan. Dat is niet gemakkelijk maar wel 
leerzaam. Overigens zullen onder invloed van de t_echnologische ontwikkeling 
juist het probleemoplossend vermogen en de vaardigheid om een stappenplan 
te maken in de toekomst nog relevanter worden. Dat is een extra reden om 
hieraan aandacht te besteden. 

Goed, met de computer dus. Maar waarom dan niet met een specifiek pro
gramma zoals VU-losop? En zo'n plaatje maak je z6 met een grafische reken
machine! Dat is waar, maar computeralgebra combineert juist de algebra en 
de grafieken. Meer algemeen gesproken is de breedte een van de sterke pun
ten van computeralgebra in het onderwijs. Een computeralgebra-pakket biedt 
de leerlingen een scala aan toepassingen ( uit de algebra, de analyse en daar
naast de grafische mogelijkheden) met maar een interface, zodat niet voor elke 
toepassing een ander programma nodig is. De bediening van DERIVE is wel 
ingewikkelder dan die van de meeste specifieke software, maar die investering is 
op langere termijn misschien wel de moeite waard. Overigens zal de gebruikers
vriendelijkheid in de toekomst ongetwijfeld verbeteren. De volgende versie van 
DERIVE zal vermoedelijk onder WINDOWS draaien en muisgestuurd zijn. 

Als we dan besluiten dat we DERIVE gebruiken bij het onderwijs in het 
oplossen van lineaire vergelijkingen, dan komt een volgende vraag boven. Is het 
niet erg gekunsteld om dat op deze manier te doen als er gewoon een SOLVE
knop beschikbaar is? In zekere zin is dat zo. Een computeralgebra pakket is een 
stuk gereedschap en geen plaatsvervangende leermeester'. Bij educatief gebruik 
zoals hierboven kan dat soms wringen. In dit concrete geval vind ik het niet 
zo'n probleem. Het programma heeft gewoon een ingebouwd antwoordenboek. 
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Zoals altijd hangt het van de leerling af of hij dat verantwoord kan hanteren. 

Voorbeeld 2: het oplossen van een differentiaalvergelijking 

Net als een lineaire vergelijking kan ook een differentiaalvergelijking in DERIVE 

'met de hand' opgelost worden. Neem bijvoorbeeld * = xy(l - y). Hieronder 

is deze dv met DERIVE op twee manieren aangepakt. 

1: 
1 

Cl - y) 

z 
x 

Lltcy) - Ll"ICy - 1) = --
2 

z 
x 

Ll"ICy) - Ll"ICy - 1) = -- + c 
z 

z 
x / z + c 

y=-------
z 

x / z + c 
- 1 

p := - x y Cl - y) 

q == 1 

DSOLUEl_GEl"ICp, q, x, y, c) 

z 
x 

Ll"ICy - 1) - Ll"ICy) + -- = c 

z 
x / z 

e 

z 

10: y = ------
z 

x / z c 
e - e 

11: 

12: 

13: 

In de linkerhelft van het scherm doet de gebruiker het meeste werk. Hij herkent 

het type van de dv, scheidt zelf de variabelen en geeft in regel 1 opdracht om te 

primitiveren. DERIVE voegt geen integratieconstante toe, zoals blijkt in regel 

2. Dan wordt in regel 3 met de hand gedaan. Vervolgens moet als het even kan 

y nog expliciet als functie van x geschreven worden. Dat doet DERIVE na het 

commando SOLVE. Het resultaat is regel 4. 

Op de rechterhelft van het scherm is het oplossen geautomatiseerd. Je hoeft 

de dv helemaal niet te herkennen als een met scheidbare variabelen, maar 

je geeft gewoon het commando DSOLVE_GEN. De syntax van het commando 

moet natuurlijk wel bekend zijn: DSOLVE_GEN lost differentiaalvergelijkingen 

van het type p(x, y)+q(x, y)y' = 0 op, dus moet eerst aangegeven worden wat p 

en q zijn. Merk op dat DERIVE nu wel een integratieconstante in de oplossing 

verwerkt. De opdracht tot explicitering van y als functie van x moet net als 

links apart gegeven worden. 
Het ligt voor de hand om een plaatje te tekenen van de oplossingen. Hieronder 

ziet u dat. Een mooi resultaat! 
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Commentaar 
Wat opvalt is dat de oplossing in het linkervenster een andere gedaante heeft 
dan die in het rechter. Dec links is het tegengestelde van de c rechts. Dit is een 
veel voorkomend fenomeen bij computeralgebra: verschillende representaties 
van hetzelfde. Het is dus van belang dat een leerling handig wordt in het 
nagaan of twee uitdrukkingen op hetzelfde neerkomen en dat is vaak niet zo 
eenvoudig. 

Enigszins penibel is het feit dat beide oplossingen onvolledig zijn. Het plaatje 
hierboven is namelijk vervalst: de grafieken die tussen de lijn y = 1 en de x-as 
lopen zijn door mij toegevoegd. Deze oplossingen verliest DERIVE uit het oog 
door in de regels 2 en 9 onnauwkeurig met de absolute waarde om te gaan. De 
volledige oplossing van de dv zou ik zo willen opschrijven: 

z2 
AeT 

y = 2 of y = 1 
Ae"e - I 

waarbij A een reeel getal is dat ook nul of negatief kan zijn. Je moet als 
gebruiker dus altijd op je hoede blijven, zelfs als je denkt te kunnen vertrouwen 
op ingebouwde functies zoals in dit geval DSOLVE_ GEN! 

Ik vrees al met al dat computeralgebra niet de oplossing zal zijn voor de 
onbevredigende situatie rond differentiaalvergelijkingen in het huidige VWO
programma. Daarvoor zitten er te veel haken en ogen aan dit voorbeeld. De
sondanks is het, net als het eerste voorbeeld, een illustratie van het zogenaamde 
White-Box/Black-Box idee, waarop ik nu kort in zal gaan. 

HET WHITE-Box/BLACK-Box PRINCIPE 

De twee voorbeelden die we nu gezien hebben verschillen qua wiskundig nivo, 
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maar hebben toch wat gemeenschappelijk. In beide gevallen gaat het om een 
opgave ( een lineaire vergelijking respectievelijk een differentiaalvergelijking) 
waarbij in het oplossingsproces gebruik gemaakt wordt van vaardigheden die 
al eerder geleerd zijn. In het eerste voorbeeld is dat het (letter- )rekenen, in 
het tweede voorbeeld het primitiveren in combinatie met breuksplitsing. Het 
White-Box/Black-Box idee komt er op neer dat deze 'basisvaardigheden', die 
van een lager nivo zijn dan de eigenlijke vraag, uitbesteed kunnen worden aan 
de technologie, in dit geval aan het computeralgebra-pakket. Hoe het pakket 
deze standaardhandelingen uitvoert, zie je als gebruiker op dit moment niet 
meer, maar dat is niet erg want je zou ze zelf met de hand kunnen controleren. 
Deze handelingen zijn in het Black-Box stadium. 

Het eigenlijke probleem, het oplossen van de ( differentiaal-)vergelijking, mag 
niet worden overgelaten aan het systeem, want dat wordt nog niet beheerst 
door de leerling. Op dit nivo dus geen ondoorzichtige SOLVE-procedures, maar 
alleen een transparant gebruik van de software. Het oplossen van de vergelijking 
bevindt zich nog in de White-Box fase. 

Toen (letter- )rekenen, breuksplitsen en primitiveren zelf nog in een leersta
dium waren, kon DERIVE natuurlijk nog niet hiervoor gebruikt worden. Het 
gaat dus om een recursief principe: in eerste instantie moet de te leren vaar
digheid met de hand uitgevoerd worden, waarbij eventuele 'lagere' vaardighe
den uitbesteed kunnen worden aan de technologie. Later, wanneer het nieuwe 
onderwerp beheerst wordt, kan het zelf weer als laag-nivo vaardigheid overgela
ten worden aan een computeralgebra pakket tijdens het leren van het volgende 
nieuwe onderwerp. Het is duidelijk dat Buchberger, die dit idee in [1] geformu
leerd heeft, een hierarchische kijk op wiskunde heeft. 

Ook wanneer de beheersing van de basisvaardigheden te wensen over laat, 
kunnen op deze manier nieuwe onderwerpen behandeld worden. KUTZLER [10] 
spreekt in dit verband over scaffolding didactics: de technologie fungeert als 
een steiger die de zwakke plekken in het bouwwerk van de wiskunde steunt 
en schraagt. Kunnen leerlingen bij wie breuksplitsen niet wil lukken op deze 
manier wel begrijpen wat een differentiaalvergelijking is? Sommige leerlingen 
zullen mogelijk inderdaad inzicht in sommige onderwerpen verwerven zonder 
de onderliggende technieken te beheersen. Dat lijkt misschien gevaarlijk, maar 
die situatie kennen we al van de gewone rekenmachine. Leerlingen gebruiken 
die terwijl dat in onze ogen vaak overbodig is, maar kunnen daarmee wel zaken 
aan die op een echt hoger nivo liggen. 

Sterk simplificerend kun je zeggen dat de White-Box/Black-Box filosofie er 
op neer komt dat je technologie alleen moet gebruiken voor zaken die je zelf 
al beheerst. Natuurlijk zijn er ook andere invalshoeken mogelijk. In onder 
andere Engeland en ook in Nederland zijn er stromingen die onder andere 
de mogelijkheden van technologie benadrukken. Volgens deze optiek kan een 
computeralgebra-pakket ook in de orientatiefase van het leerproces al een nut
tige rol spelen. Het kan als experimenteeromgeving gebruikt worden waarmee 
nieuwe gebieden geexploreerd kunnen worden. Het systeem kan de voorbeeldge
nerator zijn, waarvan de (op dat moment misschien onbegrijpelijke) resultaten 
aanleiding vormen tot het ontwikkelen van nieuwe vaardigheden of concepten. 
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Deze optiek wordt wel de Black-Box/White-Box benadering genoemd. Let dus 
op de volgorde! De volgende voorbeelden sluiten bij deze benadering aan. 

Voorbeeld 3: De afgeleide van de machtsfunctie 
Op de technische universiteit van Plymouth heeft men goede ervaringen met 

een open en instrumenteel gebruik van computeralgebra. BERRY [2] rappor
teert enthousiast over bet gebruik van DERIVE in het onderwijs aan volwassen 
studenten die met een achterstand aan de opleiding beginnen. Vanaf het begin 
wordt DERIVE bij het 'bijspijkeren' veel gebruikt. 

In de opgave die ik nu beschrijf, fungeert DERIVE als generator van uit
komsten die de meeste studenten op dat moment niet snappen. De opdracht is 

heel open: onderzoek wat Calculus Differentiate doet met uitdrukkingen van 
de vorm xn. De meeste studenten weten niet (meer) wat differentieren is. Ze 
experimenteren wat, en de uitvoer van DERIVE is absoluut niet transparant 
zoals Buchberger dat voorstelt. De bedoeling is dat studenten gewoon wat gaan 
experimenteren. Het volgende scherm zou daarbij kunnen ontstaan. 

d 
1: -x 3 2 d - 1/2 

dx B: 4 x --- 19: -x 
14: 3 dx 

2: 11 d 0 x 
9: -x 1 

d 2 dx d 1/2 -
s: -x 15: -x 20: 3/2 

dx 10: 0 dx 2 x 

i'I: 2 x d -1 1 d n 
11: -x 16: -- 21: -x 

d 3 dx 2 ..fx dx 
~: -x 

dx 1 d 1/3 n - 1 
--- 17: -x 22: n x 

2 12: 2 dx 
6: 3 x x 23: .. ~, 

11 
d 4 d -2 24: .... 

7: -x 13: -Cl 18: 2/3 
dx dx 3 x 25: 

Uiteindelijk moet dit leiden tot het inzicht hoe de differentiatie-operator op 

machtsfuncties werkt. Studenten kunnen dit algoritme zelf reconstrueren en de 
reconstructie aan de hand van nieuwe voorbeelden verifieren. 

Commentaar 
Het gebruik van DERIVE in dit voorbeeld is vrij natuurlijk en eenvoudig. 
De spanning tussen didactisch versus instrumenteel gebruik is hier naar mijn 

idee wat kleiner dan in de voorgaande voorbeelden. De student kan in een 
rechtstreekse dialoog met de software experimenteren en varieren. Aan de 
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hand van de antwoorden van het pakket (her- )ontdekt de student de methode 

van het differentieren van machtsfuncties. 
Maar wat leert de student hiermee precies? In eerste instantie alleen maar 

patroonherkenning. Dat is wel een belangrijke vaardigheid, maar met diffe

rentieren als zodanig heeft het niet veel te maken. Dat is m.i. een zwak punt 

in dit voorbeeld, maar Berry c.s. claimen dat de vraag naar het waarom, naar 

de achtergronden, na een practicum als dit vanzelf naar voren komt. Zo be

schouwd vormt dit practicum een motiverende opstap naar het ontwikkelen van 

het begrip differentieren. Mijn eigen ervaring (zie [4]) in deze met een antler 

type leerling dan in Plymouth is minder positief: leerlingen zijn soms tevreden 

met het algoritme zonder de achterliggende theorie te willen kennen. Het trucje 

volstaat, en dat is toch niet wat we willen in het wiskundeonderwijs? 

Voorbeeld 4: De cardioi'.de 
Het idee van dit voorbeeld is ontleend aan lesmateriaal dat is geschreven voor 

experimenten met de grafische rekenmachine (zie [3]). Natuurlijk is een grafi

sche rekenmachine geen computeralgebra systeem, maar de in passing van beide 

vertonen gemeenschappelijke elementen (zie [7]). 
In dit voorbeeld gaat het om de volgende situatie. 

Twee guldens liggen tegen elkaar aan. De linker ligt vast, en de rechter gaat 

daaromheen rollen zonder te slippen. Welke baan beschrijft nu een vast punt 

op de rand van de draaiende gulden? 
Voer het experiment eerst maar eens uit. Hoe vaak is de draaiende gulden 

'over de kop' gegaan als die na een ronde de beginpositie weer ingenomen heeft? 

En waar staat '1994' als de draaiende gulden zich helemaal links van de vaste 

bevindt? 
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Na het experimenteren komt het mathematiseren. We leggen een assenstelsel 
over de guldens heen zodat de x-as door de middelpunten gaat en de oorsprong 
op het raakpunt valt. Daar ligt ook het punt P van de rechtergulden, waarvan 
we de baan gaan volgen. De schaal van het assenstelsel kiezen we gelijk aan de 
straal van een gulden. 

Voor het vinden van de bewegingsvergelijkingen van P ontbinden we de be
weging in twee componenten: de draaibeweging van het middelpunt van de 
rechter gulden om het middelpunt van de linker, en de beweging van P rand 
het middelpunt van de draaiende gulden. De bewegingsvergelijkingen zijn: 

x1 (t) = 2cos(t) -1 

y1 (t) = 2 sin(t) 

respectievelijk 

x2(t) = cos(2t + 7r) 

Y2(t) = sin(2t + 7r) 

De totale beweging van P ontstaat door optellen van de twee componenten: 

x(t) = 2 cos(t) - 1+cos(2t+7r) 

y(t) = 2sin(t) + sin(2t + 7r) 

Tot zover heeft computeralgebra nog niet geholpen. Maar nu komt DERIVE 
natuurlijk van pas: 
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1: X1Ct> := 2 COSCt) - 1 

Y1Ct> := 2 SlrtCt> 

xzco == coscz t + 'II) 

Y2Ct> := SlrtCZ t + n> 

xco := X1Ct) + XZCt) 

- COSC2 tl + 2 COSCt) - 1 

YCO := Y1Ctl + YZCtl 

10: 2 SlrtCtl - SlrtCZ tl 

11: CXCt>, YCt> 1 

Het plaatje van de cardioi:de vormt het antwoord op het gestelde probleem, 
maar het roept zelf ook weer vragen op. Bijvoorbeeld: welke waarden kan de 
x-coi:irdinaat aannemen? Orn deze vraag te beantwoorden, onderzoeken we het 
bereik van de functie t-+ x(t). Het rekenwerk doet DERIVE weer: 

13: iii 122: [x[-;-J. Y[; ]] 

d 
14: - xco [+· J:] dt e3: 

15: 2 SlrtC2 tl - 2 SlrtCt) 

16: t = 0 124: [x1[7]. Y1[7]] 

17: t = - 2 n 
~: [0, J3] 

'II 
18: t = - -

3 

'II ('i 19: t=-
3 

~) 120: t ='II 

121: t = 2 'II 

De regels 16 t/m 21 geven de nulpunten van de afgeleide van x(t). In regel 22 
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wordt t = j ingevuld, wat regel 23 oplevert. Het meest rechtse punt van de 

cardioi:de blijkt (~, h/3) te zijn. In de tekening is dat niet in een oogopslag 
te controleren, omdat de eenheden op de assen niet gelijk zijn. Bij gelijke 
eenheden geeft DERIVE namelijk een vertekend beeld, zodat bijvoorbeeld een 
cirkel een ellips lijkt. Jammer trouwens dat de eenheden niet bij de assen 

afgebeeld worden. 
Kennelijk is x maximaal ~. Omdat <lit een onverwacht mooi antwoord is, 

is t = j ook in regel 24 ingevuld in de parametervoorstelling van de cirkel
beweging van het middelpunt van de draaiende gulden. Dan blijkt dat dat 
middelpunt precies op de y-as ligt. Dat is een eigenschap van de cardioi:de 

die ik niet voorzien had: de uiterste waarde van x wordt aangenomen als het 
middelpunt van de draaiende gulden op de y-as ligt. Is deze eigenschap ook 
zonder analytisch rekenwerk te begrijpen? 

Met enig nadenken wel. In het punt met de uiterste x-waarde is de snelheid 
in de x-richting gelijk aan 0. De snelheidsvector staat dus verticaal. De snel
heidsvectoren van de twee deelbewegingen, v1 en v2 , zijn even lang en moeten 
dus, willen ze een verticale som hebben, een tegengestelde hoek met de y-as 
maken. Dat dat zo is als het middelpunt van de draaiende gulden op de y-as 

ligt, volgt uit onderstaande tekening. 

Hierbij gebruiken we dus dat we al weten dat t = j. Zonder dat is de re
denering iets moeilijker. Beschouwingen over de grootte en de richting van 

de snelheidsverder zijn overigens vaak inzichtelijk bij het bestuderen van een 
kromme. 
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Commentaar 
Het aanschouwelijke vertrekpunt van dit voorbeeld bleek tijdens experimentele 

lessen over dit voorbeeld tot de verbeelding van leerlingen te spreken. Het met 

de hand draaien van de guldens is functioneel: de leerlingen vielen regelmatig 

terug op de tastbare guldens om het voorstellingsvermogen te voeden of om de 

bevindingen te verifieren. 
Het opstellen van de bewegingsvergelijkingen is iets dat niet door de techno

logie uit handen genomen wordt. Deze vaardigheid zal dus ook in de toekomst 

belangrijk blijven en minstens zo nadrukkelijk als tot nu toe in het onderwijs 

aandacht verdienen. 
Als de bewegingsvergelijkingen eenmaal bepaald zijn, is het tekenen van de 

kromme natuurlijk een fluitje van een cent. Het plaatje hoeft echter niet meer 

het eindstation te zijn. De uitvoer van de technologie hoeft niet als eindprodukt 

beschouwd te warden, maar als uitdaging tot verder onderzoek. Hoewel we 

moeten oppassen om niet teveel van leerlingen te vragen, lijkt het mij goed om 

te proberen bij hen een dergelijk houding aan te leren. 
In dit voorbeeld concentreert dat verdere onderzoek zich op de uiterste 

waarde van x. Als de strategie gekozen is (afgeleide van x op 0 stellen), is 

de rest weer eenvoudig met DERIVE. Maar opnieuw hoeft het antwoord niet 

het einde van het verhaal te zijn: de meetkunde vormt een alternatieve kijk op 

het probleem. 
Mede doordat het (symbolische) rekenwerk en het tekenwerk niet veel tijd 

meer kosten, kan computeralgebra ruimte bieden voor onderzoek en voor alter

natieve oplossingen. Dwarsverbanden tussen formule en grafiek, tussen algebra, 

analyse en meetkunde komen beter uit de verf. Ook in [6] en [9] warden voor

beelden besproken waarin dergelijke dwarsverbanden een grote rol spelen. 

Voorbeeld 5: Variatie van de cardioide 
Het voorbeeld van de cardio'ide kan een aardig vervolg krijgen. Waarom zouden 

we alleen op punten letten die op de rand van de draaiende gulden liggen? Wat 

verandert er als we een punt volgen dat 'halverwege' ligt, d.w.z. op een halve 

straal van het middelpunt? 
De bewegingsvergelijkingen warden dan: 

1 
x(t) = 2 cos(t) - 1+ 2 ·cos(2t+7r) 

y(t) = 2sin(t) + ~ · sin(2t + 7r) 

en dit geeft het onderstaande plaatje. 
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Je kunt natuurlijk ook een andere afstand tot het middelpunt nemen. Als we 
die afstand a noemen, ontstaan bewegingsvergelijkingen met een parameter: 

x(t) = 2 cos(t) - 1+a·cos(2t+7r) 

y(t) = 2 sin(t) +a· sin(2t + 7r) 

of, iets korter: 

x(t) = 2 cos(t) - 1 - a· cos(2t) 

y(t) = 2 sin(t) - a· sin(2t). 

Het geval dat a groter dan 1 is, betekent dat het punt over de rand van de gulden 
uitsteekt. Denk bijvoorbeeld aan een rijksdaalder die bovenop de draaiende 
gulden ligt. 

Variatie van de waarde van a laat zich in DERIVE mooi met het vector
commando uitvoeren: 
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llECTORHZ COS(t) - 1 - a COSCZ tl, Z Sin<tl - a Sln!Z tll, a, 8, Z, 3l 

Dit zijn de zogenaamde slaklijnen van Pascal. De cardioi:de blijkt juist de 
overgang te vormen tussen de 'gedeukte' slaklijnen en de exemplaren met een 
lus. Voor de hand liggende vragen zijn nu natuurlijk: welke vormen kan een 
slaklijn hebben, en welke waarde(n) van a horen daarbij? Wat gebeurt er met 
de slaklijnen als a heel groot wordt, of juist dicht bij 0 komt? Een aardige 
bron van experiment en onderzoek, waarin computeralgebra een belangrijke 
ondersteunende rol kan spelen. In (5] staat een DERIVE-practicum waarin 
de slaklijnen van Pascal onderzocht worden samen met hun inversies. Deze 
inversies blijken 'oude bekenden' te zijn: de kegelsnedes. 

Commentaar 
Dit korte voorbeeld geeft aan hoe de invloed van een parameter op een dynami
sche wijze tastbaar wordt gemaakt met DERIVE. Dynamiek en visualisatie zijn 
in het algemeen twee belangrijke troeven van computergebruik in het wiskun
deonderwijs. Verder kunnen de opgaven opener worden, waarbij meer ruimte 
ontstaat voor eigen produkties van leerlingen. 

Het bovenstaande plaatje kan overigens ook prima gemaakt worden met een 
grafische rekenmachine. Praktijkervaringen met dit laatste instrument leren 
ons dat leerlingen uitstekend in staat zijn om op grond van de tekeningen een 
'familie' van krommen te classificeren. Ook het gedrag van de kromme als a 
heel groot wordt, of juist naar 0 toekruipt, leent zich goed voor onderzoek door 
leerlingen. 

De technologie wordt in dit voorbeeld niet didactisch maar eerder instru
menteel gebruikt. Het systeem wordt gebruikt om routinewerk uit te voeren, 
waardoor de leerling vrij is om te experimenteren. Dat sluit goed aan bij het 
karakter van computeralgebra. Wel is het zo dat de gebruiker goed moet weten 
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wat hij doet. Zinnig gebruik van computeralgebra vraagt dus nogal wat van 
een leerling. 

HET PAARD VAN TROJE? 

Tot zover enkele voorbeelden. Maar hoe zit het nu met computeralgebra in het 
voortgezet onderwijs? Moeten we er nu blij mee zijn? 

Het is duidelijk dat de kracht van computeralgebra in de breedte zit: re
kenen, grafieken, algebra en analyse zijn gelijktijdig en met dezelfde interface 
beschikbaar. Dat impliceert wel een overdaad voor de beginnende gebruiker, 
die nogal wat drempels te nemen heeft voordat er soepel met het pakket ge
werkt kan worden. Naar verwachting zullen die drempels in de toekomst lager 
worden, maar niet verdwijnen. 

Natuurlijk verandert het wiskundeonderwijs op het moment dat computeral
gebra er een rol in krijgt. Er komt meer ruimte voor experiment en onderzoek, 
voor eigen produktie. Begrippen worden visueel ondersteund en de wiskundeles 
kan dynamischer worden. Er liggen kansen voor het leggen van dwarsverbanden 
tussen verschillende onderdelen van de wiskunde en voor realistische toepassin
gen. 

Maar er zijn ook risico's. Met name zal het routinewerk minder belangrijk 
worden dan het nu is, en zullen vaardigheden van een hogere orde dominanter 
zijn. Denk aan mathematiseren, het kiezen van oplossingsstrategieen, redene
ren, vertalen. Het gevaar bestaat dat we de leerlingen zullen overvragen door 
teveel te mikken op inzicht en probleemoplossend vermogen. Daarmee kan de 
wiskunde moeilijker worden, wellicht te moeilijk voor een aantal leerlingen die 
het vak nu wel met succes volgen. Maar het wiskundeonderwijs kan daarmee 
wel aan waarde winnen. 

Door het bestaan van computeralgebra te negeren zou het onderwijs zich 
te ver van de praktijk houden. Daarbij denk ik dat negeren niet mogelijk is. 
Leerlingen zullen in steeds sterkere mate over computeralgebra beschikken, en 
zeker als het om handpalm PC's gaat, zal dit invloed krijgen op de lespraktijk. 
Dat houden we niet tegen. 

Wei zal het allemaal nog even duren. Vermoedelijk zal over de rol van com
puteralgebra in het voortgezet onderwijs pas serieus nagedacht worden wanneer 
de grafische rekenmachine zijn plaats gevonden heeft. Nu de eerste experimen
tele eindexamens met grafische rekenmachines gepland worden, is te verwachten 
dat dat over enkele jaren het geval zal zijn. 

Natuurlijk moet er nu al geanticipeerd worden op de komst van computer
algebra. Een interessant initiatief in dit verband vormt de werkgroep Compu
teralgebra in het Voortgezet Onderwijs, CAVO. In deze werkgroep, die voor
namelijk uit leraren bestaat, wordt lesmateriaal ontwikkeld en uitgeprobeerd. 
Hopelijk zullen deze produkten en ervaringen bijdragen aan de ontwikkeling 
van een visie op de rol van computeralgebra in het V.O .. 

Naar mijn idee is de invoering van computeralgebra in het V.O. een in
grijpende en subtiele kwestie, die risico's in zich draagt, maar ook kansen en 
mogelijkheden biedt die het onderzoeken waard zijn. Zorgvuldige experimenten 
en projecten die in samenhang met de internationale ontwikkelingen plaatsvin-
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den moeten tot een uitgebalanceerde implementatie kunnen leiden waarin de 

risico's minimaal zijn en de voordelen optimaal uitgebuit worden. Dan denk ik 

niet dat het wiskundeonderwijs een paard van Troje in huis haalt. Maar dat 

dacht u natuurlijk al. 
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