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Ter nagedachtenis aan prof.cir. G.R. Veldkamp 





VOORWOORD 

Dit boek bevat onder andere de complete herdruk (waar nodig uitgebreid en 

gecorrigeerd door de auteurs) van de MC-vakantiecursus 'Meetkunde' uit 1978. 

Daarnaast zijn nog opgenomen de herdrukken van 'Constructies met Passer en 

Liniaal' uit de vakantiecursus 1974, 'Vlakke Kristallografische Groepen' uit 

'Excursies in de Wiskunde II' (Nijmegen) en 'Veelvlakken' uit de serie 'Achter

gronden van de Schoolwiskunde' (Utrecht). Tenslotte is prof.dr. G.R. Veld

kamp zo vriendelijk geweest om speciaal voor deze uitgave zijn bijdrage 'Tien 

Jaar Later' te schrijven, met extra aandacht voor het aspect 'bewijzen in de 

meetkunde'. Helaas is prof. Veldkamp ons op 16 september 1989 ontvallen. 

Daarom doet het mij veel genoegen dat de redactieraad heeft willen instemmen 

met het voorstel deze uitgave aan hem op te dragen. 

Gezien de opzet voldoet deze syllabus aan de doelstellingen zoals weer

gegeven in het voorwoord van CWI-Syllabus 11, namelijk het (weer) beter 

bereikbaar maken van meestal klassiek materiaal van een overwegend 

inleidend karakter. lk spreek hierbij de hoop uit dat dit werk een gewaardeerd 

vervolg mag zijn op de CWI-Syllabi 11, 15 en 24. 

Voor de uitvoering ben ik dank verschuldigd aan met name de heer W. 

Aspers en zijn staf. 

P.W.H. Lemmens 
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Klassieke Meetkunde 

G.R. Veldkamp 
Voordracht van de vakantiecursus uit 1978 

1. INLEIDING 

Een van mijn goede kennissen bracht mij enkele maanden geleden op de 

hoogte van het feit dat als onderwerp van deze vakantiecursus 'Meetkunde' 

zou worden gekozen. 'We vinden', zo betoogde hij ongeveer, 'dat de meetkunde 

zo langzamerhand wel wat stiefmoederlijk bedeeld wordt in het onderwijs en 

we willen proberen daar iets aan te doen. Zou je er iets voor gevoelen aan deze 

vakantiecursus mee te werken?' Toen ik antwoordde dat ik hiertoe in principe 

wel bereid was en vroeg wat ik dan zou moeten doen, werd het gesprek ietwat 

vaag. 'Je moet dan een voordracht van een uur, of twee voordrachten van drie 

kwartier elk, houden over meetkunde, gewone meetkunde, synthetische meet

kunde; kinematica mag er ook in voorkomen. Je zult er van het Mathematisch 

Centrum (MC) wel meer over horen.' 
Tot zover <lit gesprek. Ik hoorde er meer van. Een vriendelijke dame van het 

MC belde mij op, strikte mij definitief en vroeg mij de titel van mijn 

programma-onderdeel op te geven; iets waarover ik nog helemaal niet had 

nagedacht. Waar ze het zo gauw vandaan haalde, weet ik niet, maar ze stelde 

als titel 'Klassieke meetkunde' voor. Anders dan de term Klassieke Oudheid, 

slaat 'Klassieke meetkunde' niet op een wel-omschreven gebied en er bestaat 

bij mijn weten ook geen axiomastelsel voor. De offerte die hier gedaan werd, 

liet een groot aantal graden van vrijheid vermoeden en ik heb haar dan ook 

dankbaar aanvaard. Maar dat brengt natuurlijk wel de verplichting mee dat ik 

U moet trachten duidelijk te maken wat we onder klassieke meetkunde zullen 

verstaan, tenminste vandaag en in deze voordracht. In een aankondiging van 

de vakantiecursus 1978 lees ik: 'Een goed meetkundig inzicht kan, met name in 

de lineaire algebra, veel situaties verhelderen en het is in feite hypocriet hier de 

meetkundige achtergronden te verzwijgen. Voorts worden veel studenten (aan 

technische hogescholen, maar ook a.s. medici en chemici) op pijnlijke wijze 

geconfronteerd met een gebrek aan ruimtelijk inzicht, zodat zelfs zeer elemen

taire cursussen moeten worden ingelast om hierin te voorzien. Tenslotte wordt 

vaak over het hoofd gezien dat meetkunde een 'leuk', boeiend en inspirerend 

vak is.' 
Ik maak hieruit op dat het niet tegen de geest van deze vakantiecursus is 

wanneer ik U een ruiker aanbied, geplukt in de tuin van de klassieke meet

kunde. Misschien is er een bloempje bij dat in Uw eigen onderwijs niet zou 

misstaan. Het is zelfs mogelijk dat geur en kleur van deze op korte steel 
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gesneden bloemen zozeer naar Uw smaak zijn dat U de lust bekruipt eens op 
eigen gelegenheid in deze tuin te gaan neuzen. Het lijkt me dan ook nuttig Uw 
aandacht op enkele wandelgidsen te vestigen. En ik zeg er dan nog bij dat ik 
alles wat in deze gidsen wordt aangevoerd vandaag gemakshalve klassieke 
meetkunde wil noemen. 

2. ENIGE LITERATUUR 

1. H.S.M. CoXETER, Introduction to Geometry, New York - Londen (1962) 
(XIV + 443 biz.). 

De eerste druk is van 1961, de tweede van 1962, de laatste van 19 .. (dit kunt U 
invullen bij aanschaffing). De eerste twee volzinnen van het Woord Vooraf 
luiden: 'In de afgelopen dertig of veertig jaar hebben de meeste Amerikanen 
op de een of andere manier hun belangstelling voor meetkunde verloren. Dit 
boek is een poging dit zozeer verwaarloosde onderwerp nieuw leven in te 
blazen'. Het is vrijwel onmogelijk in kort bestek een indruk te geven van de 
rijke inhoud en de levendige stijl en compositie van dit stimulerende werk. Het 
is verdeeld in de stukken I tot en met IV met als unificerende grondgedachte 
het begrip transformatiegroep. In I komen aan de orde driehoeken, regelmatige 
veelhoeken, isometrie en gelijkvormigheid in het Euclidische vlak en de Eucli
dische ruimte, cirkels en bollen, tweedimensionale kristallografie (de kunst van 
Escher, metselpatronen). 

In II wordt gesproken over coordinaten, complexe getallen, de vijf regelma
tige lichamen, de gulden snede en de bladstanden. Iemand met een einddi
ploma v.w.o. en een behoorlijke aanleg en belangstelling voor de wiskunde kan 
het zich allemaal eigen maken, met uitzondering misschien van enkele passages 
over complexe getallen. Maar het aardige is juist dat men gerust een hoofdstuk 
kan overslaan zonder het genoegen aan de rest te bederven. 

Ook III staat op dit niveau. Hier worden de grondslagen van de meetkunde 
behandeld. Ik noem: de affiene meetkunde, de projectieve meetkunde, de abso
lute meetkunde, de hyperbolische meetkunde. 

In IV is het niveau wat hoger: differentiaalmeetkunde, topologie van 
oppervlakken en vierdimensionale meetkunde. Tot besluit een uitvoerige litera
tuurlijst. Aan het eind van de meeste paragrafen een aantal opgaven. 

Laat ik er maar niet meer van zeggen. Het is een boek dat elke leraar in de 
kast moet hebben en dat na 10 jaar uit de band moet vallen omdat hij het zo 
vaak heeft geraadpleegd; bijvoorbeeld om een keuze-onderwerp voor een 
ondernemende leerling te zoeken. Coxeter behandelt de stof meetkundig. Dit is 
eveneens het geval in een zeer elementair boekje dat Coxeter ook een enkele 
maal in zijn tekst noemt, namelijk 

2. I.M. YAGLOM, Geometric Transformations, vol. I & II, Random House, New 
Mathematical Library. 

Het is uit het Russisch vertaald door Allen Shields (lste druk 1962). Men kan 
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<lit werkje zien als een modernisering van het veel oudere 

3. J. PETERSEN, Methodes et Theories pour la Resolution des Problemes de Con

structions Geometriques, 5ieme ed., Paris, Gauthier-Villars (1931 ). 

Verscheen voor het eerst in 1866 in het Deens. Vertalingen in het Duits, 

Engels, Frans en Italiaans. De Franse is van 0. Chemin. 
Ik wil nog de aandacht vestigen op een boekje in de landstaal dat ook in de 

literatuurlijst van Coxeter voorkomt. 

4. 0. BorrEMA, Hoofdstukken uit de Elementaire Meetkunde, N.V. Servire, 's

Gravenhage (1944). 

En wie zich voor de grondslagen van de affiene en Euclidische meetkunde, 

meetkundig behandeld en ruimschoots uitgewerkt, interesseert, kan een boek 

ter hand nemen dat 51 jaar geleden verscheen. 

5. 0. BOTIEMA, De elementaire meetkunde van het platte vlak, Groningen 

(1938). 

Voor wie de zaak van algebra1sch standpunt belicht wil zien, noem ik: 

6. K.W. GRUENBERG, A.J. WEIR, Linear Geometry (2nd ed.), Berlin etc., 

Springer Verlag (1977). 

Het bevat, zonder de meetkundige aspecten te verwaarlozen, een ftinke hoe

veelheid lineaire algebra. 
Meer nadruk op de meetkunde wordt gelegd in het oudere 

7. E. ARTIN, Geometric Algebra, New York (1957). 

Na een inleiding over vectorruimten, groepen, lichamen, waarderingen, volgen 

hoofdstukken over o.a. affiene en projectieve meetkunde, orthogonale meet

kunde. Het niveau is hoger dan dat van 6. 

Voor verdere literatuur zie Coxeter. Er zijn natuurlijk ook nog wel geschriften 

over speciale onderwerpen. Ik noem alleen een boekje over een gebied dat in 

de laatste dertig jaar nogal wat belangstelling heeft genoten en dat tot de 

elementaire meetkunde kan worden gerekend. 

0. BOTTEMA, R.Z. DJORDJEVIC, R.R. JANIC, D.S. MITRINOVIC, P.M. 

V1s1c, Geometric Inequalities, Groningen (1969). 

Honderden ongelijkheden uit het gebied van de vlakke meetkunde, min of 

meer systematisch gerangschikt, sommige met bewijs, maar ook veel waarvan 

de lezer het bewijs zelf moet zien te vinden. Voor de aardigheid schrijf ik een 
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ongelijkheid bier neer: Als a, b en c de zijden en a, /3 en y de tegenoverlig
gende hoeken van een driehoek zijn, is 

(by-c/3)2 + (ca.-ay)2 + (a/3-ba.)2 <i!_. 
(a +b +c)2 4 

Er is geen bewijs bij, <loch de schrijvers vermelden dat er een zeer ingewikkeld 
bewijs bekend is en dat het wenselijk zou zijn een eenvoudiger bewijs te verzin
nen. 

3. ISOMETRIEEN 

In deze paragraaf wil ik beginnen met enkele grepen te doen uit de onderwer
pen die in de literatuur van hoofdstuk 2 voorkomen. 

Een isometrische afbeelding ~ van een Euclidische n-dimensionale ruimte 
fin op zichzelf kan ten opzichte van een orthonormaal assenstelsel door 
x' = Ax+a worden voorgesteld, waarin A = (aiJ) een orthonormale n,n-matrix 
en a een vector is, beide onafhankelijk van x. Voor A geldt AA T = A TA = E 
waarin E de n,n-eenheidsmatrix is. Dus det A = + 1. Het beeld van een vec
tor uEfin is Au. Stellen we de k-de rijvector van A even voor door ab clan is 
het k-de kengetal van Au blijkbaar (ab u). Zijn ui, ... , un vectoren in fim dan 
is dus det(Au1' ... ,Aun)= det(a;,u1) = detA det(u1> ... , un). Bij een 
isometrie met det A= 1 (die ik een verplaatsing zal noemen) verandert dus de 
orientatie niet. Bij een isometrie met det A = - 1 verandert zij wel (zo'n 
isometrie noem ik een omlegging. Ik zal mij verder tot platte vlak (n =2) en 
ruimte (n = 3) beperken en bovendien in hoofdzaak alleen verplaatsingen 
beschouwen. 

4. HET VLAKKE GEVAL 

Voor n = 2 is de zaak eenvoudig. Dan is A van de gedaante 

[c~s </> - sin </>] 
sm </> cos</> (-7T < </> ~ 7T) (4.1) 

Voor <f>=FO is er een dekpunt cl. Dus is dan x'-cl = A(x-cl). De verplaatsing is 
een rotatie om cl over de hoek <f>. Uit 2 punten en hun beeldpunten kan men cl 
en</> vinden. 

Is </> = 0 clan zijn er geen dekpunten, tenzij ~ de identieke afbeelding is. De 
verplaatsing is een translatie. 

Toepassingen op elementair niveau zijn er legio. Hier volgen er een tweetal. 

1. DE STELLING VAN POMPEi'U. Met de afstanden van een punt tot de hoekpun
ten van een gelijkzijdige driehoek als zijden kan steeds een (mogelijk ontaarde) 
driehoek warden geconstrueerd. 

BEWIJS. Zij P 1 het beeld van P bij de rotatie over de hoek 7T/3 om A die B 
overvoert in C. Dan is P 1P =PA, P 1C =PA. Dus is P 1PC de driehoek. 
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Ontaard als P 1 op de lijn PC ligt. Treedt dan en alleen dan op als P op de 

omcirkel van LLl.BC ligt (Figuur 1 ). 

p 

FIGUUR 1 

VRAGEN. Wat is de verzameling van de punten P waarvoor de driehoek in 

kwestie scherphoekig, stomphoekig, rechthoekig is? Hoeveel punten P zijn er 

waarvoor de bedoelde driehoek rechtstreeks gelijkvormig is met een gegeven 

driehoek? 

PROBLEEM. Zij r de omgeschreven cirkel van een driehoek A I A 2A 3. Als 

LiA 1A 2A 3 gelijkzijdig is, geldt voor elk punt P van f dat een van de afstanden 

PAk (k = 1,2,3) gelijk is aan de som van de beide andere. Wat is bij een 

ongelijkbenige driehoek A 1A 2A 3 de verzameling van het punt P met deze 

eigenschap? Hoeveel punten van deze verzameling liggen op f? Tracht deze 

punten te construeren. 

2. Construeer op de zijlijnen AB en AC van LiABC de punten X en Y zo, dat 

BX= XY= CY. 
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BE= BC 

EF = BD 

FIGUUR 2 

G.R. Veldkamp 

F 

Wanneer (Figuur 2) X en Y zo op AB en AC liggen dat BX= CY, is er een 
rotatie over de hoek BA C = a die B op C en X op Y afbeeldt. Het dekpunt D 
ligt op de as van BC en L BDC = a. Bijgevolg is D het midden van die boog 
BC van de omgeschreven cirkel waarop A ligt. W anneer nu bovendien nog 
BX= XY, is BX: DX = BC: BD. Hieruit volgt een eenvoudige constructie 
voor X (zie Figuur 2); er zijn twee mogelijkheden voor XY. 
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5. EENVOUDIGE KINEMATICA 

We bescbouwen twee samenvallende n-dimensionale Euclidiscbe ruimten ED en 

ED0 • In elke ruimte is een ortbonormaal assenstelsel aangenomen. De positievec

tor van een punt in ED zij x en die van bet punt van ED0 dat met bet bescbouwde 

punt samenvalt X. Dan kunnen we een isometriscbe afbeelding van ED op ED0 op 

de gebruikelijke manier door X = Ax+ a voorstellen. We nemen weer aan dat 

we met een verplaatsing te doen bebben. We zullen nu ecbter veronderstellen 

dat A en a continu differentieerbare functies zijn van een reele parameter t die 

we de tijd noemen. Dan stelt X = Ax+ a een beweging van ED ten opzicbte van 

ED0 voor. 9P e~k tijdstip kan men de snelheid van x vinden met bebulp van de 

formule X = Ax+ a, waarbij de stip differentiatie naar t aanduidt. Men kan 

deze formule ook schrijven als 

(5.1) 

Ik wil nu eens bet geval bebandelen dat E en E 0 platte vlakken zijn. Dan is 

volgens (4.1): 

AT- . A -[ 
cos cp sin cpl . . [- sin <P - cos cpl 

- -sin cp cos cp ' - <P cos <P - sin <P 

en dus 

. . [o -1l . . 
AA T = <P 1 0 = cpA 'ITl2 =<PD' 

waarin D kennelijk een rotatie over een recbte boek vertegenwoordigt. 

Blijkbaar is det A = ~2 • Op elk tijdstip waarop ~ (de boeksnelbeid) niet ~ul is, 
is er dus juist een punt (de snelbeidspool) waarvan de snelheid nul is. Is <P = 0 

dan is er geen punt met snelheid nul tenzij van alle punten de snelbeid nul is; 

de beweging is dan een instante trap-slatie: alle punten bebben dezelfde 

snelheid. We veronderstellen nu verder cp=f=O en scbrijven (5.1) als 

X = cpD(X-a) +a, 
betgeen voor de snelbeidspool P levert 

0 = cpD(P-a) +a. 
Blijkbaar is dus: 

X = cpD(X- P). (5.2) 

De snelheidsvector van een punt. X wordt dus gevonden door PX over de boek 

7T 12 te draaien en daama met <P te vermenigvuldigen. Zetten we de snelbeid 

van X af als vector XX,, met X als beginpunt, dan geeft dit bet onderstaande 

beeld. 
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x 
x 

p 
p 

<P>O ip<O 

FIGUUR 3 

Op elk tijdstip hangt de vorm van tl.P XX v alleen af van de hoeksnelheid, niet van 

het gekozen punt X De snelheidsverdeling op een. bepaald tijdstip stemt dus 
overeen met die van een rotatie met hoeksnelheid <fl. Instantaan is elke beweg
ing dus een translatie of een rotatie. Een gevolgtrekking uit het bovenstaande. 
De uiteinden van de snelheidsvectoren van de hoekpunten van een veelhoek 
zijn de hoekpunten van een tweede veelhoek, gelijkvormig met de eerste. Van 
deze allereerste beginselen van de vlakke kinematica zijn allerlei aardige meet
kundige toepassingen mogelijk. Ik beperk me tot de volgende twee. 

I. Uit een punt Pin het vlak van tl.A 1A 2A 3 laat men de loodlijnen neer op de 
zijden. De voetpunten zijn P 1,P2 ,P 3 (Figuur 4). Wanneer zijn P" P 2 en P 3 

collineair? 

We stellen ons voor dat de figuur een momentopname is van een in zijn vlak 
bewegende driehoek en dat Pop dat moment de snelheidspool is. Als nu P2A1 

de snelheidsvector is van P 2, ligt de snelheidsverdeling vast. Nu zijn Pi, P 2 en 
P 3 dan en alleen dan collineair als de uiteinden van hun snelheidsvectoren col
lineair zijn, dus als P1A2 de snelheidsvector is van P 1• De snelheidslijn van A 1 

is de loodlijn in A 1 op PA 1• Daar P 2, A 1 en A 3 collineair zijn, ligt het 
eindpunt Q van de snelheidsvector van A 3 op deze loodlijn. Dus A 1 en A 3 

liggen op de cirkel w met PQ als middellijn. Orn soortgelijke reden ligt ook A 2 

hierop. Derhalve: P 1, P 2 en P 3 zijn dan en alleen dan collineair als P op de 

omgeschreven cirkel w van tl.A 1A 2A 3 ligt. De lijn Ip waarop de pun ten Pk lig
gen, is de bekende rechte van Wallace. 
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FIGUUR 4 

Nog even een uitweiding. Als P niet op w ligt, zijn Pi, P 2 en P 3 dus hoek

punten van een driehoek, de voetpuntsdriehoek van P. Zij Fp daarvan de 

oppervlakte en F die van AA 1A 2A 3 . Denk ergens in het vlak een rechthoekig 

assenstelsel aangenomen. De coordinaten van P 1 , P 2 en P 3 zi jn lineaire func

ties van de coordinaten x en y van P. Dus is Fp = f (x,y), waarin f een 

kwadratische functie is van x en y. Meetkundig stelt de vergelijking 

f (x,y) = Fp een kegelsnede voor. Bij veranderlijke F p krijgt men een stelsel 

kegelsneden. Zij zijn homothetisch en hebben een gemeenschappelijk middel

punt. Maar voor Fp = 0 vinden we w. Dus al deze kegelsneden zijn cirkels, 

concentrisch met w. Vandaar de stelling: de verzameling van de punten P waar

van de voetpuntsdriehoeken een gegeven oppervlakte hebben, is een cirkel concen

trisch met w. We kunnen nu schrijven: kg(x,y) = Fp waarin keen constante is 

en g(x,y) = 0 de genormeerde vergelijking van w is (dus de gedaante 

x 2 + y 2 + ... enz. =0 heeft). Maar is g(x,y) ook op te vatten als de macht µ,p 

van P t.o.v. w, zodat kµ,p = Fp, geldend voor elk punt P. Kies Pin het middel-

punt M van w. Dan blijkt - kR 2 = ~ F waarin R de straal is van w. Eliminatie 

van k geeft 

/Lp 
Fp = ---2 F. 

4R 
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Voor punten binnen w hebben LiA 1A 2A 3 en LiP 1P 2P 3 blijkbaar dezelfde en 
voor punten buiten w tegengestelde orientatie. 

2. Dit voorbeeld vereist een opmerking vooraf. Als drie samenvallende vlakken 
0i. 02 , 03 ten opzichte van elkaar bewegen, zijn er op elk tijdstip 3 polen ( = 
snelheidspolen). Ik noem ze P 12 , P 23 , P 31 (P 2i. P 32 , P 31 zijn dezelfde punten 
als de drie genoemde) en we kunnen aan een punt drie snelheden onder
scheiden: v12 (beweging 0 1 /02 van 0 1 ten opzichte van 02), v23 en v31 • Hier
voor geldt v12 + v23 + v31 = O; <lit is het bekende 'parallellogram van snelheden', 
bekend uit de elementaire natuurkunde. Toegepast op het punt P 31 wordt <lit 
v12 +v23 =0. Echter 1s: v 12 J_P 12P 31 en v23 J_P 23P 31 • Conclusie: 

FIGUUR 5 

P 12 , P 23 en P 31 zijn collineair. Neem nu vijf vlakken die ten opzichte van 
elkaar bewegen. Dan zijn er 5! : 2!3! = 10 polen waarvan we aannemen dat ze 
alle verschillend zijn. We weten dat {P 12 ,P 23 ,P 3i}, {P 12 ,P 24 ,P4 i} en 
{P 12 ,P 25 ,P 5i} collineaire drietallen zijn. Het snijpunt van P 24P 25 en P 41 P 51 

is P 45 , dat van P 25 P 23 en P 51 P 31 is P 35 en dat van P 23P 24 en P 31 P 41 is P 34 . 

Maar aangezien {P 45 ,P35 ,P 34 } een collineair drietal is, staat bier de stelling 
van Desargues. De volledige figuur bevat 10 punten en 10 lijnen; op elke lijn 
liggen 3 van deze 10 punten en door elk punt gaan 3 van de 10 lijnen. De 
figuur is een configuratie die als Cf (103, 103) wordt genoteerd (eerst de punten 
noemen, dan de lijnen). Bij 6 verschillende vlakken ontstaat zo de configuratie 
Cf (203, 154), de configuratie van Hesse. 

FIGUUR 6 
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6. HET DRIEDIMENSIONALE GEV AL 

W anneer we voor een driedimensionale verplaatsing x' = Ax+ a vragen naar 

een dekpunt d komt <lit neer op de vraag of de vergelijking (A - E)x +a = 0 

oplossingen heeft. Voor een antwoord hebben we nodig de rang van de matrix 

A-E. Uit AT(A-E)=(E-AT)=(E-Af volgt det(A-E)= 

<let (E - A) = - <let (A - E). Dus <let (A - E = 0. Bijgevolg heeft 

(A - E)x +a = 0 geen oplossingen of oneindig veel. De situatie is dus essentieel 

anders dan in het platte vlak. Dat <let (A - E) = 0, betekent dat A een 

eigenwaarde 1 heeft. Hieruit volgt dat de karakteristieke vergelijking als 

A.3 - (a11 +a22 +a33)A2 + (a11 +a22 +a33)A.-l = 0 

kan worden geschreven. Hieruit is gemakkelijk af te leiden dat 1 of een enkel

voudige of een drievoudige eigenwaarde is. Het laatste geval treedt dan en 

slechts dan opals a 11 +a 22 +a33 = 3, dus als a11 = a12 = a 33 = 1, dat is, als 

A =E. In <lit geval is de verplaatsing een translatie. We laten het verder bui

ten beschouwing. Dus 1 is een enkelvoudige eigenwaarde en r (A - E) = 2. In 

het vlakke geval is er dan een dekpunt. In het driedimensionale geval kunnen 

we ook een uitspraak doen. Zij A - E = B en B + de matrix die uit B ontstaat 

door aan B als vierde kolom de vector a toe te voegen. Dan is er geen dekpunt 

of een rechte van dekpunten al naar gelang r (B +) = 3 of r (B +) = 2. Bij de 

eigenwaarde 1 behoort een eendimensionale eigenruimte, opgespannen laten we 

zeggen door de eenheidsvector e. Dus A e = e. Hieruit besluiten we dat een 

rechte x = z + A.e met richtingsvector e als beeld heeft de rechte 

x = A z + a + AA e = A z +a+ A.e, die evenwijdig is met het origin eel. Het ligt 

nu wel voor de hand te vragen of er onder al de 00 2 rechten met richtingsvec

tor e eentje is die samenvalt met haar origineel, dus een dekrechte is. Orn de 

vraag te beantwoorden, moeten we de vergelijking: A z + a + A.e = z + µ,e bes

tuderen. De scalair µ, hangt lineair van A af en we zien gemakkelijk dat 

µ, = A+ v waarin v niet meer van A afhangt. De vergelijking kan dus op de 

vorm 

Bz +a - ve = 0 (6.1) 

worden gebracht. Voor veranderlijke vEIR staan hier oneindig veel ver

gelijkingen. N odig en voldoende opdat ( 6.1) oplossingen heeft, is dat de rang 

van de matrix die uit B ontstaat door toevoeging van de kolomvector a - ve de 

rang 2 heeft. Daar A e = e, is ook AT e = e en dus BT e = 0. Is bk de k-de 

rijvector van B dan is dus e 1 b1 + e 2 b2 + e 3 b3 = 0 en de nodige en voldoende 

voorwaarde voor oplosbaarhied van (6.1) luidt dus (e, a-ve) = 0, dat wil zeg

gen: v = (e,a). We stellen a - (e,a)e = b en vinden dan als oplossingsverzamel

ing van Bz + b = 0 de rechte l met vergelijking 

x = p +A.e, (6.2) 

waarin p een particuliere oplossing is, die we nog zo kunnen kiezen dat 

(p,e) = 0. Het beeld van een punt van l is: 

A (p+A.e) +a= Ap+a+A.e = Bp+a+p+A.e=p+A.e+(e,a)e. 



12 G.R. Veldkamp 

Elk punt van l ondergaat dus een translatie langs l met translatievector 
t = (e,a)e. 

Het beeld van een willekeurig punt xe:E93 is: 

x' = Ax+a = Ax+b+t = A(x-p)+p+t, 

zodat 

x' - x = A(x-p) - (x-p) + t. (6.3) 

De vector A (x-p) - (x-p) staat loodrecht op t. Uit (6.3) volgt dus 
Ix' -xl :;;,,, ltl met gelijkheid dan en slechts dan als x op / ligt. We kunnen dus 

de dekrechte l ook karakteriseren als de verzameling van de punten die minimale 

a/stand hebben tot hun beeldpunten. Hieruit blijkt dat l niet afhangt van de 
keuze van het assenstelsel. 

Orn (63) nog iets verder uit te pluizen, schrijven we x-p = £e+n waarin 
(n,e)= 0. Dan is 

x' - x = An - n + t. 
Daar de orientatie behouden blijft, is de hoek a tussen n en An voor alle vec
toren n loodrecht op l dezelfde. Orn a te vinden, kunnen we dus van een speci
ale vector gebruik maken. Neem bijvoorbeeld vT =(a 11 -1,a 12 ,a 13 ). Deze 
staat loodrecht op e; het kwadraat van zijn lengte is 2(1-a 11 ) en 
(Avf = (l-a11, -a21, -a31). Dus is 

zodat 

cos O'. = 
-(l-a11)2-a21a12 -a13a31 

2(1-a11) 

I 
cos a = 2(sp A -1). 

(1 - a 1 i)( sp A - 1) 

2(1-a 11 ) 

(6.4) 

Figuur 7 illustreert het bovenstaande. Het beeld X' van een punt X wordt 
gevonden door de ruimte om l te schroeven (rotatiehoek a, trans!atievector t). 
Voor t = 0 is de verplaatsing een rotatie om de as /; voor a = 0 is zij een 
translatie. 

7. RUIMTELIJKE KINEMATICA 

In hoofdstuk 5 hebben we de formule X = Ax+a voor de beweging 0/00 van 
twee samenvallende n-dimensionale ruimten ten opzichte van elkaar bekeken 
voor het geval n = 2. Heel in _het ~ort zegg~n we nu iets over het geval n = 3. 
De snelheid van x is X = Ax+a =AA T Ax+i Daar AA T = E, is 
. . T . 

AA T + AA = 0 waarin 0 de 3,3-nulmatrix is. Hieruit blijkt dat AA T een 
scheefsymmetrische matrix is. We kunnen dus schrijven: 

0 -w3 W2 

(7.1) 
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FIGUUR 7 

Voeren we in de vector wEt90 bepaald door wT = (wi,w2 ,w3) dan is dus 

X = wXAx +a. Uit (7.1) is af te ~eiden dat AA T alleen de rang nul of twee 

kan hebben. Is de rang nul dan is A = 0 en de beweging is een translatie. We 

veronderstellen in het vervolg r(~A T) = 2, dus r(A) = 2. Er zijn dan precies 2 

e:enheidsvectore!l van f9 die aan A z = 0 voldoen. Zij e een hiervan, dan is dus 

Ae = 0. Daar AA T w = wXw = 0 is AT w lineair afhankelijk van e. Er is dus 

een scalar w:i=O met w=wAe; w heet de hoeksnelheid van de beweging f9!f90 

op het tijdstip t en w de hoeksnelheidsvector. Twee punten x en y van f9 heb

ben dan en alleen dan dezelfde snelheid als wXA(x-y) = 0, dus als A (x-y) 

lineair afhankelijk is van w of - wat op hetzelfde neerkomt - als x -y lineair 

afhankelijk is van e. Op het tijdstip t hebben twee punten van f9 dan en alleen 

dan dezelfde snelheid als hun verbindingslijn e als richtingsvector heeft. Een lijn 

hf9 met richtingsvector e kan door x = p + Ae, (p,e) = 0 worden voorgesteld. 

Alle punten van l hebben de snelheid wXAp +a. Deze valt dan en slechts dan 

langs l als we p - en dus l - zo kiezen dat AeX(wXAp) + AeXa = 0. Dit geeft 

voor p: 

(7.2) 

Er bestaat dus in f9 een lijn waarvan alle punten dezelfde langs deze lijn ger

ichte snelheid hebben. Deze snelheid is: 

VT= wXAp+a = (Ae,a)Ae (7.3) 

en wordt de translatiesnelheid van de beweging f9/f90 genoemd. Blijkbaar is nu 

(7.4) 
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De lijn van &0 waarmee I samenvalt, is X = A p + a + Me. Is W een willekeu
rig punt hiervan met positievector A p + a + µA e en X het punt van 00 waar
mee x£&J samenvalt, clan is WX =A (x-p) - µAe. Dus kunnen we voor (7.4) 
schrijven: 

X=wXWX+v,,.. 

De snelheidsverdeling bij elke ruimtelijke beweging die geen translatie is, stemt 
dus overeen met die van een schroefbeweging met l als schroefas. De schroefas 
is te karakteriseren als de verzameling van de punten met minimale snelheid; 
zij hangt dus niet van de keuze van het assenstelsel af. 

8. MEETKUNDIGE BESCHOUWING VAN SCHROEVINGEN 

Een rotatie van de ruimte om een as a kan worden verkregen als produkt van 
twee lijnspiegelingen aan rechten die a in hetzelfde punt loodrecht snijden. Het 
is gemakkeli jk te bewijzen dat een schroeving S (a, a, t) met as a, rotatiehoek a 
en translatievector t eveneens het produkt is van twee lijnspiegelingen L 1 en 
L 2 aan rechten / 1 en / 2 die a loodrecht snijden en elkaar kruisen. Hierbij kan 
l 1 nog willekeurig (mits a loodrecht snijdend) worden gekozen; / 2 is het beeld 
van / 1 bij de schroeving S (a, 1!2a, l/2t). Het uitermate simpele meetkundige 
bewijs is met gebruikmaking van de eerste beginselen van de zozeer verguisde 
beschrijvende meetkunde in Figuur 8 weergegeven. 

Deze stelling kan dienen om meetkundig te bewijzen dat het produkt S 2S 1 

van twee schroevingen S 1(ai,ai,t1) en S 2(a 2,a2,t2) weer een schroeving is. In 
Figuur 9 is verondersteld dat a 1 en a 2 elkaar kruisen (we laten het geval dat 
a 1 en a 2 coplanair zijn aan de lezer over). 

De loodrechte transversaal van a 1 en a 2 is met l aangegeven. De beelden 
van I bij de schroevingen S 4(ai,-l/2ai,-112t1) en S 5(a 2,l/2a2,l/2t2) zijn 
opvolgend / 1 en l 2. De lijnspiegelingen aan / 1, l 2 en l noemen we in deze vol
gorde Li, L 2 en L (Figuur 9). Dan is S 1 = LL 1 en S 2 = L 2L. Dus 
S 2S 1 = L 2LLL 1 = L 2L 1• Als bijzonder geval noteren we: het produkt van 
twee rotaties om elkaar kruisende assen is een schroeving. Zijn F 1 en F 2 twee 
congruente figuren in de ruimte dan is er een schroeving waarbij F 2 het beeld 
is van F 1• Voor het bewijs behoeven we slechts voor F 1 en F 2 gelijk 
georienteerde rechthoekige assenstelsels 0 1X 1 Y1Z 1 en 0 2X2 Y2Z 2 te nemen. 
Is l 1 de snijlijn van de vlakken 0 1X 1 Y 1 en 0 2X 2 Y 2 dan is er een rota tie R 1 

om / 1 die 0 1X 1 Y1Z 1 overvoert in een gelijk georienteerd assenstelsel OXYZ 
waarvan het vlak OXY met 0 2X 2 Y 2 samenvalt. Er is verder een rotatie R 2 

om een as loodrecht op 0 2X 2 Y 2 waardoor OXYZ in 0 2X 2 Y 2Z 2 overgaat. Bij 
de schroeving S = R 2R 1 gaat dus 0 1X 1 Y1Z 1 over in 0 2X2 Y2Z 2 • Bijzondere 
gevallen kan de lezer zelf behandelen. 
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Tien Jaar Later 

G.R. Veldkamp 

1. INLEIDING 

De titel riekt naar Dumas-pere maar is chronologisch exact en ik weet geen 

betere te verzinnen. Trouwens de geschiedenis herhaalt zich. Als voorheen 

word ik door een goede kennis benaderd, ditmaal met de mededeling dat het 

in de bedoeling ligt de teksten van de MC-vakantiecursus Meetkunde uit 1978 

opnieuw uit te geven, gevolgd door een verzoek om medewerking. Zou ik de 

tekst van toen nog eens na willen lezen om eventueel wijzigingen of toevoe

gingen aan te brengen of mogelijk in te haken op nieuwe ontwikkelingen? 

Alweer vrijheid genoeg en medewerking zij dan ook, evenals vroeger, gaarne 

verleend. Voor wijzigingen in de tekst lijkt geen directe aanleiding te bestaan, 

hoewel natuurlijk alles wat er staat ook anders had kunnen worden gepresen

teerd. De mogelijkheid om dezelfde onderwerpen op zeer uiteenlopende 

manieren te behandelen, is trouwens een van de charmes van de meetkunde. 

W at toevoegingen aangaat, er is in de afgelopen jaren nog heel wat literatuur 

verschenen die ter aanvulling van paragraaf 2 van de voordracht kan dienen. 

In het volgende leg ik mij de uiterste beperking op. 

2. AANVULLING LITERATUUR 

ELMER G. REES, Notes on Geometry, Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, New 

York (l 983), (VI + 107 blz.). Serie Universitext. 

In <lit werkje komen aan de orde de Euclidische, de projectieve en de hyperbol

ische meetkunde. Leidraad bij de behandeling is Felix Klein's Erlanger Pro

gramm (1872). Zeer veel opgaven (oefeningen) tussen de tekst en een honderd

tal vraagstukken waaronder zeer pittige. In het Woord Vooraf zegt de auteur 

o.m.: 

'In recent years, geometry has played a lesser role in undergraduate 

courses than it has ever done. Nevertheless it still plays a leading 

role in mathematics at a higher level. Its central role in the history 

of mathematics has never been disputed. It is important therefore, 

to introduce some geometry into university syllabuses.' 

Het hele citaat had als inleiding tot de voordracht van 1987 kunnen dienen. In 

vijf jaar is er wat de plaats van de meetkunde in het wiskunde-onderwijs aan

gaat, blijkbaar weinig veranderd. 
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De auteur verklaart verder dat hij bij zijn behandeling van de meetkunde de 
stof zal gebruiken uit de lineaire algebra, de groepentheorie, de theorie van de 
metrische ruimten en de complexe analyse, voor zover die aan beginnende stu
denten wordt onderwezen. 'The notes are based', zo zegt hij 'on a course whose 
aim was twofold, firstly, to introduce the students to some geometry and, 
secondly, to deepen their understanding of topics that they have already met.' 

Een welsprekend pleidooi, <lit Woord Vooraf, dunkt mij om voor de meet
kunde een waardige plaats in het wiskunde-onderwijs op elk niveau te reser
veren. 

Tot besluit zij hier een boek genoemd dat in 1978 eigenlijk nog bezig was te 
verschijnen en toen niet is opgegeven bij de literatuur. 

MARCEL BERGER, Geometrie (5 Vol.), Cedic/Femand Nathan, Paris (1977). 

De 5 delen behandelen achtereenvolgens: 
I. Action de groupes, espaces affines et projectifs. 
2. Espaces euclidiens, triangles, cercles et spheres. 
3. Convexes et polytopes, polyedres reguliers, aires et volumes. 
4. Formes quadratiques, quadriques et coniques. 
5. La sphere pour ell-meme, geometrie hyperbolique, l'espace des spheres. 

Hier wordt meetkunde op niveau aangeboden. De studie vereist inspanning, 
zeer veel inspanning zelfs en volharding, want, met een variant op van Deyssel, 
het is een boek 'hard als staal, zo geserreerd is het geschreven'. Van deel 1 en 2 
zijn in 1987 vertalingen in het Engels verschenen bij Springer-Verlag. Bij 
laatstgenoemde uitgever zag in 1984 in de serie 'Problem Books in Mathemat
ics' het licht: 

Problems in Geometry, VIII + 266 pag. 

Dit is een vertaling door Silvio Levy van het in 1982 by Cedic/Nathan ver
schenen Problemes de Geometrie, door Marcel Berger, e.a. In het Woord Vooraf 
heet het dat de vijfdelige Geometrie gunstig is ontvangen <loch niettemin: 

'many readers found the text too concise and the exercises at the 
end of each chapter too difficult and regretted the absence of any 
hints for the solution of the exercises.' 

Dit Problem Book is dan ook bedoeld om aan deze bezwaren tegemoet te 
komen en kan uitstekend als ondersteuning dienen bij de studie van het grate 
werk. 

3. HUIDIGE STAND VAN ZAKEN 

Van een emeritus-hoogleraar moet men niet al te veel meer verwachten en 
zeker geen in elk onderdeel volledig onderbouwd betoog, waarin een overzicht 
wordt gegeven van de plaats die de meetkunde thans inneemt bij het 
wiskunde-onderwijs aan leerlingen van scholen voor voortgezet onderwijs. Hij 
kan slechts verslag doen van enkele zaken die hem in de afgelopen tien jaren 
als vermeldenswaard zijn voorgekomen. Van een aanmerkelijke verandering -
of is een van de termen verbetering, verduidelijking, concretisering gepaster? -
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in de positie van bet meetkunde-onderwijs is daarbij weinig te bespeuren. 

Wanneer op een bepaald gebied verandering uitblijft, is men nogal eens 

geneigd tot de uitspraak dat de belanghebbenden ingedut zijn, woorden als 

geestelijke traagheid, verstarring worden gehoord. Het moet uitdrukkelijk wor

den gezegd dat zulk een oordeel in <lit geval volkomen misplaatst is. Integen

deel, op bet terrein van wat men de vernieuwing van bet wiskunde-onderwijs 

(inclusief dat in de meetkunde) pleegt te noemen, is zeer veel werk verzet. En 

dat niet alleen in de jaren na 1978 maar reeds ver daarvoor. Het begintijdstip 

kan tot op zekere hoogte willekeurig gekozen worden, want onderwijs

vernieuwing behoort een continu proces te zijn. Onderwijs is pas goed als er 

beweging in zit en wel beheersbare beweging. Kleine versnellingen doen geen 

schade, eerder nut, grote zijn, als bij jachtvliegers, nadelig voor bet zicht en bet 

bewustzijn. Meestal gaat bet wel goed, want ook in bet onderwijsgebeuren 

schijnt een soort zelfrichtende automaat te zijn ingebouwd. Discontinu"iteiten 

echter zijn noodlottig en kunnen jaren nawerken. Zo'n discontinu"iteit was er 

omstreeks 1960, verbonden met de namen Dieudonne, Papy; exponenten van 

bet Bourbakisme. Verzamelingen, structuren, gebruik van symbolen, van meet 

af een axiomatische opbouw van de meetkunde (Papy) dat waren zo enkele 

slagwoorden. Bij examens moest objectiviteit hoog in bet vaandel staan; multi

ple choice was, ten dele, de oplossing. Het werk van Dieudonne en mede

standers was de grondslag voor de New Math die enkele jaren na een triom

ferend debuut, onderhand als een pedagogisch-didactische blunder van 

ongewoon formaat, roemloos bet veld moest ruimen. De New Math heeft haar 

sporen nagelaten en bet zou onbillijk zijn te beweren dat zij uitsluitend van 

verderfelijke invloed is geweest. In Engeland had men geheel andere opvat

tingen dan de Bourbakisten: aan beginners moet men de wiskunde beslist niet 

als autonome wetenschap aanbieden, maar altijd in nauw verband met prak

tische toepassingen. Bij velen in ons land vond <lit standpunt weerklank. De 

commercie deed haar intrede in bet wiskunde-onderwijs: een bekende uitgever 

van schoolboeken zond een team deskundigen naar Schotland om daar bet 

onderwijs te bestuderen. Een onschuldige vorm van bedrijfsspionage. De 

expeditie keerde huiswaarts met de Schotse Methode. Deze heeft grote invloed 

gehad op de uitwerking van de wiskundeprogramma's voor bet voortgezet 

onderwijs. 
Gezaghebbende deskundigen op het gebied van didactiek en methodiek 

komen leraren en aanstaande leraren te hulp bij het zoeken naar de meest 

geschikte manieren om de in deze programma's opgenomen stof aan de kin

deren duidelijk te maken. Nochtans klagen universitaire docenten dat ze bij 

herhaling in een vacuum tasten, wanneer ze bij een college aan beginnende 

wiskundestudenten een betoog willen illustreren met een voorbeeld uit de 

elementaire algebra of meetkunde. Bepaald geschrokken hen ik bij de mededel

ing van zo'n docent - een emeritus wordt soms als biechtvader gebruikt - dat 

ze (de beginners) 'niets kunnen bewijzen, zelfs niet weten wat een bewijs is en 

er nooit een hebben gezien'. Ietwat overdreven dacht ik. Maar het werd door 

anderen bevestigd en een daarvan had zelfs een verklaring. Ongeveer aldus. 

Waar leerden we vroeger bewijzen? Antwoord: bij de meetkundelessen. Niet 
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bij de algebra, daar werden ten hoogste formules afgeleid. Welnu, tegenwoor
dig is alles zo'n beetje algebra. W at er nog aan meetkunde over is, staat in de 
leerboeken tussen de algebra-hoofdstukken. En, omdat er zo geen bewijzen 
meer nodig zijn, weten de leraren zelf ook niet meer hoe je een bewijs moet 
geven. Meer dan ietwat overdreven dacht ik. Hoewel, twee maanden later 
kwam rnij onder ogen het programma van de Studiedag 1987 van de Neder
landse Vereniging van Wiskundeleraren [1]. Het thema Bewijzen, waarde lezer! 
Voorzover ik het begrijp, zal een van de te vormen werkgroepen zich bezig 
houden met bewijzen in de ruimte. Deze groep zal het hebben over een vraag 
die bij elke uitspraak in de stereometrie - overal trouwens - kan worden 
gesteld, namelijk: Moet je dat nu bewijzen of niet? In het programma worden 
enkele voorbeelden gegeven. Een ervan is Figuur 1 waar ABC een gelijkzijdige 
driehoek is en P, Q en R de middens zijn van de zijden. De bijbehorende 
uitspraak is: 'Figuur 1 is het bouwplaatje van een tetraeder'. In het programma 
heet het: 'veel mensen zullen zeggen: dat zie je zo'. Ik denk het ook, ten
rninste, voor zover ze weten wat een tetraeder is. Maar een twijfelgeval is het 
wel en dan spreek ik uit ervaring. Toen ik zo'n zestig jaar geleden examen deed 
voor de akte Wiskunde MO Kl, legde prof.dr. Jan de Vries, een meetkundige 
van naam, rnij Figuur 2 voor; het verschil met Figuur 1 is, dat ~ ABC niet 
gelijkzijdig is. 'Ziet U wel', zo sprak hij 'dat is het netwerk van een viervlak 
(men sprak toen, ook in de wiskunde, meestal Nederlands in deze streken) en 
over dat viervlak wou ik het met U hebben.' Ik antwoordde: 'Dat zie ik niet, 
ik moet het eerst bewijzen.' 'Maar dat ziet ieder toch zo, je hoeft dat toch niet 
te bewijzen!' Dus zei ik maar niets meer en ging braaf alle fraaie (want dat zijn 
bet) eigenschappen van het bedoelde viervlak bewijzen. Na nog een didactisch 
getinte vraag - ik kom daar nog op terug - mocht ik gaan. 

B 

A 

p 

Figuur 1 
c 

A 

B p 

Figuur 2 

c 

V oor een mondeling examen was de examenzaal onevenredig groot en het 
was een lange weg naar de deur. Achter mijn rug hoorde ik de mede-
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examinator - het was meen ik prof. Wolff - driftig tegen De Vries fluisteren. 

Bij de deur riep De Vries me terug. 'Ik was daarnet wat voorbarig' zei hij 'U 

had gelijk, men moet dat wel degelijk heel precies bewijzen want het is, zoals 

U blijkbaar wel wist, niet altijd juist.' Toen mocht ik nog even zeggen wanneer 

de uitspraak niet juist is. Ik zal dat, met de reden ervoor, straks uiteenzetten. 

Eerst nog iets over de didactisch gekleurde vraag. Bezitters van de akte Kl 

waren alleen bevoegd om schoolonderwijs in de wiskunde te geven, als ze ook 

de akte Q (pedagogische bekwaamheid) bezaten. Die akte werd gewoonlijk, in 

de vorm van een aantekening op de KI-akte, vrijwel cadeau gedaan. Maar 

sommige exarninatoren, als regel degenen die zelf uitmuntende didactische 

gaven bezaten, wilden een kandidaat nog wel eens voor een rondje didactiek 

uitnodigen. In dit geval ging dat als volgt. 'Geeft U eens een definitie, meneer, 

van een prismoi'de en zegt U ook even hoe de inhoudsformule is.' Toen ik dit 

had gespuid, kwam de eigenlijke vraag. 'Nu moet U eens aan ons uitleggen, 

zonder een figuur te tekenen, hoe die formule kan worden afgeleid.' Zo ging 

dat 60 jaar geleden. Een lachertje? 
Nu terug naar Figuur 2 en naar de vraag: wanneer is dit niet het netwerk 

van een viervlak? Veronderstel eens even dat het we! het netwerk van een 

viervlak PQRS is. Zijn a, Pen y de hoeken van~ ABC dan zie ik die hoeken 

ook bij P, Q en R zowel in de vlakke figuur als ook bij het viervlak (Figuur 3). 

De drievlakshoek bij P heeft dus a, P en y als zijden. Maar in een 

drievlakshoek is elke zijde kleiner dan de som van de beide andere. Dus bv. 

a<P+y, waaruit volgt: 2a<a+p+y=7T en a<1127T. Voor P en y geldt 

hetzelfde. Conclusie: als Figuur 2 het netwerk is van een viervlak, is ~ ABC 

scherphoekig. Mooier: opdat Figuur 2 het netwerk is van een viervlak, is nood

zakelijk dat ~ABC scherphoekig is. 

s 

p 

R 

Figuur 3 

Is deze voorwaarde nu ook voldoende? Als ~ AQR wentelt om QR, is de 

baan van A een cirkel c, in het vlak door de hoogtelijn AH loodrecht op vlak 

PQR (Figuur 4). B en C beschrijven bij wenteling van ~ BRP om RP en 
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l:l CPQ om PQ overeenkomstige cirkels c2 en c3. De vlakken van deze cirkels 
hebben gemeen de lijn h door H loodrecht op vlak PQR. Als l:l AQR zover 
~enteld is ~t __:!. zich ~ h _l>evindt, ~g in S _u__js Hsi = 
AD2 - HD 2 =(AD+ HD)(AD- HD)=AH(A 1D- HD)=AHXHH 1. Opdat A 
inderdaad op h kan komen, is nodig dat AD>HD en hieraan is alleen voldaan 
als H binnen l:l ABC ligt, dus in een scherphoekige driehoek. Komen B en C 
~2 hu!!_ wenteling in ~2 punten ~ en S 3 van h terecht, dan is 
HS2 =BHXHH2 en HS3 =CHXHH3• Gelijkvormigheid van geschikt 
~oz~ rechthoekige _ driehoeken in Figuur 4 leert 
AHXHH1 =BHXHH2 =CHXHH3• Vouwt men zo, dat SI> S 2 en S 3 aan 
dezelfde kant van vlak PQR liggen, dan vallen ze samen tot een punt S en is 
een viervlak PQRS ontstaan. 

B· 

c Q 
Figuur 4 

Het is niet ongewoon dat in een lessituatie de groep met: 'Dat zie je toch zo' 
op de uitspraak bij Figuur 1 reageert. Wijzend op de symmetrie van Figuur 1 
kan de docent dit rustig beamen door op te merken dat A, B en C bij het 
vouwen toch haast wel terecht moeten komen in een punt S loodrecht boven 
het middelpunt H van l:l PQR. Dan is het maar een klein stapje meer naar de 
cirkels die A, B en C hierbij doorlopen en de rechthoekige driehoekjes die in 
bovenstaand betoog S 1 HD, S 2HE, S 3HF heten en die bij Figuur 1 congruent 
zijn. De ingredienten voor een echt bewijs liggen dan op tafel. Het is daarna 
haast vanzelfsprekend dat de docent de groep uitdaagt om eens na te gaan wat 
er van dit bewijs overeind blijft bij Figuur 2. Van een groep uit een lerareno
pleiding zou men dan toch moeten verwachten dat er iets uitkomt dat lijkt op 
het betoog dat hierboven voor dit geval is gegeven. En dat men hiermee onher
roepelijk vastloopt als de uitgangsdriehoek niet scherphoekig is, lijkt mij dan 
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een ontdekking die onvermijdelijk wordt gedaan. 
Geen slechte keus dus om Figuur I als discussiestuk voor te leggen aan een 

werkgroep die zich bezighoudt met bewijs in de ruimte. Dit geldt temeer omdat 

de pret nog lang niet op behoeft te zijn, wanneer de netwerken van de Figuren 

I en 2 eenmaal tot viervlakken PQRS zijn gevouwen. In het eerste geval 

ontstaat een regelmatig vierv/ak; het heeft als zijvlakken vier congruente 

gelijkzijdige driehoeken. Uit Figuur 2 ontstaat een viervlak waarvan de 

zijvlakken ook congruente driehoeken zijn, maar gelijkzijdig zijn ze niet. 

Niettemin wordt het viervlak wel gelijkzijdig genoemd. Een gelijkzijdig viervlak 

wordt namelijk van oudsher gedefinieerd als een viervlak met vier ge/ijke 

zijden. Gelijk bete,kent in deze context gelijk van oppervlakte; deze betekenis 

heeft dit woord ook nog in de combinatie gelijk en gelijkvormig. De vraag die 

nu direct opkomt, is: bestaat het netwerk van een gelijkzijdig viervlak a/tijd uit 

een. driehoek met de parallel omgeschreven driehoek? Het antwoord is niet 

moeilijk te vinden. Veronderstel dat in viervlak ABCD geldt (l)A =(l)B waar (l)A 

voorstelt de oppervlakte van het zijvlak tegenover A met analoge betekenissen 

voor (l)B, l9c en (l)D· Het voetpunt van de loodli~uit A(B) neergelaten op CD 

noemen we E(F). Uit (l)A =(l)B volgt dan AE=BF (Figuur 5). Alle lijnen die 

"Ioodrecht op CD staan, Zijn evenwijdig met elk vlak loodrecht op CD. Veron

derstel dat V zo'n vlak is en projecteer het viervlak loodrecht op dit vlak. De 

projecties van C, D, E en F vallen dan samen met het ~pu~S van CD met 

Ven de projecties A 1 en B 1 van A en B liggen zo, dat SA 1 =SB 1• Kortom: de 

projectie van ABCD op Vis een gelijkbenige driehoek. Nu is er bij alle lijnen die 

CD loodrecht snijden precies een die ook AB loodrecht snijdt. Stel dat dit GH 

is met GE CD en H EAB. De projectie van G valt in S en de projectie H 1 van 

H ligt op A 1B 1• Waar precies? Antwoord: GH maakt met AB een rechte hoek 

waarvan een been (GH) evenwijdig is met het projectievlak. Zoals bekend, is 

de loodrechte projectie van zo'n rechte hoek weer een rechte hoek. Dus H 1 ligt 

zo op A 1B 1 dat SH 1 .l_A 1B 1. Conclusie: H 1 is het midden van A 1B 1• Maar 

dan is H dus het midden van AB. Samengevat: Uit_!1 =(l)B volgt dat de loo

drechte snijlijn van AB en CD door het midden van AB gaat. En evenzo: Uit 

l9c = (9 D volgt: de loodrechte snijlijn van AB en CD gaat door het midden van 

CD. In een viervlak ABCD met (l)A =(l)B/\(l)c=(l)D valt de loodrechte snijlijn van 

AB en CD samen met hun bimediaan. Zo'n viervlak heet half-gelijkzijdig. Als 

men ~ 180°._Q_m GH wentelt, krijgt men: A-'>B, B-'>A, C-'>D, D-'>C. Dus 

BC=AD en AC=BD. Het heeft dus 2 paren gelijke overstaande ribben. Is 

bovendien nog (l)A =l9c dan is het viervlak gelijkzijdig en in het bezit van 3 

paren gelijke overstaande ribben. Het netwerk is een driehoek met parallel 

omgeschreven driehoek. 
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c 

A 

Figuur 5 

Dat waren dus bewijzen in de ruimte. Of er enigszins op deze manier naar 
aanleiding van Figuur I is gediscussieerd? Het is twijfelachtig, want het boven
staande zal wel als verouderd worden beschouwd. Hoe het dan wel moet, weet 
ik niet. Vlak na de eindexamenperiode 1987 kwam mijn oudste kleindochter 
met het onderstaande: Opa, hoe moet dit? 

4. Van de piramide T ABCD zijn hieronder de projecties op het Oxy-vlak en 
het Oyz-vlak getekend. Voor elk punt P is Px de projectie op het Oyz
viak, Py de projectie op het Oxz-vlak en P2 de projectie op het Oxy-vlak 
(Figuur 6). 
a. V is het vlak door A dat loodrecht staat op de ribbe TB. Neem 

onderstaande figuur over en teken daarin de loodrechte projecties op 
de drie coordinaatvlakken van de doorsnede van V en de piramide. 

b. Bereken in graden nauwkeurig de hoek van de vlakken TBC en TCD. 
c. Bewijs dat de punten A, B, C, Den Top een bol liggen. Bereken de 

straal van deze bol. 
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z 

x y 

0 

x 

Figuur 6 

'Maar zover hen jij toch nog lang niet, jongedame. Je gaat straks pas naar de 

vijfde.' 
'Het is voor een vriendje; die heeft eindexamen wiskunde B gedaan. Dit is een 

fotocopie van een van de examenopgaven. Ze zeiden allemaal dat het moeilijk 

was.' 
Daar stond opa dan. Dat ruimtemeetkunde op het eindexamen B zou wor

den gevraagd, had hij al bij geruchte vernomen. Dat Euclides in de ban was 

gedaan was hem al jaren bekend. Maar ging men nu de geest van Monge 

oproepen? En dat nog wel op deze volmaakt idiote manier? Dat zijn immers 

niet twee projecties van een pirarnide TABCD: er ontbreekt een ribbe, 

namelijk TC. Monge is overigens slecht nagevolgd: hij zou stellig het 

coordinatenstelsel aan de situatie hebben aangepast door de oorsprong in A en 

de assen langs AT, AB en AD te leggen. Een opgave met hindernissen dus. En 

waarom niet vermeld dat V de lijn TB in Gen TC in H snijdt? Dat vergemak

kelijkt dacht ik de correctie en zou bovendien het voordeel hebben gehad dat 

men rnisschien had gemerkt dat TC ook meedoet. De moeilijkheidsgraad van 
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de opgave verandert niets door dit alles. Bij onderdeel a heh ik de derde pro
jectie geconstrueerd. Hoe de heide andere onderdelen moesten worden 
opgelost, wist ik niet en ik heh daarom alleen de antwoorden gegeven. Hiermee 
was het vriendje tevreden, maar hij had ze zelf niet gevonden. Pas drie maan
den later hen ik er achter gekomen hoe ik het had moeten doen. Het hlijkt dat 
hij de zogenaamde regionale hesprekingen van de examenopgaven de leraren 
ook niet hepaald verrukt waren over dit vraagstuk [2]. Welk soort oplossing 
verwacht werd, meen ik te kunnen opmaken uit de mededeling dat men in een 
groep oordeelde dat opgave 4 'te veel vectormeetkunde hevat'. Het was dus 
waarschijnlijk de hedoeling uit de figuur de kengetallen van de vectoren 
TA, TB, enz. af te lezen en daarmee verder te werken. Wanneer men van plan 
is, voortaan de ruimtemeetkunde zo te heoefenen, kan men ze heter geheel 
schrappen. Maar dat zal wel niet geheuren. Want in de aankondiging van de 
studiedag beet het: 'Bewijzen is niet meer wat het geweest is. Het leven met de 
ruimtemeetkunde van nu lijkt wat onhestemd. Het vraagt opportunisme van 
leraar en leerling. Maar zolang er centrale examens hestaan, zal er hehoefte 
zijn aan een zekere communis opinio over de interpretatie van opdrachten als: 
hewijs, toon aan, laat zien, heredeneer .. .' De 'ruimtemeetkunde van nu' moet 
worden onderwezen aan de jeugd van nu door leraren van nu, tenminste als 
men dit vak in het onderwijsprogramma opneemt. En dat onderwijs moet nog 
steeds goed worden gedaan en niet door het vak voor te stellen als een 
slepende kwaal, waarmee men moet leren leven. Het lijkt me hepaaldelijk frus
trerend ruimtemeetkunde te moeten hedrijven met leerlingen die nauwelijks 
weten wat er hij een opdracht als bewijs of laat zien van hen verlangd wordt. 
Bewijzen moet m.i. al in een vroeg stadium van het wiskunde-onderwijs wor
den geleerd. Op onze middelhare scholen geheurde dat vroeger ook; in de 
eerste klas. Een ervaren directeur of rector zette voor die klas een geroutineerd 
leraar, nogal vaak een die als hezitter van de akte MO KV hevoegd was om 
wiskunde-onderwijs aan een middelhare school te geven. Dejonge doctorandus 
met zijn veel uitgehreider kennis verwees hij naar de vierde en vijfde klas. Zo 
waren de dertienjarigen in handen van iemand die uit het lager onderwijs 
voortkwam en die wist hoe je met zulke kinderen moest werken. En na een 
jaar had hij ze zover dat de meesten een eenvoudig hewijsje in elkaar konden 
zetten. En de doctorandus had in dat jaar geleerd dat hij zich grondiger op zijn 
lessen moest voorhereiden. Want de vijfdeklassers hadden direct door wanneer 
zijn hewijs van een examenopgave niet helemaal in orde was. Maar dit alles 
stamt uit een tijd waarin men nog oordeelde dat de lucht schoon was en seks 
in mindere mate en uitleggen nog niet als de slechtste vorm van onderwijs 
werd heschouwd. Tegenwoordig weet men wel heter en moet men zijn 
onderwijs inpassen in het knellend gareel van toetsperioden en 
proefwerkweken. Centralisatie en egalisatie staan hoog genoteerd, prestatie en 
competitie zijn weinig in tel. Voor de meetkunde kan geen uitzondering wor
den gemaakt en de afgelopen tien jaar geven dit dan ook maar al te duidelijk 
te zien. Jammer. 
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Symmetrie en Regelmaat 

H.A. Lauwerier 
Voordracht van de vakantiecursus uit 1978 

How nice it would be if we could only get through 
into Looking-glass House. I'm sure it's got 

such beautiful things in it! 
Lewis Carroll. Through the looking-glass. 

In deze voordracht zal ik proberen U aan de hand van een aantal voorbeelden 

duidelijk te maken hoe een wiskundige als vertegenwoordiger van de meest zui

vere wetenschap door natuur en mensenhand geschapen kunstwerken beziet en 

hoe hij deze met behulp van wiskundige begrippen kan analyseren. W at we 

onder wiskunde verstaan zal in <lit gezelschap geen nadere toelichting behoe

ven. Met 'meetkunde' wordt het wat moeilijker, maar ook daarover zal hier 

geen misverstand bestaan. Over wat kunst is en wat een kunstwerk is, kunnen 

de meningen ernstig verschillen. Ik zal dan ook niet proberen er een soort 

definitie van te geven - een voor een wiskundige weinig aantrekkelijk 

uitgangspunt - maar me beperken tot een aantal voorbeelden en het aan U 

over te laten naar believen andere voorbeelden te kiezen. 

De werelden van wiskunde en van kunst lijken wel disjunct. In de wiskunde 

zijn alle begrippen streng gedefinieerd en berusten de redeneringen op strakke 

logische principes. In de kunst is alles even vaag en zijn de overwegingen 

eerder van intu"itieve en associatieve aard. Maar zowel de wiskundige als de 

kunstenaar weten zich gesteund door vakmanschap en daar aan de basis 

ontmoeten beide werelden elkaar. 
Leonardo da Vinci (1452-1519) die zijn 'Trattato della pittura' begint met de 

woorden 'laat niemand die geen wiskundige is, mijn werken lezen', verklaart 

ronduit dat 'schilderkunst een wetenschap is die als alle wetenschappen op de 

wiskunde gebaseerd moet zijn'. Alberti (1400-1472), de beroemde humanist, 

voorganger van da Vinci, schreef in 1435 het eerste leerboek over de 

perspectiefleer. Hierin verklaart hij dat het een eerste vereiste voor schilders is 

meetkunde te kennen. Piero della Francesca (1406-1492), een van de grootste 

schilders van de 15de eeuw, geldt tevens als een vooraanstaand wiskundige. 

Zijn fresco's tonen fraaie en gedurfde toepassingen van de perspectiefleer. Zijn 

'Opstanding van Christus' welke zich in een klein museum in Sansepolero 

bevindt, is een toepassing van een perspectief met twee hoofdverdwijnpunten, 

hetgeen aan het geheel een aparte bekoring geeft. De laatste twintig jaar van 

zijn leven schreef hij een aantal verhandelingen, waarin hij aantoonde dat de 
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visuele wereld tot een wiskundige ordening kan worden teruggebracht door 
toepassing van perspectiefleer en meetkunde. 

Een schilder ziet zich geconfronteerd met het probleem een ruimtelijke 
werkelijkheid op een zodanige wijze op een plat vlak af te beelden dat bij de 
toeschouwer een illusie van ruimtelijke samenhang gewekt wordt. Dat een op 
meetkundige grondslagen berustende perspectiefleer hierbij onontbeerlijk is, 
lijkt ons westerlingen van de twintigste eeuw vanzelfsprekend. Toch is dit 
alleen maar een familietrekje van de westerse beschaving. De wereld van het 
Oosten en met name de Chinese schilderkunst heeft het daarentegen altijd 
zonder duidelijk meetkundige principes weten te stellen en is desondanks of 
misschien juist daarom tot grotere hoogte gestegen dan de westerse 
schilderkunst. 

Maar wij zijn de erfdragers van de klassieke Griekse cultuur waaraan de 
namen van Plato, Aristoteles, Pythagoras en Archimedes verbonden zijn. 
Euclides geeft in zijn bekende leerboek een uitvoerige beschouwing over de 
perspectiefleer en dat de kunstenaars er op geraffineerde wijze gebruik van 
wisten te maken, blijkt op overtuigende wijze uit overgebleven fresco's in 
Pompeji en Herculanum, copieen van Griekse originelen. W eliswaar ging deze 
kennis, en zoveel meer, tijdelijk verloren, zo'n duizend jaar, maar door de 
kunstenaars van de Renaissance werd de draad weer opgenomen en bouwde 
men voort op wat door de Grieken was bereikt. 

Het zou te ver voeren de relaties tussen kunst en meetkunde alle even gede
tailleerd te behandelen. Hoewel de perspectief een geschikt onderwerp zou zijn, 
willen we hier het accent liever leggen op het symmetriebeginsel en wel door in 
het bijzonder te letten op de kunstuitingen van decoratieve aard. Al sinds 
onheuglijke tijden is de mens doende geweest zijn omgeving te verfraaien, zijn 
gebruiksvoorwerpen en zijn bouwsels te voorzien van versieringen met een 
mogelijk magische, maar steeds decoratieve werking. Het is blijkbaar zo dat 
ons oog aangenaam getroffen wordt door een herhaling van hetzelfde motief, 
door regelmaat, door symmetrie. 

In het dagelijks spraakgebruik denkt men bij het woord symmetrie alleen 
aan spiegelsymmetrie, maar de wiskundige kan er een exacte en tegelijk veel 
ruimere betekenis aan geven door een symmetrische figuur te karakteriseren als 
een figuur die invariant is voor een groep van meetkundige transformaties: 

Symmetrie is invariantie t.o.v. een meetkundige transformatiegroep. 

Ben groep is een eenvoudige, algebra'ische structuur die tegenwoordig al vrij 
vroeg in ons onderwijssysteem geintroduceerd wordt. Nu kan men op het 
tegenwoordige wiskunde-onderwijs nog wel de nodige kritiek hebben. Ik vind 
bijvoorbeeld dat het meetkundige aspect teveel in de verdrukking gekomen is 
door de onnatuurlijke splitsing van de wiskunde in wiskunde I en wiskunde II. 
Anderzijds vind ik het wel nuttig en nodig dat iedereen niet alleen kennis 
maakt, maar zich ook vertrouwd maakt met het begrip groep. Maar laat ik 
daar meteen aan toevoegen dat dit alleen zin heeft wanneer dit vergezeld gaat 
van een groot aantal voorbeelden. In deze voordracht hoop ik U duidelijk te 
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maken hoe de wereld om ons been, de wereld van kunst, cultuur en natuur, 

ons talloze voorbeelden verschaft van regelmatige of symmetrische patronen 

die we met behulp van het begrip groep kunnen analyseren en classificeren. In 

het onderwijs zou dan ook weer een plaats ingeruimd kunnen worden voor de 

vijf regelmatige veelvlakken of de Platonische lichamen, zowel om hun 

wiskundige als hun culturele betekenis. 

Een groep is in wezen een verzameling elementen a,b,c, ... waarin naar hartelust 

vermenigvuldigd en gedeeld kan worden. Een groep kan beschreven worden 

met de volgende vier axioma's: 
I. Aan elk geordend paar van elementen a en b is een element c toegevoegd, 

hetprodukt van a en b. We schrijven c=ab. 

II. Het produkt is associatief, d.w.z. 

(ab)c = a(bc). 

III. Er is een eenheidselement e zodanig dat voor elk element a geldt 

ea = ae =a. 

IV. Bij elk element a behoort een invers element a - l zodanig dat 

aa - 1 = a - 1 a = e. 

Uit de elementen a en b kunnen we zowel het produkt ba als het produkt ab 

afleiden. Deze produkten behoeven niet gelijk te zijn. Wanneer bij een groep 

altijd ab = ba geld t, is dat iets bijzonders en spreken we van een commutatieve 

groep. 
De eenvoudigste meetkundige groepen waarmee we te maken hebben zijn de 

cyclische groep en de diedergroep. Beschouwen we een vierkant ( zie fig. I) met 

middelpunt M, dan zijn er drie rotaties om M die het vierkant met zich zelf tot 

dekking brengen, nl. die over 90°, 180° en 270°. Met de identiteit ( draaiing 

over 0° of 360° ) vormen ze de vier elementen van een groep, de z.g. cyclische 

groep C4 . De produktvorming in deze groep is niets anders dan het achter 

elkaar uitvoeren van twee rotaties. Duiden we de rotatie 1234 ___,. 2341, d.w.z. 

die over 90°, aan met a dan kunnen we de elementen van deze groep 

beschrijven als e,a,a 2 ,a 3 waarbij a 4 =e. Het vierkant is ook invariant voor de 

vier spiegelingen waarvan de assen middellijnen of diagonalen zijn (zie fig. 1). 

Deze vier spiegelingen vormen met de vier elementen van C 4 een nieuwe groep 

van acht elementen, de z.g. diedergroep D 4 . Is a weer de rotatie om M over 

90° en is b de spiegeling om de diagonaal 1,3 dan kunnen we het product ba 

(eerst a dan b) berekenen volgens het schema 

1234-i> 234 l -i>4 3 21. 

Het resultaat is dus een spiegeling om de horizontale as door M. Berekenen 

we daarentegen ab (eerst band a), dan geeft het schema 

1234_,.1432_,.2143 

als resultaat een spiegeling om de verticale as door M. De diedergroep D 4 is 
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M . 
-.JI 

Figuur 1 

dus niet commutatief in tegenstelling tot de cyclische groep C 4 die wel 
commutatief is. De elementen van D 4 kunnen we beschrijven als e,a,a 2 ,a 3, b, 
ab=ba 3, a 2b=ba 2, a 3b=ba waarbij a 4 =b 2 =e. Nemen we in plaats van een 
vierkant een regelmatige n-hoek, dan kunnen we op analoge wijze de cyclische 
groep Cn en de diedergroep Dn vormen met resp. n en 2n elementen. De 
kleinste echte diedergroep D 3 beschrijft de symmetrieen van een gelijkzijdige 
driehoek en is tevens het voorbeeld van de kleinste niet-commutatieve groep. 
Hoewel er geen regelmatige tweehoek bestaat, kunnen we formeel nog een 
stapje terug doen en een diedergroep vormen met de vier elementen 
e,a,b,ab =ba waarbij a 2 =b 2 =e. Deze groep D 2 staat bekend als de viergroep 
(Vierergruppe) van Klein naar Felix Klein, een der grondleggers van de 
moderne meetkunde. Een aardige realisatie van deze groep wordt gevormd 
door de rotaties over 180° om de x-as, y-as en z-as van een ruimtelijk Cartesi
sch coordinatenstelsel. 

Zowel de cyclische groep als de diedergroep zijn hier beschreven ~ls.groepen 
van meetkundige transformaties. De elementen zijn verpU:•'l'.~ingen en 
omleggingen van het platte vlak waarbij een vast punt als oorsprong of 
middelpunt op zijn plaats blijft. Algemener beschouwen we isometrische 
transformaties van het platte vlak. Dit zijn afbeeldingen waarbij de afstand 
tussen twee punten niet verandert. Deze transformaties vormen natuurlijk ook 
weer een groep met als produktvorming het achter elkaar uitvoeren van twee 
bewerkingen. Een punt dat bij een isometrische transformatie op zijn plaats 
blijft, heet een dekpunt, een rechte lijn die als geheel invariant is heet een 
deklijn. De isometrische transformaties vallen uiteen in verplaatsingen waarbij 
de omloopszin behouden blijft en omleggingen waarbij de omloopszin 
verandert. 

In de lineaire algebra wordt een lineaire transformatie beschreven door 

(1) 
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Kiezen we een orthonorme basis, d.w.z. een Cartesisch assenstelsel, dan komt 

de eis van isometrie neer op een orthogonale transformatiematrix: 

a 2 + f32 = y2 + 82 = 1, ay + /38 = 0. 

Uit de identiteit 

(a8-/Jy)2 = (a2 + /32)(y2 +82 ) - (ay+ f38)2 

volgt dan dat de determinantwaarde van de transformatiematrix -+-1 is. De 

splitsing manifesteert zich hier door a8- /Jy = 1 voor de verplaatsingen en 

a8 - f3y = - 1 voor de omleggingen. 
De verplaatsingen zijn rotaties en translaties. Een translatie is gekenmerkt 

door de afwezigheid van dekpunten, maar wel is er een familie van onderling 

evenwijdige deklijnen in de translatierichting. Een rotatie of draaiing is 

gekenmerkt door de aanwezigheid van precies een dekpunt, het centrum van 

de rotatie. Een belangrijk speciaal geval is de rotatie over 180° of de 

puntspiegeling waarbij alle rechten door het rotatiecentrum deklijnen zijn. 

V oor een rota tie om de oorsprong over de hoek <P gaat (1) over in 

[x '] = [c~s <P - sin <Pl [x] . 
y' sm<P COS</J y 

(2) 

Tot de omleggingen behoren in elk geval de lijnspiegelingen. Een lijnspiegeling 

is gekenmerkt door een uit dekpunten bestaande lijn, de as van spiegeling. 

Daarnaast is er een familie van loodrecht op deze as staande deklijnen. Hoe 

een algemene omlegging er uitziet is misschien minder bekend, maar we 

kunnen er achter komen met een eenvoudige meetkundige overweging (zie fig. 

2). 

B B 

A A 

p P' deklijn 

A' 

B' B' 
Figuur 2 
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Nemen we aan dat de punten A,B door de omlegging overgaan in A',B' dan 
is dus A'B'=AB. De middens C,D,E,F van AA',BB',AB',A'B blijken een ruit 
te vormen zodat CD gelijke hoeken maakt met AB en A'B'. We zien nu dat 
CD een deklijn van de omlegging is. Is b.v. P de projectie van A op CD dan 
ligt het beeldpunt P' als de projectie van A' eveneens op CD. De driehoeken 
ABP en A'B'P' ontstaan uit elkaar door een spiegeling om de deklijn en een 
translatie in de richting van de deklijn. De algemene omlegging is daarmee een 
z.g. schuifspiegeling of glijspiegeling. De behandeling van de omlegging met 
behulp van lineaire algebra is helaas niet zo doorzichtig. Voor (1) kunnen we 
schrijven 

[x'] = [c~s<f> sin</> l [x] + f P]· 
y' sm<f> -cos<f> y lq (3) 

De deklijn heeft hierbij de richting 1</>. 

We weten nu voorlopig genoeg van de groepentheorie om er met plezier 
gebruik van te kunnen maken. Symmetrische voorstellingen waren in de 
klassieke Oudheid bij de kunstenaars bijzonder geliefd. De vroegste 
voorbeelden treft men aan bij de bewoners van het Tweestromenland in het 
vijfde millennium voor Christus die hun aardewerk op prachtige wijze met 
symmetrische voorstellingen wisten te versieren. Een schaal gevonden bij 
Samarra is aldus gedecoreerd met een patroon van vogels en vissen met de 
symmetrie van de cyclische groep C4 . Dezelfde symmetrie in meer abstracte 
vorm zien we bij de swastika (zie fig. 3), een oeroud symbool dat overal in de 
wereld aangetroffen wordt, zowel bij het Boeddhisme als bij sommige 
negervolken in Afrika. Het C ranalogon komt daarentegen veel minder voor. 
De Grieken gebruikten <lit magische symbool (zie fig. 3), het triquetrum, voor 
Sicilie; het driehoekige eiland Trinakria, in de vorm van drie benen met een 
Medusahoofd in het midden. Vakantiegangers komen het o.a. in Bretagne 
tegen als de z.g. triskel, welke teruggaat op een oude Keltische voorstelling die 
de kringloop van de elementen aarde, water en vuur beschrijft. 

De eenvoudigste cyclische groep C 2 wordt uitgebeeld door het bekende Yin 
en Yang symbool, waarin de Chinezen tot uitdrukking brachten dat de kosmos 
uit een mannelijk en een vrouwelijk element samengesteld was. 

Figuur 3 
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De kunstenaars van het oude Mesopotamie hadden een opvallende voorkeur 

voor voorstellingen met een spiegelsymmetrie, voorstellingen die tot in onze 

tijd stand hebben gehouden. We noemen b.v. het Sumerische symbool voor de 

'boom des levens', een gestyleerde boom met twee vogels, een motief dat we in 

onze huiskamers op Perzische tapijten terug kunnen vinden. 

De Grieken plachten in de vroegste periode hun aardewerk te versieren op 

een wijze die als de 'geometrische stijl' wordt aangeduid. Later beeldden ze 

hoofdzakelijk naturalistische voorstellingen uit ontleend aan het dagelijks leven 

en aan de verhalenschat van o.a. de Ilias en de Odyssee. Maar in de 

randversiering leefden de geometers zich uit. Beroemd is de Griekse 

meanderrand, waarvan we in figuur 4 een paar fragmenten geven. 

Een wiskundige stelt zich allicht tot taak in de veelheid van randversieringen 

orde te brengen door uit te gaan van de groepentheoretische eigenschappen. 

Een randversiering ziet hij als een door twee evenwijdige lijnen begrensd orna

ment, het motief, dat door oneindigvoudige herhaling van een zekere 

elementaire translatie T telkens over een zekere afstand a verplaatst is. De 

door Tn, n =O, +l, +2, ... bepaalde translaties vormen een groep, de z.g. 

translatiegroep. De randversiering is invariant t.o.v. de elementen van de 

translatiegroep en bezit daarmede translatiesymmetrie. Het motief kan zelf ook 

symmetrieen bezitten. Door de combinatie van de translatiesymmetrie met de 

in het motief aanwezige symmetrie ontstaan ingewikkelder symmetrievormen. 

I 
L- -- - _a 

Figuur 4a 

Figuur 4b 
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In figuur 5 hebben we een dergelijk geval geschetst. Het motief bezit een 
spiegelsymmetrie S om een verticale as. De symmetriegroep van deze 
randversiering kan worden opgebouwd uit de elementen S en T. Is S de 
spiegeling om de vaste verticale as van een willekeurig als uitgangspunt geko
zen motief, dan zijn TST- 1 en T- 1ST overeenkomstige spiegelingen om de 
assen van de naburige motieven. Maar ook ST en TS zijn spiegelingen en wel 
om assen die halverwege tussen twee motieven doorlopen. Deze 
symmetriegroep is niet commutatief en we zien gemakkelijk in dat TST 
hetzelfde element is als S zodat ST= r- 1 S. 

\ I v \ / v '\ I v 

Figuur 5 

3· T 

'\ I v 

De grote verscheidenheid van randversieringen kan op grond van hun 
groepentheoretische eigenschappen teruggebracht worden tot zeven hoofdtypen 
welke schematisch samengevat zijn in figuur 6. De elementaire afstand is 
hierbij voor alle typen gelijk genomen. Type d en g zijn blijkbaar die van de in 
figuur 4 geschetste Griekse meanders. 

Het aantal symmetrietypen bij randversieringen is hiermede nog niet uitge
put. Men kan o.a. ook gebruik maken van contrasterende kleuren en van 
dieptewerking. Bij het laatste bestaat de mogelijkheid dat twee lijnen elkaar op 
twee wijzen kunnen kruisen. Alleen al door deze toevoeging stijgt het aantal 
hoofdtypen tot 31. 

De volgende stap is de studie van regelmatige vlakversieringen. Zij spelen in 
de decoratieve en grafische kunst een grote rol en ik laat U er twee zien die 
zo'n vierduizend jaar uit elkaar liggen. Figuur 7 toont een fragment van een 
Egyptisch grafgewelf en figuur 8 geeft U een door de nog maar kort geleden 
overleden graficus M.C. Escher ontworpen regelmatig patroon. 
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g 

Figuur 6 

Figuur 7 
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Figuur 8 

De wiskundige analyse van deze en soortgelijke vlakke patronen is eigenlijk 
erg eenvoudig. We beginnen met een puntrooster, een verzameling pun ten die 
uit een punt 0 ontstaat door translaties van de vorm 

waarbij n 1 en n 2 gehele getallen zijn. De translaties kunnen we samenvatten in 
een translatiegroep waarvan de elementen op overeenkomstige wijze als T 71 T ~' 
aangeduid worden. Een puntrooster kan behalve de translatiesymmetrie ook 
nog rotatiesymmetrie en spiegelsymmetrie bezitten. Alie isometrische 
transformaties die een gegeven rooster met zich zelf tot dekking brengen, 
vormen de z.g. roostergroep. Het is opmerkelijk dat een rooster alleen 
compatibel is met rotaties van de orde 2, 3, 4 en 6. We kunnen dit als volgt 
inzien. We nemen aan dat het rooster een n-voudige rotatiesymmetrie heeft. Is 
v de kleinste vector die twee naburige roosterpunten P en Q verbindt en 
ontstaat PR uit PQ door een draaiing over de hoek cf>=2wln dan is ook R een 

roosterpunt. Maar omdat QR~PQ is 2vsirri-cp~v zodat 

• 7T I 
sm-~. 

n 

Dit beperkt de orde n van de rotatiesymmetrie al tot de waarden 2, 3, 4, 5, 6. 
De waarde n = 5 zal blijken te vervallen. Heeft cf> de waarde 2w I 5 en roteren we 
de vector PQ om P over de hoeken +cp dan vinden we twee roosterpunten R 
en S. De som van de vectoren PR en PS is de vector PT zodat PSTR een 
parallellogram is. Een kleine berekening laat zien dat het nieuwe roosterpunt T 
dichter bij P ligt dan Q (in strijd met ons uitgangspunt). 
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De vlakke roosters kunnen we classificeren door op hun symmetrie

eigenschappen te letten. Er blijken precies vijf typen te bestaan (zie fig. 9) 

welke als bij de ruimtelijke kristalstructuren aangeduid worden met de 

adjectieven biklien, kwadratisch hexagonaal, rhombisch en rechthoekig. De 

rhombische en rechthoekige roosters zijn nauw verwant. Het rhombische 

patroon kan uit het rechthoekige afgeleid worden door aan elke rechthoek het 

middelpunt toe te voegen, en omgekeerd. 

kwadratisch rechthoekig 

rhombisch 

biklien 

hexagonaal 

Figuur 9 



40 H.A. Lauwerier 

De symmetrieen van de roosters zijn bepaald door de structuur van de 
bijbehorende groepen. Nemen we als voorbeeld het rechthoekige rooster dan 
kan de roostergroep opgebouwd worden uit de volgende vier elementen. Is P 

een willekeurig roosterpunt dan nemen we eerst de translaties T 1, T 2 die P in 
horizontale of verticale richting een stap verplaatsen. Vervolgens nemen we de 
puntspiegeling C2 om Pen een lijnspiegeling Som b.v. de horizontale as door 
P. Het produkt C2S is dan een lijnspiegeling om de verticale as door P. 

Brengen we in elk roosterpunt een ornament aan, dan treden de 
symmetrieen van het ornament en die van het rooster met elkaar in 
wisselwerking. De symmetrie of liever de asymmetrie van het motief 
onderdrukt symmetrieen van de roostergroep en leidt tot een ondergroep er 
van. Gaat men alle mogelijkheden na dan komt men tot 17 verschillende 
typen. Afbeeldingen en uitvoerige beschrijving vindt men m het 
aanbevelenswaardige boek van A. Speiser bij het onderwerp 'Die 
Flachenornamente'. In figuur 10 hebben we een kwadratisch rooster voorzien 
van tegen elkaar indraaiende swastika's. Het is een aardige opgave alle typen 
isometrische transformaties op te sporen die deze vlakversiering invariant laten. 
We volstaan met de vermelding dat er stelsels horizontale en verticale assen 
zijn met de symmetrie van afwisselend spiegeling of schuifspiegeling. Er zijn 
ook assen van schuifspiegeling die onder hoeken van 45° lopen. 

Figuur 10 
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De in figuur 8 afgebeelde prent van Escher kunnen we nu ook gemakkelijk 

analyseren. De basis is weer het kwadratische rooster. Het is nu voldoende de 

centra van een viertallige resp. tweetallige rotatiesymmetrie te markeren. Lijn

of schuifspiegelingen zijn afwezig. Het corresponderende abstracte patroon is 

dan dat van figuur 11. 

+ + + + 
+ + + 

+ • + • + + 
Figuur 11 

Het kan zijn dat Escher uitgegaan is van het schema van figuur 11. Het 

verrassende is evenwel dat hij er in geslaagd is het gehele vlak te vullen met 

een enkel naturalistisch motief. De regelmatige vlakvullingen worden in de 

decoratieve kunst veelvuldig toegepast. Grote meesters op <lit gebied waren de 

Egyptenaren die vooral in hun grotschilderingen een ware virtuositeit ten toon 

spreidden. Min of meer met verbazing kunnen we constateren dat van alle 17 

hoofdtypen voorbeelden te vinden zijn. Hoewel de wiskundige prestaties van 

de Egyptenaren naar onze begrippen vrij pover waren, zeker in vergelijking tot 

die van de Mesopotamiers, moeten de Egyptische kunstenaars een grote prakti

sche kennis van de meetkunde bezeten hebben. Prachtige illustraties van het 

kunnen van de antieke kunstenaars kan men aantreffen in het in 1868 versche

nen boek 'The grammar of ornaments' van Owen Jones. Wie <lit boek ter hand 

neemt, zal ervaren dat de overgrote meerderheid van de in onze dagelijkse 

omgeving voorkomende regelmatige patronen, vloerbedekking, parketvloeren, 

tegelvloeren, wandbekleding, in <lit boek te vinden is. Zo uitputtend waren de 

Egyptenaren in hun decoratieve kunst dat de Grieken en Romeinen er niets 

van betekenis aan toe konden voegen. Eerst de Arabieren, de erfgenamen van 

de Griekse cultuur, voegden aan de decoratieve kunst nieuwe elementen toe. 
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Door hun geloofsovertuiging welke hen afhield van het uitbeelden van levende 
wezens, zonder dat hierbij overigens sprake van een verbod was, werden zij er 
toe gebracht in hun ornamentiek bij voorkeur gebruik te ma.ken van geometri
sche motieven. In figuur 12 geven we een bijzonder fraai specimen afkomstig 
uit een in de veertiende eeuw in Cairo gebouwde moskee. Bij een 
oppervlakkige beschouwing zien wij misschien een aantal rechthoeken waarvan 
de zijden onderling hoeken van 60° ma.ken. Toch is het patroon niet opge
bouwd op een rechthoekig maar op een hexagonaal rooster uit een 
aaneenschakeling van trifolia of klaverblaadjes. Men lette daarbij op centra 
van zestallige, drietallige en tweetallige rotatiesymmetrie. 

Figuur 12 

Gaan we een dimensie verder met de bestudering van regelmatige ruimtelijke 
structuren, dan gaan we ons in feite bezighouden met kristallografie, de leer 
van de kristallen als regelmatige bouwsels van moleculen en atomen. Hier, nog 
meer dan in het platte vlak, is de groepentheorie het middel par excellence om 
orde te scheppen in de veelheid van kristalvormen zoals we ze in de natuur 
tegenkomen. We beginnen weer met de classificatie van de puntroosters. 
Daarvan zijn er veertien die tot zeven hoofdtypen behoren. Een rooster zonder 
axiale symmetrieen heet triklien. Is er een tweetallige rotatie-as dan heet het 
monok/ien. Er zijn daarvan twee typen mogelijk. Een rooster met een 
viertallige rotatie-as heet tetragonaal; ook hier bestaan er twee typen. Er is een 
type rooster met een zestallige rotatiesymmetrie, het hexagonale rooster. Er is 
ook een rooster met een drietallige maar geen zestallige symmetrie, het z.g. 
rhomboi!drische rooster. Er zijn vier typen met drie onderling loodrechte 
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tweetallige assen die allen rhombisch heten. Tenslotte is er het kubische rooster 

met drie typen. 
We hebben al gezien dat een vijftallige rotatiesymmetrie niet kan voorko

men. De natuur kent geen kristallen met een vijftallige symmetrie! De 

ruimteroosters moeten nu nog aangekleed worden met een regelmatige verde

ling van ornamenten. Ook hier geeft de wisselwerking van de symmetrieen van 

het motief en die van het rooster aanleiding tot een grote verscheidenheid van 

vormen. Men kan aantonen dat er op grond van hun groepentheoretische 

eigenschappen precies 32 verschillende motieven bestaan corresponderend met 

even zo vele kristalklassen. Zo'n symmetriegroep bestaat uit een aantal 

ruimtelijke draaiingen en vlakspiegelingen waarbij een vast punt invariant is. 

Van bijzonder belang zijn de z.g. tetraedergroep en de oktaedergroep welke de 

symmetrieen van het regelmatig viervlak, zesvlak of kubus en achtvlak 

beschrijven. 
De elementen van de tetraedergroep zijn de ruimtelijke draaiingen welke een 

regelmatig viervlak met zich zelf tot dekking brengen. Het zijn de identiteit, 

.acht draaiingen om drietallige assen en drie draaiingen om tweetallige assen, in 

totaal dus 12 elementen. 
Hoewel de kubus en het regelmatig achtvlak er verschillend uitzien, zijn de 

symmetrie-eigenschappen dezelfde en beide lichamen worden dan ook 

beschreven door dezelfde symmetriegroep, de uit 24 elementen bestaande 

oktaedergroep. Voor de kubus zijn dit de identiteit, negen draaiingen om 

viertallige assen, acht draaiingen om drietallige assen en zes draaiingen om 

tweetallige assen. Dit zijn de enige regelmatige lichamen die in de levenloze 

natuur van de kristallen gerealiseerd worden. Voor de overige twee regelmatige 

lichamen, het twaalfvlak en het twintigvlak is dan geen plaats in verband met 

het verbod van vijftallige rotatie-assen. In de wiskunde, in de kunst en in de 

levende natuur zijn er minder problemen. 
Omstreeks 1900 verbaasde de Duitse natuuronderzoeker Ernst Haeckel de 

wetenschappelijke en artistieke wereld met zijn kunstzinnige afbeeldingen van 

vooral de microscopische levensvormen van zee en oceaan waarin de natuur de 

fraaiste symmetrievormen tot leven had gebracht. Zonder moeite vinden we 

bij b.v. de radiolarii, eencellige planktondiertjes, op de vijf regelmatige licha

men gebaseerde skeletjes. Een nog kort geleden beschreven exemplaar, de 

Braarudosphaera Bigelowi, vertoont zelfs de vorm van een volmaakt regelmatig 

twaalfvlak en we] met een diameter van 23 µm. 

De ontdekking van het bestaan van precies vijf regelmatige lichamen was 

voor de Griekse wetenschap een prestatie van de eerste rang. V66r Plato's tijd 

(427-347 v.C.) waren het regelmatige viervlak, zesvlak (kubus), achtvlak en 

twintigvlak goed bekend en werden ze opgevat als de symbolen voor de vier 

elementen aarde, vuur, lucht en water. Later ontdekte Theaitetos, een tijdge

noot van Plato, het regelmatige twaalfvlak. Men vermoedt dat de vorm van op 

Sicilie gevonden pyrietkristallen, een verbinding van zwavel en ijzer, hem tot 

deze ontdekking geleid hebben. In zijn grote natuurfilosofische dialoog 

'Timaeus' handhaafde Plato de oude symboliek en verhief het regelmatig 

twaalfvlak als vijfde bestanddeel, de quinta essentia of kwintessens van de 
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middeleeuwse alchemisten, tot symbool van het alles omvattend universum. 
Het blijkt dat regelmatig twaalfvlak en twintigvlak dezelfde symmetrie

eigenschappen hebben en dat deze beschreven worden door de z.g. 
ikosaedergroep, een uit 60 elementen bestaande groep. Een nadere beschrijving 
van de elementen en van de eigenschappen van deze groep laten we maar 
achterwege. Dodekaeders werden in de Oudheid wel gebruikt als dobbelste
nen. Tegenwoordig herkennen we de dodekaeder in een voetbal. 

De Grieken meenden dat de wereld op wiskundige d.w.z. op meetkundige 
wijze, geordend was. Ptolemaeus wist de beweging van zon, maan en de plane
ten terug te voeren tot een samenstel van cirkelbewegingen. Johannes Kepler 
ging uit van het in 1543 door Copernicus geformuleerde beginsel om de zon in 
het middelpunt te plaatsen. In zijn 'Mysterium Cosmographicum', gepubliceerd 
in 1596, poogde hij de afstanden in het zonnestelsel in verband te brengen met 
de vijf regelmatige veelvlakken. De banen van Saturnus, Jupiter, Mars, Aarde, 
Ven us en Mercuri us - meer planeten kende men toen niet - liggen op boll en 
die van elkaar gescheiden zijn door de regelmatige lichamen waaraan ze 
beurtelings ingeschreven en omgeschreven zijn. Van buiten naar binnen gaand 
ontmoeten we aldus kubus, tetraeder, dodekaeder, oktaeder en ikosaeder. 
Kepler was wel trots op zijn vondst en wist het te staven met tal van astrologi
sche argumenten. Nu menen we het beter te weten. Nog steeds menen we in de 
kosmos een wiskundige ordening te kunnen of te moeten vinden. 
Nobelprijswinnaars weten in de veelheid van elementaire deeltjes orde en 
regelmaat te brengen met behulp van de groepentheorie. Onaantastbaar is het 
gezag van Einstein die in zijn algemene relativiteitstheorie de 
aantrekkingskracht van de materie uit meetkundige principes, kromming van 
ruimte, afteidt. Kortom, in iets lossere toon maar wel duidelijk: De wereld zit 
mooi meetkundig in elkaar! 
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Onder een constructie met passer en liniaal verstaan wij het samenstellen van 

een meetkundige figuur in het vlak, uitgaande van een eindig aantal gegeven 

meetkundige objecten (punten, lijnsegmenten, hoeken, cirkels etc.), waarbij als 

hulpmiddel slechts gebruik gemaakt mag worden van een liniaal, een passer en 

natuurlijk van het papier dat wij als tekenvlak gebruiken. 

Toegestane operaties bij een constructie zijn de volgende: 

1. Het trekken van een lijn door twee gegeven of reeds geconstrueerde 

pun ten. 
2. Het beschrijven van een cirkel met als middelpunt een gegeven of reeds 

geconstrueerd punt en als straal de afstand tussen twee gegeven of reeds 

geconstrueerde punten. 
3. Het bepalen van nieuwe punten als snijpunten van twee lijnen, twee 

cirkels of van een lijn en een cirkel als in I en 2 beschreven. 

Wij willen nu nagaan welke figuren door middel van passer en liniaalconstruc

ties verkregen kunnen worden en welke niet. Het blijkt dat deze constructie

problemen eerder van algebrai:sche dan van meetkundige aard zijn. Als 

eenmaal de goede aanpak van deze vraagstukken gevonden is, dan is de 

oplossing in de meeste gevallen niet al te diep liggend. 

In dit hoofdstuk zullen wij o.a. de onoplosbaarheid van een aantal beroemde 

klassieke meetkundige problemen bewijzen. Het betreft hier de volgende pro

blemen: 
I. De trisectie van de hoek. Gegeven een hoek; verdeel deze in drie gelijke 

delen. 
2. De verdubbeling van de kubus. Gegeven de ribbe van een kubus; 

construeer de ribbe van een kubus met dubbele inhoud. 

3. De kwadratuur van de cirkel. Gegeven een cirkel, construeer een vierkant 

met dezelfde oppervlakte. 
4. De constructie van een regelmatige n-hoek. 

Alvorens deze problemen nu afzonderlijk te bespreken, zullen wij ons eerst 

bezighouden met het algemene probleem. 
Aangezien iedere lijn, cirkel of hoek bepaald is door een eindig aantal 

punten, kan het constructieprobleem als volgt geformuleerd worden: Laat P 

een eindige verzameling punten in het vlak zijn (minstens twee); karakteriseer 

nu alle punten die in een eindig aantal stappen uit P geconstrueerd kunnen 
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worden met passer en liniaal; de construeerbare punten. 
Orn deze punten te beschrijven kiezen wij een Cartesisch coordinatenstelsel 

in ons vlak. Daar P minstens twee punten bevat, kunnen wij dit zo kiezen dat 
een van de punten p 0 EP de oorsprong wordt en dat de afstand van p 0 tot 
p 1 EP onze lengte-eenheid is. Trek n.l. de lijn e door p 0 en p 1 en construeer de 
loodlijn op e in Po· 

Met behulp van dit coordinatenstelsel kunnen wij nu alle punten in het vlak 
representeren door paren reele getallen. Zij nu {l,a i, ... ,an} de verzameling van 
coordinaten van punten uit P. 

Een reeel getal a zullen wij nu construeerbaar noemen m.b.v. {l,ai, ... ,an} 

als a coordinaat is van een construeerbaar punt. 
Het is duidelijk dat de verzameling van geconstrueerde punten m.b.v. P 

volkomen bepaald is door de verzameling van construeerbare reele getallen 
m.b.v. {l,ai, ... ,a11 } en omgekeerd. 

LEMMA 1. Zij W de verzameling van alle construeerbare reele getallen m.b. v. 
{ 1,a i, ... ,a11 }, dan is W een deellichaam van ~ en er geldt dus 
Q(ai, ... ,a,,)C WC~. 

BEwus. Zoals bekend is, kan men als de lengte-eenheid x en y gegeven zijn 
altijd construeren x + y, x - y, x :Y and x I y, y~O ( zie fig. 1 ). 

x x x y 

xy 

xy 

Figuur 1 
W is dus een deellichaam van ~. 

Aangezien {l,a i, ... ,a11 } c W geldt dus Q(a i, ... ,a,,) c W c~. 

LEMMA 2. Zij k C~ een lichaam van construeerbare getallen en stet [3Ek(a)C~ 
met a kwadratisch over k, dan is f3 construeerbaar. 

BEWIJS. Daar a kwadratisch is over k zijn er getallen k 1, k 2 Ek z6 dat 
a2 +k 1a+k 2 =0. Stel nu y=a+0ki, dan geldt y2 -'i:lkr+k2 =0 
~ y2 =k 3 Ek. a is dan construeerbaar, aangezien y dat is (zie fig. 2). Verder is 
iedere [3Ek(a) te schrijven als [3=k 3 +k4 a met k 3 , k 4 Ek en dus is f3 
construeerbaar. 
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y 

K 

Figuur 2 

GEVOLG 1. Als /3 bevat is in een lichaam L dat uit het lichaam k=Q(ai, ... ,an) 

verkregen wordt door eindig veel kwadratische uitbreidingen 

k Ck(ai) Ck(ai,a2 ) C · · · Ck(ai,a2, ... ,a,)=L; [k(a1'···,a; + 1):k (ai, ... ,a;)]= 2 

dan is /3 construeerbaar uitgaande van {l,ai, ... ,an}· Tevens is dan [L:k]=2'. 

Zoals uit de volgende stelling blijkt, is ook de omkering van deze bewering 

waar. 

STELLING 1. Een reeel getal /3 laat zich uit { l,a 1, ... ,an} construeren met behulp 

van passer en liniaal dan en slechts dan als f3 bevat is in een lichaam L dat uit 

k=Q(ai, ... ,an) verkregen wordt door eindig veel kwadratische uitbreidingen 

k Ck(a 1) Ck(ai,a2) C · · · Ck(ai,a2, ... ,a,)=L, [k (ai, ... ,a; +I ):k(ai, ... ,a;)] =2. 

BEWIJS. Als /3 in een dergelijk lichaam L bevat is, dan is /3 construeerbaar 

(gevolg 1 ). Zij nu omgekeerd /3 construeerbaar. We mogen ons in het vlak al 

die pun ten bepaald denken, waarvan de coordinaten in k zitten (lemma 1 ). In 

dat vlak bekijken wij nu de elementaire constructies. 

1. Het trekken van een lijn door twee punten met coordinaten in k. Een 

dergelijke lijn heeft een vergelijking van de vorm ax +by +c =O met 

a,b,cEk. 
2. Het beschrijven van een cirkel met als middelpunt een punt met 

coordinaten in k en als straal de afstand tussen twee punten met 

coordinaten in k. Iedere dergelijke cirkel heeft een vergelijking van de 

vorm x 2+y 2+ax +by +c=O met a,b,cEk. 

3. Het bepalen van nieuwe punten als snijpunt van lijnen en cirkels zoals in 

1en2. 
Twee lijnen met coefficienten uit k snijden elkaar in een punt (p,q) met 

p,qEk. 
De doorsnijding van een lijn en een cirkel met coefficienten in k geeft 

hoogstens twee punten waarvan de coordinaten liggen in k of in een 

lichaam k(a 1) met a1 kwadratisch over k. 

De doorsnijding van cirkels x 2+y 2+a 1x +b 1y +c 1 =O en 

x 2 +y2+a 2x+b2)l+c 2=0 tenslotte is gelijk aan de doorsnede van de 

cirkel x 2+y 2+a 1x +b1y +c 1 =O en de lijn (a1 -a2)x +(b1 -b2)Y + 

(c1 -c2)=0. 
Wij krijgen dus wederom punten met coordinaten ink of in k(a1) met a 1 

kwadratisch over k. 
Evenzo geven ons lijnen en cirkels met coefficienten uit k(ai) ons punten 

met coordinaten uit k(ai) of uit k(ai,a2) met a 2 kwadratisch over k(ai). 
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Daar ,8 construeerbaar is en dus in eindig veel stappen uit k bereikt kan 
worden, geldt 

,8Ek(a.i,a.2, ... ,a.,) met [k(a.r, ... ,<X.;+i):k(a.i, ... ,a;)] = 2. 

GEVOLG 2. Als ,8 construeerbaar is uitgaande van {1,ai, ... ,an} dan is de graad 
van k(,8) over k=Q(ai, ... ,an) een macht van 2. Immers uit bovenstaande 
stelling volgt ,8Ek(a.1, .•• ,a.,) met [k(a.i, ... ,a.,):k]=2' en aangezien 
k Ck({3)Ck(ar, ... ,a,) geldt [k(a.i, ... ,a.,):k(,8)] [k(,8):k]=2' ==;.[k(,B):k] is een 
macht van 2. 

OPMERKING 1. Het is niet zo moeilijk in te zien dat uit bovenstaande stelling 
volgt: Een reeel getal ,8 is construeerbaar uitgaande van {l,ai, ... ,an} dan en 
slechts dan als ,8 ligt in een normale uitbreiding L van k=Q(a 1, ••• ,an) met 
[L :k]=2m. 

Immers zij L een normale uitbreiding van k en [L:k]=2m, dan is de 
Galois-groep G van L over k een groep met 2m elementen en er bestaat dan 
een rij normaaldelers Nm={e}CNm_ 1CNm_ 2 C···N0=G z6 dat 
N;I N; + 1 ~z(2). 

Uit de hoofdstelling van de Galois-theorie volgt dan dat hiermee 
correspondeert een rij tussenlichamen k =k0 ck 1 c · · · ckm =L z6 dat de 
Galois-groep van k; + 1 over k; isomorf is met Z(2) i.e. k; + 1 kwadratisch over 
k;. 

Is omgekeerd gegeven een rij Iichamen k = k 0 Ck 1 C · · · Ck,.= L * met k; + 1 

kwadratisch over k;, dan is k; + 1 het splijtlichaam over k; van een kwadratisch 
polynoom en dus normaal over k;. L * hoeft echter nog niet normaal te zijn 
over k. 

Met inductie naar r bewijst men gemakkelijk dat men door nog eens eindig 
veel kwadratische uitbreidingen uit te voeren, kan komen tot een Iichaam L 

dat L * omvat en normaal is over k. Wij vinden dan een rij 
k=k0Ck1C ··· Ck,.=L*ck,.+1C ··· Ckm=Len[L:k]=2m. 

Met behulp van gevolg 2 kunnen wij nu bewijzen dat het onmogelijk is de 
gevraagde constructies uit te voeren voor de 4 klassieke problemen. 

1. DE TRISECTIE VAN DE HOEK 
Wij zullen laten zien dat het onmogelijk is een hoek van 60° in drieen te delen. 
Beschrijf n.L een eenheidscirkel met als middelpunt het hoekpunt en kies het 
coordinatenstelsel z6 dat de x-as een zijde van de hoek is en de oorsprong het 
hoekpunt. Trisectie van de hoek is dan equivalent met de constructie van het 
punt (cos20°,sin20°) op de eenheidscirkel. In het bijzonder is dan ,8=cos20° te 
construeren. 

Er geldt echter: 

I 
cos3a. = 4cos3a.-3cosa. ==;.2=4,83 -3,8 ==;. 8,83 -6,8-1 =O. 
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(cos20°, sin20°) 

Figuur 3 

Nu is de vergelijking 8x 3 - 6x - 1 irreducibel over Q ~ [ Q(,8): Q] = 3 in 

tegenspraak met gevolg 2. (Ga na dat wij in <lit geval mogen nemen k =Q.) 

De trisectie van de hoek is dus niet met passer en liniaal uit te voeren. Wel 

gelukte het ongeveer 250 jaar voor Chr. aan de Griekse wiskundige Nicomedes 

met behulp van een 'concho"ide-passer' een hoek in drie gelijke delen te verde

len. Dit berust op de volgende aan Archimedes toegeschreven methode. 

Beschrijf een cirkel met willekeurige straal r om het hoekpunt C van hoek a en 

bepaal de lijn door A z6 dat de afstand DE gelijk is aan r. Dan is 

y= LADC=a/3 (Figuur 4). 

A 

~ 
D C B 

Figuur 4 

Een dergelijke lijn kan men vinden met de z.g. concho"ide-passer. Deze bestaat 

uit een liniaal A die met z'n ene uiteinde in een groef die in een andere liniaal 

B is aangebracht heen en weer kan glijden. In liniaal A bevindt zich een gleuf 

waardoor een pen, die in een punt P in het tekenbord wordt gestoken, heen en 

weer kan schuiven. Brengt men nu op de liniaal A op een afstand r van het 

hoekpunt verwijderd een schrijfstift aan en laat men de liniaal A door de groef 

in B schuiven, dan beschrijft de schrijfstift een concho"ide (zie Figuur 5). 
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Figuur 5 

2. DE VERDUBBELING VAN DE KUBUS 

Dit probleem staat ook bekend onder de naam van het Delische probleem. De 
sage vermeldt dat het orakel van Delos aan de Atheners de raad had gegeven 

het altaar van Apollo in Delos, dat de vorm van een kubus had, door een 

dubbel zo grote kubus te vervangen. In Athene heerste namelijk de pest, die 
men aan de boosheid van Apollo toeschreef. Men bouwde toen een altaar 

waarvan de rib be 2 X zo groot was, met het gevolg dat de inhoud van de 

kubus 8 maal zo groot werd en de pest voortwoedde. De meetkundigen 
wendden zich toen tot Plato. Deze zou gezegd hebben dat Apollo niet zo zeer 

op een dubbel groot altaar gesteld was, dan wel op de invloed die het stellen 

van een dergelijk probleem op de studie der meetkunde in het algemeen uitoe

fent. 
Kiezen wij de lengte van de ribbe van de gegeven kubus a~s eenheid, dan 

wordt dus gevraagd een ribbe te construeren met lengte V2. Aangezien 

/3= YJ een wortel is van het irreducibele polynoom x 3 -2EQ[x] volgt dat 
[Q(Vl):Q]=3 en ~is dus niet construeerbaar. 

Reeds in de 5de eeuw voor Christus herleidde Hippocrates van Chios het 

probleem van de verdubbeling van de kubus tot het volgende: 
Gegeven twee lijnsegmenten a en b; construeer twee lijnsegmenten x en y z6 

dat a:x=x:y=y:b. Immers dan is x 3 :a 3 =b:a en kiest men b=2a dan 

x 3 =2a 3 en heeft een kubus met ribbe x een twee keer zo grote inhoud als een 

kubus met ribbe a. Door snijding van twee parabolen is het nu mogelijk deze 

constructie uit te voeren. De parabolen x 2 = ay en y 2 bx snijden elkaar in een 

punt P =(p,q) met p 2 =aq en q2 =bp i.e. a :p =p :q =q :b. 
Daar men reeds in de oudheid eenvoudige parabool-passers bezat, was het 

gemakkelijk <lit snijpunt te vinden. 
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3. DE KWADRATUUR VAN DE CIRKEL 

Gegeven een cirkel met straal 1, gevraagd de zijde van een vierkant met 

dezelfde oppervlakte te construeren. Dit probleem komt neer op de constructie 

van het getal /3 met /32 ='IT en dus op de constructie van een lijnsegment met 

lengte 'IT. 

Uit het transcendent zijn van 'IT volgt nu onmiddellijk dat de constructie niet 

mogelijk is. 
Een zeer eenvoudige constructiemethode die een goede benadering van 'IT 

geeft, is afkomstig van de Oostenrijker Quaika (zie Figuur 6). 

Op de lijn l is met 0 als middelpunt een cirkel met straal 1 getekend. Zij C 

het punt op l op een afstand 4,4 van 0 en D het punt op de loodlijn op l in C 

met DC =2,3. 
Zij B bet snijpunt van DO met de cirkel. Trekken wij nu een koorde door B 

evenwijdig aan /, dan is deze koorde de zijde van een vierkant met oppervlakte 

I (4 4)2 

ongeveer 'IT. Immers cosa=-a ~ a2 =4cos2a=4 ' = 3 141582 .. 
2 (4,4)2 +(2,3)2 ' ' 

terwijl 7T=3, 141592 ... 
Behalve met de kwadratuur van de cirkel hield men zich in de oudheid ook 

bezig met de kwadratuur van 'maanvormige' figuren ( oppervlakken begrensd 

door 2 cirkelbogen). De reeds eerdergenoemde Hippocrates van Chios is vooral 

bekend door z'n werk op <lit gebied. Zo bewees hij b.v. dat het oppervlak 

AEBFA gelijk is aan het oppervlak van een vierkant met zijde DB (zie Figuur 

7). AEB is een stuk van de cirkel met middelpunt C and A FB een deel van de 

cirkel met middelpunt D. 

D 

2,3 

4,4 A\ 
\ 

Z'IT 

Figuur 6 

0 1 I 
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c 

Figuur 7 

Deze resultaten sterkten de Grieken in hun vermoeden dat de kwadratuur 
van de cirkel mogelijk moest zijn. Met behulp van de quadratrix (of trisectrix) 
van Hippias is de constructie van '7T zeer eenvoudig. Deze kromme kan als 
volgt beschreven warden. In het vierkant ABCD laten wij de lijn DA om D 
draaien tot deze op de plaats DC terecht komt, terwijl tegelijkertijd de lijn AB 
naar beneden verschoven wordt tot deze samenvalt met DC. Het snijpunt van 
beide lijnen beschrijft dan een kromme, de quadratrix. 

A B 
--....fl>..A' / 

I ....... , / 

A' -, -~r-- B' 

I / A" 
/ ' A" -1--- ---\- B" 

I / ·p" 
I 

/ 
/ / \ A"' f-,,A--- / B"' 

"1 p"' I / ,...... I 

D 
~.,,..,,..,,. I c 

Q 

Uit de figuur volgt onmiddellijk dat de vergelijking van de quadratrix in 
poolcoordinaten luidt: 

; 0 = ~ =? b'7T=2aB =? '7TrsinB=2aB (lengte AD =a). 

De afstand DQ is dus lim0_,0 
2~ 80 = 1E._. 

'lTSlll '7T 
Dinostratus, die bewees dat met de quadratrix de constructie van '7T mogelijk 

was, gebruikte natuurlijk alleen overwegingen uit de elementaire meetkunde. 
(hij bewees dat als p =lengte boog AC, dan DQ :a =a :p.) 

Dat de quadratrix ook gebruikt kan warden voor de trisectie van de hoek is 
onmiddellijk duidelijk. Als b.v. hoek QDP' in drieen verdeeld moet warden, 
dan verdeelt men het lijnstuk B'C in drieen. Zeg B', B", B"', C. De lijnen 
A" B" en A"' B"' snijden aan de quadratrix in de pun ten P" en P'" z6 dat de 
hoek P"'DQ gelijk is aan 113 hoek P'DQ. 
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4. DE CONSTRUCTIE VAN DE REGELMATIGE n-HOEK 

Gegeven een eenheidscirkel, gevraagd de omtrek in n gelijke delen te verdelen. 

Dit komt neer op de constructie van bet getal cos(2?T/n). Volgens stelling 1 is 

<lit alleen mogelijk indien [Q(cos(2?T/n)):Q] een macht is van 2. Maar dan is 

ook [Q(cos(2?T/n), sin(2?T/n)):Q]=2k en dus ook [Q(cos(2?T/n), sin(2?T/n),i):CI!] 

een macht van 2. 
Aangezien Cl! CCl!(cos(2?T/n)+isin(2?T/n))Q CCl!(cos(2?T/n),sin(2?T/n),i) geldt 

dan [Cl!(Kn):CI!] een macht van 2 met Kn =cos(2?T!n)+isin(2?T/n) een primitieve 

n-de machts eenheidswortel. 
Is omgekeerd [Cl!(Kn):Q] een macht van 2, dan is daar Cl!(Kn) een normale 

uitbreiding van Cl! (iedere wortel van xn -1 is een macht van Kn en zit dus in 

Cl!(Kn)), is Kn en dus ook cos(2?T/n) bevat in een lichaam dat uit Cl! verkregen 

wordt door eindig veel kwadratische uitbreidingen (zie opmerking 1). cos(2?T/n) 

is dan dus construeerbaar en wij hebben bewezen: 
0 De constructie van een regelmatige n-hoek is dan en slechts dan mogelijk als 

[O(Kn):Q]=2k voor zekere k. 
Nu is bekend dat [O(Kn):Q]=<f>(n) is de indicator van Euler. 

Als n = 2"pf1 • • • p~' ,p i, ... ,pk priemgetallen ;;;;. 3 dan is 

<f>(n)=2"- 1pf1-I · · ·p~'- 1 (p1-l)(p2-l) ... (pk-1). 

Er moet dus gelden: 

/31 =/32 = · · · /3k= 1 en p 1=2' 1 +1, p 2 =2,.2 + l,etc. 

Nu is gemakkelijk in te zien dat 2r + 1 priem =? r een macht van 2. (2a + 1 

is een deler van 2ab + 1 als b oneven.) 
Als n dus behalve factoren 2 alleen priemgetallen van de vorm 22' + 1 

enkelvoudig bevat, dan is <f>(n) een macht van 2 en omgekeerd. De enige 

priemgetallen van de vorm 22' + 1 (priemgetallen van Fermat) die bekend zijn, 

zijn: 

3=2+1, 5=22+1, 17=24+1, 257=28+1, en 65537=216 +1. 

Zo zijn de regelmatige 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15 en 17-hoek construeerbaar, 

maar de 7, 9, 11 of 13-hoek niet. 

OPMERKING 2. Euler bewees dat 232 +1 deelbaar is door 641. Immers 

641=54+24 =? 641154·228 +232 

641 =5·27 + l=? 641I(5·27 +1)(5·27 -1)(52·214 +1)=54·228 -1 =? 

6411232 +1. 

OPMERKING 3. Als wij een regelmatige a-hoek en een regelmatige b-hoek 

geconstrueerd hebben en a en b zijn relatief priem, dan is de constructie van 

de regelmatige ab-hoek niet moeilijk. Er zijn immers gehele getallen n en m 

met ma + nb = 1. Als dus de hoeken a= (2?T I a) en f3 = (2?T I b) bekend zijn, dan 
. m n 2?T 
1s ma+n/3=2?T(-+-)=-. 

a b ab 
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Constructie regelmatige 5-hoek 

Zij E het midden van OB en laat EF = CE, dan is CF de koorde van een 
regelmatige 5-hoek. 
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Constructie regelmatige 17-hoek 

Zij AC=1!4AB en bepaal Den D' z6 dat CD =CD'=CO. Bepaal nu E en E' 
z6 dat DE =DO en D'E'=D'O. 

Zij nu de lijn XE loodrecht op AE en laat XE =AE'. Beschrijf nu de cirkel 
door 0 en X met diameter OX en laat Fen F' de snijpunten zijn van deze 
cirkel met de lijn AE. 

Zij nu M z6 gekozen dat OM= 1/:zAF', dan is YZ de zijde van een 
regelmatige 17-hoek. 

(Gana!)~ Constructie van Gauss. 
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Mo bi us-vlakken 

J.H. van Lint 

Voordracht van de vakantiecursus uit 1978 

1. PROJECTIEVE EN AFFIENE MEETKUNDE 

We herinneren aan de definitie van projectieve en affiene ruimtes met 

coordinaten (zie [2], [3], [4], [6]). Zij K een lichaam. De d-dimensionale affiene 

ruimte over K is de vectorruimte Kd, d.w.z. de collectie van alle vectoren 

(x 1,x 2, •.. ,xd) met coordinaten uit K. We geven deze ruimte aan door AJ(K). 

Zo vinden we b.v. voor K = ~ en d = 3 de gewone 3-dimensionale ruimte 

van de stereometrie. Uit de ons bekende meetkunde nemen we termen als vlak, 

lijn, enz. over. De projectieve ruimte van dimensie d (notatie PJ(K)) over het 

lichaam K wordt gedefinieerd door uit te gaan van Ad+i(K). Hierin noemen 

we de lijnen door de oorsprong 0 nu (projectieve) punten; vlakken door 0 

worden de lijnen van Pd(K), enz. We nemen de coordinaten over en wel als 

volgt. Als we zeggen dat het punt x de coordinaten (x 1,x2, ... ,xd+J) heeft, dan 

bedoelen we met x eigenlijk de lijn door 0 en het punt (x 1,x 2, ... ,xd+d en dus 

zijn voor iedere ;\=foO ook (Ax 1,Ax 2, ... ,Axd+d coordinaten van het projectieve 

punt x. Voor de punten met laatste coordinaat =F 0 mogen we deze coordinaat 

gelijk aan 1 nemen. We vinden zo de meetkunde AJ(K) als deel van Pd(K) 

(door de laatste coordinaat te negeren). Als K bet eindige licbaam met q ele

menten is, dan worden de notaties AG(d,q) resp. PG(d,q) gebruikt i.p.v. AJ(K) 

en Pd(K). 

VOORBEELD 1. Kies voor K de gehele getallen mod 3 (d.w.z. bet lichaam IF 3) en 

d = 2. We vinden AG(2,3), bet affiene vlak van de orde 3: 

(0,2) (1,2) ',, (2,2) 

'\. 

' 
(0,1) 

·~ 

(0,0) 

' ' ' ' 

(1, 1) 

' ,, ,, 
" (1,0) ' 

"· l 
Figuur 1 

I' 

' ' ', 
(2, 1) 

(2,0) 
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De lijn e met vergelijking x 1 +x2 = 1 bestaat uit de punten (0,1), (1,0) en 
(2,2). Er zijn 12 lijnen in deze meetkunde. 

VooRBEELD 2. De 3-dimensionale affiene ruimte over IF 2 heeft 7 lijnen door 0. 
Zo vinden we het volgende model van PG(2,2), ook bekend als het Fano-vlak: 

I (I, 1,0) 

Figuur 2 

De pun ten (I, 1,0), (1,0, 1) en (0, 1, 1) vormen de lijn met vergeli jking 
x 1 + x 2 + x 3 = 0 (de vergelijking van een vlak door 0 in A 3(1F 2)). 

VooRBEELD 3. De 4-dimensionale affiene ruimte over IF 3 bestaat uit 81 pun ten. 
Op een lijn door 0 liggen behalve 0 nog 2 punten. De ruimte PG(3,3) bestaat 
dus uit 40 ( dat is 1/2 X 80) pun ten. Als we het vlak met vergelijking x 4 = 0 
weglaten, houden we 27 punten (x 1,x 2,x 3, 1) over die AG(3,3) vormen. 

Volledigheidshalve herinneren we ook aan de combinatorische definitie van een 
projectief vlak ( cf. [2], [3], [6]). Dit is een stelsel van z.g. 'pun ten' en 'lijnen' 
met een incidentierelatie z6 dat ieder tweetal verschillende punten (resp. lijnen) 
incident is met precies een lijn (resp. punt), waarbij triviale gevallen warden 
uitgesloten. Een eindig projectief vlak van de orde n heeft n 2 + n + 1 pun ten en 
n 2 + n + 1 rechten. Door een rechte weg te laten, ontstaat een affien vlak van 
de orde n. 
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2. CIRKELS EN LIJNEN IN ~ 2 

We voegen aan het vlak ~ 2 een extra punt toe dat we oo noemen. We spreken 

af dat <lit punt wordt toegevoegd aan iedere rechte lijn. Daarna noemen we 

rechte lijnen verder 'cirkels door oo'. Als we ook nog ~2 identificeren met C 

(d.w.z. (x,y) wordt gei'dentificeerd met z = x+ry) en met het symbool oo op 

de gebruikelijke (slordige) manier rekenen, dan zijn de volgende feiten eenvou

dig te controleren. 

(2.1) Iedere cirkel heeft een vergelijking van de vorm 

pzz+qz+qz+r = O (pE~, rE~,pr<qq) 

en omgekeerd. 

(2.2) De transformaties 

az +b 
z ~ --d- met ad-be= 1 

cz + 
voeren cirkels in cirkels over. 

Orn de laatste bewering in te zien, toont men eerst aan dat deze z.g. Mobius

transformaties zijn samen te stellen uit translaties z ~ z + s, draaiingen en 

vermenigvuldigingen z ~ tz, en tenslotte de 'inversie' z ~ - 1 I z. Voor de 

eerste twee afbeeldingen is de bewering triviaal. Voor de laatste volgt het 

gestelde door substitutie direct uit (2.1 ). 

(2.3) De collectie cirkels in C U { oo} heeft de eigenschappen: 

(i) door drie verschillende punten gaat precies een cirkel; 

(ii) als p op de cirkel C ligt en q ligt niet op C, dan gaat door q pre

cies een cirkel C' die C in p raakt (zie Figuur 3). 

q 

q 

C' C' 

c 
Figuur 3 
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Een belangrijke eigenschap van de Mobius-transformaties die we in §5 zullen 
gebruiken is de volgende. 

(2.4) Bij gegeven verschillende punten A,B,C en verschillende punten P,Q,R 
is er precies een Mobius-transformatie die A in P, B in Q, en C in R 
afbeeldt. 

Deze transformatie w = f (z) vinden we door w op te lossen uit 

(2.5) 
w-P. R-P 
w-Q·R-Q 

z -A C-A 
z-B C-B 

3. EINDIGE MOBIUS-VLAKKEN 

(3.1) DEFINITIE. Een Mobius-vlak is een systeem van twee soorten objecten 
die we 'punten' en 'cirkels' noemen met een incidentierelatie I (pIC 
spreken we uit als: 'p ligt op de cirkel C ' of 'C gaat door p' of 'p is 
incident met C '), waarbij aan de volgende eisen voldaan moet zijn: 
(i) (2.3) (i) en (2.3) (ii) gelden (hierbij spreken we af dat 'C raakt 

C" hetzelfde is als 'er is precies een punt p met pIC en pIC''); 
(ii) het systeem is niet triviaal (hiertoe kan men b.v. eisen dat er 

tenminste 4 punten zijn en verder een paar p, C met pfC en dat 
iedere cirkel door tenminste een punt gaat), 

(zie [l], [2], [5]). 

In de vorige paragraaf hebben we een Mobius-vlak leren kennen. We vragen 
nu naar een voorbeeld met eindig veel punten. Stel dat ~c zo'n vlak is. Kies 
een punt p E~. We beschouwen nu alleen de cirkels door p en laten 
vervolgens het punt p weg. We krijgen zo een stelsel van punten en objecten 
die we 'lijnen' noemen. Voor het nieuwe stelsel geldt dan: 
(i') door twee punten gaat precies een lijn, 
(ii') als q niet op de lijn L ligt, dan gaat door q precies een lijn die L niet 

snijdt. 
Aangevuld met de vertaling van (3.1) (ii) zijn dit de axioma's voor een affien 
vlak! Dit brengt ons op het idee om te proberen een Mobius-vlak te construe
ren door uit te gaan van een affien vlak en aan alle lijnen een extra punt (het 
punt p van hierboven), dat we oo noemen, toe te voegen. De moeilijkheid is nu 
om 'echte' cirkels te definieren. 

VOORBEELD 4. We proberen een Mobius-vlak met 10 punten te construeren 
door uit te gaan van AG(2,3) (zie Voorbeeld 1). Daar iedere cirkel na wegla
ting van een punt p overgaat in een lijn van een AG(2,3), moeten cirkels inci
dent zijn met 4 punten. Dus bevat iedere cirkel 4 drietallen punten. In totaal 

10 
zijn er ( 3 ) = 120 drietallen punten waarvan elk precies een cirkel bepaalt. Er 

moeten dus 30 cirkels zijn. Hiervan hebben we er al 12, n.l. de lijnen van 
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AG(2,3) aangevuld met het punt oo. We zien dus dat we voor ieder van de 9 

punten van het vlak 2 cirkels moeten bedenken (laten we zeggen met dat punt 

als 'middelpunt'). Het is niet moeilijk een goede gok te doen, b.v. door als 

cirkels met middelpunt (a,b) te kiezen de viertallen 

{(a+ 1, b),(a -1, b),(a, b + l),(a, b -1)} en {(a+ 1, b + l),(a + 1, b -1), 

(a -1, b + l),(a -1, b -1)}. We hebben zo inderdaad een stelsel van 12 

punten en 30 cirkels geconstrueerd dat aan de eisen van (3.1) voldoet. Het zal 

de lezer geen moeite kosten na te gaan dat aan (2.3) (ii) is voldaan (zie Figuur 

4). q =(0,2) (1,2). 

I 
I I 

I I c 
(O,-l)4r~~~o-,1-)~:~-p-=_<_2_,1_)1a.-~~~:;-

• 

I I I 
L _______ _,__ __ ~ (2,0) 

Figuur 4 

Nu we gezien hebben dat eindige Mobius-vlakken bestaan, proberen we enige 

eigenschappen van deze vlakken af te leiden. We nemen als bekend aan (zie 

§ 1) dat een affien vlak van de orde n bestaat uit n 2 pun ten en n 2 + n lijnen (zie 

[2], [3], [6]). Met behulp van de hierboven gebruikte methode volgen 

onmiddellijk de volgende eigenschappen van een Mobius-vlak ~ van de orde 

n: 

(3.2) ~ heeft n2 +1 punten, 

(3.3) ~heeftn(n 2 +l)cirkels, 

(3.4) iedere cirkel is incident met n + 1 punten, 

(3.5) ieder punt is incident met n(n +I) cirkels. 

Deze eigenschappen zijn allemaal door tellen te bewijzen. Evenals in de vlakke 

meetkunde noemen we de collectie cirkels door twee gegeven punten pen q de 

bundel met p en q als dragers. Evenzo noemen we de collectie cirkels die elkaar 

in een punt p raken een raakbundel. Door eenvoudig te tellen vinden we nu: 

(3.6) een cirkelbundel bestaat uit n + 1 cirkels, 

(3.7) een raakbundel bestaat uit n cirkels. 
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Zo vormen in Figuur 4 de cirkels C, C' en {(0,0),(1,0),(2, 1),(2,2)} een 
raakbundel door p. Men kan nu allerlei begrippen en stellingen uit de vlakke 
meetkunde die betrekking hebben op cirkels proberen te generaliseren. We 
zullen in §6 een voorbeeld van zo'n stelling nader bekijken. 

4. STEREOGRAFISCHE PROJECTIE 

We beschouwen nog eens de in §2 bestudeerde collectie cirkels in IR 2• We 
nemen nu IR 2 als het vlak z = 0 in IR 3 . Zij B de bol met vergelijking 
x 2 + y 2 + z 2 = 1 en zij N de 'noordpool' van de bol, d. w .z. (0,0, 1 ). We pro
jecteren de bol vanuit N op het vlak z = 0 dat we weer met C identificeren. 
We spreken verder af dat oo de projectie van N zelf is. Het beeld van 
P = (~;11J) is P' = (~+i17)/(l-f). Met behulp van (2.1) is eenvoudig in te 
zien dat cirkels op de bol worden afgebeeld op cirkels in CU { oo }. De cirkels 
door oo (d.w.z. rechten) zijn de beelden van de cirkels op de bol die het punt 
N bevatten. N 

', \ 
I '~ p 

.-----~--

' 

Figuur 5 

We kunnen het Mobius-vlak CU { oo} dus opvatten als de stereografische pro
jectie van het stelsel snijkrommen van B met de vlakken in !R 3 . Door <lit idee 
te generaliseren kunnen we nu eenvoudig eindige Mobius-vlakken construeren. 
Beschouw in de 3-dimensionale projectieve ruimte PG(3,q) een niet-ontaarde 
kwadriek B waar geen lijnen op liggen (zie [2]). Ieder drietal punten van B 
bepaalt een vlak. De snijfiguur met B noemen we nu een cirkel! Orn (2.3) (ii) 
aan te tonen, snijden we het vlak van C met het raakvlak aan B door p. De 
snijlijn e bepaalt met q een vlak dat B in de gevraagde cirkel C' snijdt. (We 
gebruiken hier steeds onze meetkundige intu'itie geldig in !R 3 .) Desgewenst 
kunnen we door projectie de verkregen configuratie afbeelden op een vlak. 
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VOORBEELD 5. Daar de vergelijking van de eenheidsbol in !R 3 in homogene 

coordinaten x 2 + y 2 + z 2 - t 2 = 0 is, proberen we voor B de kwadriek met 

dezelfde vergelijking in PG(3,3). In tabel 1 geven we een lijst van de 10 punten 

van B. We noemen N = (0,0, 1, 1) weer de noordpool en projecteren B op het 

vlak z = 0. We moeten weer een extra punt oo toevoegen dat de rol speelt van 

de projectie van N zelf. De overige 9 punten in het vlak z = 0 blijken de 9 

punten van het affiene vlak AG(2,3) te zijn (zie tabel 1). Dit is zo omdat voor 

de punten (~,'l'IJ,t) van B \ {N} geldt r=t=t. Daarom is voor de projectie 

(~,'l'j,O,t -t) steeds t -K*O. Daardoor kunnen we (~,'l'j,0,t -t) identificeren met 

het punt (x,y) = (~l(t -K),'11/(t -m van AG(2,3). 

(~,'l'j,K,t) op B projectie op z = 0 coordinaten in AG(2,3) 

N = (0,0, 1, 1) 00 

(0,0, -1, 1) (0,0,0,1) (0,0) 

(O,l,0,1) (O,l,0,1) (0, 1) 

(0, -1,0, 1) (0, -1,0, 1) (0,2) 

(1,0,0,1) (1,0,0,1) (1,0) 

(--1,0,0, 1) (-1,0,0,1) (2,0) 

(1,1,1,0) (-1,-1,0,1) (2,2) 

(1, 1, -1,0) (1, 1,0, l) (1,1) 

(1, -1, 1,0) (-1,1,0,1) (2,1) 

(1, -1, -1,0) (1, -1,0, 1) (1,2) 

TABEL 1 

We beschouwen in PG(3,3) de vlakken V1: y +z -t = 0 en 

V2 : x+y+t = 0. Deze vlakken snijden elkaar in de lijn ;.\(1,-1,1,0) en 

µ(O, -1, -1, 1) die B in (1, -1, 1,0) raakt. Bepalen we de snijfiguur van B en 

V 1 resp. B en V 2 dan vinden we rakende cirkels op de bol. De projectie bepa

len we via tabel 1. We vinden dan de rakende cirkels C en C' uit Figuur 4. 

5. MOBIUS-TRANSFORMATIES 

De in §2 behandelde Mobius-transformaties en i.h.b. (2.4) geven ons een 

directe manier om een Mobius-vlak te construeren. V olgens (2.4) kunnen we 

alle cirkels in CU { oo} vinden door uit te gaan van de reele as en daarop alle 

Mobius-transformaties toe te passen. Door nu C te vervangen door het 

lichaam IF q' en de reele as door het deellichaam IF q en hierop alle transforma

ties x 1->(ax +b)l(cx +d) met ad -be = 1 toe te passen, vinden we een stelsel 

van q(q 2 +1) deelverzamelingen van IF q' U { oo} die we weer cirkels noemen. 

Ieder drietal elementen van IF q' U { oo} bepaalt precies een van die cirkels. Ook 

aan (2.3) (ii) is weer voldaan. 
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VOORBEELD 6. We gaan uit van IF 3 met elementen 0,1,2. Hierin is -1 = 2 
niet een kwadraat. Door adjunctie van het element i met i 2 = -1 vinden we 
het lichaam IF 9 met elementen a +bi (waarbij a en b uit {O, 1,2}). We tonen 
aan dat we op deze manier ook weer de cirkel C' uit Figuur 4 vinden. In (2.5) 
nemen we A = 0, B = 1, C = oo en P = (2, 1) = 2+i, Q = (0,2) = 2i, 

R = (2, 0) = 2. We vinden dan W = - z - (1 + i) . Door invullen van 
z +i 

z = -1 vinden we het beeld 1 - i = (1,2), het vierde punt van de cirkel C' 
uit Figuur 4. 

OPGAVE. Construeer op de maruer van §4 en §5 een Mobius-vlak met 26 
pun ten. 

6. DE STELLING VAN MIQUEL 

We bewijzen eerst een wellicht wat minder bekende stelling uit de vlakke 
meetkunde. We beschouwen 4 cirkels C 1 , C 2 , C 3 , C 4 waarvan geen drie door 
een punt gaan. De cirkel C 1 snijdt C2 in a 1 en b 1; C2 snijdt C3 in a 2 en b 2 , 

enz. De stelling zegt dat als a 1,a 2 ,a3 en a 4 op Mn cirkel liggen, dan ook het 
viertal bi,b 2 ,b3 ,b4 op Mn cirkel ligt. Orn deze stelling te bewijzen passen we 
(2.2) toe. We voeren a 1 over in oo. De stelling is dan weergegeven in Figuur 6. 

C2 

Figuur 6 
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als a 2,a 3 en a4 op een rechte liggen, dan is b 1b2b 3b4 een koordenvierhoek. 

De in de figuur met a aangegeven hoeken zijn voldoende om in te zien dat de 

bewering triviaal is! Hiermee is deze z.g. stelling van Miquel (1838) algemeen 

bewezen (zie [2], [5]). Men kan zich nu afvragen of deze stelling reeds volgt uit 

de axioma's van een Mobius-vlak. Dit is niet het geval. Er zijn voorbeelden 

geconstrueerd van Mobius-vlakken waarvoor de stelling van Miquel niet geldt. 

In 1935 bewezen Van der Waerden & Smid (zie [7]) dat de Mobius-vlakken 

geconstrueerd via de methode van §4 de enige Mobius-vlakken zijn waarvoor 

de stelling wel geldt. Evenals bet probleem van de existentie van affiene 

vlakken is ook nog lang niet opgelost voor welke n een Mobius-vlak van de 

orde n bestaat. 
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Geschiedenis van de Synthetische Projectieve Meetkunde 
Methodes uit de eerste helft van de 19de eeuw 

C.G.J. Nagtegaal 
Voordracht van de vakantiecursus uit 1978 

1. lNLEIDING 

Het onderwerp van deze voordracht betreft de geschiedenis van de synthetische 

meetkunde in de eerste helft van de 19de eeuw. Nu is zelfs deze periode van 

vijftig jaar nog te groot om bier uitputtend behandeld te worden; bovendien 

zijn er vele uitgangspunten, van waaruit men de geschiedenis kan bekijken, 

mogelijk. 
Daarom is deze voordracht gebaseerd op de keuze van zo'n uitgangspunt en 

daarmee samenhangend de selectie van te behandelen onderwerpen. 

Orn duidelijk te maken wat mijn uitgangspunt inhoudt, moeten we tijdelijk 

de geschiedenis opschorten, ten gunste van enkele algemene beschouwingen 

over meetkunde en het verband met de algebra. 

I.I. Het getal in de meetkunde 
In de meetkunde zoals die tegenwoordig op de middelbare scholen wordt gedo

ceerd is een prominente rol weggelegd voor het getal. Rechten in die 

meetkunde zijn in wezen getallenrechten, punten zijn tripels getallen. Het 

vinden van snijpunten van rechten komt neer op het oplossen van vergelij

kingen, een algebra"ische bezigheid, die uiteindelijk weer leidt tot het vinden 

van getallen. 
De vraag dient zich aan of deze meetkunde nu meetkunde is of algebra. 

Wat blijft er van de meetkunde over als we afzien van het gebruik van 

getallen? 
Aan de andere kant: voor de middelbare-schoolmeetkunde gebruiken we het 

lichaam van de reele getallen, het is echter ook mogelijk om meetkunde te 

bedrijven met andere getallen dan de reele. We zullen daar twee voorbeelden 

van bekijken. 

I.I.I. Een eindige meetkunde 
Beschouw het lichaam van karakteristiek 2: "71.. 2, bestaande uit de elementen 0 

en 1, waarmee modulo 2 wordt opgeteld en vermenigvuldigd. Neem de 

volgende voorschriften: 
punten zi jn tripels: 

f0,1,0l Ps 

fl, l,Ol P6 

ro,o, 11 
fO, l, 11 
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P3 = fl,O,Ol P1 = fl, 1, ll P 4 = p,o, 11 

rechten zijn tripels: 

/1 = lO,O, 1 J /5 = l 0, 1, 1 J 

/2 = lO, l,OJ 16 = ll, l,OJ 

/3 = l 1,0,0 J /7 = ll,1,lJ 

/4 = ll,O,lJ 

incidentie van een punt Pi = fa,b,cl en een rechte Ii = lx,y,zJ met 
a,b,c,x,y,zEZ2 wordt gegeven door ax+by+cz = 0. 

Enige uitzoekerij levert Figuur 1 op: 

Figuur 1 

OPMERKING. De 'ingeschreven cirkel' /7 moet in deze meetkunde als een 
rechte warden opgevat. 

Het bovenstaande levert een meetkunde op die uit precies 7 punten en 7 
rechten bestaat. Niettemin voldoet deze meetkunde aan de eisen, die men 
doorgaans als basisaxioma's aanneemt voor een projectieve meetkunde, n.l.: 
11: elk tweetal rechten heeft een snijpunt; 
12: elk tweetal punten heeft een verbindingsrechte; 
V: er is een (echte) vierhoek. 
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lndien men een eenvoudige voorziening treft voor evenwijdige lijnen (via 

parallelklassen o.i.d.), dan voldoet ook de middelbare-schoolmeetkunde aan 

deze regels. 
We zien dat de zojuist beschreven structuur van 7 punten en 7 rechten moet 

worden opgevat als een volwaardige meetkunde. Uiteraard hangt de eindig

heid ervan samen met de eindigheid van de getallenverzameling die we 

gebruikt hebben. 
Als we nog verder gaan dan deze oppervlakkige waameming, dan zullen we 

zien dat de (algebraische) eigenschappen van de bewerkingen op de 

getallenverzameling, die we kiezen om een meetkunde te bouwen, nauw verwe

ven zijn met de inwendige structuur van die meetkunde. 

Orn hierover de gedachten te bepalen, geven we een voorbeeld dat het 

verband toont tussen de commutativiteit van de vermenigvuldiging en de 

stelling van Pappus-Pascal. 

1.1.2. De stelling van Pappus-Pascal als meetkundig equivalent van de 

commutativiteit van de vermenigvuldiging 

Voor de goede orde: 

STELLING (PAPPUS-PASCAL). Gegeven zijn twee rechten l en m, met op l de 

punten A, B, C en op m de punten A', B', C'. Als CB' ;f BC' en CA' ;f AC', dan 

ook BA' ;f AB' (vgl. Figuur 2). 

m 

A B c 

Figuur 2 

(De projectieve versie spreekt uit: de snijpunten CB'nBC', CA'nAC', 

BA' nAB' liggen op een rechte. In onze versie is deze rechte de oneindige.) 

We gaan nu uit van een vlakke meetkunde, waarin op een gebruikelijke 

wijze coordinaten aan de punten worden toegekend: Kies twee rechten l en m 

door een punt 0 als (niet noodzakelijk loodrechte) 'coordinaatassen'. 
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0, 1,a,b,c,... zijn elementen van een coordinatenverzameling, waarop een 
optelling en vermenigvuldiging zijn gedefinieerd. 0 wordt (0,0), we kiezen 
(1,0) en (0,1) op I resp. m. Verder veronderstellen we (a, 0), (b, 0), ... op I gege-
ven. Op m krijgen we (O,a), (O,b), ... door evenwijdig aan de lijn ((1,0),(0, 1)) de 
lijnen ((a, 0),(0,a)), ((b, 0),(0,b)), ... te trekken (vgl. Figuur 3). 

'. (0,0), (l,O)l 1 (a, 0)1 a (b, O)-b 

Figuur 3 

Het punt Pin Figuur 4 krijgt dan de coordinaten (a,b): 

m 

P(a,b), 

0 a 

Figuur 4 

De vermenigvuldiging ab is op te vatten als een puntvermenigvuldiging vanuit 
0 met factor a, d.w.z.: ab verkrijgen we door vanuit (a, 0) een rechte evenwij
dig aan ((1,0),(0,b)) te trekken (vgl. Figuur 5). 

Hoe staat het nu met de commutativiteit van de vermenigvuldiging? 
Beschouw Figuur 6. OC'=ab vinden we uit AC' llEB'. OD'=ba vinden we 
uit BD'//EA'. Verder hebben we: AA'//BB'. Als de Stelling van Pappus
Pascal geldt, volgt uit: AA'//BB' en AC'llEB' dat: EA'//BC'. We hadden 
uit de constructie van ba : BD' //EA'. W egens de uniciteit van de parallel 
volgt dan: C' = D' ofwel ab = ba. Meetkundig is dus afgeleid: de 
vermenigvuldiging is commutatief. 
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m 

l 
0 a 

Figuur 5 

Q'Of-~~~~~~~~..-~~~....a~~~~~
~~P......~~~~ 

E A B 

a b 

Figuur_6 

Omgekeerd volgt in Figuur 6 uit ab=ba dat C'=D', dus aangezien 

BD')IEA' ook: BC')IEA'. Omdat AA')IBB' en AC')IEB' volgt hieruit dat 

voor de configuratie uit Figuur 6 de stelling van Pappus-Pascal geldig is. Men 

kan laten zien dat hij dan voor het hele vlak geldig is. 
We zien dat de stelling van Pappus-Pascal het meetkundig equivalent is van 

de commutativiteit van de vermenigvuldiging op de co6rdinatenverzameling. 

Zo geldt dat de stelling van Desargues het equivalent is van de associativiteit 

van de vermenigvuldiging. Bij andere eigenschappen van de coordinatenver

zameling zijn er weer andere meetkundige stellingen die ermee equivalent zijn. 
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1.2. De moderne aanpak 
Uit bet bovenstaande wordt wel duidelijk dat er een nauw verband bestaat 
tussen meetkundige en algebralscbe eigenscbappen. Dit verband is onderwerp 
geweest van betrekkelijk recent onderzoek. 

Globaal gezien is de gang van dit onderzoek: uitgaande van een aantal 
meetkundige axioma's wordt met bebulp van syntbetiscbe metboden (d.w.z. 
alleen met 'snijden en verbinden') vastgesteld wat de meetkundige 
eigenscbappen zijn. Dan wordt verondersteld dat de meetkunde gecoordinati
seerd is, maar over de eigenscbappen van de coordinatenverzameling worden 
geen a priori uitspraken gedaan. Deze algebralscbe eigenscbappen worden 
vervolgens meetkundig afgeleid (vgl. de afteiding van de commutativiteit met 
bebulp van de stelling van Pappus-Pascal). Daarna kan men de 
coordinatenverzameling concreet invullen. 

Belangrijk voor ons is: deze manier van meetkunde bedrijven begint niet 
meteen als analytiscbe meetkunde met een gegeven coordinatisering, maar 
maakt gebruik van syntbetiscbe metboden om meetkundige eigenscbappen af 
te leiden. 

Die aanpak vinden we terug in bet stukje gescbiedenis dat we gaan bekijken, 
met ecbter een belangrijk verschil: de vraagstelling van de 19de eeuwse 
meetkundigen is anders dan de moderne. 

1.3. De 19de eeuwse opvatting 
De situatie aan bet eind van de 18de eeuw is, wat de meetkundige grondslagen 
betreft, betrekkelijk eenvoudig. Men gaat uit van bet bestaan van slecbts een 
meetkunde-d.i. de meetkunde van de ruimte die ons omringt. De analyti
scbe meetkunde, die sinds Descartes een bloeiend bestaan leidt, lijkt van de 
werkelijkheid een betrouwbare bescbrijving te geven. De hierboven bescbreven 
moderne opvatting dat er meerdere 'meetkundes' zijn en dat men er weliswaar 
algebralscbe beschrijvingen van kan geven, maar dat de algebralscbe 
eigenscbappen van de te gebruiken coordinatenverzameling eerst meetkundig 
moeten worden afgeleid-die opvatting blijft nog minstens bonderd jaar 
toekomstmuziek. 

Tocb vinden we aan bet begin van de 19de eeuw een stroming onder de 
meetkundigen, die bet gebruik en de ontwikkeling van syntbetiscbe methoden 
propageert. De motivatie hiervoor moet meer in bet filosofiscbe vlak worden 
gezocbt, n.1. in de vraag: wat is ecbte meetkunde, welke metboden verschaffen 
de ware meetkundige kennis? 

Een van de mogelijke antwoorden is: ware meetkundige kennis kan slecbts 
door syntbetiscb-meetkundige metboden verkregen worden; algebra is een aan 
de meetkunde wezensvreemde discipline, omdat het getal een aan de ruimte 
vreemd begrip is. Dit is bet standpunt van waaruit we drie wiskundigen wat 
uitgebreider zullen bebandelen: Poncelet, Steiner en Von Staudt. De eerste 
twee gaat bet vooral 0111 bet ontwikkelen en verfijnen van syntbetiscbe metbo
den. Bij de laatste zijn deze metboden in een streng gebeel ingepast. Von 
Staudt geeft bovendien een manier (overeenkomend met de modeme) aan, 
waarop bet getal weer in de meetkunde kan worden ingebracht. 
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2. HET BEGIN VAN DE SYNTHETISCHE PROJECTIEVE MEETKUNDE 

De twee beroemdste stellingen uit de projectieve meetkunde zijn waarschijnlijk 

de stelling van Pascal en de stelling van Desargues. Dit zou duiden op de 

beoefening van projectieve meetkunde in de 17de eeuw. Formeel gezien is <lit 

juist, maar de stelling van Pascal is een incidenteel resultaat en het werk van 

Desargues is zelfs geruime tijd vergeten geweest: daarom beginnen wij ons 

verhaal aan het begin van de 19de eeuw. 

2.1. Ecole Polytechnique; Ponce/et 

~an het eind van de l 8de eeuw, begin l 9de eeuw is er in Frankrijk aan de 

Ecole Polytechnique een kring van wiskundigen, vooral gevormd door 

leerlingen en collega's van Gaspard Monge, waarin de meetkunde in de 

belangstelling staat. 
Van Monge zelf verschijnt in 1799 de Traite de geometrie descriptive. Hij 

leidt hierin af hoe men op de eenvoudigste wijze informatie kan verkrijgen uit 

twee vlakke orthogonale projecties van een driedimensionaal object ( een pro

jectie op een horizontaal vlak en een op een verticaal vlak). Monge maakt 

hierbij gebruik van synthetische methoden. Deze manier van werken is van nut 

voor de leer van het perspectief, voor de architectuur, yoor de fortenbouw etc. 

Wat <lit laatste betreft: ik wil eraan herinneren dat de Ecole Polytechnique een 

opleiding was voor het vormen van militair kader. Op <lit werk van Monge is 

in de projectieve meetkunde niet rechtstreeks voortgebouwd, voor ons verhaal 

vervult Monge dan ook meer de rol van katalysator en inspirator van het 

gebruik van synthetische methoden. 
Van directer belang is Jean Victor Poncelet, een van de wiskundigen uit de 

kring rond Monge, waarvan b.v. ook Lazare Carnot en Brianchon deel uitma

ken. Poncelet diende als officier onder Napoleon tijdens de campagne tegen 

Rusland. Daar wordt hij krijgsgevangen gemaakt, de jaren 1813-1814 brengt 

hij door in Saratoff in Rusland. Daar reconstrueert hij uit het geheugen wat hij 

van Monge heeft geleerd en bouwt daarop voort. Weer terug in Frankrijk 

breidt hij dit werk nog uit; het wordt in 1822 gepubliceerd als de Traite des 

proprietes projectives des figures. In de 'Preface' van dit werk schrijft Poncelet: 

Cet ouvrage est le resultat des recherches qui j'ai entreprises, des le printemps 

de 1813, dans les prisons de la Russie: prive de toute espece de livres et de 

secours, sur-tout distrait par les malheurs de ma patrie et les miens propres ... 

2.2. Poncelet's 'Traite' 
Het werk is een niet-streng georganiseerd geheel van op synthetische wijze 

verkregen resultaten uit de projectieve meetkunde. Het steunt op drie 

basisprincipes: 
a. Het principiele en systematische gebruik van centrale projecties. 

b. Het dualiteitsprincipe. 
c. Het 'principe de continuite'. 
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2.2.1. Het gebruik van projecties 
Poncelet gebruikt projecties in een vergelijkbare opzet als die bij Monge: om 
eigenschappen van een gecompliceerde figuur te bestuderen aan de hand van 
een meer eenvoudige projectie van de figuur op een of ander vlak. 

De gang van zaken bij b.v. kegelsneden is: elke kegelsnede is op te vatten als 
de projectie van een cirkel, d.i. de meest eenvoudige uit de klasse van 
krommen, die we kegelsneden noemen. De eigenschappen van de cirkel worden 
bestudeerd en daamaast de eigenschappen van de projectie. Door combinatie 
van deze eigenschappen komt men tot eigenschappen van kegelsneden in het 
algemeen (vgl. het voor de eigenlijke 'Traite' opgenomen verslag van een zitting 
van de Academie Royale des Sciences, waarin Poncelet's werk besproken 
wordt, vooral p. vii en viij). 

Het spreekt vanzelf dat de enige eigenschappen die zich op een dergelijke 
wijze laten bestuderen de z.g. 'projectieve invarianten' zijn. Tot de projectief 
invariante eigenschappen van een figuur horen niet de eigenschappen die 
betrekking hebben op de metriek, zoals 'afstand' of 'hoek'. W el projectief 
invariant zijn de eigenschappen die samenhangen met de 'Jigging' van punten 
en rechten (in het Frans heten diverse boeken over <lit onderwerp Geometrie de 
position, in het Duits Geometrie der Lage, zoals dat van Von Staudt dat nog 
aan de orde komt). De bekendste van deze eigenschappen is die van de 
'harmonische ligging'; deze komt ook bij Poncelet voor. 

s 

A c B D 

Figuur 7 
Als A,B,C,D harmonisch liggen, dan ook A',B',C',D'. 

Poncelet noemt de punten A,B,C,D harmonisch als ~~ = ~~, d.w.z. de lijn 

AB wordt door de punten C en D verdeeld in 'segmens proportionnels' (p. 
12/ 13). Merk op dat hier de projectieve invariant 'harmonische Jigging' 
gekarakteriseerd wordt met behulp van afstanden die op zich niet invariant 
zijn; we komen hier nog op terug. Overigens komt deze wijze van definieren 
overeen met de karakterisering: A,B, C,D liggen harmonisch als 
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AD AC . 
DV(A,B,C,D)= -1. (DV(A,B,C,D)= ED: BC, de dubbelverhoudmg van de 

vier afstanden.) 

2.2.2. Het dualiteitsprincipe 
In een modem opgezette projectieve meetkunde ligt het dualiteitsprincipe 

opgesloten in de axioma's waarvan men uitgaat. 

Voor het vlak komt het principe neer op: als P een geldige stelling is in de 

meetkunde en P' is de uitspraak die uit P wordt verkregen door in P alle 

woorden 'punt' te vervangen door 'rechte' en tegelijkertijd alle woorden 

'rechte' door 'punt', dan is ook P' een geldige stelling (vgl. de duale opzet van 

de axioma's II en 12 uit 1.1.1). 
Bij Poncelet komt het principe alleen naar voren bij zijn behandeling van 

polen en poollijnen van kegelsneden. Dualiteit komt dan niet voor in 

bovenstaande vorm, maar als polaire reciprociteit. Vgl. hierbij p. 106: 

Si un certain point est situe sur une ligne droite tracee dans le plan d'une 

section conique, sa polaire passera par le pole de cette meme droite. 

Al snel na het verschijnen van de 'Traite' (misschien al tegelijkertijd of zelfs 

erv66r, er is in ieder geval een vlammende prioriteitenstrijd hierover geweest 

tussen Poncelet en Gergonne) ziet men in dat, op grond van de incidentie

eigenschappen, de duale reciprociteit opgaat voor het gehele vlak. Het 

principe werkt dan zelfs door in de lay-out van de geschriften: de werken 

worden in twee kolommen gedrukt, waarbij de ene kolom qua inhoud de duale 

is van de andere (ook bij Steiner en Von Staudt zullen we <lit nog tegenko

men). 

2.2.3. Het 'principe de continuite' 
Dit principe komt-zij het niet goed onderbouwd of omschreven-ook al voor 

bij Monge. Ook Poncelet slaagt er niet in het nauwkeurig te funderen, maar hij 

gebruikt het wel systematisch, o.a. bij de bestudering van kegelsneden. In het 

eerder genoemde verslag van de zitting van de Ac.Roy.d.Sc. levert Cauchy een 

vrij stevige kritiek op het principe. Hij erkent dat Poncelet via het gebruik van 

het principe tot exacte resultaten komt, maar is bang dat bij gebruik ervan: ... 

on pourrait tomber quelque fois dans des erreurs manifestes. 

Poncelet's formulering van het principe is te vinden opp. xxij: 

Considerons une figure quelconque, dans une position generate et en quelque 

sorte indeterminee, parmi toutes celles qu'elle peut prendre sans violer let lois, 

les conditions, la liaison qui subsistent entre les diverses parties du systeme; 

supposons que, d'apres ces donnees, on ait trouve une ou plusieurs relations 

OU proprietes, SOit metriques, soit descriptives, appartenantes a fa figure, en 

s'appuyant sur le raisonnement explicite ordinaire, c'est-a'dire par cette 

marche que, dans certains cas, on regarde comme seule rigoureuse. N'est-il 

pas evident que si, en conservant ces memes donnees, on vient a faire varier 
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fa figure primitive par degres insensib/es, OU qu'on imprime a certaines 

parties de cette figure un mouvement continu d'ail!eurs quelconque, n'est-il 

pas evident que les proprietes et les relations, trouvees pour le premier 

systeme, demeureront applicables aux etats successif.s de ce systeme, pourvu 

toutefois qu'on ait egard aux modifications particulieres qui auront pu y 

survenir, comme lorsque certaines grandeurs se seront evanouies, auront 

change de sens ou de signe, etc., modifications qu'il sera toujours aise de 

reconnaitre a priori, et par des regles sures? 

Dit principe houdt onder andere in dat uitspraken over een bepaalde figuur die 
snijdende lijnen bevat ook geldig blijven als die snijdende lijnen evenwijdig 
worden. 

Dit komt neer op wat je 'de emancipatie van het oneindige' zou kunnen noe
men: evenwijdige lijnen worden niet meer van snijdende onderscheiden, maar 
krijgen een snijpunt in het oneindige toegewezen. Overigens is het 
gelijkschakelen van het oneindige een noodzaak voor Poncelet: parallelliteit is 
immers geen projectieve invariant. 

Het continui:teitsprincipe heeft ook consequenties voor de snijpunten van 
b.v. kegelsneden en rechten in het vlak. Een kegelsnede en een rechte die in het 
(reele) vlak niet snijden, krijgen imaginaire snijpunten toegewezen. In de 
analytische meetkunde is dit een betrekkelijk gering probleem: zulke snij
punten worden gerepresenteerd door complexe coordinaten. In de synthetische 
meetkunde van Poncelet vormen zulke punten nogal wezensvreemde ele
menten, omdat de middelen ontbreken ze op een bevredigende manier aan te 
wijzen. Later is het Von Staudt die hiervoor een verantwoorde methode vindt. 

Samenvattend: Poncelet's verdiensten moet men niet zozeer zoeken in de 
concrete resultaten van de 'Traite', maar in zijn streven synthetische methoden 
te ontwikkelen, die de algemeenheid en toepasbaarheid van analytische metho
den naar de kroon steken. De door Poncelet gebruikte principes werken 
unificerend op de verscheidenheid van meetkundige verschijnselen en hebben 
de mogelijkheid geboden de synthetische projectieve meetkunde als zelfstandige 
discipline van de wiskunde op te zetten. 

De volgende wiskundige die aan de orde komt is Jakob Steiner. Daarmee 
stappen we heen over de periode 1820-1830, waarin diverse wiskundigen 
(Chasles, Gergonne, Mobius) resultaten aan de projectieve meetkunde bij
dragen. 

3. STEINER 

Steiner ( 1796-1863) groeide op als boerenzoon in U tzendorf, waar hij tot zijn 
l 9de 'het land ploegde'. Aanvankelijk door zelfstudie, later door studie aan bet 
instituut van Pestalozzi werkt hij zich op tot leraar. Van 1818-1821 verdient 
hij een armzalige boterham met het geven van prive-lessen in Heidelberg, zich 
onderwijl bezighoudend met de studie van de Franse meetkunde. 

Vanwege belangstelling die er in regeringskringen leeft voor de pedagogische 
ideeen van Pestalozzi en zijn goede relatie met (ex-minister) Wilhelm von 
Humboldt wordt Steiner aangetrokken als leraar in Berlijn. In 1834 wordt er 
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voor hem zelfs een buitengewoon hoogleraarschap aan de Universiteit van 

Berlijn gecreeerd. Een gewoon hoogleraarschap is het nooit geworden, naar het 

schijnt omdat hij alle goodwill in offi.ciele kringen verspeelde door buitenge

woon grof en ontactisch gedrag. Steiner is zijn hele leven fanatiek aanhanger 

van Pestalozzi's ideeen geweest. Deze ideeen houden o.a. in dat de leerling zelf 

werkt en ontdekt, de leraar mag alleen een hint in de goede richting geven, 

waarbij de Socratische methode wordt gehanteerd. Steiner gebruikte bij zijn 

meetkundecolleges geen tekeningen, omdat de meedenkende leerling in zijn 

hoofd al een duidelijk beeld krijgt. Op latere leeftijd schijnt Steiner zelfs zo ver 

gegaan te zijn, dat hij de collegezaal verduisterde. 

Van Steiner verschijnt in 1832 de Systematische Entwicklung der 

Abhiingigkeit geometrischer Gestalten voneinander; dit werk zullen we nader 

bekijken. 

3.1. Steiner's 'Systematische Entwicklung' 

In dit werk, dat uit vijf delen moest gaan bestaan, waarvan er slechts een is 

verschenen, tracht Steiner de betrekkelijk onsamenhangende resultaten, door 

diverse wiskundigen aan de projectieve meetkunde bijgedragen, systematisch te 

rangschikken. 
Volgens Steiner zijn er een klein aantal eenvoudige grondstellingen, waaruit 

op systematische wijze de rest van de stellingen kan worden afgeleid. (In 

werkelijkheid ligt het ook bij Steiner niet zo eenvoudig.) 

Karakteristieken van het werk zijn: 

* Perspectivische Jigging en projectieve verwantschap spelen een 

fundamentele rol bij de bestudering van de relaties van z.g. 'Grundge

bilde' (b.v. puntenrij op een rechte, bundel rechten, bundel vlakken etc.). 

* Dubbelverhoudingen worden in een vroeg stadium als verhouding van 

afstanden ingevoerd: van vier punten A,B,C,D is de dubbelverhouding: 

AD AC . . sin(ad) sin(ac) 
--: BC; van v1er rechten a,b,c,d is deze: . bd : . b . In het geval 
BD sm( ) sm( c) 

van Figuur 8 stemmen deze overeen. 

A D 

Figuur 8 

* Het dualiteitsprincipe wordt vanaf het begin gebruikt. Dit werkt door in 
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de lay-out van het boek, omdat de meeste stellingen als z.g. 'Doppelsatz' 
worden afgedrukt; vgl. het volgende fragment: (p. 18) 

Bei allet1 Geraden, rcelchc tlie 
niirnliclum ow beatim111t1m 8trahle11 
(a, d, b, c) einu fstrahlbiiaclula B 
acAtNidim, haben dilJ drei Doppel
oerlaiJUniue, du 1ich aua d111 Ab-
1t1J1ulen der j1dumalige11 vier 
DurcA1c1mittapunkte (ll, b, b, c) vo11 
einander swammenattun la1111m, 
eirurlei Wertlu;• namlich dieae 
Werthe aind .iedesmal den Wer
thcn der drei DoppelverhlLltniue 
1deicb, welche aua den Si11usaen 
der von den vier featen Strahlen 
einge1chlo11enen Winkel zu
aarumengeaetzt sind. 

•Bei alle11 8tralalbuacheln, von 
welchlln vier 8tra11len durch die 
nlJmlichen ow butimmten Punkte 
(ll, b, b, c) einer Geratlet1 A gehen, 
haben die drei Doppelvcrl11Jltniu11, 
du 1ic11 aua den Sinuum der oon 
den jedumaligen ow 8trahlen ein
guchlouenen Winkel ZU1ammen-
111tun laaaen, einerlei W erthe: • 
nii.wlich dieae W erthe aind jedes
mal den W erthen der drei Doppel
verhaltniaae gleich, welche aua 
den Abatinden der vier featen 
Punkte von einander zuaammen
geaetzt aind. 

Uit het afgedrukte fragment blijkt dat Steiner de projectieve invariantie 
van de dubbelverhouding al snel vaststelt. Deze invariantie wordt 
verderop in het boek essentieel gebruikt bij het afleiden van eigenschappen 
van projectief verwante figuren. 
Kegelsneden worden projectief gegenereerd. Als voorbeeld hiervan Figuur 
9, waarin een ellips wordt gegenereerd door de snijpunten van 
corresponderende lijnen uit twee projectieve lijnenbundels: 

Figuur 9 

Belangrijk bij Steiner is zijn systematische opbouw en rangschikking van de 
resultaten, uitgaande van een aantal basisbegrippen en grondstellingen. 

Hiermee komen we toe aan de belangrijkste figuur uit het stukje geschiedenis 
dat we bekijken: Karl Georg Christian von Staudt. 

4. VON STAUDT 

Von Staudt (1798-1868) is het type van een rustige kamergeleerde. Na het 
gymnasium gaat hij in 1817 naar Gottingen om bij Gauss wiskunde en 
astronomie te studeren. In 1822 promoveert hij in de filosofische faculteit van 
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Erlangen en wordt leraar wiskunde in Niirnberg. In 1835 wordt Von Staudt 

benoemd tot gewoon hoogleraar in de wiskunde aan de Universiteit van 

Erlangen en dat blijft hij tot aan zijn dood. In Erlangen houdt hij zich vooral 

bezig met zuivere meetkunde en vestigt een soort traditie op <lit gebied, waar 

later Felix Klein-op dezelfde leerstoel vanaf 1872-van kan profiteren. 

Het belangrijkste meetkundige werk van Von Staudt bestaat uit de in 1847 

verschenen Geometrie der Lage en de in resp. 1856, 1857, 1860 verschenen drie 

'Hefte': Beitriige zur Geometrie der Lage. 

4.1. Kenmerken van de 'Geometrie der Lage' 

Over de uiterlijke kenmerken van de 'GdL' ( evenals van de 3 'Beitrage') is het 

volgende op te merken: 
* Het dualiteitsprincipe werkt evenals bij Steiner e.a. door in de lay-out van 

het werk: het geheel is over twee kolommen gedrukt en bevat dus naast 

een stelling ook zijn duale. 
* In het gehele werk komt geen enkele tekening voor. 

* Von Staudt's taalgebruik is dor en moeilijk; van pogingen om de stof wat 

toegankelijk te maken valt niet veel te merken. Veelzeggend is een 

opmerking van Felix Klein: Mir selbst ist die Staudtsche Darstellungsweise 

immer giinzlich unzugiinglich gewesen. 

Degene die zich, ondanks de onaantrekkelijke eerste indruk, toch in het werk 

van Von Staudt verdiept, wordt hiervoor beloond met een grote rijkdom aan 

ideeen over de projectieve meetkunde en een zuiverheid van de methode, zoals 

we nog niet zijn tegengekomen. 
Bij zowel Poncelet als Steiner hebben we gezien dat de-projectief 

invariante-dubbelverhouding werd gedefinieerd met behulp van afstanden of 

hoeken, d.w.z. metrische begrippen die op zich niet projectief invariant zijn. 

Hierin schuilt een methodische onzuiverheid, temeer daar er fundamenteel 

gebruik wordt gemaakt van de dubbelverhouding om de projectieve meetkunde 

van metrische beschouwingen te zuiveren. 
Von Staudt's eerste opzet is het omzeilen van deze methodische onzui

verheid. Hij slaagt hierin door het gebruik van een aantal andere definities van 

basisbegrippen dan die van zijn voorgangers. Orn te zien hoe dit in zijn werk 

gaat, zullen we nader op de inhoud van de 'GdL' ingaan. 

4.1.1. Von Staudt's basisbegrippen 
Von Staudt's werkwijze komt er goed beschouwd op neer dat hij voor de 

definitie van een begrip een niet-metrische eigenschap gebruikt, die zijn 

voorgangers wel kenden en ook gebruikten, maar dan als afgeleide eigenschap 

(op grond van die oneigenlijke, metrische basis). 
Het eerste begrip dat Von Staudt definieert is dat van de harmonische 

Jigging van vier punten. Voor hem was de definitie steeds gebaseerd op een 

constante dubbelverhouding van de vier punten; Von Staudt's definitie is: (in 

parafrase) 

Gegeven drie punten A,B,C op een rechte. Construeer een vierhoek zodanig 
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dat een diagonaal door B gaat, het ene paar tegenoverliggende zijden elkaar 

snijdt in A, het andere paar in C. Dan snijdt de andere diagonaal de rechte 

in een punt-zeg D-dat door A,B,C bepaald wordt en dat genoemd wordt: 

het vierde harmonische punt bij A,B, C. ('GdL', p. 43). 

Figuur 10 is de illustratie bij deze definitie (Von Staudt geeft deze niet). 

A B c D 

Figuur 10 

lets nieuws is de combinatie barmoniscb viertal-construerende vierboek niet 
(sinds de Oudbeid was al bekend dat er in een volledige vierboek barmoniscbe 
verboudingen bestaan). Nieuw bij Von Staudt, naast de definitie zelf, is de 

belangrijke plaats die barmoniscbe ligging in de verdere opbouw krijgt. 
Harmoniscbe ligging wordt n.l. gebruikt voor de definitie van 'projectieve 

verwantscbap' (wat wij projectiviteit zouden noemen), bet fundamentele begrip 
uit Von Staudt's meetkunde: 

twee configuraties heten projectief verwant (/\) als een harmonisch viertal in 

de ene conjiguratie correspondeert met een harmonisch viertal in de andere. 

(parafrase van artikel 103, 'GdL' p. 49/50). 

Modern vertaald: een afbeelding beet een projectiviteit als bij barmoniciteit 

invariant laat. 
Ook dit is zo'n 'op zijn kop gezette' definitie van Von Staudt: bekend was al 

lang dat barmoniscbe ligging een projectieve invariant is; nieuw is dat deze 

eigenscbap gebruikt wordt om de basis van de projectieve meetkunde: de 
projectiviteit, te definieren. 

Voor de rest van ons verhaal is nog van belang: het begrip involutie bij Von 
Staudt. Als twee configuraties van punten op dezelfde rechte 'in elkaar liggen' 
en zodanig projectief verwant zijn, dat als A in de ene configuratie 
correspondeert met A 1 in de andere, dat dan ook A 1 in de ene configuratie 
correspondeert met A in de andere, dan liggen de configuraties involutorisch. 
In zo'n geval spreekt Von Staudt van een involutorische configuratie of involu
tie; notatie: AA 1·BB 1·CC 1• • • • (A,B,C corresponderen met resp. A 1,B 1,C 1). 

Aan de basis van Von Staudt's projectieve meetkunde staat ook de 
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fundamentaalstelling van de projectieve meetkunde. 

4.1.2. Von Staudt's versie van de fundamentaalstelling 

De fundamentaalstelling van de projectieve meetkunde (die uitspreekt dat een 

projectiviteit bepaald is door de beelden van drie punten) komt bij Von Staudt 

vrijwel onmiddellijk na zijn invoering van projectieve verwantschap: 

als twee projectief verwante configuraties drie met elkaar corresponderende 

elementen gemeen hebben, dan hebben ze a/le elementen gemeenschappelijk. 

(art. 106, 'GdL' p. 50/51). 

Von Staudt geeft een bewijs hiervan voor twee projectief verwante configuraties 

van punten op dezelfde rechte, gebaseerd op de uniciteit van het vierde 

harmonische punt bij drie gegeven pun ten. V anwege deze uniciteit is het duide

lijk dat, als de beide-projectief verwante-configuraties drie corresponderende 

elementen A,B,C gemeen hebben, ze dan nog minstens een punt D (de 4de 

harmonische bij A,B,C) gemeen hebben, omdat harmoniciteit in de beide 

configuraties per definitie overeenkomt. Maar dan is b.v. ook E, het 4de 

harmonische punt bij B,D,A, een gemeenschappelijk punt en zo kan men bij 

drie gegeven vaste punten steeds een nieuw gemeenschappelijk punt vinden, via 

de constructie van de vierde harmonische. Von Staudt veronderstelt impliciet 

in zijn bewijs van de stelling, dat men op deze manier alle punten van de 

rechte krijgt; <lit is echter niet zonder meer zo: op b.v. een reele getallenrechte 

krijgt men op deze manier alleen de rationale punten. Alleen met bepaalde 

continu1teitsaannames kan men via deze middelen de stelling bewijzen; we 

zullen hier echter niet verder op ingaan. 

Behalve Von Staudt's z.g. 'worpenrekening', zullen we hier zijn behandeling 

van de verdere projectieve meetkunde terzijde laten, omdat tijd en ruimte 

hiervoor ontbreken. Met de worpenrekening geeft Von Staudt een methode aan 

volgens welke het getal weer een plaats in de meetkunde kan krijgen, zij het 

dan dat de introductie van het getal zuiver meetkundig is en zijn plaats 

gebonden aan de eisen die volgen uit de meetkundige structuur. 

4.2. De worpenrekening bij Von Staudt 

Hoewel het begrip al wordt ingevoerd aan het begin van de eerste 'Beitrage' (p. 

15116), vinden we de worpenrekening pas in de tweede (vanaf p. 166). Het 

volgende is slechts een parafrase van Von Staudt's worpenrekening, niet een 

nauwgezette weergave: 
Een worp is een geordend viertal punten A,B, C,D op een rechte; notatie: 

ABCD. In het volgende vatten we 'worp' iets ruimer op, n.l. als een klasse van 

projectief equivalente quadrupels. (Projectief equivalent houdt hier in, dat 

ABCD en EFGH equivalent zijn als de configuraties waartoe ze behoren pro

jectief verwant zijn, z6 dat A met E, B met F, C met G, D met H 

correspondeert.) 
Naast de gewone worpen, waarbij de vier punten verschillend zijn, 

onderscheiden we nog een drietal soorten 'oneigenlijke' worpen: 
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a. worpen van de vorm abca of baac, ook te noemen: 0 
b. worpen van de vorm abcb of babe, ook te noemen: 1 
c. worpen van de vorm abcc of ccab, ook te noemen: oo. 

OPMERKING 1. Het waarom van de laatste aanduiding zal zo meteen duidelijk 
worden. 

OPMERKING 2. De fundamentaalstelling spreekt uit dat een projectiviteit uniek 
is bepaald door de beelden van 3 punten. Dit houdt o.a. in, dat de 16 
mogelijke worpen die men van vier verschillende punten A,B,C,D kan maken 
steeds vier aan vier gelijk zijn ('gelijk' is hier: projectief equivalent), b.v.: 
ABCD = BADC = CDAB = DCBA. In analogie met b.v. ABCD = BADC 
worden de oneigenlijke worpen abca en baac met elkaar geldentificeerd. 

Het is mogelijk om op de verzameling van worpen een optelling en een 
vermenigvuldiging te definieren. 

4.2.1. Optelling van worpen 
Zij gegeven: 
3 willekeurige punten A,B,C op een rechte, en 
2 worpen: U en U 1• 

Wegens de fundamentaalstelling zijn hiermee 3 punten D, D 1 en S op de 
rechte bepaald, zodanig dat: 

ABCD = U 

ABCD, = U1 

en: in de involutie CC·DD 1 • • • zijn A en S elkaars toegevoegde elementen. 
We definieren nu: de worp ABCS is de som van de worpen U en U 1 ofwel: 

ABCS = U+U 1 

De eigenschappen van deze optelling volgen vrijwel onmiddellijk uit de 
definitie, o.a.: 
* De optelling is commutatief, want U + U 1 = U 1 + U, omdat 

CC·DD 1 • • • dezelfde involutie is als CC·D 1D · · · . 
* Er is een worp die fungeert als neutraal element voor de optelling: als 

D =A, dan is S =Di, dus ABCA +ABCD 1 = ABCD 1• De 
oneigenlijke warp ABCA is dus de 'nul' in deze optelling; dit verklaart de 
benaming die we hierboven hebben gegeven. 

* Twee worpen met som 0 heten elkaars tegengestelde. Met nogal wat extra 
werk vindt men: elke warp heeft een tegengestelde (Bz. 'GdL' 2, p. 166 
e.v.). 

4.2.2. Vermenigvuldiging van worpen 
Zij gegeven: 
3 willekeurige punten M,A,N op een rechte, en 
2 worpen: U en U 1 die niet 0 of oo zijn. 
Hiermee zijn 2 pun ten A 1 en A 2 van de rechte bepaald, zodanig dat: 
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MANA 1 = U 

MA1NA2 = Ui. 

Dan is ook de worp MANA 2 bepaald en we definieren: de worp MANA 2 is 

hetproduktvan Uen U1 ofwel: MANA 2 = MANA 1·MA 1NA 2 = UU 1. 

Ook hier volgen de eigenschappen van de vermenigvuldiging vrij snel uit de 

definitie: 

* 

* 

Bij gegeven worpen hangt het produkt niet af van de keuze van de punten 

op de rech te. 
De vermenigvuldiging is commutatief: zoals we hierboven in Opmerking 2 

hebben gezien, zijn alle mogelijke worpen van 4 punten steeds 4 aan 4 

gelijk. Zo geldt met name: 

dus 

MA 1NA 2 = NA2MA 1 = Ui 

MANA 1 = NA 1MA = U, 

U 1U = NA 2MA 1·NA 1MA = NA 2MA = MANA 2 = UU 1. 

* De oneigenlijke worp MANA fungeert als neutraal element t.a.v. de 

vermenigvuldiging: MANA ·MANA 1 = MANA 1; dit verklaart de bena

ming: MANA = 1. 
* Twee worpen met produkt 1 heten elkaars inverse. Elke worp heeft een 

inverse, immers: MANA 1·MA 1NA =MANA = 1. 

Voor het verband van optelling en vermenigvuldiging geldt: 

* De distributieve wetten gel den, b. v.: U ( V + Vi) = UV+ UV 1. Zij n.l. 

U = ABCD; V = ADCE en V 1 = ADCE 1, dan: UV = ABCE en 

UV 1 = ABCE 1. Beschouw nu de involutie CC·EE 1 • • • • Veronderstel 

dat in deze involutie aan A P wordt toegevoegd, dan geldt: 

v+v, = ADCP. Dan: UV+UV1 = ABCP = ABCD-ADCP = 
U(V + V 1). Evenzo voor de andere distributieve eigenschap. 

De belangrijkste eigenschappen van de optelling en vermenigvuldiging 

hebben we hierboven al aangeduid. Von Staudt zelf gaat na dat voldaan is aan 

alle eigenschappen van de bewerkingen op een lichaam (hij noemt dit woord 

niet, maar somt netjes alle eisen op). 
In een aanhangsel bij de tweede 'Beitrage' gebruikt Von Staudt de worpen 

om zijn meetkunde te coordinatiseren. Omdat hierbij lengtes van lijnstukken 

worden gebruikt moet dit volgens Von Staudt inderdaad slechts als een 

appendix bij het werkelijke werk worden beschouwd. 

4.3. Von Staudt's coordinatisering 

Allereerst wordt aan elke worp abcd een getal toegekend, zijn waarde, en wel 

als volgt: 
Zij C het oneigenlijke punt van e~ rechte, A en B twee eigenlijke punten. 

Bepaal het punt D z6 dat ABCD /\abcd. 

We noemen dan het quotient (van lengtes) ~~ de waarde van abcd (en 
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ABCD), waarbij we nog letten op het teken (positief als AD en AB in dezelfde 
orientatie liggen, anders negatief). 
Als nu A,B,C,D vier eigenlijke punten van een rechte zijn, dan gaat men 

gemakkelijk na dat de waarde van de worp ABCD = ~~ · ~~ · 
Een projectieve coordinaat op de rechte voert Von Staudt als volgt in: Kies 

op een rechte 3 punten A,B,C. Noem de 'abscis' van A: 0, van B: 1 en van C: 
oo. De coordinaat van een vierde punt P definieren we dan als gelijk aan de 
waarde van de worp ABCP. Hiermee bepalen A,B,C een projectief 
coordinatensysteem op de rechte, dat geheel overeenkomt met dat systeem dat 
Von Staudt's voorgangers invoerden met behulp van dubbelverhoudingen van 
afstanden. Anderzijds is de zuiver meetkundige introductie van de coordina
tenverzameling met zijn bewerkingen geheel gelijkwaardig met de moderne 
wijze van coordinatiseren. 

4.4. Von Staudt's verdiensten voor de meetkunde 
We hebben gezien dat Von Staudt erin slaagt de projectieve meetkunde strikt 
niet-metrisch op te bouwen; hiermee onderscheidt hij zich van zijn 
voorgangers. Het middel dat hij gebruikt (de 'omgekeerde' definitie) doet 
verrassend modern aan, omdat het past in de huidige traditie van 'vrijheid van 
definitie'. 

Ongeveer hetzelfde zien we aan Von Staudt's imaginairentheorie, waarover 
we tot nog toe hebben gezwegen. Poncelet had imaginaire snijpunten van 
rechten en kegelsneden gelntroduceerd, zonder dat hij de middelen had, ze 
concreet 'aan te wijzen', resp. geconjungeerde elementen te scheiden (behalve 
dan met analytisch-meetkundige middelen). 

In het voorwoord van de eerste 'Beitrage' vraagt Von Staudt zich dan ook 
af: Wo ist, fragt sich wohl Jeder, der imaginiire Punkt, wenn man vom 
Coordinatensysteme abstrahirt? Het lukt Von Staudt imaginairen op geheel 
meetkundige wijze in te voeren en ook de geconjungeerde elementen te schei
den. Hij doet <lit door imaginaire punten in te voeren als de vaste punten van 
een elliptische involutie ( d.i. een involutie die geen reele vaste pun ten heeft). 
Door op een rechte twee orientaties te onderscheiden, kan hij ook de 
geconjungeerde elementen scheiden. 

In bet hele werk van Von Staudt zien we een diepgaande bezinning op de 
onderliggende principes van de projectieve meetkunde en daarmee 
samenhangend een groot besef over de zuiverheid en strengheid van de 
methode. De hierbij opduikende problemen weet Von Staudt op creatieve wijze 
te omzeilen. 

5. BESLUIT 

Aangezien onze inleiding al zeer uitgebreid was, kunnen we tot besluit kort 
zijn. Met de synthetische methoden, die gedeeltelijk door zijn voorgangers, 
gedeeltelijk door hem zelf werden ontwikkeld, was Von Staudt in staat om
zonder getallen-de projectieve meetkunde op te zetten. Daarmee geeft hi j 
impliciet een antwoord op onze eerste vraag uit de inleiding: wat blijft er van 
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de meetkunde over als we afzien van het gebruik van getallen? 

Het meest spectaculair voor de moderne lezer is de worpenrekening bij Von 

Staudt. Hierin wordt immers op een meetkundige wijze een coordinatenverza

meling met bewerkingen ingevoerd, zodanig, dat het verband van de 

meetkundige eigenschappen en de algebraische duidelijk wordt. Dit lijkt geheel 

overeen te komen met de modeme aanpak zoals die door ons in 1.2 werd 

beschreven; ziedaar de wortels van het modeme onderzoek! Toch is dit niet 

een geheel juiste voorstelling van zaken: Von Staudt's motieven en 

uitgangspunten zijn immers verschillend van de moderne. Hij bestudeert de 

meetkunde die wordt opgelegd door de werkelijkheid, zodat alleen deze ene 

meetkunde mogelijk is. De coordinatisering wordt alleen in een appendix 

behandeld en moet volgens Von Staudt nadrukkelijk als zodanig worden 

beschouwd: in de rest van het werk doet hij er ook niets mee. Het lijkt erop 

dat Von Staudt alleen maar coordinatiseert om te laten zien dat zijn 

meetkunde dezelfde is als die van zijn voorgangers. Dit is nodig omdat hij zich 

baseert op een aantal andere uitgangspunten. Wat overeind blijft is natuurlijk 

de techniek van Von Staudt's coordinatisering zelf. De coordinatisering van 

b.v. Hilbert (de 'Streckenrechnung') gaat waarschijnlijk rechtstreeks terug op 

die van Von Staudt, evenals de methodes van Hilbert's tijdgenoten, zoals 

Hessenberg en Veblen & Young. De belangrijkste bijdrage van Von Staudt en 

zijn voorgangers lijkt echter het inzicht dat zuiverheid en strengheid van de 

methode, waarbij alle wezensvreemde elementen zijn verwijderd, moeten 

worden nagestreefd. Dit is de voedingsbodem geweest voor de huidige aanpak 

van de meetkunde, waarin zelfs geen plaats meer is voor uit de werkelijkheid 

geputte grondregels, <loch slechts voor 'conventionele' axioma's. 

De hier besproken wiskundigen krijgen nog meer relief als men bedenkt dat 

zij nog niet door de hedendaagse axiomatische wol waren geverfd. 
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Algebrai:sche meetkunde gaat over stelsels polynoomvergelijkingen en hun 

oplossingsverzamelingen. Dit zeer algemene gezichtspunt maakt de algebra"isch 

meetkundige tot een bemoeial. Waar het hem uitkomt houdt hij zich bezig met 

lineaire algebra, projectieve meetkunde, getaltheorie en zelfs functietheorie en 

differentiaalvergelijkingen. De basistechniek waarover hij beschikt, is de 

commutatieve algebra: de theorie der commutatieve ringen met eenheidsele

ment en hun idealen, modulen etc. Omdat Jang niet iedere wiskundige met dit 

vak kennis heeft gemaakt, is het niet eenvoudig een inleiding te geven in de 

algebrai:sche meetkunde. Daarom wil ik me beperken tot de behandeling van 

enkele voorbeelden, waarin het samenspel van algebra, meetkunde, getaltheorie 

en topologie zichtbaar wordt. 

2. POL YNOOMVERGELIJKINGEN 

U bent waarschijnlijk allen bekend met de theorie der lineaire vergelijkingen. 

Men kan hun oplossingen meetkundig voorstellen als deelruimten van de n

dimensionale Euclidische ruimte, door daarin een basis te kiezen en aan de 

punten coordinaten toe te kennen. Ook kent U vergelijkingen van meetkundige 

figuren als bol, cirkel, ellips, hyperbool. Een polynoom is een eindige som 

f = 
..,;, X;" 

G; ···i A\ ... n, 
I " 

waar a;, ... ;,, de coefficienten van fen X i, ... , X11 de variabelen heten. We 

nemen de coefficienten uit een ring A met eenheidselement waarin optelling en 

vermenigvuldiging aan de gebruikelijke commutatieve, associatieve en 

distributieve wetten voldoen. We tellen polynomen op de voor de hand 

liggende wijze op en vermenigvuldigen ze; hierdoor vormen de polynomen met 

coefficienten uit A in variabelen X 1, ••• , X11 een commutatieve ring die we 

noteren met A [X1, ... , X11 ]. We zullen ons voornamelijk bezighouden met de 

ringen der gehele, rationale, reele en complexe getallen. 

Gegeven een stelsel polynoomvergelijkingen met coefficienten uit A kunnen 

we voor iedere ring B die A bevat spreken van de oplossingen van het stelsel 

met coordinaten in B: de verzameling van alle n-tallen ( b 1, ... , b11 ) met b; E B 

en f (bi, ... , b11 )=0 voor elke f uit het stelsel. Zo vormen de reele oplossingen 

van de vergelijking X 2 + Y2 = I een cirkel; de rationale oplossingen kan men 
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voorstellen als paren (p!r,q!r), waar p, q en r gehele getallen zijn met grootst 
gemene deler 1 en r>O; op deze wijze krijgt men precies de drietallen van 
Pythagoras, immers p 2 + q 2 = r 2 • In paragraaf 5 zal blijken hoe men met 
meetkundige methoden deze drietallen bepalen kan. 

PROBLEEM. Hoe ziet de verzameling der complexe oplossingen van X 2 + Y2 = 1 
emit? 

3. DUALE GETALLEN EN RAAKVECTOREN 
We gaan zien dat men een raakvector aan een vlakke kromme met vergelijking 
f (X, Y)=O kan beschouwen als een oplossing van die vergelijking in een ze
kere ring: de ring der duale getallen. Deze kan men voorstellen als a + b£ waar 
a en b reele getallen zijn, met de volgende optelling en vermenigvuldiging: 

(a+bt:) + (c+dt:) =(a +c) + (b +d)E; 

(a +bt:) · (c +dt:) = ac +(ad +bc)E. 

We hebben dus een nieuw 'getal' £ ingevoerd met £2 =O. Beschouw de para
bool C met vergelijking Y = X 2 . De vergelijking voor de raakli jn aan C in het 
punt (t,t 2 ) is 

Y + t 2 = 2tX, 

dus een raakvector in <lit punt is van de vorm (u, 2tu). Het paar duale getallen 
(t + u£, t 2 + 2tu£) is een nulpunt van Y - X 2• Omgekeerd kan men iedere 
oplossing van y = X 2 met coordinaten in de ring der duale getallen interpre
teren als een raakvector aan C. Algemeen kan men zonder veel moeite bewij
zen: het paar (a +b£, c +dt:) van duale getallen is een oplossing van de 
vergelijkingf (X, Y)=O dan en slechts dan als geldt: 

f (a,c) = O; 

fx'(a,c)b + fy'(a,c)d = 0. 

Men ziet dat de vergelijking X = 0 en X 2 = 0 in de duale getallen verse hill en de 
oplossingsverzamelingen hebben: de ene is het punt 0, de andere bestaat uit 
alle getallen van de vorm bt: en kan worden ge'interpreteerd als een punt met 
een rechte van raakvectoren erdoor. 

4. EQUIVALENTIE VAN STELSELS VERGELIJKINGEN 
We zouden 2 stelsels vergelijkingen equivalent willen noemen, als hun 
oplossingsverzamelingen dezelfde zijn. Hierbij is van belang ook oplossingen te 
beschouwen met coordinaten in een ring die de coefficientenring bevat. De 
stelsels O= 1 en X 2 +1 =O hebben wel dezelfde reele oplossingen, maar de 
eerste vergelijking heeft geen complexe oplossingen, terwijl de tweede de 
oplossingen i en - i heeft. 

We noemen dus twee stelsels vergelijkingen f 1 = ... = f,. = 0 en g 1 = ... =g, = 0 
met fi,g1 EA [X 1, ... , Xnl equivalent, indien bestaan polynomen hu,kJi E 

A [Xi, ... ,XnJ, i= 1, ... ,r enj= 1, ... ,s met 
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s 

f; = ~ h;jgj; 
j=I 

r 

gj = ~ kjif;. 
i=I 
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Dit betekent dat fi, ... ,f, en g1o ... ,gs in A [X1o ... , XnJ hetzelfde ideaal 

voortbrengen. Zo ontstaat een eenduidig verband tussen stelsels vergelijkingen 

in n variabelen met coefficienten in A en ideal en in de polynoomring over A. 

Hier ligt het verband met de commutatieve algebra. 

5. VLAKKE KROMMEN 
De ( oplossingsverzamelingen van) vergelijkingen in 2 variabelen noemen we 

vlakke krommen. We beschouwen eerst de kromme met vergelijking 

X 2 + Y2 = 1. De oplossingsverzameling kan men parametriseren via de 

afbeelding t-"">(cos t, sin t). Deze parametrisering heeft voor ons het nadeel dat 

hij weliswaar de reele oplossingen levert, maar niet bijvoorbeeld de oplossingen 

met rationale coordinaten. Dit berust op het feit dat de cosinus en de sinus 

transcendente functies zijn: het rationaal zijn van t zegt nog niets over de 

rationaliteit van cos t of sin t. Er bestaat echter een andere parametrisering die 

in <lit opzicht beter voldoet en die we krijgen door stereografische projectie van 

de cirkel vanuit het punt (0, - 1) op de X-as: 

2t l -t2 
X(t) = 1 +t2 , Y(t) = 1 +t2 . 

Er geldt: t = X(t)(Y(t)+ 1)- 1 dust is rationaal dan en slechts dan als X(t) en 

Y(t) rationaal zijn (mits Y(t):F -1). Derhalve zijn de rationale punten van de 

cirkel van de vorm 

2 2 2 
X(!!!...) = mn , Y(!!!...) = n -m 

n m 2+n 2 n n 2+m 2 

Hieruit leidt men af dat de Pythagore"ische drietallen zijn: 

(2mn, n 2 -m2, n 2 +m 2). 

OPGAVE. Vind alle rationale oplossingen van de vergelijking Y2 = X2 + X 3 . 

Aanwijzing: laat t = YI X de kromme parametriseren. Zou men zo ook de 

kromme X 3 + Y 3 + 1 aan kunnen pakken? (Denk aan de laatste stelling van 

Fermat.) Maak een schets van beide krommen. Wat is het verschil? 

OPGAVE. Bereken: J -Px+t · 
x x +l 

6. RATIONALE VLAKKE KROMMEN 

In de vorige paragraaf hebben we het belang gezien van een parametrisering 

van een kromme met rationale functies; dit zijn functies die te schrijven zijn 

als het quotient van polynomen. Een kromme die een parametrisering met 

rationale functies toelaat, noemen we een rationale kromme. De constructie 
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met behulp van stereografische projectie toont aan dat iedere niet-ontaarde 
kegelsnede een rationale kromme is. Andere voorbeelden van rationale 
krommen: 

X 0 = yb (ggd(a,b) = I). 
f (X, Y) = g(X, Y), met f,g homogeen van graad n - I resp. n 

en zonder gemeenschappelijke factor. 

We gaan op twee manieren aantonen dat de Fermat-kromme X 3 + Y 3 + 1 = 0 
niet rationaal is. 

In het eerste bewijs volgen we SHAFAREVICH, pag. 7. Stel dat we een 
parametrisering hebben van de vorm 

X=plr, Y=qlr, 

met p, q en r polynomen in t en onderling ondeelbaar. Dan voldoen p, q en r 
aan p 3 + q3 + r 3 = 0. Nemen we de afgeleide naar ten delen we door 3, dan 
krijgen we de relatie: 

p'p2 + q'q2 + r'r2 = 0. 

We zien dus dat het drietal (p 2,q2,r2) een oplossing is van het homogene 
stelsel lineaire vergelijkingen 

pX+ qY+rZ =O 

p'X+q'Y+r'Z=O. 

Hieruit leiden we een tegenspraak af. Neem aan dat geldt: 

deg(p) ;;;;.: deg( q) ;;;;.: deg(r ). 

Door bovenstaand stelsel op te lossen met de regel van Cramer, zien we dater 
een rationale functie f van t bestaat met 

2 lq r I 2 lr p I 2 ~ q I p f = q' r' ' q f = r' p' en r f = r' q' . 

Merk op dat q I r niet constant is, dus q' r -:f= qr'. Indien f = t In met t en n 
onderling ondeelbaar, dan nlfJ 2 en tevens nlr 2,q2 • Omdat p, q en r geen 
factor gemeenschappelijk hebben, is n constant, dus f is een polynoom. Dan 
geldt echter 

2 deg(p),;;;;;; deg(p 2j) = 2 deg(p) +deg({)= deg(qr'-q'r) 

,;;;;;; deg( q) = deg(r) - I ,;;;;;; 2 deg(p) - I: tegenspraak. 

Dit bewijs is zonder moeite te generaliseren tot het geval van de kromrrien 
xn + yn + 1 = 0 (n ;;;;.: 3). 

We geven nu een topologisch bewijs van de stelling, dat de Fermat-kromme 
niet rationaal is. Hiertoe beschouwen we de complexe oplossingen van 
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X 3 + Y 3 + 1 = 0 niet slechts in het affiene vlak C2 maar in het complexe 

projectieve vlak !FD 2(C). De topologische structuur van een rechte in IFD2(C) is 

uiteraard die van de complexe projectieve rechte, d.w.z. de Riemann-sfeer. Ook 

bij krommen van hogere graad zal de complexe oplossingsverzameling een 

oppervlak (in de zin van reeel 2-dimensionaal) zijn. Omdat het projectieve vlak 

compact is, is ook ieder gesloten deel ervan compact. De afsluiting van de 

Fermat-kromme in !FD 2(C) is dus een compact oppervlak. Stellen we punten 

van IFD 2(C) voor als drietallen (x,y,z) van complexe getallen, niet alle nul, 

modulo gemeenschappelijke factoren, dan bestaat deze afsluiting uit de drie

tallen (x,y,z) met x 3 + y 3 + z3 = 0. Projecteer nu deze kromme vanuit het 

punt (1, -1,0) op de rechte X = 0. Het volledig origineel van een punt (O,y,z) 

op deze as vinden we door dit punt te verbinden met het projectiecentrum en 

deze rechte te snijden met de kromme. We vinden voor de rechte de vergelij

king z (X + Y) = yZ en deze snijdt buiten het projectiecentrum de kromme nog 

in twee punten, tenzij y(2y 3 - 4z 3 ) = 0: we vinden dan slechts een origineel. 

De vier punten die we zo krijgen, noemen we de vertakkingspunten van de 

projectie. We noemen ze Pi, ... ,P4 en hun beeldpunten zijn Q 1, ... ,Q 4 . 

Orn een topologisch model van onze kromme te krijgen, nemen we nu 2 

kopieen van de Riemann-sfeer en maken in beide coupures langs de intervallen 

Q1Q2 en Q3Q4 • Vervolgens plakken we beide cylinders aan elkaar langs de 

coupures, waarbij we ervoor zorgen dat we verschillende zijden van de coupu

res van verschillende kopieen identificeren. We krijgen dan een torus en deze 

bezit een 2 op 1 afbeelding op de sfeer met vertakkingspunten P 1, .•. , P 4 : de 

punten waar de punten Q; van beide bladen ge1dentificeerd zijn. Stel nu dat 

X = plr, Y = qlr een parametrisering van de Fermat-kromme geeft. Dan is 

de parametrisering voortzetbaar tot een afbeelding van de Riemann-sfeer naar 

IFD 2(C) via 

t ~ (p(t), q (t), r (t)), 

die een-eenduidig is op eindig vele uitzonderingen na. Noem deze afbeelding 

f Dan is f een continue afbeelding van de 2-sfeer op de torus, bijna overal 1-1. 

We tonen aan dat dit niet kan. Kies daartoe een cirkel op de torus die niet 

samentrekbaar is en zodanig dat boven ieder punt precies een punt van de 

sfeer ligt. Het origineel van onze cirkel is dan een gesloten kromme op de 2-

sfeer, derhalve samentrekbaar. Met deze kromme is dan ook de beeldkromme 

samentrekbaar omdat f continu is. Dit is een tegenspraak. 

7. SINGULARITEITEN 

We beschouwen de farnilie van vlakke projectieve krommen 

C1: Y 2 = X(X + l)(X-t) voor t E C. 

Zij R het oneigenlijke punt van deze krommen, dus R = (0, 1,0). Zij j; de pro

jectie van C1 vanuit R op de X-as. De vertakkingspunten van j; zijn (0,0), 

(-1,0), (t, 0) en R. Dit ziet men door te bedenken dat j;(x,y) = (x, 0). 



92 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
\ 
' 

J.H.M. Steenbrink 

Als t = 1 zijn er vier verschillende vertakkingspunten; de kromme C1 is 
topologisch een torus. 

Als t = 0 is C1 = C0 de kromme uit opgave I van paragraaf 5; daar bleek 
dat C0 rationaal is, i.h.b. geen torus. 

We gaan eens na water met de topologie gebeurt als t van I naar 0 gaat. In 
de constructie van paragraaf 6 betekent dit, dat de vertakkingspunten P 1 en 
P 2 steeds dichter bij elkaar komen en tenslotte samenvallen tot een punt P. In 
plaats van twee coupures aan te brengen op onze twee kopieen van de 
Riemann-sfeer kunnen we volstaan met een coupure, mits we de punten P van 
beide kopieen identificeren. Dit punt correspondeert met het singuliere punt 
(0,0) van C0 • Topologisch is C0 dus geen torus, maar een rookworst. Het is nu 
duidelijk dater geen beletsel meer is om de sfeer op C0 af te beelden: we hoe
ven slechts twee punten te identificeren. 

Omdat in (0,0) twee takken van C0 samenkomen met verschillende raak
richtingen, spreken we van een gewoon dubbelpunt. We zeggen dat de familie 
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(C1) 1Ec ontaardt voor t =O. Andere ontaardingswaarden van t zijn -1 en oo. 

Andere ontaardende families zijn: 

Y 2 = X(X2 -t2) bij t = O; XY(X-Y) = t(X3 + Y 3 + 1). 

De ontaarde exemplaren zijn: een kubische kromme met een keerpunt en drie 

rechten door een punt. 
Is C een vlakke kromme met vergelijking f (x,y) = 0 dan vindt men de 

singuliere punten van C als oplossingen van de vergelijkingen f (x,y) = 
fx'(x,y) = fy'(x,y) = 0. 

Is C een vlakke kromme zonder singuliere punten, dan heeft C een topolo

gisch model dat er uitziet als een bol met een aantal hengsels eraan. Dit aantal 

beet het geslacht van de kromme. Als C een kromme van graad d > 0 is, heeft 

C geslacht g = (d - l)(d -2)/2. Een kromme van geslacht 0 is dus topologisch 

een sfeer. 
We beschouwen nu het geval van een vlakke kromme van graad d die 

singuliere punten kan hebben, maar niet in verschillende componenten 

uiteenvalt. Dit betekent dat C door een irreducibele d-de graadsvergelijking 

wordt gedefinieerd. Men kan nu de volgende feiten bewijzen: 

a) er bestaat een kromme C', niet noodzakelijk vlak, zo dat C verkregen 

wordt door identificatie van eindig veel punten van C' in eindig veel 

punten van C; 
b) voor ieder type singulier punt is een getal 8p gedefinieerd zodanig dat de 

formule geldt: 

geslacht van C' = (d - l)(d -2)/2 - ~P 8p, 

waarbij gesommeerd wordt over de singuliere punten van C; 

voor een gewoon dubbelpunt P geldt 8p = 1, evenals voor een keerpunt 

van de eerste soort; 
c) C is een rationale kromme waarvan C' geslacht 0 heeft. 

Een irreducibele d-de graads kromme met (d - l)(d -2)/2 gewone 

dubbelpunten is dus rationaal en meer dubbelpunten kan zo'n kromme niet 

bezitten. 
c 

p Q 

Bovenstaande figuur schetst de situatie voor een 5de graadskromme C met 

een gewoon dubbelpunt en een gewoon 4-voudig punt (4 takken van c snijden 

elkaar met verschillende raaklijnen; 8p = 6). C' heeft geslacht 3= 10-(1 +6). 

Een gedetailleerde studie van de topologie van complexe algebra'ische 

krommen vindt men in het boek van KENDIG (zie literatuurlijst). 



94 J.H.M. Steenbrink 

8. EPILOOG 
We hebben in het voorgaande kunnen constateren, dat verschillende takken 
van wiskunde een rol spelen bij de aanpak van problemen uit de algebralsche 
meetkunde. De algebralsch-meetkundige onderzoeker kan zich derhalve geen 
houding veroorloven in de trant van 'dat is analyse, dus mijn terrein niet', 
maar moet zich bedienen van alle ter beschikking staande methoden die voor 
de oplossing van zijn probleem van belang kunnen zijn. Het valt te betreuren 
dat de wiskunde op zovele leerlingen en studenten overkomt als een 
vergaarbak van min of meer van elkaar losstaande theorieen, gekenmerkt door 
een onduidelijk gemotiveerde keuze van axioma's en begrippen. Een doel van 
mijn praatje was dan ook, U een blijk van het tegendeel te laten zien: een 
aantal wiskundige deelgebieden, ten nauwste met elkaar verbonden en gemoti
veerd door de behoefte problemen op te lossen die wiskundigen reeds lang 
bezighouden, zoals: het oplossen van vergelijkingen. 
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Toepassingen van Meetkunde in Differentiaalvergelijkingen 

J.C.S.P. van der Woude 

Voordracht van de vakantiecursus uit 1978 

1. AUTONOME DIFFERENTIAAL VERGELIJKINGEN 

Laat / 1 en f2 continue reeelwaardige functies zijn op ~2 . Beschouw dan de 

volgende differentiaalvergelijking: 

</>1 = f1(</>1o</>2), 

</>2 = /2(<P1o<f>2). 

Een oplossing van deze differentiaalvergelijking is een tweetal '1T1 en '1T2 van 

differentieerbare reeelwaardige functies op ~' waarvoor voor alle t E~ geldt: 

7r1(t) = f1('1T1(t),'1T2(t)), 

7r2(t) = f2('1T1(t),'1T2(t))t. 

Als we/: ~ 2 .....,.~ 2 definieren door f(x,y) = (j1(x,y),f2(x,y)), dan kunnen we 

de vergelijking verkort weergeven door: 

</> = f (</>). 

Een oplossing is dan een afbeelding 'IT: ~_.,.~ 2 , differentieerbaar, waarvoor 

voor alle t E~ geldt 

7r(t) = f('1T(t)). 

Denk bij '1T(t) = ('1T1 (t),'1T2(t)) aan een plaats als functie van de tijd (beweging) 

en aan 7r(t) = (7r1(t),7r2(t)) als de bijbehorende snelheid. De differentiaalverge

lijking vraagt dan naar een beweging met een uitsluitend door de plaats 

bepaalde snelheid en merk op dat het 'snelheidsveld' onafhankelijk is van het 

moment; het is een autonoom gegeven. We noemen zo'n differentiaalverge

lijking dan ook autonoom. 

Zij nu (p,q)E~ 2 , een oplossing van het beginwaardeprobleem 

</> = f (</>), </>(to) = (p,q), 

is een oplossing '1T(p,q): ~.....,.~ 2 van de differentiaalvergelijking, waarvoor geldt 

'1T(p,q)(t 0 )=(p,q). Aanschouwelijk: '1T(p,q)(t) is de positie op tijdstip t van een 

punt dat zich op tijdstip t 0 in (p,q) bevindt en zich beweegt in een 

t Hierin duidt, zoals gebruikelijk, ir de afgeleide aan van een functie 'lT: IR ->IR. 



98 J.C.S.P. van der Woude 

snelheidsveld dat beschreven wordt door f = (f 1,f2). 
Het is denkbaar, dat er in een punt (p,q)E~2 meerdere oplossingen 'TT(p,q) 

zijn van het beginwaardeprobleem, of dat een oplossing 'TT(p,q) niet op geheel ~ 
is gedefinieerd. We zullen echter in het vervolg slechts die beginwaardeproble
men bekijken, die een unieke oplossing hebben die op geheel ~ is gedefinieerd. 

V OORBEELDEN 

(i) </>1 = ac/J1 en <P1 (0) = p 
<P2 = bcp2 en <P2(0) = q. 

Dit beginwaardeprobleem heeft de oplossing: 
'TT (t) =peat 

I<p.q) 

ofwel 'TT (t) = (peat qeb1) (p,q) ' ' 
'TT (t) = qebt 

2(p.q) 

b<a<O 

a<O<b 

'TT(O,y) 

~l~' 
//f '\\'""0) 

'TT(p',q') 'q I) 

~J~ 
~t(;? 

(ii) </>1 = ac/J1 - b<P2 en <P1 (0) = p 
<P2 = bcfJ1 +a<P2 en <P2(0) = q. 

Oplossing: 
'TT (t) = peat cos bt -qeat sin bt 

l(p~ . ' 

'TT2"·'' (t) = peat sin bt + qeat cos bt. 

b>a>O 
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a<O,b>O< a>O, b<O a=O,,b>O 

Dergelijke plaatjes met oplossingskrommen, of liever banen die door de punten 

worden beschreven, zullen we fase-portretten noemen. Merk nog op dat als we 

het over autonome differentiaalvergelijkingen hebben de banen niet veranderen 

in de tijd! Dus de banen zijn disjunct of vallen samen (uniciteit). Het doel is 

nu meetkundige regelmatigheden in dergelijke fase-portretten te onderzoeken; 

daartoe zullen we een stukje theorie ontwikkelen. Eigenlijk willen we zoveel 

mogelijk over zo'n fase-portret van een differentiaalvergelijking zeggen, zonder 

deze expliciet op te lossen. 

In alle bovenstaande gevallen bijvoorbeeld is f 1 (0,0) = f2(0,0) = 0. In het 

punt (0,0) is de snelheid dus 0 en inderdaad blijkt (0,0) een evenwichtspunt te 

zijn. Soms bewegen andere punten naar (0,0) toe (n.l. als a <0), of er van af. 

Hoe kan men een dergelijke stabiliteit van zo'n evenwichtspunt definieren? 

Andere vragen zijn: Welke typen banen kan men onderscheiden? Waartoe 

naderen pun ten als t --HXJ? 

V OORBEELDEN 

c/>1=1 
r=r(l-r) 

0=1 



100 J.C.S.P. van der Woude 

2. NOG IETS OVER DE INTERPRETATIE 

Veel fysische systemen zijn conservatief, dat wil zeggen: het gedrag, zowel in 
de toekomst als in het verleden van het systeem, wordt uitsluitend bepaald 
door de toestand waarin het verkeert, terwijl het tijdstip waarop het zich in die 
toestand bevindt niet ter zake doet ( denk aan een stroming waarvan het 
stroomlijnenbeeld niet verandert in de tijd). Laat zo'n systeem door een n-tal 
parameters beschreven zijn, zeg (~1>~2 , ••• • ~n), dat wil zeggen door punten 
x EIRn (b.v. een aantal deeltjes beschreven door plaatscoordinaten ~1> ... , ~k 
en snelheidscomponenten ~k + 1, ... , ~n met n = 2k). Zo'n punt uit het 
systeem beschrijft dan een baan (van toestanden) in de tijd; het fase-portret is 
de collectie van alle mogelijke banen, uitgaande van alle mogelijke toestanden. 
Merk nogmaals op dat de banen disjunct zijn of samenvallen. 

Het gedrag van het systeem kan nu beschreven worden door een functie 
p: !Rn XIR2~1Rn, waarbij p(x,t 1,ti) de toestand aanduidt op tijdstip t 2 van een 
punt uit het systeem dat zich op tijdstip t 1 in x bevindt ( ook la ten we t 2 ~ t 1 

toe!). Als het systeem conservatief is zal p niet zo zeer van t 1 en t 2 afzonderlijk 
afhangen, als wel van het verschil t 2 -t 1 en uiteraard van x. Dus 

p(x,t 1,t2) = p(x,0,t2 -t 1) = p(x,t 1 +s,t2 +s), met t1>t 2,sEIR. 

Schrijf nu 

w(x,t) = p (x, O,t) voor alle x EIRn en t EIR. 

Dan geldt 
a) 'IT(x, 0) = p(x, 0,0) = x, 
b) '1T('1T(x,t),s) = p(p(x, O,t),O,s) = p(p(x, O,t),t,t +s) 

= p(x, O,t +s) = 'IT(x,t +s) 
(lmmers, als we op tijdstip 0 vertrekken, arriveren we op tijdstip tin p(x, O,t), 
als we dan verder gaan vanuit p(x, O,t) op tijdstip t belanden we op tijdstip 
t +s in p(p(x, O,t),t,t +s); zonder realisatie van moment t onderweg zouden 
we uitkomen inp(x, O,t +s).) 
Ergo: conservatieve systemen worden beschreven door een functie 
'IT: !Rn X IR~IRn met 

(i) 'IT(X, 0) = X voor alle x EIRn, 
(ii) '1T('1T(x,t),s) = 'IT(x,t +s) voor alle x EIRn en s,t EIR. 

Vaak is het zo, dat niet alle punten van !Rn een toestand van het systeem 
beschrijven, maar dat de toegelaten toestanden een deelverzameling X van !Rn 
vormen. Dan moet uiteraard gewerkt worden met een functie 'IT: XXIR~X die 
de eigenschappen (i) en (ii) heeft. In concrete gevallen heeft 'IT vaak nog meer 
eigenschappen, geformuleerd in fysische wetten, die voor het systeem gelden. 
Bij de wiskundige analyse van dergelijke systemen abstraheren we daarvan, 
maar wel postuleren we die eigenschappen voor 'IT, die de meeste fysische syste
men gemeenschappelijk hebben. Zo'n eigenschap kan zijn: 

(iii) 'IT: IRnXIR~IRn (of'IT: XXIR~X)iscontinu. 
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Hoewel het voor de resultaten die straks komen nauwelijks van belang is, is 

het voor de bewijsvoering erg gemakkelijk als we nog iets meer eisen. 

(iv) Voor elke x E~n is de functie 7Tx: tf-'>7T(x,t): ~--i>~n differentieerbaar (alle 

coordinaten zijn differentieerbaar) met continue afgeleide. 

In het bijzonder volgt uit (i), (ii) en (iv) dat door 

!( ) I. 7Tx(h)-7Tx(0) ( .. d" .. ) 
x : = rm h coor maatsgewiJS 

h--->0 

een continue functie f: ~n--i>~n wordt gedefinieerd en dat 

d 
f(7T(X,to)) = dt 7Txlt0 • 

Immers: 

. 7T( 7T(x, t 0),h )-7T(x, t 0) 
f (7T(x,t 0)) = lim h 

h--->0 

. 7T(X,t O + h )-7T(X, to) d 
= lrm = -d 7Txlt · 

h--->0 h t 0 

Met andere woorden, de functie 7Tx: ~--i>~n is differentieerbaar op ~ en de 

afgeleide ir x voldoet aan 

irx(t) = f(7Tx(t)) voor alle tE~ 

en 

7Tx(O) = x. 

Kortom, 7T x is de oplossing van het beginwaardeprobleem 

cf> = f (</>) en cf>(O) = x. 

Daarmee zijn we terug bij onze oplossingskrommen van autonome 

differentiaalvergelijkingen: dat zijn dus in dit geval de banen die de punten 

(toestanden) kunnen beschrijven in de tijd. Omgekeerd is het niet zo moeilijk 

om aan te tonen, dat oplossingen van autonome differentiaalvergelijkingen 

conservatieve processen beschrijven in de zin dat (ii) geldt. 

We zullen ons bezighouden met systemen (X,7T) met XC~2 en 7T: XX~--i>~ 

een afbeelding die voldoet aan (i), (ii) en (iii). Het onderdeel der wiskunde dat 

deze systemen bestudeert (weliswaar met meer algemene X) heet Topologische 

Dynamica. Gemakshalve zullen we ook (iv) aannemen; we spreken dan van 

Differentieerbare Dynamica of Meetkundige theorie van Differentiaal

vergelijkingen. In feite zijn we dan bezig met het bestuderen van fase-portretten 

van oplossingen van differentiaalvergelijkingen. 
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3. CLASSIFICATIE VAN BANEN IN VLAKKE DYNAMISCHE SYSTEMEN 

Onder een vlak dynamisch systeem verstaan we een dynamisch systeem (X, 'IT), 
waarin X een open deelverzameling is van R2 • De volgende definities (en een 
aantal van de resultaten) kunnen voor willekeurige dynamische systemen gege
ven worden. 

Beschouw een systeem (X, 'IT) en zij x EX. De baan van x is de collectie 
{'1T(x,t)ltER}. Een verzameling ACX heet invariant als voor ieder punt uit A 
geldt dat z'n baan binnen A zit. We zullen nu bekijken wat voor banen zoal 
kunnen voorkomen in een vlak dynamisch systeem. 

Een punt x = (~i.~2)EX heet een evenwichtspunt als 'ITx(t) = x voor alle 
t ER. De baan van x bestaat louter uit x zelf (en het vectorveld is daar 0). Als 
x geen evenwichtspunt is, noemen we x een bewegend punt. 

Een punt x heet een periodiek punt en 'ITx(ti-+'IT(x,t)) heet een periodieke bewe
ging indien er een t;;a.O bestaat waarvoor 'IT(x,t) = x. In dat geval heet t een 
periode van x. Merk daarbij op, dat een evenwichtspunt ook een periodiek 
punt is. 

Als x een bewegend periodiek punt is, bestaat er een Px ;;a.Q zodanig, dat 
{kpx lkEZ} de verzameling van alle perioden van x is; Px heet dan de 
primitieve periode of de periode. 

Zij nu O..;;;t1 <t2<px; dan is '1Tx(t1)=f='1Tx(t2) (immers, '1Tx(t1) = '1Tx(t2) ~ 
x= '1Tx(0) = '1Tx(t 2-t 1) ~ t 2-t 1 = kpx voor zekere kEZ; tegenspraak). De 
afbeelding 'ITx beperkt tot het interval [O,px] beeldt dit interval continu af in het 
platte vlak, op zodanige wijze dat alleen de eindpunten ge!dentificeerd worden. 

0 t Px 

'IT(x,t), 

Het is niet moeilijk aan te tonen (hoewel het te ver voert om dat hier te doen) 
dat de afbeelding 

(cos<J>,sin</>) i-+ 'ITx(Px </>) O<cp..;;;2'1T, 
2'1T 

een een-eenduidige, continue afbeelding van de eenheidscirkel op de baan van 
x is, waarvan de inverse afbeelding ook continu is. Men drukt dit uit door te 
zeggen dat de baan van een periodiek bewegend punt x topologisch een cirkel 
is. 

Indien x een bewegend, niet periodiek punt is, dan is 'ITx: R~R2 een
eenduidig en continu; de baan van x is dan een continu, een-eenduidig beeld 
van R maar hoeft in het algemeen nog niet op R te lijken. We zullen aantonen 
dat in het vlakke geval de baan van een bewegend, niet-periodiek punt 
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topologisch hetzelfde is als ~- In hogere dimensies kunnen tegenvoorbeelden 

geconstrueerd worden (laat op de torus een punt vertrekken onder een 

irrationale hoek; dan is de baan van x een dichte deelverzameling van de torus 

en niet meer topologisch ~ ). 
In ieder dynamisch systeem geldt, dat de baan van x topologisch ~ is als en 

slechts als er geen rij {tn}--Hio (of -oo) is zodat {'lTAtn)}.....,.x. Op het vrij 

eenvoudige bewijs gaan we niet in; het komt er op neer dat punten van ~' die 

ver uit elkaar liggen, door 'lTx niet willekeurig dicht bij elkaar afgebeeld mogen 

worden. 
De rest van deze paragraaf zal worden gevuld met een schets van het bewijs, 

dat in het 2-dimensionale geval voor ieder niet-periodiek bewegend punt geldt: 

er is geen rij {tn}.....,.+oo zo, dat {'1Tx(t11 )}--i>x, (*) 

ofwel: 

STELLING. Zij x een bewegend niet-periodiek punt, dan is de baan van x 

topologisch gelijk aan ~-

Voor niet-periodieke punten in hogere dimensies zijn er voorbeelden te 

construeren, waarin een rij {tn}.....,.oo gevonden wordt zo, dat {'1Tx(t,,)}.....,.x. 

Voor periodieke punten in ~2 is er natuurlijk altijd een rij {tn}--i>oo met 

{ 'lTx(tn) }__,.x; neem maar t11 = npx voor alle n EN. 

Teneinde bewering (*) te bewijzen hebben we twee diepe stellingen nodig, 

een uit de topologie en een uit de topologische dynamica. 

a. De stelling uit de topologie 

Eerst wat terminologie: een continu, een-eenduidig beeld van een interval heet 

een Jordan-boog; bijvoorbeeld een stukje baan van een bewegend punt x, zeg 

'IT xl a, b ], mi ts I b - a I ,,;;;;.p x. Als van het continue beeld van een interval alleen 

de eindpunten hetzelfde beeld hebben, heet dat beeld een gesloten Jordan

kromme; equivalent: een gesloten Jordan-krornme is het continue een

eenduidige beeld van een cirkel. 
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V OORBEELDEN 

(i) De baan van een periodiek punt. 
(ii) Een eindige vereniging van Jordan-bogen die 'kop aan staart' verbonden 

zijn en elkaar verder niet snijden, waarbij het eindpunt van de laatste 
samenvalt met het beginpunt van de eerste. 

Een open deelverzameling U c;;;~ 2 heet samenhangend als ieder tweetal punten 
van U verbonden kan worden door een Jordan-boog in U. 

STELLING (JORDAN): Als Keen gesloten Jordan-kromme is in ~ 2, dan bestaat 
het complement van K uit twee disjuncte, niet lege, open, samenhangende 
deelverzamelingen U en V. Als x EU en y E Ven Bis een Jordan-boog die x en y 
verbindt, dan geldt B n K =fa 0. 

Merk op, dat een van de gebieden u en v die in de Stelling genoemd worden 
begrensd is en de andere niet. Ze heten respectievelijk binnen- en buitengebied 
van K. 

Een voorbeeld is de baan K van een periodieke beweging. Omdat banen 
elkaar niet snijden zonder geheel samen te vallen, zijn binnen- en buitenge
bied van K invariant. 

b. De stelling uit de topologische dynamica 
We zullen deze stelling niet in z'n volle algemeenheid formuleren. Merk eerst 
op, dat een Jordan-boog S in ~ 2 georienteerd kan worden en dat het dan 
zinvol is te zeggen dat een segment van een baan (in een vlak dynamisch 
systeem) dat S in een punt snijdt, van links naar rechts of van rechts naar 
links doorlopen wordt. (De banen worden doorlopen in de richting die hoort 
bij toenemende t.) In het bijzonder heeft het zin te zeggen dat een collectie 
baansegmenten, die elk S snijden, in dezelfde richting doorlopen worden. We 
zullen zeggen, dat al deze baansegmenten de gegeven boog S volgens dezelfde 
orientatie snijden en merk op dat <lit laatste onafhankelijk is van de gekozen 
orientatie op S. 

STELLING. Indien x 0 een bewegend punt is, dan bestaat er een Jordan-boog B 
met x 0 a/s 'intern' punt zo, dat a/le banen die B snijden, dat volgens dezelfde 
orientatie doen. Zo'n boogje heet een 'transversaal'. Voorts is er voor iedere 
omgeving U van x 0 een transversaa/ B' en een E>O, zodat 

B'(£)= {?T(y,t)lyEB' en tE(-£,+E)}c;;;U 

en B'(E) is een omgeving van x 0. We zullen B'(E) een 'buisje' noemen. 

B_EWIJS (ruwe schets). Omdat we spreken over differentieerbare systemen 
(</> = /(</>)), kunnen we zeggen dat de snelheidsvector in x 0 niet nul is, want x 0 
was een bewegend punt, dus f (x 0 )=fa0. Daar de snelheidsvector f (x) continu 
afhangt van de plaats, zijn in een kleine omgeving van x 0 alle snelheidsvecto
ren niet nul, terwijl ze een hoek van niet meer dan 45° maken met f (x 0 ). Een 
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lijnsegrnentje B door x 0 , dat binnen die omgeving blijft en loodrecht staat op 

f (x 0), voldoet aan alle eisen. Wat de orientatie betreft is dit evident; de bewe

ring omtrent het buisje is iets minder triviaal en die bewijzen we hier niet. 

N.B.: Als x 0 bewegend is, heeft x 0 een lokale basis bestaande uit buisjes (en 

buisjes bevatten alleen bewegende punten!). 

Nu we de stellingen uit de topologie en de topologische dynamica ten tonele 

gevoerd hebben, kunnen we de bewering (*) van bladzijde 7 bewijzen: en dus 

de stelling die daaronder werd vermeld. 

We moeten dus bewijzen, dater geen rij {tn}--HlO bestaat zodat {wx(t11 )}--H 

als x een niet-periodiek, bewegend punt is. 

Stel er is wel zo'n rij { tn}; zonder beperking der algemeenheid geldt 

0 = t 1<t2 < ... --HX; en {wx(tn)}--n. Omdat x een bewegend punt is, is er een 

transversaal B door x en een t:>O, zodat B(t:) een omgeving is van x met }ou

ter bewegende punten. Dan bestaat een mE~ zodat wx(tm)EB(t:), zeg 

wx(tm) = wy(s) met yEB en sE(-t:,+t:). Dus y = wx(tm-s)EB en voor 

t' := tm-s geldt: lt'-tml<t: en wx(t')EB. Met andere woorden, na verloop 

van tijd t' komt x weer terug in B (en volgens dezelfde orientatie als bij 

vertrek!). Zander beperking der algemeenheid zij t' het eerste tijdstip waarop x 

weer in B terugkomt. 
De baan die x tussen t = t 1 = 0 en t = t' doorloopt, samen met het 

segment van de transversaal tussen x en y = w(x,t'), vormt een gesloten 

Jordan-kromme S. u 

y 

U is de omgeving van x met !outer bewegende punten 

(i) Voor t>t' is wx(t) niet meer in het baansegment wx[O,t'], want anders zou 

x periodiek zijn; dat wil zeggen x komt niet meer in het buitengebied van 

S via het 'baangedeelte' van S. 

(ii) x komt oak niet meer buiten S via het 'transversaal' gedeelte van S, want 

x kan niet 'tegen de stroom opzwemmen'. 

Maar dan is er een omgeving V van x waarbinnen wx(t) niet meer kan komen 

voor t>t'. Dit is in strijd met {wx(tn)}--H en ln~oo. De enige mogelijkheid 

die overblijft is dat x = w(x,t') en dus dat x periodiek is. 
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4. LIMIETVERZAMELINGEN 

De bestudering van limietverzamelingen is eigenlijk het zoeken naar het 
antwoord op de vraag: Wat gebeurt er op de lange duur, wat is het gedrag van 
een oplossing als t ~ oo of t ~ - oo? 

Voor elk punt x EX kunnen de zogenaamde limietverzamelingen gedefinieerd 
worden door 

Q(x) = {yEXI er is een rij {tn}~oo zodat {'1Tx(tn)}~y}, 

A(x) = {yEXI er is een rij {tn}~-oo zodat {'1Tx(tn)}~y}. 

Dit zijn respectievelijk de positieve en negatieve limietverzamelingen. We zullen 
ons verder concentreren op de positieve limietverzamelingen. Voor de 
negatieve limietverzamelingen gaat alles op dezelfde wijze. 

Natuurlijk kan Q(x) best wel eens leeg zijn voor alle x. 

VOORBEELD 

Als x een periodiek punt is (eventueel evenwichtspunt) vallen Q(x) en A (x) 
samen met de baan van x; dus xEQ(x)nA(x). 
In paragraaf 3 hebben we aangetoond, dat het in vlakke systemen niet kan 
voorkomen dat x EQ(x) of x EA (x) als x niet periodiek is. Met andere 
woorden: 

x EQ(x) of x EA (x) <=> x is een periodiek punt. 

Als x niet periodiek is, is Q(x) U A (x) de verzameling pun ten, die men aan de 
baan van x moet toevoegen om z'n afsluiting te krijgen. 

LEMMA. Q(x) is invariant. 

Immers, als yEQ(x), zeg y = lim '1Tx(tn) met Un}~oo dan geldt 'IT(y,t) = 
lim '1Tx(tn +t) met Un +t}~oo, dus 'IT(y,t)EQ(x). 

STELLING. Als de haljbaan '17.x[O,oo) van x begrensd is, dan is Q(x)=fo0. In dat 
geval is Q(x) compact en voor iedere omgeving U van Q(x) is er een t >0, zodat 
'1Tx(s)E U als s~t. 

BEWIJS. De rij {'IT x(n)} ,'?'=o is begrensd en heeft dus een convergente deelrij in 
~2 , zeg met limiet y. Dan is uiteraard y EQ(x) en dus Q(x)=fo0. Q(x) is 
compact want Q(x) is begrensd en gesloten in~-
(i) Q(x) is zeker begrensd, want alle mogelijke rijen {'IT Atn)} liggen in een of 

andere cirkelschijf ('1Tx[O, oo) is begrensd). 
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(ii) Q(x) is gesloten, want laat voor alle n El\J een Zn EQ(x) gegeven zijn en zij 

z =limzn; bij iedere nEl\J is er een tnEIR met tn;:;.n en afstand 

('1Tx(tn),zn)<_!_. Dan is 
n 

Daar het rechterlid naar nul nadert voor n~oo is z = lim '1Tx(tn) voor 

n~oo en daar tn~oo als n~oo is z EQ(x); dus Q(x) is gesloten. 

Tenslotte: stel er is een omgeving Uvan Q(x) zo, dater bij elke tEIR een t'>t 

is met '1Tx(t')f/:. U. Omdat Q(x) compact is, is er een £>0, zo dat alle punten 

buiten U een afstand tot Q(x) hebben die groter is dan £. Bij elke n El\J is er 

volgens aanname een tn >n zo, dat '1Tx(tn)f/:. U en dus zo, dat de afstand 

('1Tx(tn),Q(x))>£. De rij {'1Tx(tn)} heeft weer een convergente deelrij, zeg met 

limiety. Dezey zit in Q(x), maar anderzijds isy de limiet van punten die meer 

dan £ verwijderd zijn van Q(x ), dus heeft y zelf een afstand tot Q(x) die groter 

of gelijk is aan £. Tegenspraak. 

We zullen nu nagaan hoe Q(x) er uit kan zien als de positieve halfbaan in zicht 

blijft. 

STELLING (POINCARE-BENDIXSON). Zij x een bewegend punt en '1T x(O, oo) 

begrensd. Dan geldt een van de volgende e/kaar uitsluitende mogelijkheden. 

(i) x is periodiek (en Q(x) valt samen met de baan van x); 

(ii) Q(x) bevat een evenwichtspunt; 
(iii) Q(x) is disjunct met de baan van x maar Q(x) is juist de baan van een 

periodieke beweging ('limietcykel'). 

BEWIJS. Duidelijk is dat (i), (ii) en (iii) elkaar uitsluiten. Neem aan dat (i) en 

(ii) niet gelden; we tonen aan dat (iii) geldt, op de volgende wijze: 

a. Q(x) bevat een periodiek punt x 0 , 

b. als ook y EQ(x) dan is y periodiek en de baan van y is dezelfde als die van 

Xo. 

ad a. Omdat Q(x) gesloten en invariant is, bevat Q(x) een minima/e gesloten 

invariante deelverzameling ( dat is een gesloten invariante deelverzameling M in 

Q(x), M=/=- 0, en M heeft geen echte, niet lege gesloten invariante deelverzame

lingen). Het bestaan van M volgt uit de compactheid van Q(x), door middel 

van een toepassing van het lemma van Zorn (equivalent met het keuze

axioma). Zij nu x 0 EM; dan is ook Q(x) s;M, want Mis gesloten en invariant. 

Nu is Q(xo)=/=-0, want Ms;Q(x), dus Mis compact en begrensd en daar 

'1T xJO, oo) (;; M, is '1TxJO, oo) begrensd, waaruit volgt dat Q(x 0)=/=- 0. Ook is Q(x 0) 

gesloten en invariant, dus Q(x 0) = M want M was minimaal. In het bijzonder 

is x 0 EM = Q(x0) dus x 0 is periodiek. (Merk op: x 0 is geen evenwichtspunt, 

want Q(x) bevatte geen evenwichtspunten volgens aanname.) 
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ad b. Zij y 0 EQ(x). We zullen aantonen dat y 0 tot de baan S van x 0 behoort. 
Neem maar eens aan dat <lit niet zo is en bedenk dat S gesloten is. Dus y 0 ~S, 

zeg afstand (S,y 0) = 8>0. Merk op dat via de stelling van Jordan geconclu
deerd mag worden dat x en y 0 aan dezelfde kant van S liggen. Anders zou Yo 
immers niet benaderd kunnen worden door de baan van x zonder dat de baan 
van x de gesloten Jordan-kromme S ( = baan van de periodieke beweging door 
x 0) snijdt, waardoor x periodiek zou zijn. Zonder beperking der algemeenheid 
nemen we x en y 0 in het buitengebied van S. Omdat x 0 bewegend is, is er een 
buisje B(t:) om x 0 (B transversaal in x 0 en t:>O). Kies 8'>0 met 28'<8 zodat 
{z I afstand (z,x0)<8'} <;;;,B(E). Daar 'TT continu is in beide variabelen is er een 
omgeving V van x 0 zodat V<;;;,B(t:) en afstand ('TTx 0 (t),'TTy(t))<8' voor alle 
t E[O, Pxo +t:). Zonder beperking der algemeenheid is Veen buisje om x 0 ofwel 
V=(BnV)(t:') met O<t:'~t:. Nu geldt, dater een t 1 E~ is met 
y 1 ='TT(x,t)EBnV, immers Vis een omgeving van x 0 dus 3t 0 E~ met 
'TT(x,t 0 )E V = (B n V)(t:'), dus er is een y 1 EB n V en een s E(-t:', +t:') zodat 
'TT(x,t 0 ) = 'TT(yi.s), dan isy 1 = 'TT(x,t 0 -s)EBn V; zij dus t 1 := t 0 -s. Omdat 
y, EV, is afstand ('TTxo(pXo),'TTy,(pxu))<8' en daar Xo = '!Txo(pxJ, is dus 
'!Ty,(px0 )E{zl afstand (x 0 ,z)<8'}CB(t:). Er is derhalve een s'E(-t:,+t:) met 

'TT_y,(px 0 +s')EB; noem nu t2 := t1 +px0 +s' en Y2 := 'TT(X,t2)EB. Voor alle 
tE~ met t 1 ~t~t 2 geldt nu dat afstand ('TTx/t),'TTy,(t))<8', dus in het bij
zonder is afstand ('TTy,(t),S)<8' (ofwely 1 wordt met x 0 meegesleept op afstand 
<8' van S). 

"-- 8 
--

Yo 
-------- -- ----- r 

ii\ I B(t:) 
\ 

~ v --- 8' .......... 
-- - B 

Y2 y, Y2 Xo 

/ 

\of 
01 

Stel nu dat y 2 niet tussen y 1 en x 0 ligt. Dan kan voor t > t 2 het bewegende 
punt 'TT(x,t) niet meer bij x 0 in de buurt komen (want de Jordan-kromme, 
gevormd door Y2.Yi CB en 'lrx[t 1,t2], kan niet meer gepasseerd worden), zodat 
x 0 ~Q(x). Tegenspraak, dus y 2 ligt wel tussen y 1 en x 0 . Dan geldt voor alle 
t >t2 dat 'TT(x,t) in de ring blijft, die gevormd wordt door S en de Jordan
kromme y 1y 2U'lTx[t 1,t2], dat wil zeggen voor alle t>t 2 geldt afstand 
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(7rx(t),S)<o'. Maar dan is wegens de driehoeksongelijkheid afstand 

(7rx(t),y 0)>8' voor alle t >t2 . Dit betekent dat x niet meer in de buurt vany 0 

komt, ofwely 0 E;l:Q(x). Tegenspraak. Blijkbaar was de aannamey 0 e-=S fout, dus 

Yo ES en de stelling is bewezen. 

GEVOLG. Zij W een begrensd gesloten gebied zonder evenwichtspunten waarvan 

de rand bestaat uit een eindig aantal gesloten Jordan-krommen. Als de banen 

overal de rand naar binnen toe snijden (naar W toe) dan bevat W minstens een 

limietcykel. 

BEWIJS. W is positief invariant. Dan geldt voor iedere x uit de rand van W, 

dat x niet periodiek is (anders zou de baan van x ergens het gebied W moeten 

verlaten, wat niet kan). Dus geldt alternatief (iii) uit de vorige stelling, want 

Q(x) ('.;;;;Wen W heeft geen evenwichtspunten. (Bedenk ook dat W begrensd is 

en dus Q(x) ook.) 

VoORBEELD (vergelijking van Van der Pol) 

g = 'lj - e + ~ het enige evenwichtspunt is (0,0), immers: 

ii=-~ ii= -~=O=?~=Oen 
g = 'lj-e +~ = 'lj = o = =?'lj = o. 

(l,a+l) 

(a, 0) 

(-1, a-1) 
. f aseportret 
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Neem Whet gebied tussen de polygoon en een cirkel om (0,0) met straal 
kleiner dan 1 (en a > 2). Snel is na te gaan, dat de stroming W-inwaarts is, 
zowel op de polygoon als op de cirkel. Daar W het punt (0,0) niet bevat, zijn 
er geen evenwichtspunten in W. Ook is W begrensd. Dus volgt uit het gevolg 
dat W een limietcykel heeft. (Dater maar een is, is een lastiger bewijs.) 

Uit welke begintoestand men ook vertrekt, na verloop van tijd is het systeem 
bijna in een periodieke beweging. (We herinneren aan het bewijs van 
Poincare-Bendixson: als het punt eenmaal in de buurt van de periodieke bewe
ging is gekomen, wordt het 'meegesleept'.) 
N.B.: De twee eerste-ordevergelijkingen zijn equivalent met de tweede
ordevergeli jking 

ij-((~)2+~)+11 = 0. 

De functie 11(t) die hiervan de oplossing is, beschrijft een elektrisch circuit, 
waarin een vacuiimbuis is opgenomen. In de twee eerste-ordevergelijkingen 
wordt de toestand van het systeem steeds vastgelegd door 11 en ~ ( = -O, dat 
wil zeggen door spanning en stroomsterkte. 
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[7]: Een goed leesbaar, niet te moeilijk leerboek, over differentiaalvergelijkin
gen, dat alles van de grond af ontwikkelt (b.v. lineaire algebra) en zich vooral 
richt op de stabiliteitstheorie. 
[l]: Een boek over differentiaalvergelijkingen met een aanpak, die verschilt van 
de traditionele, vooral door de nadruk die gelegd wordt op de meetkundige en 
kwalitatieve aspecten, waardoor 'intuYtieve' concepten als stromingen en 
vectorvelden, die in de gebruikelijke boeken onder de oppervlakte blijven, meer 
naar voren warden gehaald. De voorkennis die gevraagd wordt blijft beperkt 
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tot elementaire analyse en lineaire algebra. Het boek bevat vele verhelderende 

illustraties en sluit uitstekend aan op het verhaal in deze Vacantiecursus. 

[4]: Dit boek vormt eigenlijk het begin van de studie van dynamische syste

men. Het geeft door de aandacht voor problemen met betrekking tot 

differentiaalvergelijkingen een goed inzicht in de motivatie voor de begrippen 

in de topologische dynamica. Het boek is echter wel sterk verouderd. 

[8]: Het boek bestaat uit twee gedeelten. Het eerste behandelt op traditionele 

wijze de studie van differentiaalvergelijkingen, met een knipoog naar de 

dynamische systemen, die in het tweede gedeelte in meer algemene zin 

behandeld warden. V ooral door het tweede gedeelte heeft <lit boek in de studie 

van de dynamische systemen de doorbraak gevormd tot abstrahering van de 

differentiaalvergelijkingen. 
[5]: Een zeer abstracte, algemene benadering van wat wij (in IR 2) gedaan 

hebben en geheel in termen van topologische ruimten en groepen; geschreven 

in een uiterst compacte stijl. 
[10]: Een inleidend boek in de topologische dynamica, dat, uitgaande van 

differentiaalvergelijkingen, systemen op metrische ruimten behandelt, maar 

tevens een brug kan slaan naar de abstracte theorie. 

[3]: Een boek dat een systematisch overzicht geeft van de verschillende ele

menten in de theorie van dynamische systemen op metrische ruimten, met de 

nadruk op stabiliteit. 
[9]: Boekje over topologische dynamica met extra aandacht voor de toepassing 

van lokale systemen op niet autonome differentiaalvergelijkingen en 

integraalvergeli jkingen. 
[2] en [6] zijn gespecialiseerde werken, waarbij de eerste zich vooral richt op de 

topologische classificatie van banen en systemen, en de tweede meer op de 

kant van de differentiaalvergelijkingen en lokale systemen. 
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Veelvlakken 

P.W.H. Lemmens 

1. HET BEGRIP VEELVLAK 

We weten dat het oppervlak van een kubus bestaat uit 6 vierkanten, dat van 

een tetraeder uit 4 driehoeken, dat van een prisma uit 2 driehoeken en 3 

rechthoeken, dat van een Egyptische piramide uit 4 driehoeken en 1 vierkant, 

dat van een regelmatig twaalfvlak uit 12 vijfhoeken. 

Al deze figuren noemen we veelvlakken. Ze hebben met elkaar gemeen dat 

ze opgebouwd zijn uit vlakke convexe veelhoeken die op een nette manier aan 

elkaar vastzitten. 
In de nu volgende definitie geven we aan welke bouwsels van vlakke convexe 

veelhoeken we met de naam 'veelvlak' zullen betitelen. Daarbij letten we er 

speciaal op, hoe de veelhoeken in ribben en hoekpunten aan elkaar vastzitten. 

DEFINITIE 1.1. Een veelvlak in de ruimte is de vereniging van een eindig 

aantal vlakke convexe veelhoeken zodat voldaan is aan: 

1. Twee veelhoeken hebben als eventuele doorsnede hetzij een 

gemeenschappelijk hoekpunt, hetzij een gemeenschappelijke ribbe. 

2. Elke ribbe is gemeenschappelijke ribbe van precies twee veelhoeken. 

3. De in een hoekpunt samenkomende ribben zijn cyclisch te ordenen op 

zo'n manier dat elk tweetal opvolgende toebehoren aan een veelhoek. 

4. Het veelvlak vormt een samenhangende verzameling. 

Commentaar. De definitie is zo gekozen dat een veelvlak voldoet aan de eisen 

die men in de topologie oplegt aan een gesloten oppervlak: Elk punt moet een 

omgeving hebben die homeomorf is met een open schijfje van IR . Zonder eis 3 

zouden bijvoorbeeld twee tetraeders met precies een gemeenschappelijk 

hoekpunt ook een veelvlak vormen. In dat gemeenschappelijk hoekpunt heeft 

deze figuur echter niet het karakter van een oppervlak, want een kleine omge

ving van <lit hoekpunt ( dat we even A zullen noemen) wordt onsamenhangend 

als A weggelaten wordt. Bij een open schijfje in !R 2 kan zoiets niet gebeuren. 

Wat de eerste eis betreft, merken we nog op dat het niet toegestaan is dat twee 

veelhoeken slechts een stuk van twee ribben gemeen hebben, zoals in 

onderstaande tekeningen. 
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In definitie 1.1 is sprake van vlakke convexe veelhoeken. We laten nu zien wat 
we daarmee precies bedoelen. 

Een figuur in !R 3 beet convex als met elk tweetal punten A en B ook hun 
verbindingslijnstuk AB geheel tot de figuur behoort. Elk punt X van AB is te 
beschrijven als X=tA +sB met t, s EIR, 1;;;;.0, s;;;;.O, en t +s = 1. Heeft men in 
een convexe figuur in !R 3 m punten A 1'···,Am dan blijkt met inductie dat tot 
die convexe figuur ook alle punten X behoren die te beschrijven zijn als een 
convexe som in de A;'s, dat wil zeggen 

m m 

X= ~a;A; met a;EIR, a;;;;;.O, en ~a; = 1. 
i=l i=l 

Anderzijds toont men gemakkelijk aan dat de verzameling van alle convexe 
sommen in de A;'s een convexe figuur is. Het is dus de minimale convexe 
figuur die de punten A 1'···,Am bevat, ook wel genoemd het convexe omhulsel 
van A 1'···,Am. We geven nu de definitie. 

DEFINITIE 1.2. Een vlakke convexe m-hoek in de ruimte !R 3 is het convexe 
omhulsel van een m-tal (m;;;;.3) punten A 1'···,Am, alle gelegen in een twee
dimensionaal vlak, en z6 dat geen van de A; in het convexe omhulsel van de 
overige ligt. 

In een situatie als in definitie 1.2 heten de A;'s de hoekpunten van de m-hoek. 
Door eventuele hernummering van de hoekpunten kan bereikt warden dat de 
rand van de m-hoek (gezien in het vlak waarin hij ligt) bestaat uit de 
verbindingslijnstukken 

A1A2, A1A3, ... , Am-1Am, AmA1. 

Deze lijnstukken heten de ribben van de m-hoek. De overige 
verbindingslijnstukken tussen twee hoekpunten zullen we diagonalen noemen. 
Na deze hernummering geven we de m-hoek ook wel verkort weer door 
A1A2A3 .. ·Am. 



Veetvlakken 115 

V OORBEELDEN 

NoN-VOORBEELDEN 

0PMERKING 1.3 
1. In definitie 1.2 hebben we de convexiteit van een vlakke veelhoek op een 

bepaalde manier geformuleerd. In de literatuur komen we ook wel andere 

formuleringen van het begrip convexe vlakke m-hoek tegen. Een heel 

gebruikelijke manier is die, welke gebruik maakt van doorsnijding van 

halfvlakken. 
2. Het is ook mogelijk om de convexiteitseis te laten vallen. In dat geval zou 

men een n-hoek kunnen definieren als een compact deel van een vlak, dat 

begrensd wordt door een gesloten polygoon met n hoekpunten en zonder 

zelfdoorsnijdingen. De twee laatste non-voorbeelden zouden dan ook 

veelhoeken voorstellen. De reden dat we niet voor deze laatste aanpak 

gekozen hebben zal pas duidelijk blijken in § 3, waar we ingaan op de 

relaties tussen veelvlakken en hun netwerken: In een veelvlak waarvan de 
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samenstellende veelhoeken niet convex zijn, kunnen twee veelhoeken 
eventueel meerdere gemeenschappelijke ribben en hoekpunten hebben. Dit 
geeft dan onnodige complicaties. 

3. In definitie 1.1 hebben we wel aangegeven aan welke eisen een veelvlak 
moet voldoen, maar daarmee weten we nag niet hoe het er uitziet. Een 
precieze beschrijving van een veelvlak levert in het algemeen zoveel pro
blemen op, dat er naar alternatieve mogelijkheden gezocht moet warden. 
Naast het verschaffen van een echt model biedt de bouwplaat een goede 
mogelijkheid. Hieraan zullen we in de volgende paragraaf aandacht beste
den. 

2. NETWERKEN 

Zoals we in § 1 reeds aangekondigd hebben, is het verschaffen van een 
bouwplaat van een veelvlak een hulpmiddel om over dat veelvlak te kunnen 
praten. Gebruikelijk is om in plaats van bouwplaat te spreken van neerslag, 
uitslag of netwerk. 

2.1 
Een netwerk van een veelvlak bestaat uit de in het platte vlak getekende 
collectie van . al zijn opbouwende vlakke veelhoeken op ware grootte, waarbij 
precies aangegeven is (bijvoorbeeld door de benaming van de hoekpunten) hoe 
zij in het veelvlak aan elkaar gehecht zijn. Zo bestaat het netwerk van een 
tetraeder met hoekpunten A, B, C, D uit de volgende collectie driehoeken: 

c 
D 

A B A B 

D 

B c A c 
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Bij de reconstructie van het tetraeder uit dit netwerk wordt de rib be AC van I 

vastgemaakt aan de ribbe AC van IV, en wel z6 dat de twee hoeken A op 

elkaar en ook de twee hoeken C op elkaar komen. Dit procooe wordt op alle 

ribben toegepast. 
In het algemeen zal men er de voorkeur aan geven om zoveel mogelijk 'in 

werkelijkheid' aan elkaar vastzittende veelhoeken ook in het netwerk reeds aan 

elkaar te tekenen, echter zonder daarbij tot overlappingen te komen! In die 

opzet kan het bovenstaande netwerk onder andere vervangen worden door: 

c c 

A 

2.2 c 
Op de volgende bladzijden zijn een aantal netwerken opgenomen van meer of 

minder bekende veelvlakken. De gei'nteresseerde lezer wordt geadviseerd ze 

over te nemen en uit te knippen en er daadwerkelijk een model van het 

veelvlak uit te construeren! Bij de laatste twee netwerken is de aanhechting 

niet voorgeschreven, zodat de lezer zelf kan experirnenteren. 
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2.3 
Netwerken zijn bijzonder nuttig bij bet construeren van veelvlakken met vooraf 

gegeven eigenscbappen. Dit moge blijken uit de collectie opgaven in 2.4 en 2.5, 

overgenomen uit boeken die destijds bij bet Middelbaar Onderwijs in gebruik 

waren voor bet vak Stereometrie. 

2.4 
Uit: Stoelinga en Van Tol, Wiskunde-Opgaven, 5de druk, Zwolle 1949. 

Meetkunde 
8. Van een regelmatige vierzijdige piramide is de rib be van bet grondvlak 

a en de straal van de bol die alle ribben aanraakt ~ a. Construeer bet 

netwerk van die piramide. 

24. Van een viervlak zijn gegeven bet grondvlak in ware gedaante, de pro

jectie van de top op bet grondvlak en de straal van de omgeschreven 

bol. Construeer bet netwerk van dit viervlak. 

41. Van een viervlak ABCD is bet grondvlak ABC in ware gedaante gege

ven. Construeer de uitslag als ook nog gegeven is dat in bet viervlak 

een rechte cirkelkegel beschreven kan worden met een halve topboek 

van 30°. 
53. Van een viervlak is gegeven: bet grondvlak in ware gedaante en de drie 

zwaartelijnen uit de hoekpunten van bet grondvlak in ware lengte. 

Construeer bet netwerk. 

114. Van een vierzijdige piramide AfcD is bet grondvlak in ware gedaante 

gegeven. Verder zijn gegeven: de boogte, de opstaande ribbe TD en de 

lijn die B verbindt met bet midden E van TD. Construeer bet netwerk 

van de piramide. 
155. Van bet viervlak ABCD zijn gegeven in ware grootte: bet grondvlak 

ABC, de boogte DD 1 en de beide zwaartelijnen AZ 1 en BZ2• 

Construeer bet netwerk van bet viervlak. 

191. In viervlak A~C kan een rechte cirkelkegel bescbreven worden; deze 

kegel geeft bij ontwikkeling een cirkelsector met een middelpuntshoek 

van 120°. Construeer van dit viervlak bet netwerk en de hoek tussen 

twee kruisende ribben, als bet grondvlak in ware gedaante gegeven is. 

198. Van bet viervlak A~C kruisen AC en BD elkaar loodrecbt, evenals AB 

en DC. Het grondvlak is in ware gedaante gegeven, de ribbe AD in 

lengte. Men vraagt bet netwerk te construeren en daarin de standboek 

tussen twee opstaande zijvlakken. 

230. Van viervlak ABCD is gegeven, dat AB en CD elkaar loodrecht kruisen. 

Construeer bet netwerk, als gegeven zijn: de ware gedaante van bet 

grondvlak ABC, de hoogte van bet viervlak en de afstand van AB en 

CD. 
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2.5 
Uit: Dr. P.M. van Hiele en Dr. D. van Hiele-Geldof, Werkboek der Stereo
metrie, 3de druk, Purmerend 1961. 

1. Gegeven is de regelmatige zeszijdige piramide T.ABCDEF, waarvan het 
grondvlak een ribbe heeft van 3 cm en waarvan de hoogte 5 cm is. 
a. Construeer het netwerk van deze piramide. 
b. Construeer de kortste weg over het oppervlak van het hoekpunt A 

naar het midden van TC. 
2. a. Teken het netwerk van een regelmatige vierzijdige piramide, waarvan 

de grondvlaksribbe 6 cm en de hoogte 4 cm is. 
b. Construeer de hoek die twee opstaande zijvlakken met elkaar maken. 

3. a. Construeer het netwerk van het driezijdige prisma ABC.A 1B 1C 1, 

waarvan AB = 3 cm, BC = 2Y2 cm, CA = 4 cm, AA 1 = 5 cm, 
LABB1 =120°, LCBB 1 =90°. 

b. Neem bovengenoemd netwerk over op tekenpapier, knip het uit en 
onderzoek of het klopt. 

4. Maak een uitslag van een afgeknot driezijdig prisma. 
5. Maak een uitslag van een parallellepipedum. 

2.6 
We zullen trachten de bedoeling van de vraagstukken in 2.4 en 2.5 toe te 
lichten aan de hand van vraagstuk 53 uit Stoelinga en Van Tol (2.4): 

Van een viervlak is gegeven: het grondvlak in ware gedaante en de 
drie zwaartelijnen uit de hoekpunten van het grondvlak in ware 
lengte. Construeer het netwerk. 

De leerling heeft als instrumenten tot zijn beschikking: een potlood, een 
liniaal, een passer en een driehoek. Hij mag de liniaal gebruiken om een lijn 
door twee punten te trekken. Het is echter verboden om met behulp van de 
liniaal afstanden over te brengen, dat moet met de passer gebeuren. De drie
hoek wordt alleen gebruikt om door verschuiven langs de liniaal evenwijdige 
lijnen te tekenen. 

A 

De gegevens zijn in een tekening als volgt weergegeven: 

c 

B 

A 

B 

c 
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Men moet zich hierbij realiseren dat er een uitgebreide notatie-conventie was: 

Een viervlak had altijd de hoekpunten A, B, C, D, met ABC als grondvlak en 

D als top. Notatie ABCD of suggestiever A~C- De zwaartepunten van de 

driehoeken BCD, ACD, ABD zijn bier aangegeven door resp. Zi, Z 2 , Z3. 

Behalve een aantal stellingen heeft de oplosser ook een behoorlijk ruimtelijk 

inzicht nodig. Orn het vraagstuk te kunnen oplossen, moet men namelijk eerst 

een analyse van het probleem maken. Hierbij deduceert men uit een 

ruimtelijke schets een mogelijke constructie: 

A 

D 

I 

I 
I 

I 

Z2 ', 

' ' ', z ,,. ':" .Z1 
Z3..,~ ". C 

/ '°":..O..~ 
./ .- ....... " 

/ . ,·., 
/ .-· , .. 

/ --·· , ... 
,,,.,,._ ---- ''· 

~--

B 

Zij Z het zwaartepunt van ABCD (het snijpunt van de zwaartelijnen). Omdat 

de lengten van AB, AZ 1 en BZ2 gegeven zijn, kan men de driehoek ABZ op 

ware grootte tekenen (immers IAZI =-Y-llAZ ii en jBZj = -!4jBZ2 j (stelling)). De 

verhouding -!4 brengt men door middel van de evenredigheidstransformatie 

over, 

B z 
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waarbij op de hulprechte (hier schuin naar boven getekend) door B vier gelijke 
stukken zijn afgepast (alternatief kan men in dit speciale geval natuurlijk ook 
het gewenste resultaat bereiken door BZ 2 tweemaal in twee helften te delen 
met de passerconstructie: 

B 

Daar de punten A, B, Z, Z 1 in een vlak liggen, kan men nu BZ 1 op ware 
grootte tekenen, door AZ 1 langs AZ af te passen en BZ 1 te trekken: 

A B 

Volkomen analoog, door uit te gaan van de driehoek A CZ, kan men CZ 1 op 
ware grootte construeren. 

/ 
I 

z, 
I 

l 
i 

I 
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(In deze tekening laten we meteen zien hoe verschillende constructies in een 

figuur uitgevoerd warden). 

Men heeft nu alle zijden van driehoek BCZ 1 op ware grootte en deze driehoek 

kan op ware grootte getekend warden. Daar deze driehoek in een vlak ligt 

met BCD, kan men hierin de ligging van D construeren door vanuit het 

midden M van BC een lijn te trekken door Z 1 en daarop MZ 1 vanuit M drie

maal af te passen. 

'· 

c 
Nu heeft men ook de beschikking over de ware grootte van BD en CD. 

Tenslotte kan de ware grootte van AD geconstrueerd warden door op te 

merken dat A, M, Z 1, D alle in een vlak liggen, terwijl men beschikt over de 

ware grootte van AZ 1, van MZ 1, van AM (immers de driehoek ABC is gege

ven) en van MD. Men construeert dus eerst de driehoek AMZ 1 en past 

vervolgens MD langs MZ 1 af. Het gevraagde netwerk kan nu geconstrueerd 

warden door de grootte van AD, BD, CD om te cirkelen van respectievelijk de 

hoekpunten A, B, C van driehoek ABC en de passende snijpunten van deze 

cirkels op te zoeken. 

2.7 
In het voorgaande hebben we uitgebreid laten zien hoe het netwerk van een 

veelvlak geconstrueerd kan warden met passer, liniaal en driehoek, uitgaand 

van gegeven eigenschappen. Interessanter zijn eigenlijk vraagstukken waarbij 

het niet louter om het netwerk gaat maar waarbij het netwerk een rol speelt. 

Als voorbeeld nemen we: 

Van een viervlak ABCD is het netwerk gegeven. Gevraagd wordt 

de straal van de omgeschreven bol (gaande door de vier 

hoekpunten) te construeren. 

Een eerste analyse van dit vraagstuk zou als volgt kunnen zijn: 
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D 

\ 
\ 
\ 
>A 

I ,/" \ ,,, 
H1f---\ M \ 

l \ \ 
I \ \ 

\ \ B 
I ' ,................_ 
I ~ '-......_ 

E l'-< \I ' 
~--J\/ ' 

,,,,..,,.. -- ' ~ ,__ ..... 

,..............- I I - ' 
L -- ' 

G· c 

Allereerst stellen we vast dat het middelpunt M van de omgeschreven bol het 
snijpunt is van de middelloodvlakken van AB, BD en AC. In de driehoeken 
ABD en ABC construeren we de middelloodlijnen van AB (noem E het midden 
van AB) en bepalen hun snijpunten F, G respectievelijk met AD en A C. 

Door in driehoek ACD te kijken, kunnen we de grootte van FG bepalen. 
Aangezien nu van EFG alle zijden bekend zijn, kan EFG in ware gedaante 
getekend warden. Door in de driehoeken ABD en ABC ook de middelloodlij
nen van BD en AC te construeren, vinden we als respectievelijke snijpunten 
met EF en EG de middelpunten H en I van de omgeschreven cirkels van ABD 
en ABC. Deze kunnen we overzetten in de ware gedaante van EFG. 

In EFG vinden we nu punt M als snijpunt van de loodlijnen op EF en EG 
met voetpunten respectievelijk H en I. Immers, deze loodlijnen zijn de snijlij
nen van de middelloodvlakken van BD en AC met het middelloodvlak EFG 
vanAB. 

De gevraagde straal van de omgeschreven bol is nu de grootte van de 
hypotenusa van een rechthoekige driehoek met rechthoekszijden IM en IC, 
want IM staat loodrecht op ABC. 

De uitvoering van de benodigde constructies laten we aan de lezer over. 
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2.8 
Andere vraagstukken waarbij een netwerk nuttige diensten kan verlenen zijn 

die, waarbij gevraagd wordt naar de ware doorsnede van een vlak met een 

veelvlak. Als voorbeeld moge dienen: 

Van een regelmatige vierzijdige piramide Alen zijn de opstaande 

ribben 8 cm en de ribben van het grondvlak 4 cm lang. Construeer 

de ware doorsnede van deze piramide met een vlak V dat 

TA, TB, TC snijdt in respectievelijk E, F, G zo dat TE= 5 cm 

TF=4 cm en TG=6 cm. 

Ook hierbij kan een analyse vooraf niet gemist worden. We laten een en antler 

aan de lezer over! 

2.9 
Als laatste elementaire toepassing van netwerken noemen we het bepalen van 

de kortste afstand, gemeten over het veelvlak, tussen twee punten van het 

veelvlak. Hierbij maakt men gebruik van het feit dat de kortste weg in een 

geschikte vorm van het netwerk verschijnt als een rechte lijn. Er doen zich 

hierbij verschillende problemen voor, zoals het nu volgende probeert te illustre

ren. 
Als het mogelijk is in een netwerk van een veelvlak tussen twee punten X en 

Y een aaneengesloten recht lijnstuk XY te tekenen zodat geen hoekpunt op XY 

ligt, dan representeert XY een relatief kortste weg tussen X en Y over het 

veelvlak. Immers kleine afwijkingen worden in het netwerk gerepresenteerd 

door afwijkingen van de rechte lijn die echter langer zijn. A priori kan men 

echter niet beweren dat XY een absoluut kortste weg is, want het is denkbaar 

dat in een andere configuratie van het netwerk een kortere weg mogelijk is die 

wordt voorgesteld door een recht lijnstuk. 

c D c D 

A D 
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Als het lijnstuk XY in het netwerk door een hoekpunt gaat, dan kan 
bovenstaande redenering niet warden toegepast, omdat kleine afwijkingen ons 
buiten het netwerk kunnen brengen. Als illustratie bekijken we in de hiema-

volgende figuur een netwerk van een kubus ~~~~. V oar de pun ten X en Y 

nemen we respectievelijk de middelpunten van ABFE en BCGF. 

G F 

Y. 

' G c ' ' B F G 

' ' " 
' .. x 

H D A E H 

H. E 

Tekenen we voor deze kubus echter een ander netwerk, waarin ABFE en 
BCGF aan elkaar grenzen volgens hun gemeenschappelijke ribbe BF, dan zien 
we dat er zich kleine afwijkingen (zo klein als men wil) van de boven
beschreven weg (die nu een knik in B vertoont) voordoen die korter zijn. 

c G 

,,· y , 
c B 

, 
F , , G G 

... 
' " " ... .... x 

H D A E H 

H E 
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2.10 
De redenering die hierboven opgezet is voor de kubus in het geval dat X en Y 

speciaal gekozen zijn, kan men veralgemenen tot: 

2.11 

Een relatief kortste weg over een veelvlak kan nooit lopen via een 

hoekpunt B waarvoor geldt dat de som van de binnenhoeken in B 

van de B bevattende veelboeken kleiner is dan 2'TT. 

Heeft men echter een situatie zoals in onderstaande (ruimtelijke) tekening, 

waarin twee afgeknotte regelmatige tetraeders samengevoegd zijn, 

c I 

A 

B H 

(DEF is geen veelboek van het veelvlak!) 

dan zijn de D bevattende veelboeken ABED, ACFD, DGIF en DEHG en de 

som van hun binnenhoeken in D is 4X 120° oftewel 87T/3. Voor een punt X 

op de diagonaal DI en een punt Yin ABED vormt het lijnstuk XD gevolgd 

door het lijnstuk DY een relatief kortste weg! De verificatie van deze bewering 

wordt aan de lezer overgelaten (netwerk!). 

2.12 
Orn een relatief kortste weg over een veelvlak als een rechte lijn in een netwerk 

te kunnen tekenen, moet men soms het netwerk 'periodiek' uitbreiden: 

Bepaalde veelhoeken kunnen dan vaker in de tekening voorkomen. Als illustra

tie bekijken we het probleem van de relatief kortste wegen tussen twee punten 

op een driezijdige piramide A~C met kleine tophoek. Een relatief kortste weg 

kan een veelboek vaker aandoen. Op de volgende bladzijde is een aantal rela

tief kortste wegen tussen twee vaste punten op A~C gerepresenteerd. Probeer 

ze in werkelijkheid voor te stellen! 
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B 

A 
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2.13 
In het meetkundenummer van Euclides (50ste jaargang, 1974/1975, no. 4/5) 

vinden we op blz. 166 de volgende opgave: 

Orn een doosje is een elastiekje gespannen als aangegeven in de 

figuur 

W at is de lengte van het gespannen elastiekje uitgedrukt in de 

lengten van de ribben? (Voor een uitwerking hiervan zie men ook 

Pythagoras, jaargang 15, no. 1 (oktober 1975)). 

3. OVER HET VERBAND TUSSEN VEELVLAKKEN EN NETWERKEN 

V anzelfsprekend heeft ieder veelvlak een netwerk. Een voor de hand liggende 

vraag is dan of ook het omgekeerde geldt: Heeft ieder netwerk een realisering 

als veelvlak? Anders gezegd: Is er bij ieder netwerk een veelvlak zodat dat 

netwerk een netwerk is van dat veelvlak? 

Op <lit ogenblik is deze vraag nog zinloos, omdat we het begrip netwerk niet 

los van een veelvlak gedefinieerd hebben. We proberen <lit nu te doen en wel 

op een zodanige manier dat zoveel mogelijk rekening wordt gehouden met de 

aan een netwerk te stellen voorwaarden in verband met definitie 1.1 

betreffende een veelvlak. 

DEFINITIE 3.1. Een eindige verzameling in het platte vlak getekende veelhoe

ken, elk convex en met drie of meer hoekpunten, heet een netwerk als tevens 

door middel van de benaming van de hoekpunten een identificatie gegeven is 

(gelijkgenaamde hoekpunten worden als dezelfde beschouwd) die voldoet aan 

de volgende eisen: 
(i) Hoekpunten van een veelhoek zijn altijd verschillend. 

(ii) Bij elke veelhoek V en elke ribbe AB van V is er precies een andere 

veelhoek W die ook een ribbe AB heeft. 

(iii) Twee verschillende veelhoeken hebben hoogstens twee dezelfde 

hoekpunten. Als ze twee dezelfde hoekpunten X en Y hebben, dan is XY 

in beide veelhoeken een ribbe en deze ribben hebben dezelfde /engte. 

(iv) Voor ieder hoekpunt A is de collectie van alle veelhoeken die een 

hoekpunt A hebben cyclisch te ordenen en wel zodanig dat elke twee 
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opeenvolgende veelhoeken nag een van A verschillend hoekpunt gemeen 
hebben. 

(v) Bij elk tweetal veelvlakken Ven W is een keten van veelvlakken 

V =Vil V 2, .•. ,Vm = W 

zodat elk tweetal opvolgende tenminste een hoekpunt gemeen hebben. 

Toelichting. We vertrouwen er op dat de lezer zelf het verband ziet tussen de 
eisen 1, 2, 3, 4 van definitie 1.1 en respectievelijk de eisen (iii), (ii), (iv), (v) van 
definitie 3.1. 

3.2 
Omdat we in 3.1 aan een netwerk eisen hebben gesteld die alle voorwaarden 
in 1.1 voor een veelvlak weerspiegelen, is het zinvol om opnieuw de vraag aan 
het begin van deze paragraaf te stellen: 

Is ieder netwerk realiseerbaar in een veelvlak? 

Het antwoord op deze vraag is ontkennend, hetgeen men inziet bij bij
voorbeeld het volgende netwerk, bestaande uit 4 driehoeken zodat ABC 
gelijkzijdig is en de overige driehoeken gelijkbenig zijn met tophoek D steeds 
150°. 

c 

A B 

D 

Analyseren we in dit voorbeeld de oorzaken van de niet-realiseerbaarheid, dan 
blijkt dat bovendien de volgende eisen aan het netwerk gesteld moet warden. 
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3.3 
Voor elk hoekpunt X moet gelden: 

a. Als VI>···, Vm de veelhoeken zijn die X als hoekpunt hebben en is <Pi de 

binnenhoek van Vi in X, clan is 

m 

<Pi~ :2: <P1 voor elke i = l, ... ,m 
j=I 
/'Fi 

b. Indien in a. het aantal m precies 3 is, clan geldt bovendien 

</>1 +<1>2 +</>3 ~360°. 

Toelichting. V oorwaarde a. kan opgevat worden als een driehoeksongelijkheid 

voor hoeken. Voorwaarde b. volgt onmiddellijk uit de overweging dat een 

drievlakshoek er altijd uitziet als de drievlakshoek bij de top van een tetraeder. 

Bij het in 2.11 aangegeven veelvlak ziet men dat voowaarde b. niet hoeft te 

gelden voor hoekpunten die gemeenschappelijk zijn aan meer dan drie veelhoeken 

(kijk in 2.11 naar de situatie bij hoekpunt F ). 

3.4 
Echter, ook wanneer een netwerk voldoet aan de eisen 3.3a en b, is nog niet 

gegarandeerd dat het realiseerbaar is als veelvlak. Als voorbeeld bekijke men 

het volgende netwerk, bestaande uit vier vierkanten en twee trapezia. Met enig 

ruimtelijk inzicht ziet men in dat de vier vierkanten reeds zorgen voor de 

onderlinge ligging van de hoekpunten zoals bij een kubus, zodat de trapezia 

niet meer aangehecht kunnen worden. Toch verifieert men eenvoudig dat het 

netwerk voldoet aan alle eisen van 3.1 en 3.3. 

E H 

H 

E 
A D 

B c 
F 

G 

F G 

Men vergelijke ook de bijdrage 'Tien jaar later' van G.R. Veldkamp. 
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3.5 
Alhoewel bovenstaand netwerk niet realiseerbaar is als veelvlak, is het met 
betrekkelijk weinig veranderingen wel om te vormen tot een realiseerbaar 
netwerk: men hoeft slechts twee extra 'vouwlijnen' aan te brengen om dit te 
verwezenlijken. Hiervoor kunnen bijvoorbeeld AH en BG gekozen worden. 
Dan ontstaat een netwerk bestaande uit twee vierkanten, twee trapezia en vier 
driehoeken. 
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E 

F 

F G 

3.6 
In 3.4 en 3.5 hebben we kennis gemaakt met het fenomeen dat een netwerk 

door het aanbrengen van een verfijning t.a.v. zijn veelhoeken realiseerbaar kan 

warden. Duidelijk zal zijn dat verfijning nooit het omgekeerde resultaat kan 

hebben. Het is de schrijver niet bekend of verfijning altijd leidt tot reali

seerbaarheid. Wel is uit de combinatorische topologie bet volgende resultaat 

bekend. 

STELLING 3.7. Een netwerk (zie def. 3.1) waarvan de veelhoeken uitsluitend 

driehoeken zijn, is pseudo-realiseerbaar in ~5 . 

Hiermee bedoelen we dat er in ~ 5 een veelvlak bestaat (lees in definitie 1.2 ~ 5 

i.p.v. ~ 3 ) waarvan alle veelhoeken vlakke driehoeken zijn die precies zo aan 

elkaar zitten als het gegeven netwerk aangeeft. De driehoeken van <lit veelvlak 

hoeven echter niet dezelfde vorm of grootte te hebben als die van het netwerk. 

Voor het bewijs en voor meer details verwijzen we naar § 1.9 (Abstract simpli

cial complexes) van [Hilton & Wylie]. 

3.8 
Kunnen we in het algemeen de vraag naar de existentie van een veelvlak bij 

een gegeven netwerk niet positief beantwoorden, toch is er nog een belangrijk 

ander probleem dat om antwoord vraagt, namelijk: 

Stel dat een netwerk realiseerbaar is als veelvlak, is dit veelvlak dan uniek 

bepaald? 

Dat <lit niet het geval hoeft te zijn, zien we bijvoorbeeld bij de volgende 

zesvlakken met identieke netwerken: 
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Hetzelfde fenomeen kan men aan een regelmatig 20-vlak (icosaeder) 
demonstreren. Daar kan men vijf driehoeken die in een punt samenkomen 
'naar binnen flippen' zonder het netwerk te veranderen. Voor interessantere 
'flip-flop veelvlakken' zie men Pythagoras, jaargang 20, no. 1 ( 1980), artikel 
van F. van der Blij. 

Wel bestaat ten aanzien van deze probleemstelling een resultaat van Cauchy. 

STELLING 3.9. Een netwerk behoort bij ten hoogste een convex veelvlak. 

Hierbij verstaan we onder een convex veelvlak een veelvlak dat rand is van een 
convexe deelverzameling van IR 3 . Het bewijs van deze stelling is te Jang om 
hier weer te geven, maar op belangrijke elementen ervan zullen we nag terug 
komen. 

Fouten in Cauchy's bewijs (1813) zijn opgespoord en verbeterd door Hada
mard en Steinitz. We merken hier wel op dat bij een convex veelvlak eis 3.3b 
in sterke vorm geldt, omdat de situatie bij een hoekpunt waarin m veelhoeken 
samenkomen er dan moet uitzien zoals bij de top van een m-zijdige piramide, 
dus: 

3.10 
Voor een convex veelvlak geldt in ieder hoekpunt X 

m 

a. c/>;~ ~ <PJ voor elke i = 1, .. .,m 
j=I 
J=Fi 

m 

b. ~ c/>1~360° 
j=I 

Hierbij is, evenals in 3.3, m het aantal veelhoeken dat bij X samenkomt en cp1 
is de binnenhoek van veelhoek V1 in hoekpunt X. 
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3.11 
In feite hebben we zojuist gezien dat men door het geven van het netwerk van 

een convex veelvlak precies datzelfde veelvlak kan reconstrueren en geen ander 

(behalve dan misschien niet-convexe). 

Wanneer men echter uitgaat van een niet-convex veelvlak, dan kunnen er 

gekke dingen gebeuren. Zo is het bijvoorbeeld bekend dat er beweeglijke 

veelvlakken zijn. We bedoelen hiermee dat de samenstellende veelhoeken niet 

van vorm veranderen, dat ook de manier waarop de veelhoeken aan elkaar 

zitten niet verandert en dat ondanks dat het veelvlak als geheel enigermate 

beweeglijk is. 
Al lang bekend zijn beweeglijke octaeders met zelfdoorsnijding (Bricard, 

1897). In de zin van definitie 1.1 zijn dit echter geen veelvlakken, maar in 1977 

vond Connelly echte veelvlakken die beweeglijk zijn. Het bewijs van Connelly's 

vondst is te lang om hier op te nemen. Wie er meer van wil weten leze vooral 

zijn bijdrage in [Klarner]. Wel willen we benadrukken dat er dus blijkbaar 

netwerken zijn waarbij oneindig veel verschillende (niet-convexe) veelvlakken 

als realisering bestaan. 

3.12 
Als afsluiting van deze paragraaf geven we een beschrijving van een zichzelf 

doorsnijdend octaeder a la Bricard. Het netwerk van <lit veelvlak ziet er als 

volgt uit 

B A 

B A 
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Hierin zijn alle driehoeken gelijkbenig, met een en dezelfde lengte voor elk 
paar gelijke ribben. Bovendien is 

IACl=IDBI en ICBl=IADI en IACl>IBCI 
Bij de realisering leggen we allereerst de punten A, B, C, D in een vlak V van 
de ruimte volgens de volgende figuur, waarbij het essentieel is dat AC en BD 
elkaar snijden. 

D 

c 

B 

Het middelloodvlak W van AB is clan tevens middelloodvlak van DC. Laten 
we nu de gelijkbenige driehoek ADE om AD wentelen tot E in W valt, clan is 
in die positie IEA I= IED I= IECI =IEE I· Vervolgens kiezen we voor F het spie
gelbeeld van E t.o.v. het vlak V. Deze constructie 'realiseert' het netwerk als 
veelvlak met zelfdoorsnijding. Omdat deze constructie mogelijk is voor 
variabele afstand tussen A en B, is het 'veelvlak' beweeglijk! 

Orn een inzicht te krijgen in de ruimtelijke situatie kan men van het zichzelf 
doorsnijdend veelvlak een geraamte maken, uitsluitend bestaande uit de 
ribben. Men krijgt zo een stelsel van stangen die aan hun uiteinden draaibaar 
aan elkaar bevestigd zijn. Hiermee kan clan de beweeglijkheid gedemonstreerd 
worden, mits de stangen elkaar niet snijden. 

Helaas is het bij het bovenstaande veelvlak zo dat de stangen AC en BD 
elkaar wel snijden, maar in de praktijk kan men dit verdoezelen door bij
voorbeeld AC een weinig gekromd te maken. 

Op de volgende bladzijde is een tekening opgenomen van een stangenstelsel 
voor dit veelvlak. 
V oor het geval dat 

IACl=IBDI= 20 
IEA I= IEBI = IECI = IEDI = 

IADI = IBCI = 10 
IFAl=IFBl=IFCl=IFDI= 15 

kan men als een van de mogelijke posities in IR 3 bijvoorbeeld nemen 

A 
B 
c 

(0, 0, 0) D 
(12,-6, 0) E 
(20, 0, 0) F 

(0, 10, 0) 
(10, 5, 10) 

(10, 5,-10) 



Vee/vlakken 139 

Stangenstelsels vormen een interessant studie-object. Behalve in wiskunde en 

kunst spelen starre (onbeweeglijke) stangenstelsels ook een rol in de archi

tectuur van bijvoorbeeld koepels en bruggen (als stalen geraamten). De 

gemteresseerde lezer verwijzen we naar [Kenner, Geodesic Math and how to 

use it] en [Pugh, Introduction to tensegrity]. 

E 

·A 
c 

F 
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4. DE FORMULE VAN EULER 

In 1750 schrijft Leonhard Euler in een brief aan Goldbach een aantal 
opmerkingen over convexe veelvlakken (zie de tekst bij stelling 3.9). Onder 
andere vestigt hij de aandacht op het experimentele feit dat steeds 

h - r+v = 2, 

waarin h het aantal hoekpunten, r het aantal ribben en v het aantal veelhoeken 
van het veelvlak zijn. Hij uit zijn verwondering erover dat zo'n simpele 
betrekking niet reeds veel eerder gevonden is. 

Ben verklaring voor het niet eerder bekend zijn van deze formule, die 
sindsdien de formule van Euler heet, is misschien het feit dat men v66r Euler's 
tijd weinig combinatorisch dacht. De aandacht was veel sterker op de 
.meetkunde gericht. 

In 1812 maakt Lhuilier een systematische studie over uitzonderingen op 
Euler's regel. Zo blijkt bijvoorbeeld voor een kubus waaruit door en door een 
balkvormige tunnel uitgesneden is, te gelden 

h - r+v = 0 

(Bij 2.2 vindt men een netwerk van deze figuur, het oppervlak is homeomorf 
met dat van een torus). 

Pas sinds Mobius en Listing (1858) ging men het bestaan van eenzijdige 
oppervlakken (zoals de Mobius-band) onderkennen. 

4.1 
Uit de algebraische topologie weten we tegenwoordig dat voor celcomplexen 
geldt (zie b.v. [Spanier]) 

}:(- lYa; = x, 



Veelvlakken 
141 

waarin a; het aantal i-dimensionale cellen van het complex is. Het rechterlid x, 
de uitkomst van de telling in het linkerlid, heet de Euler-karakteristiek van het 

celcomplex en is alleen afhankelijk van het homotopie-type van het 

celcomplex. 

4.2 
Op de in 4.1 gebruikte terminologie gaan we hier niet in, maar vermelden 

slechts dat een veelvlak gezien kan worden als een celcomplex waarin de 

hoekpunten 0-dimensionale cellen, de ribben 1-dimensionale cellen en de 

veelhoeken 2-dimensionale cellen zijn. Bovendien ZIJn homeomorfe 

veelvlakken a fortiori van hetzelfde homotopie-type. 

Uit de formule in 4.1 volgt dan voor veelvlakken: 

h - r+v = x 
Omdat alle convexe veelvlakken onderling homeomorf zijn (bijvoorbeeld via 

radiele projectie vanuit een inwendig punt), moet x voor a/le convexe 

veelvlakken hetzelfde getal zijn. Daar een tetraeder (h = 4, r = 6, v = 4) een 

convex veelvlak is, met x = 2, volgt dan uit 4.1: 

Voor a/le convexe veelvlakken is x = 2. 

4.3 
De Euler-karakteristiek is een voorbeeld van een invariant: Homeomorfe 

veelvlakken hebben dezelfde X· Twee veelvlakken met verschillende x kunnen 

niet met elkaar homeomorf zijn. Men kan echter niet concluderen dat twee 

veelvlakken met dezelfde x ook homeomorf zijn. We komen hierop terug in de 

appendix. Nu geven we slechts enkele voorbeelden. Daartoe kiezen we drie 

netwerken in de zin van definitie 3.1. Geen van drieen zijn ze realiseerbaar in 

IR 3 , maar omdat hun veelhoeken uitsluitend driehoeken zijn, zijn ze volgens 

stelling 3.7 wel pseudorealiseerbaar in !R 5 . 

1. Voor de pseudorealisering van <lit netwerk geldt 

x = 9 - 27 + 18 = 0 

Wanneer men eerst linker- en rechterzijde aan elkaar hecht, ontstaat een 

'koker', waarvan men de uiteinden nog naar elkaar toe moet 'buigen'. Het 

veelvlak is dus homeomorf met een torus-oppervlak. 

A B C 

A B c A 



142 P. W.H. Lemmens 

2. Hiervoor geldt eveneens x=O, omdat alle aantallen hetzelfde zijn als in 
voorbeeld 1. Omdat men bij het aan elkaar hechten van linker- en 
rechterzijde ziet dat het oppervlak eenzijdig is, zoals bij een Mobius-band, 
kan er geen homeomorfisme bestaan met het torus-oppervlak. Het 
oppervlak staat bekend als de 'Kleinse fles'. 

B C 
A ..----..,.,----r---~ A 

A B c A 

3. Hier hebben we een hoekpunt meer als in de vorige gevallen, dus x= 1. 
Dank zij <lit gegeven kan men nu snel concluderen dat er geen 
homeomorfisme kan zijn met een van beide vorige oppervlakken. Ook <lit 
oppervlak is eenzijdig en staat model voor het projectieve vlak: Diametraal 
gelegen punten op de rand van de schijf zijn geldentificeerd. 

c B 

A B c F 

Voor meer informatie over bovengenoemde en andere oppervlakken verwijzen 
we naar [Griffiths]. 

4.4 
In 4.1 noemden we een resultaat uit de algebra1sche topologie, dat veel algeme
ner is maar waaruit de formule van Euler voor convexe veelvlakken 
onmiddellijk volgt. Er zijn echter veel meer of minder elementaire bewijzen van 
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Euler's formule h - r + v = 2 voor convexe veelvlakken. Ook zijn er veel 

onvolledige en foutieve 'bewijzen' geleverd. In verband hiermee is het zeer 

aanbevelenswaardig het boekje van Lakatos te lezen. Als illustratie van een 

foutief bewijs (er wordt geen convexiteit verondersteld) laten we nu een verta

ling volgen van het 'bewijs' dat we vonden in een Duits boek [Chr. Renner, 

Stereometrie, Miinchen 1948] voor de rniddelbare school. 

Vrij vertaald uit: Chr. Renner, Stereometrie, Miinchen 1948. 

STELLING. Het aantal hoekpunten (h) en vlakken (v) van een veelvlak is 2 gro

ter dan het aantal ribben (r). 

BEWIJS. We nemen van een veelvlak het ene zijvlak na het andere weg tot er 

uiteindelijk nog maar een zijvlak overblijft en we kijken hoe de uitdrukking 

h + v - r verandert. 
Door het wegnemen van het eerste vlak ontstaat een open veelvlak met een 

vrije rand, dat nog evenveel hoekpunten en ribben heeft als het gesloten 

veelvlak, maar een vlak minder. Door het wegnemen van het eerste vlak 

verrnindert het getal h + v - r dus met 1. 

Dit getal verandert niet meer wanneer we achtereenvolgens de vlakken 

wegnemen die grenzen aan de vrije rand, want bij het wegnemen van een vlak 

dat n op elkaar volgende ribben van de vrije rand bevat, verliezen we n ribben, 

n - I hoekpunten en 1 vlak. Dit gaat zo door tot we tenslotte nog een vlak 

over hebben. Maar een vlak heeft evenveel hoekpunten als ribben, dus 

daarvoor is h +v -r=v +(h -r)=v=l. 

Oorspronkelijk hadden we dus: h + v - r = 2. 

We laten aan de lezer over na te gaan waar in <lit 'bewijs' de fout zit. Men 

controlere een en ander bijvoorbeeld aan het eerste netwerk in 2.2. 

4.5 
We sluiten deze paragraaf af met een correct en elegant bewijs dat afkomstig is 

van Legendre (1809). Dit bewijs maakt gebruik van de stelling uit de boldrie

hoeksmeetkunde, die men zeer elementair bewijst met behulp van doorsneden 

en verenigingen van boldelen (zie b.v. [Molenbroek]): 

Een boldriehoek met hoeken a,/3, y, beschreven op de eenheidsbol, 

heeft oppervlakte a+ f3 + y-7T. 

Eerst stelt men vast dat het geen beperking is de Euler-formule te bewijzen 

voor veelvlakken waarvan alle veelhoeken driehoeken zijn: Immers door het 

aanbrengen van een diagonaal in een veelhoek nemen zowel het aantal ribben 

als het aantal veelhoeken elk met I toe, terwijl het aantal hoekpunten niet 

verandert. 
Omdat het veelvlak convex wordt verondersteld, kunnen we het vanuit een 

inwendig punt radieel projecteren op de eenheidsbol om dat punt. Hierbij 



144 P. W.H. Lemmens 

gaan de driehoeken van het veelvlak over in boldriehoeken en er geldt: 

4'1T = 2:(a; + ,8; +y; -'IT) 

waarbij gesommeerd wordt over de nummers i van de driehoeken en a;, ,8;, Y; 
de hoeken zijn van de bij de i-de driehoek behorende boldriehoek. Nu is 

2:'1T=V-'1T en 2:(a; + ,8; +y;) = h·2'1T 
i 

omdat de som van alle hoeken in elk hoekpunt op de bol 2'1T is. Na deling door 
'IT wordt het resultaat 

2h-v=4. 

Bedenken we nu dat 3v =2r (elke driehoek heeft 3 ribben, maar elke ribbe 
wordt dubbel geteld), dan is <lit resultaat gelijkwaardig met de Euler-formule 

h-r+v = 2. 

OPMERKING. In feite is in bovenstaand bewijs de convex1te1t niet ten volle 
gebruikt. Voldoende is de existentie van een punt van waaruit het veelvlak 
een-eenduidig door radiele projectie wordt afgebeeld op het oppervlak van een 
bol met dat punt als middelpunt. 

5. ENIGE TOEPASSINGEN VAN EULER'S FORMULE 
De zo onschuldig lijkende formule van Euler 

h-r+v=x 

heeft verregaande consequenties voor de existentie van veelvlakken met 
speciale eigenschappen. In deze paragraaf zullen we enkele gevolgen bespreken. 

5.1 
Na enig beraad is het duidelijk dat een veelvlak tenminste 4 hoekpunten moet 
hebben en dat het enige veelvlak met 4 hoekpunten een tetraeder is. Hieruit 
volgt dat een torusvormig veelvlak noodzakelijkerwijs meer dan 4 hoekpunten 
moet hebben. Het eerste netwerk in 2.2 is dat van een torusvormig veelvlak 
met 16 hoekpunten en in 4.3.l zien we een netwerk waarvan de pseudo
realisering 9 hoekpunten heeft en ook torusvormig is. De vraag naar het 
kleinste aantal hoekpunten ligt voor de hand. We zullen een formule afleiden 
die een ondergrens geeft voor het aantal hoekpunten van een veelvlak met 
Eulerkarakteristiek X· Hiertoe is enige slimheid nodig. 

Eerst stellen we, net als in 4.5, vast dat we er zonder beperking van de alge
meenheid vanuit mogen gaan dat alle veelhoeken in feite driehoeken zijn, zodat 
3v =2r. Vervolgens maken we de triviale opmerking dat het aantal ribben nooit 

groter kan zijn dan h <\- 1) , het aantal dat we zouden hebben als elk tweetal 

hoekpunten middels een ribbe met elkaar verbonden zijn. Dus mogen we 
stellen 
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. h(h-1) 
3v = 2r en r,,;;; · 

2 

Substitutie in de Euler-formule levert op 

x = h-r+v=h-J_r~ h(7-h) · 
3 6 

Aangezien de uitdrukking in het rechterlid monotoon dalend is voor h ~4 (het 

maximum zit bij h = 7 /2), kunnen we met behulp van de wortelformule voor 

vierkantsvergelijkingen besluiten tot 

h~ 7+ V49-24x 
~ 2 

(5.2) 

OPMERKING. Feitelijk zouden we voor de geldigheid van 5.2 moeten eisen dat 

x,,;;;2. In de appendix zullen we zien dater geen veelvlakken zijn met x>2. 

5.3 
We geven enkele toepassingen van formule 5.2. 

Voor een veelvlak dat homeomorf is met een boloppervlak geldt x=2 en 5.2 

laat hiervoor zien dat h ~4 moet zijn. Inderdaad voldoet een tetraeder. 

Voor een veelvlak dat homeomorf is met het oppervlak van een torus is 

x=O en 5.2 impliceert dat h~7. Een probleem apart is nu de existentie van 

een dergelijk veelvlak met inderdaad 7 hoekpunten. Enig proberen leidt tot het 

volgende netwerk (in de zin van 3.1), waarmee met behulp van stelling 3.7 de 

existentie van zo'n veelvlak in !R 5 gegarandeerd is. Verrassend is dat het zelfs 

in !R 3 kan! Zie [Stewart]. 
A B c A 

D 
D 

E 
E 

A 
A 

B c 
5.4 

I d 5 3 b Id bl. "kt ] 7 + v' 49 - 24X [ n1"et slechts een 
n e m . gegeven voor ee en lJ 2 

ondergrens maar tevens het minimum aantal hoekpunten te zijn, de ondergrens 

wordt aangenomen. (Notatie: ]x [ is het kleinste gehele getal ~x.) Of <lit in 

het algemeen voor ingewikkelder oppervlakken ook het geval is, is mij niet 

bekend. V oor het oppervlak van een krakeling 
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is x= -2 en dan levert 5.2: h;:;.9. Voor het oppervlak van een drievoudige 
krakeling 

geeft 5.2 met x= -4 als benedengrens h ;:;.10. Het lijkt onwaarscbijnlijk dat 
<lit haalbaar is. We gaan bier niet verder op in, maar stappen over naar een 
beroemd en berucht probleem dat de mathematische wereld meer dan een 
eeuw heeft gei:rriteerd en waarin het rechterlid van 5.2 ook een belangrijke rol 
speelt. 

5.5 
In de terminologie van veelvlakken gesteld, luidde de vraag van De Morgan in 
1852 aan Hamilton: 

Is het juist dat 4 kleuren voldoende zijn om de veelhoeken van elk convex veelvlak 
te kleuren op zo'n manier dat aangrenzende (een ribbe gemeen hebbende) veelhoe
ken verschillend gekleurd zijn? 

Naar later bleek, was Francis Guthrie de aanstichter van deze probleem
stelling, die sindsdien bekend gestaan heeft als het vierkleurenprobleem. In 
1879 meende Kempe een bevestigend bewijs gevonden te hebben, maar in 1890 
toonde Heawood aan dat Kempe's bewijs een fout bevatte. Pas in 1976 lukte 
het Kenneth Appel en Wolfgang Haken om het bewijs 'rond' te krijgen met 
ingewikkelde technieken en zeer intensief gebruik van de computer! 

5.6 
Reeds in zijn artikel van 1890 generaliseerde Heawood het kleurenprobleem tot 
de vraagstelling: Hoeveel kleuren zijn benodigd om een veelvlak met Euler-ka
rakteristiek x te kleuren? Tegelijk gaf hij de volgende bovengrens aan: 

STELLING 5.7. Orn een veelvlak met Euler-karakteristiek x<2 te kleuren zijn 
1+v49-24x . hoogstens 2 kleuren nod1g. 

Twee dingen zijn bierin opmerkenswaard: 
I. De bovengrens voor het aantal kleuren in 5.7 is gelijk aan de ondergrens 

voor het aantal hoekpunten in 5.2. De redenering bij het aantal kleuren is 
echter geheel anders. We gaan bier niet op in. Details kan men bij
voorbeeld vinden in [Ringel] en in [Biggs, Lloyd, Wilson]. 

2. Het vierkleurenprobleem stelt eigenlijk de vraag of deze bovengrens ook 
voor x=2 geldig is! 
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5.8 
Men kan het kleurenprobleem generaliseren door toe te staan dat groepen via 

ribben aan elkaar vastzittende veelhoeken verenigd worden tot 'landen', 

waarna de vraag is of elke 'landkaart' op een veelvlak van karakteristiek x 
1+v49-24x 

gekleurd kan worden met ten hoogste 2 kleuren zodat 

aangrenzende (een ribbe gemeen hebbende) landen verschillend gekleurd zijn. 

Het antwoord is niet alleen bevestigend, maar bovendien is in de loop van de 

tijd bewezen dat <lit aantal kleuren ook werkelijk nodig kan zijn. 

lets preciezer gezegd: Orn van een gegeven veelvlak alle mogelijke 

landkaarten te kleuren, zijn misschien minder kleuren nodig, maar er bestaat 

altijd een veelvlak van dezelfde karakteristiek en een landkaart daarop die niet 

met minder kleuren gekleurd kan worden. Op een uitzondering na kan men 

zelfs altijd een dergelijk veelvlak vinden dat homeomorf is met het gegeven 

veelvlak. Voor de nieuwsgierige lezer vermelden we nog dat deze 

uitzonderingspositie wordt ingenomen door de Kleinse fies ( 4.3.2). Voor ieder 

veelvlak dat homeomorf is met de Kleinse fies, en iedere landkaart daarop, zijn 

6 kleuren voldoende. Daar x=O, levert de bovengrens van 5.7 hiervoor echter 

7. Wel is er een torusvormig (ook x=O) veelvlak met daarop een landkaart 

waarvoor 7 kleuren nodig zijn! We geven nu een aantal voorbeelden. 

5.9 
1. We gaan uit van het netwerk in 4.3.1, waarvan de pseudorealisering een 

torus is. Voor het kleuren van de veelhoeken (driehoeken) zijn slechts drie 

kleuren nodig, zoals uit de figuur blijkt. 

A B c A 

D D 

E E 

A B c A 

2. Hier hebben we in wezen hetzelfde veelvlak als in I, maar in elke driehoek 

nu twee driehoekjes. Groepen van driehoekjes zijn samengevoegd tot 
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landen (de grenzen zijn dik getekend), driehoekjes met hetzelfde nummer 
behoren tot hetzelfde land. Omdat we nu 7 landen hebben waarvan (zoals 
men gemakkelijk nagaat ) elk tweetal aan elkaar grenst, zijn er voor het 
kleuren van deze landen 7 kleuren nodig, het maximale aantal op een 
torus. 

A B c A 

D 

E 

A B c 

3. De figuur lijkt sterk op de figuur in 2. Aan de rechterzijkant zijn echter de 
letters D en E verwisseld. Daardoor ontstaat een verfijning van 4.3.2, de 
Kleinse fles. Uiteraard wordt nu ook de landenindeling anders! We zien 
dat land 2 niet grenst aan 4, zodat deze landen dezelfde kleur mogen 
hebben en 6 kleuren voldoende zijn! 

A B C A 

D 

E 

B 
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4. Als interessant experiment kan de lezer zelf van een strook papier een 

Mobius-band vouwen. Weliswaar is dit geen gesloten veelvlak, maar er 

kan een landkaart op getekend worden waarvoor 6 kleuren nodig zijn! 

5.10 
W eer een ander onderwerp waarin de formule van Euler een grate rol speelt, is 

de vraag naar veelvlakken die een zekere regelmatige structuur hebben. Zo kan 

men zich afvragen wat er te zeggen valt over veelvlakken waarbij in elk 

hoekpunt evenveel ribben samenkomen. Laten we zo'n veelvlak 'hoekpunt

regelmatig' noemen. Stel dat we een veelvlak hebben van karakteristiek x en 

dat in ieder hoekpunt a ribben samenkomen. Stellen we verder dat het veelvlak 

bestaat uit p 3 driehoeken, p 4 vierhoeken, p 5 vijfhoeken etc., dan levert een 

eenvoudige telprocedure de volgende identiteiten op: 

ah = 2r, °2,ip; = 2r, °2,p; = v 

(de factor 2 ontstaat omdat elke ribbe dubbel geteld wordt). Elimineren we 

met bovenstaande identiteiten de grootheden h, r en v uit de Euler-formule, 

dan ontstaat de relatie 

°2,([2a-(a -2)i]p;) = 2ax (5.11) 

waarbij de sommatie in het linkerlid loopt vanaf i = 3 en uiteraard een eindige 

som is (vanaf zekere i zijn immers alle p; gelijk aan 0). 

5.12 
Voor het geval x=2 geven we nu een lijst van nadere uitwerkingen van 

formule 5.11 voor verschillende waarden van a (uiteraard a ;;::.3): 

a = 3: 3p3 +2p4 +ps = 12+p7 +2ps + · · · 

a = 4: 2p 3 = 16+2ps +4p6 +6p7 + · · · 

a = 5: p 3 = 20 + 2p 4 + 5p s + 8p 6 + 

a = 6: 0 = 24+4p 4 + · · · 

In deze lijst is 5.11 zo uitgewerkt dat links en rechts van het gelijkteken slechts 

termen staan die ;;::.o zijn. 

5.13 
Uit 5.12 volgt dat voor een hoekpunt-regelmatig veelvlak met x=2 geldt: 

1) a:s;;5 

2) als onder de veelhoeken geen driehoeken voorkomen (p 3 = 0), dan moet 

a =3 zijn. 
3) het is onmogelijk dat onder de veelhoeken geen driehoeken, noch vierhoe

ken, noch vijfhoeken voorkomen (p 3 = p 4 = p 5 = 0). 

4) als naast hoekpunt-regelmatigheid bovendien geeist wordt dat alle 

veelhoeken van dezelfde soort zijn (uitsluitend n-hoeken, dus p; = 0 als 

i=fan), dan zijn er slechts de volgende mogelijkheden: 
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a n Pn 
3 3 4 tetraeder 
3 4 6 kubus 
3 5 12 dodecaeder 
4 3 8 octaeder 
5 3 20 icosaeder 

Achter elke mogelijkheid in 4) is de naam vermeld van het regelmatig convexe 
veelvlak dat er aan voldoet. Bedenk echter dat regelmatigheid noch convexiteit 
voorondersteld zijn. Er zijn dan ook nog andere veelvlakken die aan de 
aantallen in 4) voldoen. Wel volgt uit deze /outer combinatorische beschouwing 
dat er slechts vijf regelmatige convexe veelvlakken zijn. Ze komen reeds voor in 
Boek XIII van de Elementen van Euclides onder de naam Platonische licha
men. W aarschijnlijk moeten we ze echter toeschrijven aan Theaetetus 
(octaeder, icosaeder) en aan de Pythagoreers (kubus, tetraeder, dodecaeder). 
Enige jaartallen in dit verband: Pythagoras 500 v. Chr., Plato en Theaetetus 
400 v. Chr., Euclides 300 v. Chr. 

5.14 
In 5.13 hebben we de formules van 5.12 gebruikt om aan te tonen dat er 
slechts vijf regelmatige convexe veelvlakken kunnen zijn. De formules zijn ook 
bruikbaar bij het onderzoek naar de mogelijkheden voor semi-regelmatige 
veelvlakken, waarbij men veelvlakken poogt op te sporen die slechts twee of 
drie soorten veelhoeken hebben, waarvan er in elk hoekpunt evenveel (a) 
samenkomen. Ook hiervan waren aan de Grieken reeds een aantal bekend. 
Pappus (300 n. Chr.) vermeldt in dit verband de onderzoekingen van Archime
des (250 v. Chr.). We geven enkele voorbeelden (steeds x=2): 

a =3 p 3 =4 p 6 =4 

a =3 p 3 =8 p 4 =6 

a =3 p 4 =12 p 6 =8 p 8 =6 

a =3 p 5=12 p 6 =20 

a =3 p 4 =30 p 6 =20 p 10 =12 

a =5 p3=80 p5=12 

Tegenwoordig zijn een aantal existentiestellingen bekend voor veelvlakken met 
van iedere soort veelhoeken een voorgeschreven aantal zodat aan de formules 
voldaan is (zie [Griinbaum]). 

Een aantal mogelijkheden zien we meetkundig 'ontstaan' door het afvijlen 
van hoekpunten van andere veelvlakken. Zo krijgen we op deze manier uit de 
kubus een voorbeeld van a = 3, p 3 = 8, p 8 = 6 en uit het afvijlen van een 
regelmatig 20-vlak ontstaat a =3,p5=12,p6 =20. 
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Vijlen we bij de kubus door tot op het midden van de ribben, dan ontstaat een 

veelvlak met a =4,p 3 =8,p 4 =6. 

5.15 
In 5.10 tot en met 5.14 kan men de rollen van hoekpunten en veelhoeken 

verwisselen. We laten de precieze redenering in 5.10 voor <lit geval aan de lezer 

over. De verkregen formules blijven onveranderd, maar doen dan uitspraken 

over veelvlakken waarbij a/le veelhoeken a-hoeken zijn en p; het aantal 

hoekpunten is waarin i ribben samenkomen. Deze dualiteit in veelvlakken ziet 

men meetkundig ontstaan door bij een veelvlak het ingeschreven veelvlak te 

bekijken, dat de 'middens' van de veelhoeken als hoekpunten heeft. Op deze 

manier zijn bijvoorbeeld icosaeder en dodecaeder met elkaar verbonden en 

evenzo kubus en octaeder; het tetraeder is zelfduaal. Een fraaie illustratie van 

de hier beschreven eigenschappen vindt men terug in de architectuur van koe

pelconstructies, zoals bijvoorbeeld bij de door Buckminster Fuller ontworpen 

'bol van Montreal'. Voor meer details hierover verwijzen we naar [Mulder], 

[Kenner] en [Pugh] (tensegrity). 

5.16 
Tot slot van deze paragraaf benadrukken we nogmaals dat we in 5.10 t/m 5.15 

alleen veelvlakken met x=2 bekeken hebben. We nodigen de lezer uit om zelf 

andere gevallen te bestuderen. Daarbij bevelen we met name aan om <lit te 

doen voor x=O en speciaal te onderzoeken welke torusvormige veelvlakken 

mogelijk zijn! 
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Zoals men de rechte lijn kan opwinden om een cirkel, zo kan men ook het 
platte vlak middels een dubbelperiodieke afbeelding afbeelden op een toru
soppervlak. 

·- - - - - ~ (x,y) 
y 

x 

Hierdoor ontstaat een verband tussen torusvormige veelvlakken en periodieke 
geometrische vlakvullingen, het nader onderzoeken meer dan waard. Voor 
regelmatige, halfregelmatige, periodieke, a-periodieke vlakvullingen en soortge
lijke problemen in de ruimte, verwijzen we graag naar de bijdragen van 
Griinbaum, Shephard, Coxeter, Bouwkamp e.a. in [Klarner]. 
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APPENDIX 

6. OVER DE TOPOLOGISCHE AARD VAN VEELVLAKKEN 

In § 3 hebben we helaas moeten constateren dat in het algemeen bij een 

netwerk geen veelvlak hoort. Er is echter een lichtpuntje: volgens stelling 3.7 is 

ieder driehoeksnetwerk pseudorealiseerbaar. Omdat de enige concessie die we 

hiervoor moeten doen daaruit bestaat dat de driehoeken een andere vorm 

kunnen hebben, is het gemakkelijk in te zien dat alle quasi-realiseringen van 

een netwerk onderling homeomorf zijn. In deze paragraaf zullen we zien dat de 

homeomorfieklassen van veelvlakken op een fraaie manier te classificeren zijn 

en dat op een 'algebra1sche' manier de klasse van een veelvlak bepaald kan 

worden uit het netwerk. 

6.1 
Orn te beginnen poneren we zonder bewijs dat in ieder driehoeksnetwerk de 

driehoeken zodanig vervormd kunnen worden dat het netwerk de gedaante 

krijgt van een veelhoek, opgebouwd uit driehoeken. 

VOORBEELD: een netwerk van een kubus, verfijnd tot driehoeksnetwerk, is bij

voorbeeld: 

en dit kan vervormd warden tot 
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A B 

D F 

H 

F G 

6.2 
In plaats van de gewenste identificaties op de rand van de in 6.1 beschreven 
veelhoek aan te geven middels de benaming van de hoekpunten, kan dit ook 
doeltreffend gebeuren door aan iedere ribbe van de veelhoek een letter en een 
richtingspijl toe te kennen: Twee ribben met dezelfde letter worden met elkaar 
gei:dentificeerd volgens hun pijlrichtingen. Het grote voordeel van de laatste 
methode is dat op deze manier van elk punt op de rand van de veelhoek gege
ven is met welk(e) ander(e) punt(en) het geldentificeerd wordt, onafhankelijk 
van de benaming der hoekpunten. Hiermee zien we 

STELLING 6.3. Elk veelvlak is als topologische ruimte homeomorf met de 
quotientruimte van een schijf in de ~ 2, die ontstaat door de rand van de schijf 
op te delen in een eindig, even aantal bogen welke paarsgewijs volgens 
aangegeven letters en pijlrichtingen met elkaar gei:dentificeerd worden. 

6.4. Voorbeelden van quotientruimten als bedoeld in stelling 6.3 

6.4.1 
Hier is de rand van de schijf verdeeld in twee bogen met dezelfde letter. De 
pijlrichtingen zijn zo dat diametrale punten gei:dentificeerd worden. Het 
resultaat is een model van het reele projectieve vlak ~P2 • 
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a a 

6.4.2 
Ook bier is de rand verdeeld in slechts twee bogen. Identificatie van 

randpunten volgens de pijlen levert nu echter een homeomorf beeld van het 

boloppervlak S 2 • 

a a 

6.4.3 
De rand is verdeeld in vier bogen. Identificatie levert een torusoppervlak T2 

op: Door de a's te identificeren ontstaat een cilinder, hiervan moeten onder- en 

bovencirkel nog gei"dentificeerd worden. b 

a 
a 

b 
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6.4.4 
In dit geval is het resulterende oppervlak dat van een krakeling. Men ziet dit 
in door de figuur eerst door te knippen langs de stippellijn; vervolgens brengt 
men in beide delen afzonderlijk de gewenste identificaties aan. Er ontstaan dan 
twee torusoppervlakken, elk voorzien van een gat met de stippellijn als rand. 
Deze twee randen dienen nu nog met elkaar geYdentificeerd te worden. 

0 
.- ---

0 
6.4.5 
Het oppervlak dat bij deze figuur hoort, staat bekend als 'De Kleinse fies'. 
Identificeert men eerst de a's, dan ontstaat een cilinder. De ondcr- en 
bovencirkel hiervan moeten echter 'verkeerd om' met elkaar geldentificeerd 
worden! De Kleinse fies kan men ook anders zien. Daartoe knippen we de 
figuur open langs de aangegeven diagonaal en lijmen beide stukken aan elkaar 
langs de b's! Knippen we deze figuur open langs de aangegeven stippellijn en 
identificeren we in beide delen afzonderlijk, dan ontstaan twee projectieve 
vlakken, elk voorzien van een gat met de stippellijn als rand. Door deze 
randen met elkaar te identificeren moet dan weer de Kleinse fies ontstaan! 

b b 

' . a 
·'I a a a 

b b 
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a 

a 

6.4.6 
De identificatie bij het voorbeeld van de kubus in 6.1 geschiedt volgens 

onderstaand pijlenschema. Voor de duidelijkheid hebben we de Jigging van de 

hoekpunten in de veelhoek van 6.1 hier aan de binnenkant weergegeven. Het 

kubusoppervlak is homeomorf met een boloppervlak. Orn dat aan deze figuur 

te zien, kunnen we de schijf eerst zo vervormen dat de c-bogen samenvallen. 

In de nieuwe schijf, die alleen berand wordt door a- en b-bogen kunnen we 

vervolgens ten aanzien van de b-bogen dezelfde true toepassen. Het resultaat is 

een schijf zoals in 6.4.2: Een boloppervlak! 

a 

D F 

G 

b 

6.5 
De presentatie van een oppervlak als de quotientruimte van een schijf, zoals 

bedoeld in stelling 6.3 en gei11ustreerd in 6.4, leent zich voor abstractie: 

Rondgaand langs de rand van de schijf, bijvoorbeeld tegen de klokrichting in, 
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schrijven we de letters op die we tegenkomen. Bovendien voorzien we een letter 
van de exponent -1 als de bijbehorende pijl tegengesteld is aan de richting van 
de rondgang. 

Bij de voorbeelden in 6.4 levert dit procede de volgende 'randformules' op: 

6.4.l: 
6.4.2: 
6.4.3: 
6.4.4: 
6.4.5: 
6.4.6: 

6.6 

aa 
aa- 1 of a- 1a 
aba - I b 1 of ba - 1 b - 1 a of ... 
aba- 1b- 1yxy- 1x of ... 
aba- 1b en dit wordt vervormd tot c- 1c- 1a- 1a- 1 

ac - I cb - Iba - I en dit wordt vervormd tot ab - Iba - I en daarna 
tot aa- 1• 

Op cyclische verwisseling na ( een beginstuk van de formule mag verhuizen 
naar achteren) is de randformule van een presentatie eenduidig bepaald. 
Omgekeerd bepaalt iedere formule, mits iedere gebruikte letter tweemaal 
voorkomt, eenduidig een presentatie. 

6.7 
In 6.4.5 en 6.4.6 hebben we reeds kennis gemaakt met knip- en plakprocooes 
welke men met een netwerk kan uitvoeren. Hierdoor verandert wel de 
randformule, maar het oppervlak (de quotientruimte) verandert niet, tenminste 
op homeomorfie na. We willen dit veralgemenen door bepaalde delen van de 
randformule weer te geven met een hoofdletter, zoals in onderstaande 
diagrammen. Deze diagrammen verschillen alleen daarin, dat de pijlen van a 
dezelfde en tegengestelde richting hebben. Beide diagrammen knippen we open 
langs de aangegeven stippellijn (c) en plakken de delen volgens de a's weer aan 
elkaar. 
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We zien op deze manier dat de formules 

PaQRaS en PaQRa - IS 

veranderen in respectieveli jk 

p 

/ 

p 

( 
/ 

p- 1cQ- 1ScR en ScRQc- 1P. 
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a 

a 

c 

a 

- ~ --

c 

Hierbij mogen de delen P, Q, R en S ook leeg zijn. Let er op dat de exponent 

-1 de gebruikelijke algebraYsche betekenis heeft: Als P = xyz - I, bijvoorbeeld, 

dan is P - I = zy - Ix. Uiteraard mag de letter c niet in P, Q, R of S voorko

men. 

6.8 
De toegestane operaties met randformules kunnen we nu samenvatten: 

I Cyclische verwisseling (6.6). 

II Van een letter de beide exponenten door hun tegengestelde vervangen. 

(Hierdoor verandert de identificatie niet, aangezien beide pijlen tegelijk 

omdraaien). 
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III In een formule een combinatie aa - I (naast elkaar) weglaten, mits er dan 
nog wat overblijft (zie 6.4.6). 

IV De formule PaQRaS vervangen door P - I cQ - I ScR. 
V De formule PaQRa - IS vervangen door ScRQc - IP. 

6.9 
Met behulp van de in 6.8 opgesomde operaties kan men nu iedere randformule 
transformeren in een van de volgende gedaanten: 

B: aa- 1 

Tn: a1b1a] 1b] 1a2b2ai 1bi_" 1 ····anbna; 1b; 1 

Pm: a1a1a2a2····amam 

We zullen dat hier niet bewijzen. Men kan dit bijvoorbeeld nalezen in [Ringel]. 
In plaats daarvan zullen we voorbeelden uitwerken. 

a. abcda-1b·dc-1~ dcp-labcdaR-lb ~ 
I IV 

{3. 

y. 

6.10 

d -I -I d- 1e e 
~ a- 1 cd- 1 ee·cda- 1 ~1 c a Qa c ~ 
IV S IV 

~ Jfaaddee. Dit is P 4. 
II 

abc d b- 1a- 1 c- 1 -1 
p Q Rd 7 
~ fe -1 abb -1a-11-1 e~ 1-1 efe -1 abb -1 a -1 
II,V I 

f -1 ,r, -I D" . T ~ e1 e . 1t1s 1• 
III,III 

Het belang van de in 6.9 aangegeven zogenaamde normalisatieformules blijkt 
door vergelijking met wat we in 6.4.4 en 6.4.5 gedaan hebben. Hadden we in 
6.4.4 twee aan elkaar bevestigde torussen en in 6.4.5 twee aan elkaar 
bevestigde projectieve vlakken, de normalisatie Tn is de randformule voor n 
aan elkaar bevestigde torussen en Pm de randformule voor m aan elkaar 
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bevestigde projectieve vlakken! Net als in 6.4.2 is B de randformule voor een 

boloppervlak. Op deze manier zien we dus dat de veelvlakken, althans naar de 

topologische aard van de erdoor bepaalde oppervlakken, uiteenvallen in drie 

families. 

6.11 
Daarbij onderscheidt Pm zich van B en Tn door het niet orienteerbaar zijn van 

Pm; Net als bij een Mobius-band bestaat er op Pm een gesloten kromme 

waarop bij rondgang links en rechts verwisseld worden, ook boven en onder 

worden dan verwisseld: Het oppervlak Pm is eenzijdig. Zoiets kan men aan 

elke randformule onmiddellijk zien, want dit fenomeen vindt precies dan plaats 

als een letter tweemaal met dezelfde exponent voorkomt. In de voorbeelden 6.9 

a en y hadden we dan ook zonder enig rekenwerk vooraf kunnen vaststellen 

dat de normalisatie van de vorm Pm zou zijn. 

6.12 
Rekent men voor de normalisaties de Euler-karakteristiek uit (hetgeen we aan 

de lezer overlaten), dan blijkt 

x(B) = 2 

x(Tn) = 2-2n 

x(Pm) = 2-m 

Hiermee is de opmerking in 5.2 bewezen, dat altijd x..;;2 is. Tevens blijkt 

hieruit dat de Euler-karakteristiek in combinatie met het wel of niet 

orienteerbaar zi jn ( 6.11) volledige informatie geeft over de topologische aard. 

In een schema: 
2 ~~~~~~~~~~~~~~ 

x=~ 
~k/orienteerbaar _____ __.,.. 

"'-... niet orienteerbaar 

(voor orienteerbaarheid is x noodzakelijkerwijs even!) 

B 

r2-k 
2 

Bovendien zien we dat verschillende normalisatieformules ook werkelijk 

horen bij topologisch verschillende (niet homeomorfe) veelvlakken. 
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Vlakke Kristallografische Groepen 

H. de Vries 

Uit 'Excursies in de Wiskunde //', Nijmegen 

1. DE EUCLIDISCHE GROEP E(n) 

Zij n E N. Onder de n-dimensionale euclidische ruimte verstaan we gemaks

halve lRn, bestaande uit de kolomvectoren met n reele componenten, voorzien 

van de bekende metriek: d(v,w) = Iv - wl, voor v,w E iRn. Hierbij is de 

optelling in lRn componentsgewijs gedefinieerd, evenals de scalaire vennenig

vuldiging met reele getallen en als tV = (v1, V2, ... , Vn), tW = (w1, W2, ... , Wn), 

voor elementen v, w van lRn, dan (vlw) = L.kvkwk, lvl = ~- De congruen

tiegroep E(n) van lRn is de groep der congruenties, ofwel isometrismen, van JR.," 

naar zichzelf, d.w.z. der bijecties van JR.,,,. naar JR.,,, die d invariant laten. 

Als v E lRn, dan is de verschuiving Tv over v, gedefinieerd door Tvw = v + w 

voor w E lRn, een congruentie van JR.,.,; de afbeelding v ~ Tv is een isomorfisme 

van de additieve groep van JR.,., naar de groep T( n) der verschuivingen van lRn. 

Als A E O(n), d.w.z. als A een orthogonale reele n-bij-n-matrix is, dan is 

lRn 3 v ~ Av E lRn een congruentie van lRn. 
Zo hebben we 2 ondergroepen van E(n): de groep T(n) der verschuivingen 

van JR.,,,. en de groep 0 ( n) der orthogonale transformaties van JR,n. 

STELLING. 

(i) Als A E E(n), A(O) = 0, dan A E O(n). 

(ii) Als C E E(n), dan is er precies een v in lRn en een A in O(n) met 

Cv = TvA. 
(iii) Als u, v E lRn, A E O(n), dan TvA ·Tu· (TvA)- 1 = TAu· 

BEWIJS. 

(i) Merk op: als v1, v2 E JR.,.,, dan is 1/2( v1 +v2) het midden van { v1 , v2}, d.w.z. 

de enige vector w met d(v1, w) = d(w, v2) = 1/2d(v1 , v2 ) en v1 +v2 de enige 

vector w zo, dat { v1 , v2} en {O, w} gemeenschappelijk midden hebben. 

Hieruit volgt dat de optelling in lRn bepaald wordt door de oorsprong 0 en 

de metriek d. Uit (v1 lv2) = 1/2((d(O, v1 + v2))2 - (d(O, v1))2 - (d(O,v2)) 2) 

voor v1 , v2 E lRn volgt dat door 0 end ook het inprodukt vastligt. Tenslotte 

is voor v E lRn, a E JR. de vector av de enige vector w met (wlv') = a(vlv') 

voor alle v' uit JR., waaruit volgt dat ook de scalaire vermenigvuldiging in 

lRn door 0 en d bepaald wordt. Hieruit volgt:. als a E E(n), A(O) = 0, 

dan is A een lineaire afbeelding die het inproduct invariant laat, d.w.z. 

A E O(n). 
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(ii) Als C E E(n), dan T-c(o)C E O(n) blijkens (i), dus neem v = C(O), 
A= T-c(o)C, Als omgekeerd v E ~'A E O(n) en C = T11 A, dan volgt 
hieruit door toepassing op 0: 

C(O) = v en dan ook A= T-C(o)C· 

(iii) Stel u, v E ~'A E O(n). Voor win ~n geldt dan: 
(T11 A ·Tu· (T11 A-1 ))(w) = (TvA ·Tu· A-1T-v)(w) = TvATuA- 1(w - v) 
= TvATu(A- 1w - A-1v) = TvA(A- 1w - A-1v + u) = Tv(w - v +Au) 

= W +Au; dus TvA ·Tu· (TvA)-l = TAu· 

GEVOLG. T(n) is een normaaldeler van E(n), O(n) ~ E(n)/T(n) (omdat 

O(n) 3 A f--+ T(n)A E E(n)/T(n) een isomorfisme is). 

VoORBEELD 1. Stel n = l; we maken geen onderscheid tussen ~1 en R 
De groep 0(1) bestaat uit slechts 2 elementen: het eenheidselement (1) (ook 
genoteerd als e) en (-1) (de spiegeling in 0). Voor a E ~' (3 E ~ geldt: 

Ta· (-1)((3) = 0: - (3 = (T1;2a · (-1) · T-1/2a)((3); dus: Ta· (-1) = T1;2a · 
(-1) · T-1/2a, en Ta· (-1) is de spiegeling s1; 2a in 1/2o: (1/2o: is het enige 
onder s1; 2a invariante punt). Dus E(l) is de disjuncte vereniging van T(l) en 
de verzameling der spiegelingen in de punten van R 

VOORBEELD 2. Stel n = 2. Voor A E 0(2) zijn er de volgende 2 mogelijkheden: 

1. det A = 1. Dan A = (8~~1s/ -~: ~) met <P E ~ ( waarbij <P slechts modulo 27r:Z:: 

bepaald is); we schrijven ook R~o) voor deze matrix ( deze is de draaiing over 

<Pin positieve zin om 0). Voor v E ~2 is dan Tv · R~o) · T_v de draaiing over 

<P om v, te noteren als R~v); uit (Tv · R~o) · T_v)(u) = (12 - R~0))v + R~0)u, 
voor u E ~2 volgt: Tv · R~o) · T_v = Tw · R~o) met w = (b - R~0))v; </J ~ 27r:Z:: 
is de matrix 

( 1 - cos <P sin <P ) 

- sin <P 1 - cos <P 

omkeerbaar en is T(2) · R~o) de verzameling van alle draaiingen over <P ( voor 

<PE 27r:Z:: is dit juist T(2)). Met 50(2) :={A E 0(2)1detA=1} zien we 
dus: T(2) · 50(2) bestaat uit alle verschuivingen en alle draaiingen. 

2. det A = -1. Dan heeft A de eigenwaarden 1 en -1; stel (:~: ~) eigenvector 

voor A bij de eigenwaarde 1. Dan is A de spiegeling in de lijn ~( ~~: !) en 
A (cos 2</> sin 21>) u t (cos 2</>) ( sin 2</> ) 

= sin 2</>-cos 2</> · v oor V1 + V2 me V1 = 0:1 sin 2</> ' V2 = 0:2 - cos 2</> ' met 
0:1, 0:2 E ~' geldt dan: 
T,,A = Tv1 • T1;2v 2 A · A-1T1;2v2 A = T,11 • Ti;2v2 AT_1/2v2 i als V1 = 0 is dit 

de spiegeling sz in de lijn l := 1/2v2 + ~(_"~~;~</>) en als v1 =/=- 0 is dit de 
glijspiegeling Tv 1 s z in de lijn l over de vector v1 . 
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0PMERKING. Algemeen weten we uit de lineaire algebra: elk element van 

SO(n) is een produkt van een aantal, zeg k, echte draaiingen A1 , A2, ... , Ak 

(d.w.z. niet-identieke draaiingen) om 0 in onderling loodrechte vlakken Vi, Vi, 

... , Vi door de oorsprong, een k-voudige draaiing, en elk element van O(n)\ 

SO(n) een produkt SH · A1A2 ... Ak van zo'n k-voudige draaiing met de spie

geling SH in een hypervlak H door 0 dat de draaiingsvlakken Vi, Vz, ... , Vi 

omvat, een k-voudige draaispiegeling. Hierbij laat Ap elke vector loodrecht op 

VP invariant. 
Stel dan u een willekeurig element van !Rn en schrijf u = u0 +u1 +u2 + .. . +uk 

met up E VP, (u0Jup) = 0, voor alle p; zij dan Vp de vector in VP met (ln -

Ap)vp = up, voor alle p. Als A E SO(n), met A = A1A2 ... Ak als hiervoor, 

dan TuA =Tua · Tv1 A1T-v1 · Tv2 ... Tvk AkT-vk; als uo = 0 is dit een k-voudige 

draaiing in de vlakken Vi, Vz, ... , Vi om de punten v1 , v2 , ... , vk, en als uo #- 0 

is het, samengesteld met de verschuiving over u0 , een k-voudige schroeving. 

Als A E O(n)\SO(n), met A = SH · A1A2 ... Ak als hiervoor, dan TuA = 

Tua ·SwTv1A1T-v1 ·Tv2A2T-v2 ... TvkAkT-vk; schrijf Uo = u~+u~ met u~ EH, 

u~l_H; dan 

TuA =Tu~. Ti;2u;;SHT-1;2u;;. T,,1A1T-v1. Tv2A2T-v2 ... TukAkT-vk 

= TIL~ · Ti/2u;;(SH · Tv1A1T-v1 · Tv2A2T-v2 ••• TvkAkT-vk)T_l/2u'r{; 

voor u~ = 0 is <lit een k-voudige draaispiegeling in de vlakken 1/2u~ + VP 

om de punten 1/2u~ + Vp (p = 1, 2, ... , k) in het hypervlak 1/2u~ + H en 

voor u~ #- 0 is het, samengesteld met de verschuiving over 1t~, een k-voudige 

glijdraaispiegeling. 
Voor k = 0 krijgen we de identieke afbeelding als de 0-voudige draaiing, de 

niet-identieke verschuivingen als de 0-voudige schroevingen, de spiegelingen in 

hypervlakken als de 0-voudige draaispiegelingen en de glijspiegelingen in hy

pervlakken als de 0-voudige glijdraaispiegelingen. Voor n = 3 kan k dan alleen 

nog 1 zijn en hebben we hiernaast alleen nog de ( enkelvoudige) draaiingen, de 

( enkelvoudige) draaispiegelingen en de ( enkelvoudige) schroevingen. 

2. PERIODIEKE PATRONEN 

Zij F een niet-lege deelverzameling van JR,,,. De congruentiegroep C(F) van 

F wordt gedefinieerd d.m.v.: C(F) = {C E E(n)JC(F) = F}, en de ver

schuivingsgroep T(F) als T(F) = C(F) n T(n). We noemen F een k-periodiek 

patroon als er een lineair onafhankelijk k-tal (b1 , b2 , ... , bk) vectoren in !R,n is 

met T(F) = {Tvlv E z:;;=lZbp}; dan heet z:;P;:znP het verschuivingsrooster R(F) 

van F en (b1, b2 , ... , bk) een basis van R(F). Als dan D E E(n), dan is met 

F ook D(F) een k-periodiek patroon in !Rn, met C(D(F)) = D · C(F) · D-1, 

T(D(F)) = D · T(F) · D-1 , R(D(F)) = A(R(F)) als D = Tv ·A met v E !Rn, 

A E O(n). Als, algemener, v E ~ en A E GLn(lR) (=de groep der omkeer

bare reele n-bij-n-matrices), d.w.z. TvA E A(n) := T(n) ·GLn(lR) (=de affiene 

groep van~), dan is met F ook F* := (TvA)(F) een k-periodiek patroon in 

JR,1., met T(F*) = (TvA)T(F)(TvA)- 1 = AT(F)A-1 en R(F*) = A(R(F)); in 

het algemeen zal echter C(F*) niet gelijk zijn aan (TvA)C(F)(T,,A)- 1. We 
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zullen k-periodieke patronen F en F' in ~ equivalent noemen als er een A in 
GLn(IR) en een v in~ is z6, dat C(F') = (TvA)C(F)(TvA)- 1 (d.w.z. C(F) 
en C(F') zijn geconjugeerd door middel van een element van de affiene groep 
A(n)); hierbij kan de congruentiegroep van het k-periodieke patroon (TvA)(F) 
groter zijn dan die van F', hoewel ze dezelfde verschuivingsgroep hebben. 

VOORBEELD 1. F 
,.r_J_·· ·· · · ·· · · · · ·/ /;~--; · ·· ·· / 

:' :' __L lb ; ____________ ,./ ____________ ./ 1 

!_J_ /°_!_ ! ,' :' ,' 
' ' ' , ______________ ) ______________ / 

F* := (TvA)F 
v+Ab:i 

F' 
:··---------···-:-~--!".~~----~ 
i f- : f-:+Ab1\ 
r····0········;v··0·····---~ 
' ' ' !..-----------------1------·····-----J 

C(F) = T(F) G(F*) = T(F"} U T. ( ~\O)L. · T(F') C(F') = T(F') 

R( F) = 'fll1 + 'fll2 

VooRBEELD 2. Zij F een enkelperiodiek patroon (met k = 1) in IR, R(F) = Z(3. 
Dan zijn er de volgende mogelijkheden: 

(1) C(F) = T(F), d.w.z. C(F) bevat geen spiegelingen, bijvoorbeeld 

F = {if311 E 6Z U (1+6Z) U (3 + 6Z)}: 

I' I' I' I' I' I' I' 
-3(3 - 2(3 - (3 0 (3 2(3 3(3 4(3 

(2) C(F) =I- T(F), d.w.z. C(F) bevat wel een spiegeling, zeg Bai door overgang 
op T_aF te veronderstellen: so E C(F). Dan C(F) = T(F) U soT(F), bijv. 

F = {if311 E (1+6Z) U (-1+6Z)}: 

Verder door vermenigvuldiging met 1/ (3 in feite nog in beide gevallen (3 = 
1 te onderstellen. Er zijn dus precies 2 equivalentieklassen van enkelvoudig 
periodieke patronen in R 

VOORBEELD 3. Zij F een deelverzameling van IR2, met C(F) eindig; clan is 
zeker F een 0-periodiek patroon in IR2, omdat elke niet-identieke verschuiving 
oneindige orde heeft. We merken eerst op, dat, algemeen voor Vi, v2 ,. . ., v8 E 
~, ai,a2,. . .,as E IR, met E;=laP = 1, en</> E A(n), geldt: </>(E;=1apvp) = 
E;=l av<f>( vp), d.w.z. affiene transformaties bewaren affiene combinaties; deze 
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eigenschap geldt namelijk duidelijk zowel voor verschuivingen als voor lineaire 

transformaties. Hieruit volgt: als v E ~2 , dan is #C\F) L,t/>EC(F)<!>( v) een punt 

van ~2 (nl. het zwaartepunt van de baan van v onder C(F)), dat invariant 

is onder alle congruenties van F. Door zonodig F te verschuiven mogen we 

veronderstellen: 1>(0) = 0, voor alle 1> in C(F), d.w.z. C(F) is een eindige 

ondergroep van 0(2). Als a minimaal is met R~o) E C(F), 0 < a ::::; 27f, 

dan noodzakelijkerwijs a = 27f / m voor zeker natuurlijk getal m, en dan is 

{Rko) · ;;;-\k E {O, 1, ... , m-1}} de verzameling der draaiingen in C(F), d.w.z. 

C(F) n 80(2). Als C(F) een spiegeling bevat, dan is, door zonodig F te 

draaien, te veronderstellen dat de spiegeling SJRe1 in het opspansel van de eerste 

kanonieke-basisvector ei := (6) in C(F) zit, d.w.z. (L0i) in C(F) zit; dan ook 

Rko) · ;;;- · SJRe1 , d.w.z. 

( 
cos k ;;;-

sink 27r 
m 

) ( ~ 0 ) ( cos k ;;;-
'd.w.z. 

-1 sin k 27r 
m 

d.w.z. de spiegeling in de lijn ~· c~~Z~) in C(F), voor k = 0, 1, ... 'm-1; <lit 

zijn dan ook alle spiegelingen in C(F) ~mdat het produkt van 2 spiegelingen uit 

C(F) een draaiing uit C(F) is. Hieruit volgt dat er op equivalentie na slechts 

de volgende mogelijkheden voor C(F) zijn: 

C(F) =Cm=: {Rko) · ;;;-\k E {O, 1, 2, ... , m - 1}} met m EN (<lit is de cycli

sche cirkelgroep met orde m); 

C(F) = D 111 =: Cm U Cm· (L0i), met m E N (<lit is de diedergroep met orde 

2m). 

Voor m > 2 krijgen we Dm als de congruentiegroep van de regelmatige m-hoek 

( cos k 2 ~) • 

met hoekpunten sink 2,: , k = 0, 1, ... , n - 1, en Cm als congruentiegroep door 

bijv. in de hoekpunte~' vaantjes te plaatsen (zie figuur); voor m = 1, zijn ook 

eenvoudig geschikte plaatjes te verzinnen. Hiermee zijn de 0-periodieke patro

nen met eindige congruentiegroep in ~2 op equivalentie na geclassificeerd; een 

voorbeeld van een 0-periodiek patroon in ~2 met oneindige congruentiegroep 

is bijv. een cirkel met 0 tot middelpunt, waarvan 0(2) de congruentiegroep is. 
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3. CLASSIFICATIE DER DUBBELPERIODIEKE PATRONEN IN JR.2 OP EQUIVALEN-

TIE NA 

Zij F een dubbelperiodiek patroon in IR.2. Met A E 0(2), v E IR.2, TvA in C(F) 
geldt clan, voor u E IR.2 : TvA ·Tu· (TvA)- 1 = TAu E T(F), dus Au E R(F); 
hieruit volgt dat de toevoeging TvA c-+ A een homomorfisme is van C(F) naar 
de groep 0(2) n C(R(F)), met als kern T(F). Zij C0 (F) het beeld van dit 
homomorfisme; C0 (F) heet de puntgroep van F t.o.v. de oorsprong 0. Let wel: 
C0 (F) hoeft geen ondergroep van C(F) te zijn. Omdat de elementen van C0 (F) 
het rooster R(F) invariant laten, is het spoor van zo'n element een geheel getal 
(omdat zo'n element op een basis van R(F) een geheeltallige matrix heeft). Nu 

is het spoor van de draaiing R~o), met 0 < </J ~ 27r, gelijk aan 2 cos </J, en dit is 

clan en slechts clan een geheel get al als </J E { 27f, 7f, ~, 3211", ~, 4
311", ~, 5311"}. Hieruit 

volgt: als C0 (F) uitsluitend uit draaiingen bestaat, clan C0 (F) = Cm, en als 
Co ( F) ook spiegelingen in lijnen bevat, en we (door zonodig F te verdraaien) 
veronderstellen dat C0 (F) de spiegeling sIRei bevat, clan C0 (F) = Dm, met 
m E {1,2,3,4,6}. In de nu volgende classificatie is (b1 ,b2 ) een geschikte basis 
van R(F); in het geval dat C0 (F) spiegelingen bevat zullen we voor de een
voud van de notatie de normalisatie C0 (F) = Dm voor zekere m eisen. In de 
bijbehorende figuren zijn steeds 4 parallellogrammen aangegeven die 0 als een 
hoekpunt en ±b1 en ±b2 met 0 aanliggende hoekpunten hebben (elk van deze 
4 parallellogrammen is een zogenaamd fundamentaalgebied voor de verschui
vingsgroep T(F)). Door omlijning is een motief, d.w.z. een fundamentaalge
bied voor C(F), aangeduid. Spiegellijnen zijn gestreept en glijspiegellijnen die 
niet tevens spiegellijnen zijn, zijn gestippeld-gestreept aangegeven. Draaiings
punten van draaiingen over 27f /m, die niets tevens draaiingspunten zijn van 
draaiingen over een kleinere positieve hoek, zijn voor m = 2, 3, 4, 6 opvolgend 
als volgt aangegeven: <>, 6, D, 0. De equivalentieklassen van dubbelperio
dieke patronen in IR.2 zijn genummerd van 1 t.e.m. 17 en ook voorzien van hun 
gebruikelijke aanduiding. 

Geval Co(F) = C1. 

. . 
:: . --- -·--· -- -- --. :: ....... -. -.. -.... /· 

No. 1 (pl). C(F) = T(F). Het rooster R(F) is willekeurig. 
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Geval Co(F) = C2. b2 

p---- ---o-- -···t·· ----+---- ·,? 

/_i_ ~ T o_i_~ ~/ 
~--·---~-------~~ bi 
: ' 0 ' 

*._L· ~ T l_L. ~ T / 
' I ' 

' ' ' 

tf--------0-------ef-- ---- -0--··· -_, 
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No. 2 (p2). Dan bevat C(F) een element van de vorm Tu · R~o), een draaiing 

over 7r om 1/2u; door overgang op T-i;2u(F) te veronderstellen: R~o) E C(F) 

en dan C(F) = T(F) · C2. Het rooster R(F) is willekeurig. 

Geval Co(F) =Di. 

Stel b een element ":/; 0 van R(F) met kleinste lengte op ~ei (omdat SJRe1 E 

Co(F) en v + SJRe1 v E ~ei voor elke v in R(F), bestaat b zeker). Zij verder b' 

een element":/; 0 van R(F) met kleinste lengte met b' J.b (ook b' bestaat). Nu 

zijn er 2 gevallen: 

(i) R(F) = Zb + Zb', 
(ii) R(F) I 'ih + Zb'. 
In geval (i) kiezen we: bi = b, b2 b'. Hier zijn weer 2 deelgevallen te 

onderscheiden: 
(ii) C(F) bevat een spiegeling, 

(i2) C(F) bevat geen spiegeling. 

Bij (ii) is zo'n spiegeling van de vorm TuBJRbi met uJ.bi, d.w.z. de spiegeling 

in de lijn 1/2u +mi, en dan door overgang op T-i;2u(F) te veronderstellen: 

sm1 E C(F), d.w.z. C(F) = T(F) ·Di; dit is 

·---------,---------; 
: """""' : b2 """""' 

~=~-;~==I._· __ -L __ _ 

: :o ~ 
: """""' I '-
' I I 

;-- __. - - - - - - I - - - - - - -1 

; _L l _L : 

' ' ' 
~-------l.- ---- ___ J 

No. 3 (pm). C(F) = T(F) ·di. Het rooster R(F) is een willekeurig rechthoekig 

rooster. 

Bij (i2) bevat C(F) een glijspiegeling TuSJRb1 met u rJ_ R(F); met u = ui + u2 

waarbij Ui E mi, U2 E m2 is dit de glijspiegeling in de lijn 1/2u1 + ~bi 

over u2; door overgang op T_ 1;2u1 (F) te veronderstellen: ui = O; ook nog 

te veronderstellen u2 = abi met 0 < a < 1 (door samenstelling met een 

verschuiving over een geheel veelvoud van b1); daar T2u2 = (Tu2 BJRb1 ) 2 E T(F) 
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volgt dan: u2 = 1/2b1 • Dit is: 

c;.~~=+~1+~J b, 

:---·-·-·-·-·' ·-·-·-! 
: \ :o \: 
' ' . 
~·-·-·-·-·-·+·-·-·-·-·-·~ 
l_L_ i_.L : 
L·-·-· - ·-·--1·-·-·-·-·-·-j 

No. 4 (pq). C(F) = T(F) U T(F) · T1; 2b1 SJRbi. Het rooster R(F) is een 
willekeurig rechthoekig rooster. 

In geval (ii) is er in R(F) een vector van de vorm c := a.b+a.'b' met 0 <a.< 1, 
0 <a.' < 1; daar c + SJRbi c = 2a.b E R(F) enc - SJRbi c = 2a.'b' E R(F) zien we 
dan: a. = a.' = 1/2. Met b1 := 1/2(b + b'), b2 := 1/2(b - b') is dan (bi, b2) een 
basis van R(F). Dit geeft: 

No. 5 (cm). In ieder geval bevat C(F) een element van de vorm Ta1 b1 Ta 2 b2 SJR(bi +b2 ) 

met 0:::; a.1 < 1, 0:::; a.2 < 1, en dan (Ta1 b1 Ta 2 b2 SJR(bi +b2 ))2 = T(a1 -a2 )b1 T(<>r<>i)b2 

E T(F), dus 0'.1 = a.2; schrijf a.= a.1; dan Ta1 b1 Ta2 b2 SJR(b1 +b2 ) = Ta(b1 -b2 )SJR(bi +b2 ), 

en dit is de spiegeling in de lijn 1/2a.(b1 - b2) + JR(b1 + b2)· Door F te vervan
gen door T-1/2a(bi-b2 )(F) mogen we veronderstellen: SJR(bi+b2 ) E C(F). Dan 
C(F) = T(F) · D 1 . Het rooster R(F) is een willekeurig ruitenrooster. 

Geval Co(F) = D2. 
Kies weer b, b' als in geval C0 ( F) = D1 en onderscheid weer de gevallen: 
(i) R(F) = 'Zh + 'Zh' met de keuze b1 = b, b2 = b' en 
(ii) R(F) -:f. 'Zh + 'Zh' met de keuze b1 = 1/2(b + b'), b2 = 1/2(b - b'). 
Bij (i) krijgen we 3 deelgevallen: C(F) bevat spiegelingen in onderling lood
rechte lijnen (en door verschuiving van F ervoor te zorgen dat C(F) de spie
gelingen SJRbi en SJRb2 bevat; dit is nummer 6), C(F) bevat wel spiegelingen in 
lijnen maar niet in onderling loodrechte lijnen ( dan ervoor te zorgen, door zo
nodig op F een verschuiving en eventueel de spiegeling (~ ~), die de rollen van 
bi en b2 verwisselt, toe te passen dat sm1 in C(F) zit; dit is nummer 7), C(F) 
bevat geen spiegelingen ( dan ervoor te zorgen dat T1; 2b1 sm1 en T1/2b2 SJRb2 in 
C(F) zitten; <lit is nummer 8). In geval (ii) is ervoor te zorgen dat SJR(bi +b2 ) en 
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SJR(bi +b2 ) in C(F) zitten; dit geeft nummer 9. 

b2 
~- -- ~--- -~- -- -0- --~ 

I \I / 1 \:/1 

t-=z-t-.:L-7~-i 
o- - - -b- -;- _ L-.=::=J_ ---0 b1 

I\ IT ;o\ I/ I 
b- - - b - - 0 - - ~ - - -0 

1_Li_L1_Ll..L1 

0 - - - b - - - b- - - -o- - - ~ 
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No. 6 (pmm). C(F) = T(F) · D2 ; R(F) is een willekeurig rechthoekig rooster. 

No. 7 (pmg). C(F) = T(F) · D1 U T(F) · (T1;zb2 SJRbz) · D1; R(F) is een wille

keurig rechthoekig rooster. 

No. 8 (pgg). C(F) = T(F) · {12, T1/2bismbi, T1/2b2 SJRb1 , T1;2(bi-v2 )R~0)}; R(F) 

is een willekeurig rechthoekig rooster. 
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Geval Co(F) = C4. 
Dit is: 

b2 
0--- · -· ·()- · -- -·D-- -- · -(>-· - -- ·D 
:1 1:1 ;: 
:f'. :('.. I 

O D g· 0 
:__L_ ~ _L ~: 
o----·-o----·· --·--·o bi 
! f--_ T loh I: 
& D 0 D ~ 

i__L_ ~!1 ~! 
0------ -0----· -0--- ---(>-- -- . -0 

H. de Vries 

No. 10 (p4). C(F) bevat een draaiing van 7r /2 en door eventueel F te ver

schuiven krijgen we: RS% E C(F); dan C(F) = T(F) · C4 . Nu is R(F) een 
willekeurig vierkantenrooster. 

Geval Co(F) = D4. 

Net als in het geval C0 (F) = C4 mogen we veronderstellen: RS% E C(F). We 
hebben nu 2 gevallen; nummer 11 en nummer 12: 

D- - -~---0 b2--0---D 
1~'--::'\ I/,-~~ 1:-.;~~ I /,7jl 
I , I / I , I //']I 
I , I/ I 'J / I 

:~~/~:~,~: ~ -;r~, -~: 
6~~-~~~~~d bi 
I~'~ I 7/:11 ~Q\ 1 -,-;:~z I 
I ', I // I ', I // I 
I , I / I , I/ I 
0- - -0- - -0- - -D---0 
I / I ' I I/ / I ' ...._1 I 
I ~ j I ~ ~ I f / ~ I ~'J I 
I ~..'.'..L._ I -l-'-: I /-1- I --L-' I 
D---~---0---o---D 

No. 11 (p4m). Ook BIR.bi E C(F), en dan C(F) = T(F) · D4 ; R(F) is een 

willekeurig vierkantenrooster. 
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No. 12 (p4g). Hier SIRbi rf_ C(F). Dan ook SJRb2 rf_ C(F) (omdat D4 voort

gebracht wordt door { SIRb2 , R~%} ). Dan is er een vector u2 := o:2b2 met 

0 :'.::: 0:2 < 1 met Tu2 T1/2b1 SJRb1 E C(F) en een vector u1 := 0:1b1 met 0 :'.::: 

0:1 < 1 met Tu1 T1/2b2 SJRb2 E C(F); dan ook Tu2 T1/2b1 SJRbi · Tu 1 T1/2b2 SJRb2 = 

Turl/2b2 +ui+l/2bi R~O) E C(F), dus u2 - 1/2b2 + u1 + 1/2bi E R(F), dus 

0:2 = 1/2, 0:1 = 1/2. Dan C(F) = T(F)·C4UT(F)·(T1;2b2 T1;2bi SJRbi )·C4; R(F) 

is weer een willekeurig vierkantenrooster. 

Geval Co(F) = C3. 
Dit is: 

j Ll j l'.:. 

,'' ~ ,·' ~ ,' 
b.-----··--···-··b.-- ......... ... cf. 

No. 13 (p3). C(F) bevat een draaiing met orde 3 en we mogen veronderstellen: 

R~~/ 3 E C(F); dan C(F) = T(F) · C3. Kies b1 als een vector f. 0 met kleinste 

lengte in R(F) en b2 := R~~13 (b 1 ) + b1 ; dan is (b1, b2 ) een basis van R(F) en 

R(F) is een willekeurig rooster (bestaande uit de hoekpunten van een verdeling 

van JR2 in onderling congruente gelijkzijdige driehoeken). 

Geval Co(F) = D3. 

We mogen weer veronderstellen dat R~~/3 in C(F) zit; kies een basis (b1, b2) 

van R(F) als in het geval C0 (F) = C3. Nu zijn er 2 mogelijkheden: 

(i) Co(F) = C3 U C3sIR(bi +b2 ), d.w.z. SJR(bi +b2 ) E Co(F); dit geeft nummer 14; 

(ii) Co(F) = C3 U C3S1Rbi; d.w.z. SIRbi in C(F); dit geeft nummer 15. 
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No. 14 (p3ml). Als bij No. 5 zien we dat C(F) een spiegeling bevat in een lijn 
evenwijdig met R(b1 + b2); omdat ook SJR(bi-b2 ) E Co(F), bevat C(F) ook een 
spiegeling in een lijn evenwijdig met R(b1 - b2); door een verschuiving op F toe 
te passen kunnen we ervoor zorgen dat het snijpunt van deze 2 spiegellijnen 
de oorsprong is, d.w.z. dat SJR(bi +b2 ) en SJR(bi -b2 ) in C(F) zitten; dan C(F) = 
Co ( F) · D3. Het rooster R( F) is een willekeurig driehoekig rooster. 

b2 
A------A------0. 

; \......._ 7 I\ 7 / 
/ ~\ \' A I ~ 0- A / 

I \ / \ I 

t.'~-~;~~1b1 
1' 7/"0 71 

I ~~ A I f(,\- A I 
I \ I \ I 

/1. A \ V/1, A VI // \ 11,,,,.. \ f; 
I ~\I ::::......\; 

A- - - - - - A- - - - - - li 

No. 15 (p31m). Net als in No. 14 kunnen we ervoor zorgen dat geldt: C(F) = 
T(F) · D3. Het rooster R(F) is weer een willekeurig driehoekig rooster. 

Geval Co(F) = C6. 
Dit is: 

b2 
O-· ··--~--- ··-0·--·-·0--·--··0 . ~ . ~ . 

/ I A -'(.: I A -r;: 
t;I I\~ ~I\~ ~ 

,:1. A ~ I L ~ / 
,'/ ~ / ::::...... . 

o--·---+ ---- ·····-·O b1 
: ~ /.:' O"'-<:- // 

: I A 7:' I A 7; 
(f. I\.() ~:I\~ i 

.j A ~ ,j A ~ ,/ . ::::...... . ::::...... . 
O- -···-~--·····d ·· · -+·· ···O 

No. 16 (p6). Te onderstellen: R~~/6 E C(F), d.w.z: C(F) = T(F) · C6 ; R(F) 
is een willekeurig driehoekig rooster. 

Geval Co(F) = D6. 
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Dit is: 

No. 17 (p6m). Net als in No. 14 zien we dat we mogen aannemen: C0 (F) C 

C(F), d.w.z. C(F) = T(F)·D6 ; R(F) is weer een willekeurig driehoekig rooster. 
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0PGAVEN 

1. Een involutie in E(n) is een element van E(n) met orde 2. Bewijs: 

(i) in E(n) zijn precies n conjugatieklassen van involuties, 

(ii) elk element van E( n) is een involutie of een produkt van een paar 

involuties. 

2. Bewijs voor v,w E JR2 , v f. w, c/J,'l(J E JR, 0<:cjJ<27r,0<1j1 < 21f: 

R(v) R(w) R(v) R(w) is een niet-identieke verschuiving 
</> </> -</> -..P . 

3. Zij F een gesloten (in topologische zin) 0-periodiek patroon in JR2 . Bewijs: 
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er is een natuurlijk getal m z6, dat C(F) geconjugeerd is met Cm, Dm of 
met 0(2) (gebruik opgave 2). 

4. Classificeer de equivalentieklassen van enkelperiodieke patronen in IR2; deze 
7 equivalentieklassen kunnen door de volgende figuren aangeduid worden: 
···LLL···,···L r £ ... , ... VVV···,···NNN ···, 
···/\V/\···,···EEE···,···H H H···. 

5. (i) Bewijs, voor 0 < <P < 27r, van win IR2 met R~v) = R~0)Tw: 

1 ( coscjJ-1 -sinc/J ) 
v = 4sin21;2q, sin </J cos </J - 1 w. 

(ii) Is Reen R~°Ja-invariant 2-dimensionaal rooster in IR2, dan zijn de draai

ingen over 7r /3 die R invariant laten juist de R~% met v E R; bewijs 
dit. 

(iii) Is Reen R~~13-invariant 2-dimensionaal rooster in IR2, met basis {bi, b2) 

met~= R~~13 (b1 ), dan zijn de draaiingen over 27r/3 die R invariant 

laten juist de R~~/3 met v = 1/3(a1b1 + a2b2) en ai, a2 E .Z, al - a2 E 

3.Z, l::>ewijs dit. 

6. Stel 

(
-1/2 

a= ~/2./3 
-1/2./3 0 ) ( 1 0 0 ) 
-1/2 O ,b= 0 cos() -sin() ,metO<(J~7r. 
0 1 0 sin() cos() 

Bewijs: als abab-1 en aba-1b-1 geheel spoor hebben, dan cos() = 1/3. 

7. Zij Co(F) de puntgroep van een 3-periodiek patroon in 1R3. Stel dat Co(F) 
draaiingen over 27r /3 om verschillende assen bevat. Zij D de verzameling 
der snijpunten van de eenheidsbol om 0 met de assen van de draaiingen over 
27r /3 uit Co(F). 

(i) Bewijs: D is invariant onder Co(F). 

(ii) Bewijs: D is de verzameling der hoekpunten van een kubus K (gebruik 
opgave 6). 

(iii) Merk op dater twee regelmatige viervlakken Vi en Vi zijn waarvan de 
hoekpunten ook hoekpunten van K zijn en dat elk element van C0 (F) 
deze viervlakken verwisselt of invariant laat. 

(iv) Bewijs dat er voor C0 (F) precies de volgende 5 mogelijkheden zijn: 

1. Co(F) is de congruentiegroep C(K) van de kubus K, 

2. Co(F) = C(Vi) = C(V2), 

3. Co(F) = C(K) n 80(3), d.w.z. Co(F) bestaat uit de draaiingen die K 
invariant laten, 
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4. Co(F) = C(Vi) n 80(3), 

5. C0 (F) bestaat uit de draaiingen uit C(K) die Vi invariant laten en de 

spiegelingen en draaispiegelingen uit C(K) die Vi en V2 verwisselen. 

(Deze 5 groepen ~ijn de puntgroepen van de zogenaamde kubische kristalsyste

men.) 
Merk hiervoor eerst op: C(Vi) nS0(3) ~ Co(F) ~ C(K), C(K)/ C(Vi)nS0(3) ~ 

C2 x C2. 
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