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TEN GELEIDE 

Van de oudchristelijke geleerde Anatolius (3e eeuw na C.) is de volgende vraag 
(met antwoord) overgeleverd: "Hoeveel takken van de wiskunde zijn er?". 
Het antwoord luidt dan: "Er zijn twee hoofdtakken van deze zeer geeerde en 
voorname wetenschap nl. arithmetica en geometria". 

In de vacantiecursus 1990 stond de getallentheorie centraal; het onderwerp van 
de cursus 1991 (de 45e in successie!) is van meetkundige aard en werd 
aangekondigd onder de titel "Meetkundige Structuren". Deze cyclus omvat 
een breed spectrum van onderwerpen, breed naar tijd en naar aard. 

Zo staat in de eerste voordracht een onderwerp uit het klassieke werk de 
"Elementa" van Euclides (ea. 300 v.C.) centraal, terwijl de voordrachten 
"Meetkunde en Groepen" en "Symmetrie problemen" direct aansluiten bij zeer 
recente literatuur. 
Daarnaast zijn er ook de voordrachten: "Rondom de s-formule" en 
"Configuraties en Computers", die aansluitend bij werk uit de klassieke oud
heid de daarin afgeleide resultaten generaliseren en moderniseren, waarbij zelfs 
de term "Computational Geometry" valt. 
Ook het spelelement (de mens is homo ludens) ontbreekt niet: de befaamde 
kubus van Rubik wordt aan een meetkundige analyse onderworpen. 
Tenslotte is er een levendige en speelse voordracht over de vierde dimensie die 
(d.w.z. die dimensie) ons voorstellingsvermogen te boven (of te buiten?) gaat. 
Film en computer zullen ons daarbij wegen wijzen. 

Tijdens deze cursus wordt ook plaats ingeruimd voor zelfwerkzaamheid. Dit is 
immers in vorige jaren goed bevallen. 

Evenals in andere jaren - en misschien dit jaar wel in het bijzonder - gaat het 
om onderwerpen die. eventueel door de leraren zelf daartoe pasklaar gemaakt, 
met succes aan leerlingen van het VWO kunnen worden doorgegeven. 

Tenslotte dit: het is een goede traditie - maar zeker geen loze traditie - een 
woord van zeer hartelijke dank te adresseren aan de medewerksters en 
medewerkers van het CWI, die er ook dit jaar weer in slaagden in zo korte tijd 
zo'n fraaie syllabus te produceren. Hiervoor zeer veel dank! 

A.W. Grootendorst 
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De Meetkundige Algebra bij Euclides 

I. 0RIENTATIE IN DE TIJD 

A.W. Grootendorst 
Aardbeistraat 11 

2564 TM Oen Haag 

Een blik op de bijgevoegde tijdbalk (ontleend aan Behnke's Enzyklopadie der 
Elementarmathematik) leert ons dat de beoefening van de wiskunde in 
Griekenland inzette met de activiteiten van Thales van Milete (ea. 624-546) en 
<liens leerling, de legendarische Pythagoras (ea. 5 80-ca. 500), geboren in Si don 
in Klein-Azie, opgegroeid op Samos, metals belangrijkste periode in zijn werk
zame I even het leiderschap van zijn school in Croton in Zuid-Italie. Beide 
deden hun basiskennis op gedurende jarenlange reizen door Babylonie en 
Egypte en het moet als zeker worden aangenomen dat Pythagoras op zijn 
"grand tour" de befaamde, later naar hem genoemde, stelling leerde kennen. 
In deze tijdbalk vallen twee zaken op. In de eerste plaats een periode van circa 
300 jaren, tussen 200 v.C. en 100 n.C., waarin geen wiskundigen van formaat 
optraden en het vrij abrupte einde van de beoefening van de wiskunde tegen 
de vierde eeuw van onze jaartelling, waarbij het centrum inmiddels verlegd was 
naar het Egyptische Alexandrie. 
Hoe interessant een onderzoek naar de oorzaak van deze twee verschijnselen 
ook is, wij zullen dit laten rusten. Vermeld zij slechts dat de wiskunde via een 
omweg door de Arabische wereld, circa 1200 n.C. zijn definitieve rentree in de 
westerse wereld zou maken. 
Onze aandacht zal zich in dit artikel richten op enkele problemen die voor
komen in de "Elementen" van Euclides (ea. 300 v.C.) en die later van groot 
belang zouden blijken. 
Dit laatste is in de Griekse wiskunde geen uitzondering. Men behoeft maar te 
denken aan de zgn. klassieke problemen: trisectie van de hoek, verdubbeling 
van de kubus en kwadratuur van de cirkel, alsook het probleem van het 
irrationale getal; alle zijn het vraagstukken. waarop het definitieve antwoord 
eerst in de l 9e eeuw, dus ruim 2000 jaren later, werd gevonden. 
De Grieken verstonden bij uitstek de kunst: "to put the right questions". 
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2. DE BRONNEN 

Een belangrijke bron van onze kennis van de Griekse wiskunde wordt gevormd 
door de "Elementa" van Euclides van Alexandrie. Over de persoon van 
Euclides - de vermaardste wiskundige aller tijden - is uitermate weinig bekend. 
Slechts dit: hij moet geleefd hebben na de leerlingen van Plato (427-347 v.C.), 
waartoe de beroemde Eudoxus van Cnidus (ea. 400-ca. 347 v.C.) behoorde en 
v66r of deels gelijktijdig met Archimedes (287-212 v.C.). Euclides is in hoofd
zaak bekend door de "Elementa" (Grieks: "stoicheia"), maar daarnaast heeft 
hij ook over andere onderwerpen gepubliceerd, zoals: astronornie, muziektheo
rie, optica. 

Deze "Elementa" omvatten 13 boeken, waarvan deel I t/m deel VI gewijd zijn 
aan de vlakke meetkunde, deel VII t/m deel X behandelen onderwerpen uit de 
getallentheorie en de leer van de verhoudingen, terwijl deel XI t/m deel XIII 
de stereometrie tot onderwerp hebben met als hoogtepunt de studie van de vijf 
- later naar Plato vernoemde - regelmatige (convexe) veelvlakken. 

Ik schets deze inhoudsopgave vluchtig om het misverstand uit de weg te rui
men dat de "Elementa" uitsluitend over vlakke meetkunde zou handelen. 
Van deze "Elementa" werd eerst in de 4e eeuw n.C. een officiele volledige edi
tie uitgegeven door Theon van Alexandrie. Deze uitgave gold eeuwenlang als 
de standaardeditie, totdat in 1908 Peyrard in het Vaticaan een 10e-eeuws 
handschrift ontdekte dat teruggaat op teksten die ouder zijn dan die waarover 
Theon beschikte. Hierop zijn o.a. gebaseerd <je Griekse textuitgave van Hei
berg (Teubner uitgave) en de Engelse vertaling met uitstekend commentaar van 
T.L. Heath (Dover serie). Laatstgenoemde uitgave maakt de "Elementa" voor 
iedereen toegankelijk. 
Natuurlijk mag de Nederlandse uitgave van onze landgenoot E.J. Dijksterhuis 
niet onvermeld blijven. Ook deze bevat een uitstekend commentaar, maar is 
geen volledige vertaling. Voor de boeken VII t/m XIII is dit werk - zoals de 
auteur zelf zegt - eerder een kritisch overzicht. 

Voor een goed begrip zij opgemerkt dat de "Elementa" niet uitsluitend werk 
van Euclides zelf bevat. Integendeel, in feite gaat het hier om een compilatie 
van de destijds bekende wiskunde. Dit betekent o.a. dat veel van <lit werk uit 
de school van Pythagoras en Plato stamt. Dit wist men al in de oudheid. Pro
clus ( 410-485) schreef in zijn commentaar op het eerste boek, na het opsom
men van een aantal wiskundigen: "Niet veel jonger dan deze is Euclides, die 
de "Elementa" samenstelde, veel resultaten van Eudoxus samenvatte, veel vol-

* tooide wat Theaetetus was begonnen en de minder strenge bewijzen van zijn 
voorgangers in een niet te weerleggen vorm bracht." 
Als voornaamste bijdrage van Euclides zelf moet men dus zien het aanscherpen 
van bewijzen, maar vooral ook bet ordenen van de stof. Hoe zorgvuldig hij dit 
deed, moge blijken uit het feit dat tot in de zestiger jaren van deze eeuw de 

* 417-369 v.C.. Hij behandelde de irrationaliteiten en de vijf regelmatige lichamen. Regelmatig 8-
vlak en regelmatig 20-vlak zouden zijn vinding zijn geweest. 
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vlakke meetkunde werd opgedist in dezelfde vorm en volgorde als waarin 
Euclides die bracht. Vlakke meetkunde wordt in Engeland nog steeds "Euclid" 
genoemd! 

Aangezien Euclides nergens een naam noemt, is het bijzonder moeilijk (maar 
ook bijzonder interessant) om de auteurs van de afzonderlijke stellingen te 
identificeren. 
Een belangrijke, maar niet altijd even betrouwbare, steun geven de zgn. "scho
lia", d.w.z. toelichtingen van latere schrijvers uit de Oudheid, waaronder de 
reeds genoemde Proclus. 

3. DE OORSPRONG VAN DE MEETKUNDIGE ALGEBRA BIJ DE GRIEKEN 
Als inleiding tot de behandeling van enkele aspecten van de zgn. meetkundige 
algebra bij de Grieken, zullen we ons verplaatsen in het wiskundige klimaat 
van de beschouwde tijd, d.w.z. circa vijf eeuwen v66r onze jaartelling, de bloei
tijd van de school van Pythagoras in het Zuiditaliaanse Croton. 
Voor de Pythagoraeers was het getal, d.w.z. het natuurlijke getal, het wezen 
van de dingen. 
Zeer duidelijk vinden we <lit verwoord in een fragment dat toegeschreven 
wordt aan de Pythagoraeer Philolaus (+ 450 v.C.): 
"Inderdaad heeft alles wat men kan kennen een getal, want het is niet mogelijk 
iets te begrijpen of te kennen zonder het getal". 
Ook een fragment van Chrysogonos ( + 500 v.C.) spreekt duidelijke taal: 
"Wij !even door getal en berekening, deze immers redden de stervelingen". 
Tot <lit inzicht zou men gekomen zijn o.a. door het waarnemen van de 
bewegingen van de hemellichamen, de observatie van de sterrenbeelden en 
door intensieve bestudering van de muziek, waarbij men het verband tussen 
snaarlengte en toonhoogte opmerkte. 
Zo ontdekten zij in de kosmos een wetmatigheid, een harmonie die beheerst 
werd door gehele getallen of verhoudingen daarvan. Orn een voorbeeld te noe
men: een rechte hoek werd gekarakteriseerd door een Pythagorisch tripe! zoals 
(3,4,5) of (5, 12, 13). Het getal zelf kreeg daardoor een goddelijke betekenis en 
werd zelfs geldentificeerd met het goddelijke omdat het los stond van de 
materie. Het beoefenen van de getallentheorie kreeg iets van een goddelijke 
opdracht omdat het een zuivering, katharsis in de mens teweeg zou kunnen 
brengen. 
De schok was dan ook groot toen men ontdekte dat naast verhoudingen die 
met behulp van natuurlijke getallen kunnen worden beschreven er ook "ver
houdingen" bestaan die men niet met natuurlijke getallen kan weergeven, zoals 
de "verhouding" tussen de zijde en de diagonaal van een vierkant, deze twee 
hebben nl. geen gemene maat. 
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14 

d 

-~ Afb. 3 

Aan dit probleem van het irrationale zal een aparte paragraaf in dit hoofdstuk 
worden gewijd. 
De ontdekking ervan betekende een grote schok voor de Griekse wiskundigen, 
hetgeen achteraf ook wel te begrijpen is als men bedenkt dat het tot het einde 
van de l 9e eeuw zou duren voordat men een goede fundering had gelegd onder 
dit begrip! 
De schrik over de ontdekking van andere grootheden dan natuurlijke getallen 
weerspiegelt zich in de verhalen die in omloop zijn over de vermoedelijke 
ontdekker ervan, Hippasus van Metapontum. Een ellendig einde zou hem 
beschoren zijn. In een scholion op boek X van de Elementa van Euclides lezen 
we bij Proclus: 
"Het verhaal gaat dat de eerste Pythagoraeer die de theorie hierover (d.w.z. het 
irrationale) openbaar maakte, schipbreuk geleden heeft toen hij zee koos". 
Anderen schrijven dat hij zelfs overboord gegooid is. Wat van het een en 
ander ook waar is: deze verhalen zouden niet zijn gelanceerd indien het de 
mathematici van destijds niet tot in hun diepste had geroerd. 
Vanaf deze tijd ging men onderscheid maken tussen (natuurlijke) getallen ener
zijds en grootheden, zoals lengten, oppervlakten, inhouden en tijdsduren 
anderzijds. Mede door een gebrek aan een formeel apparaat van notaties (zoals 
letters voor onbekende getallen - maar dat kon toen ook helemaal niet, want 
een letter met een accent stelde een wel gedefinieerd getal voor), operatietekens 
zoals +, - , X en :, alsook een teken voor gelijkheid was men aangewezen op 
een meetkundige wijze van behandeling van de "algebra", de zgn. meetkundige 
algebra, ook wel oppervlakte-rekening genoemd. 
Hierin wordt niet met letters gerekend, maar met lijnstukken getekend. De 
formuleringen zijn alle in meetkundige taal vervat. 
Som en verschil van lijnstukken worden op voor de hand liggende wijze 
gedefinieerd. Het produkt van twee lijnstukken is (de oppervlakte van) een 
rechthoek. Deling werd aanvankelijk niet . uitgevoerd met behulp van even
redigheden omdat die nog niet ingevoerd waren. 
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ab 
Het gaat bij deling om de bepaling - bij gegeven a,b en c - van -. Men 

c 
construeerde daartoe de rechthoek met zijde c en oppervlakte ab. Afbeelding 

4a laat zien hoe <lit in zijn werk gaat. De juistheid van de constructie is in een 

oogopslag te zien. 
De bewering is dat de rechthoeken I en II dezelfde oppervlakte hebben en <lit 

volgt onmiddellijk uit de congruentie van de driehoeken APF en GFP en van 

de met * en ° aangegeven driehoeken. Afbeelding 4b geeft een voor de hand 

liggende uitbreiding van deze stelling die zeer vaak wordt toegepast in de 

Elementa. 

A b 8 

0 
a 

0 

D x 

* 
II 

* c 

F E 

Afb. 4a 

p 

I 

'H 

G 

I 

I 

I 
I 

I / 
I / 
// 

I 
I 

/ 
/ 

/ 

/ 

~ - - - - ~....._..o<C-<.J 

Afb. 4b 

Deze visie op de wiskunde weerspiegelde zich ook in het taalgebruik. Men 

kende "vierkante" getallen, "rechthoekige" getallen, "rechtlijnige" getallen 

d.w.z. priemgetallen, waarmee men immers geen rechthoek of vierkant kon vor

men. Heel sprekend is ook dat men de wortel uit een grootheid, die 

noodzakelijkerwijze als vierkant opgevat werd, de zijde (pleura) daarvan 

noemde. Verschillende van deze terminologieen vindt men nog in de modeme 

talen terug. 

4. ENKELE EENVOUDIGE STELLINGEN UIT DE MEETKUNDIGE ALGEBRA 

Een duidelijk voorbeeld van deze stijl van wiskunde- beoefening vinden we in 

de formulering van de zgn. Stelling van Pythagoras (El. I, prop. 47). 

"In rechthoekige driehoeken is het vierkant op de zijde die de rechte hoek 

onderspant gelijk aan de vierkanten op de zijden die de rechte hoek insluiten." 



7 

Het bewijs verloopt dan op de bekende wijze met behulp van het "verschui
ven" van de driehoeken, dus met recht via de oppervlakterekening. Er komen 
geen gelijkvormige driehoeken aan te pas. 

ij v.no L1 BA IJJ.n 7:fj vno Z BI' lanv la'YJ. xal encl 'tafJ 
la-r:lv ij µev L1 B -r:fj BI', ij os Z B -r:fj BA, ovo /J-Yj at L1 B, 
BA ovo -r:aic; ZB, BI' 'lam elalv bm-r:eea ixareeq. · xal 

ywvla ~ v.no L1 BA ywvlq. -rfj v.no 
ZBI' 'larr {JG.at~ a2a ~ ALJ {J&.aet 

K -rfj Z I' [lanv] 'ta77, xal rd ABLJ ret
ywvov -r:ip z BI' reiywv<p la·rlv lCfOY . 
xal [ la-r:l] -r:ov µev A BL1 -retywvov 
Oi:nJ.6.awv rd BA naeaAA'YJAoyeaµ-

{J , \ \ , ' y µov · adlY 7:8 yaQ HJY avnp1 cXOVC1t : 

7:~Y BL1 xal, lv -r:aic; avraic; eldt 
L1 A E :naeaJ.J.~J.otc; ral.c; BiJ, A A · rov 

oe z B r retywvov &.nJ.adwv -rd 
H B 7:e-re6.ywvov · {36.aw 7:e yae .naAtP -r:~P av-r:~v exovat 
7:~P Z B xal eP raic; av-r:aic; eldt .naeaJ.J.~J.otc; -r:aic; Z B, HI'. 
[-r:a OS 7:W'V laW'V Ot:nAaCfta 'taa aAA~AOl<; la-r:tv ·] LaOY 11.ea 
sarl xal -r:o BA :naeaJ..J,'Y]/..6yg_aµµov rip H B -re-rg_aywvcp. 

Afb. 5 

Afbeelding 5 geeft de figuur ·zoals die voorkomt in de Griekse textuitgave van 
Heiberg. 

I I 2 opp. ABZH = opp. f BZ = opp. ABA = 2 opp. B AAT . 

Dito voor vierkant A f K8. 
Dat een en ander kon leiden tot gecompliceerde en minder doorzichtige 
formuleringen moge blijken uit de volgende stelling (El. II, prop. 5): 

"Wanneer een lijnstuk verdeeld wordt in gelijke en ongelijke delen, dan is de 
rechthoek die omsloten wordt door de ongelijke delen van het geheel, tezamen 
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met het vierkant op het stuk tussen de deelpunten, gelijk aan het vierkant op 
het halve lijnstuk." 

De betekenis hiervan is niet in een oogopslag in te zien! 

A 
• 

M 

• 
D B 

• • x --------.-y-

A 

R 

M 

Q 

N 

Afb. 6 

D B 

L K 

Laat in Afbeelding 6 het lijnstuk AB het bedoelde lijnstuk zijn dat door M ver
deeld wordt in de twee gelijke delen AM en MB en door D in de twee 
ongelijke delen AD en DB. We vormen nu de rechthoek ABSR waarbij 
BS =AR =DB; dan is ADPR de rechthoek "die omsloten wordt door de 
ongelijke delen". Verder construeren we op de aangegeven wijze het vierkant 
MBKN. De diagonaal van dit vierkant gaat dan door het hoekpunt P van 
rechthoek ADPR. Evenals in Afb. 4a geldt dan: 

opp. MDPQ = opp. PSKL . 

Verder is duidelijk dat 

opp. AMQR = opp. MBSQ 

en aangezien 

opp. ADPR = opp. MDPQ + opp. AMQR 

zien we dat 

opp. ADPR =opp. van de rand MBKLPQ. 

De Grieken noemden zo'n rand in de vorm van een winkelhaak een "gno
mon". Voegt men aan deze gnomon (MBKLPQ) toe: "het vierkant op het stuk 
tussen de deelpunten'', d.w.z. het vierkant QPLN dan is de stelling bewezen, 
immers MBKN is het "vierkant op de helft van het lijnstuk AB". 
We kunnen <lit resultaat in onze wiskundetaal kart en bondig weergeven. 



Stel nl. AD =x en DB =y dan geldt: 
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I 
AM=MB=2(x+y) en 

MD =x -1(x +y)- ~(x -y) zodat de stelling in feite zegt: 

xy + ( x ~ y )2 = ( x ; y )2 . 

Maar z6 konden de Grieken het niet schrijven! Zij hadden geen plus-of min
teken, geen teken voor gelijkheid, geen haakjes. Het zou tot circa 1500 duren 
voordat deze symbolen ingang vonden! 

Als toepassing van deze stelling lossen we het volgende probleem op: Ge
vraagd wordt twee lijnstukken te bepalen waarvan de som gegeven is, alsook 
de oppervlakte van de rechthoek die door deze lijnstukken wordt ingesloten. In 
onze taal: bepaal x en y zodanig dat 

x + y = a en xy = b2 . 

Oftewel: los op 

(a-x)x = b2 

d.w.z. 

x 2 -ax + b2 = 0. 

De constructieve oplossing verloopt dan als volgt: 
Zij M het midden van AB(=a). Trek in M de loodlijn MO ter lengte van bop 

I 
AB. Bepaal Top AB z.d.d. OT= 2 a . 

A .!.a 
2 M 

b 

0 

Afb. 7 

.!.a 
2 

Volgens de genoemde stelling geldt dan (in onze notatie) 

B 
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AT.TB+ MT2 = MB 2 . 

Ook geldt volgens Pythagoras 

OM2 + MT2 = OT2 . 

Aangezien OT=MB geldt dus 

AT.TB = OM2 = b2 

en 

AT+ TB= a. 

Dus AT en TB zijn de gevraagde lijnstukken. Duidelijk is de eis: b 2 ~ ~a 2 

Een pendant van de genoemde stelling is de volgende (~l II, 6): Indien men 
een lijnstuk halveert en er een lijnstuk aan toevoegt, dan is de rechthoek 
gevormd door bet gehele lijnstuk met de verlenging en de verlenging zelf teza
men met bet vierkant op de helft van bet (oorspronkelijke) lijnstuk gelijk aan 
bet vierkant op de helft vermeerderd met de verlenging, dus: 

A 

A 

M 

2 2 
AV.BV +MB = MV 

* 

Afb. 8 

M 

Afb. 9 

* 

Een blik op Afb. 9 verschaft nu al gauw het bewijs. 

B v 

B v 

iC 

Met deze stelling kunnen we nu bet volgende vraagstuk oplossen: Bepaal twee 
lijnstukken x en y waarvan bet verschil is gegeven alsook de oppervlakte van 
de door deze rechten ingesloten rechthoek. In formule: 
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Los op: x - y = a en xy = b2 

d.w.z. de vierkantsvergelijking 

x 2 - ax - b 2 = 0. 

De oplossing verloopt analoog aan de oplossing van het vorige vraagstuk. We 
volstaan met een tekening, waarin AV en BV de gezochte lijnstukken x en y 
zijn. De laatstgenoemde stelling geeft dan, met de stelling van Pythagoras in 
driehoek MBO, de oplossing. 

A M 

Afb.10 

-1.a 
2 

Hierin geldt: AM=MB- ~a; BQJ_ AB, BO=b; MO =MV. 

B v 

b 

0 

Een derde belangrijke toepassing is het verdelen van een lijnstuk, zeg a, m 
twee delen resp. x en a - x zodanig dat 

a:x=x:(a-x), 

de bekende verdeling in uiterste en middelste reden, een verdeling die later de 
sectio divina en nog later de sectio aurea genoemd zou warden. 
Dit vraagstuk wordt door Euclides tweemaal behandeld, eenmaal in de hier
boven gegeven formulering (El.VI, 30), wanneer de leer van de evenredigheden 
is besproken, maar ook al eerder, zonder verhoudingen (El.II,16). De for
mulering moet dan natuurlijk anders zijn en verloopt geheel in de stijl van de 
oppervlakte-rekening aldus: "Een gegeven rechte z6 te verdelen dat de 
rechthoek, gevormd door het geheel en een van de delen gelijk is aan het vier
kant op het andere deel". 
Z6 gezegd gaat het dus om het oplossen van de vierkantsvergelijking 

a(a -x) = x 2 oftewel x 2 + ax-a 2 = 0. 

Hierop zullen wij niet verder ingaan. 
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5. ENKELE OPMERKINGEN OVER HET PROBLEEM VAN HET IRRATIONALE BIJ DE 
GRIEKEN 

Zoals gezegd, was het probleem van de verhoudingen - al dan niet rationaal -
een groot probleem in de Griekse wiskunde. 
Op twee verschillende plaatsen in de Elementa wordt daaraan aandacht 
geschonken en wel in boek V en in boek VI. De wijzen waarop <lit probleem 
wordt aangepakt in deze boeken staan geheel los van elkaar en <lit valt te 
begrijpen daar het in boek VI gaat over natuurlijke getallen, die opgebouwd 
zijn uit een eindig aantal eenheden, terwijl in boek V gedoeld wordt op 
grootheden, die daardoor gekarakteriseerd zijn dat zij "tot in het oneindige 
toe" deelbaar zijn. 
Aristoteles (Metaphysica V, 1020 a) zegt: 
"Een grootheid is datgene wat potentieel verdeeld kan worden in samen
hangende delen" 
V oorbeelden hiervan zijn, zoals gezegd, lengten, oppervlakten, inhouden, tijds
duren. 

Twee grootheden heten daarbij gelijksoortig indien een geheel veelvoud van 
de een de ander kan overtreffen (axioma van Eudoxus - Archimedes). Zo zijn 
lengten onderling gelijksoortig, evenals oppervlakten onderling en inhouden en 
tijdsduren. Gelijksoortige grootheden kunnen een verhouding hebben, waarbij 
het begrip verhouding vaag gedefinieerd is (El.V, def 3) als: 

"Een zekere betrekking tussen gelijksoortige grootheden volgens hun grootte". 

Wanneer het gaat over natuurlijke getallen, dan blijkt de wijze waarop de 
evenredigheden behandeld worden overeen te stemmen met onze wijze van 
behandelen; de terminologie is echter anders. Leest U maar (El.VII, Def. 20): 

* "Getallen zijn evenredig wanneer het eerste van het tweede en het derde van 
het vierde even vaak veelvoud of hetzelfde dee! of dezelfde delen is". 

Met het slot van deze definitie "dezelfde delen" wordt het volgende bedoeld: 
Neem aan dat het gaat om de getallen A,B,C,D waarbij A verdeeld is in a 
gelijke delen g, waarvan B er b bevat, dus A = ag en B = bg. De vier getallen 
A,B,C,D vormen dan in deze volgorde een evenredigheid indien C eveneens 
verdeeld kan worden in a gelijke delen waarvan D er b bevat, d.w.z. C =ah en 
D=bh. 
In onze notatie betekent <lit dus: 

A :B= C:D dan en slechts dan als A = ag, B = bg; C =ah, D= dh. 

Opmerkelijk is dat het begrip verhouding zelf niet gedefenieerd wordt, maar 
wel de gelijkheid van verhoudingen. 
De effectieve constatering of vier getallen een evenredigheid vormen wordt 

* In het Grieks is verhouding "logos" en evenredig "analogon". 
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uitgevoerd m.b.v. de bekende algoritme die later de Euclidische algoritme 
genoemd zou worden en die we vinden in El.VII, 1,2. 
Volledigheidshalve wordt deze bier in onze, moderne notatie vermeld: 
Stel dat we van twee getallen A en B de g.g.d. moeten bepalen, dan zoeken we, 
d.m.v. "delen met rest", getallen q0 en r 0 zodanig dat 

A = Bq0 + r0 met O~ r0<B 

en verder: B = r0q 1 + r 1 met O~ r 1 <r0 

ro = r1q2 + r2 met o~ r2<r1 

etc. 
Voor de resten ri geldt dan 

B>r0 >r 1 >r2> · · · ~ 0. 

Daar de ri natuurlijke getallen zijn (of nul) en monotoon dalen, moet er vroeg 
of laat een r,, + 1 optreden met r,, + 1 = 0, dus 

A = Bq0 + r 0 

B = roq1 + r1 

ro = r1q2 + r2 

r,,~ 1 = r,,q,,. 

r,, is dan de g.g.d. van A en B, d.w.z. r,, is deelbaar op A en B, terwijl ieder 
getal dat op A en B deelbaar is ook op r,, deelbaar is, hetgeen men eenvoudig 
kan verifieren. 
Een eenvoudig getallenvoorbeeld: A = 1065, B = 309. Er geldt dan: 

1065 = 3X309 + 138 

309 = 2 x 138 + 33 

33 = 5X6 + 3 
6 = 2X3. 

De g.g.d. van 1065 en 309 is dus 3. 

Dit alles gaat goed omdat we met natuurlijke getallen te maken hebben en de 
algoritme na eindig veel stappen afbreekt. 
W anneer bet gaat om lijnstukken, oppervlakten, inhouden of tijden, i.h.a. om 
"grootheden", dan rijzen er problemen omdat de Euclidische algoritme niet 
altijd na eindig veel stappen afbreekt. Dit was de schokkende ontdekking in de 
vroege Griekse wiskunde: de ontdekking van bet "irrationale". 
We illustreren <lit aan de hand van bet voorbeeld van de zijde en de diagonaal 
van een vierkant (zie Afb. 11 ). 
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A B 

F 

Afb. 11 
In het vierkant ABCD wordt gezocht naar de gemeenschappelijke maat van de 
zijde AB en de diagonaal BD. We doen dat weer met behulp van de Eucli
dische algoritme. 
Daartoe wordt AB eenmaal afgetrokken van (d.w.z. afgepast op) BD. De rest 
ED (kleiner dan AB) moet nu worden afgepast op AB, maar daarvoor kunnen 
we ook AD nemen. Aangezien kennelijk geldt AF=FE=ED zien we dat ED 
tweemaal kunnen afpassen op AD met als rest GD die dan weer afgepast moet 
worden op de vorige rest ED. Omdat echter GD=GH=HE, komt het er 
uiteindelijk op neer dat we GH moeten afpassen op HD, maar dan zijn we in 
principe weer in de beginsituatie, toen we AB moesten afpassen op BD. Dit 
proces zal dus nooit eindigen. Op deze wijze zullen we dus nooit een gemene 
maat vinden voor zijde en diagonaal van een vierkant. 
Intuitief zijn we toch van mening dat er zoiets als een verhouding bestaat tus
sen deze twee lijnstukken. De reeds eerder genoemde Eudoxus vond hier iets 
op en dat is vastgelegd in boek V van de Elementa, waar we een theorie voor 
evenredigheden voor grootheden vinden die geheel los staat van de theorie 
voor evenredigheden van getallen in boek VII. 
In boek V, 5 vinden we nl. de volgende definitie van gelijkheid van ver
houdingen van grootheden: 
"Men zegt dat grootheden in dezelfde reden (logos) zijn, de eerste tot de 
tweede en de derde tot de vierde wanneer willekeurige gelijke veelvouden van 
de eerste en de derde tegelijkertijd zijn: groter dan, gelijk aan of kleiner dan 
onderling gelijke veelvouden van de tweede en de vierde, met behoud van de 
volgorde." In onze taal betekent <lit dat voor de grootheden A,B, C,D geldt: 

A:B=C:D 

dan en slechts dan indien voor willekeurige natuurlijke getallen m en n voldaan 
is aan de volgende drie implicaties 

mA > nB ~ mC > nD 

mA = nB ~ mC = nD 

mA < nB ~ mC < nD . 
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Dit valt min of meer uit de lucht, maar het is gelijkwaardig met de definitie 
van evenredigheid voor natuurlijke getallen. Daarvoor definieerden we immers 
dat 

A:B=C:D 

zou betekenen 

A = ag, B = bg en C = ah, D = bh . 

Uit <lit laatste volgt echter: 
> > > > > 

mA = nB ~ mag = nbg ~ ma = nb ~ mah = mbh ~ mC = nD . 
< < < < < 

Ook het omgekeerde is voor natuurlijke getallen A,B,C,D waar. 
Laat nl. gelden · 

mA = nB ~ mC = nD 

voor alle natuurlijke men n. Kiezen we i.h.b. m =Benn =A, dan volgt. 

BA = AB ~ BC = AD 
dus BC= AD 

en hieruit leidt men af dat A,B,C,D een evenredigheid vormen in de zin van 
El. VII, def. 20, zoals we die gaven op blz. 12. Voor het gemak geven wij deze 
evenredigheid aan als A :B = C :D. 

Immers steeds geldt: A : B = AC : BC (*) 
en C : D = AC : AD. (**) 
Gegeven is echter BC = AD 
dus uit (*) volgt A : B =AC: AD 
en met (**) geeft <lit A : B = C : D. 

Deze gelijkwaardigheid van beide definities wordt echter niet genoemd of 
bewezen in de Elementa. Wel worden alle bekende eigenschappen van de 
evenredigheden op scherpzinnige wijze afgeleid uit de definitie van even
redigheid voor grootheden. 

Eerst ruim 2000 jaren later, in 1887, zou Richard Dedekind (1831-1916), 
hoogleraar aan het Polytechnicum in Braunschweig een exacte definitie geven 
van verhouding, ook voor het irrationale geval en daarmee het irrationale getal 
introduceren. In feite baseerde hij zich daarbij op de definitie van gelijkheid 
van verhoudingen zoals Eudoxus die gegeven had. Hij zegt dat ook expliciet 
(Ges. Abh. III, p. 341). 
Het zou ons echter buiten het bestek van deze voordracht voeren indien we 
daarop nader in zouden gaan. 
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6. DRIE PROBLEMEN UIT DE MEETKUNDIGE ALGEBRA 

We hebben nu voldoende materiaal bijeen om drie centrale problemen uit de 
meetkundige algebra aan te pakken. 
Het betreft hier de zgn. "aanpassingsproblemen" die wij vinden in de 
Elementa en wel in boek II, 14 en boek VI, 28 en 29. Zij dragen de namen 
resp. van parabolische, elliptische en hyperbolische aanpassing. 

A. Allereerst de parabolische aanpassing. 
Van de drie genoemde problemen is dit het eenvoudigste. In feite is dit het 

vraagstuk van het uitvoeren van de deling ab die we al in par. 3 (biz. 6) 
c 

behandelden. Dit vraagstuk plaatsen we nu in een andere context. 
Wij zullen het vraagstuk enigszins stileren zonder afbreuk te doen aan de 
essentie: we zullen namelijk steeds spreken over rechthoeken i.p.v. willekeurige 
parallelogrammen. 
Evenals in par. 3 gaat het over de constructie van een rechthoek met gegeven 
zijde en gegeven oppervlakte. Deze oppervlakte stellen we ons nu voor in de 
gedaante van een vierkant. In Afb. 12 is dat een vierkant met zijde y; de gege
ven zijde is met voorbedachten rade 2p genoemd. De constructie van de 
onbekende zijde x van de gevraagde rechthoek verloopt analoog aan de 
constructie op biz. 6. De afbeelding spreekt weer voor zichtzelf. 

y2 - 2px 

Afb. 12 

Maar nu het interessante: bij variabele y varieert natuurlijk ook x, maar steeds 
geldt: y 2 =2px, d.w.z. het punt P doorloopt een parabool. 
Het lijnstuk 2p noemde men in het Grieks op-&Ca (orthia) en in het Latijn 
"latus rectum". Beide woorden betekenen "rechtopstaande" zijde en het is 
tekenend dat tot in de 17e eeuw het dubbele van de parameter p van de para
bool nog steeds "latus rectum" werd genoemd. 
Tenslotte nog een opmerking over de oorsprong van het woord "parabolische" 
aanpassing. We zagen dat het hier ging orn het construeren van een rechthoek 
waarvan de oppervlakte gelijk gemaakt moest worden aan die van een gegeven 
vierkant. het Griekse woord napo:~<lA.t..e: 1. \I (paraballein) betekent: naast elkaar 
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zetten, vergelijken. Wij vinden dit ook terug in ons woord "parabel" d.w.z. 
gelijkenis zoals voorkomend in het N.T.; algemeen: zinnebeeldig verhaal. 

Natuurlijk rijst de vraag naar de zin van dit vraagstuk. Welnu, met behulp 
hiervan kan men oppervlakten van vlakke veelhoeken met elkaar vergelijken. 
Allereerst wordt daartoe opgemerkt dat men een vlakke veelhoek steeds kan 
vervormen tot een driehoek met dezelfde oppervlakte en deze weer tot een 
parallelogram met dezelfde oppervlakte en zelfs met voorgeschreven hoeken, 
dus ook tot een rechthoek. Voor een vierhoek is dat in afbeelding 13 en 14 
aangegeven. 

BD// I 

Opp. ABCD = Opp.AC'! 

A 

Afb. 13 

Opp. ABDM 

A B 

Afb. 14 

De methode laat zich eenvoudig generaliseten tot een willekeurige vlakke veel
hoek. 
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Nu zou men de parabolische aanpassing op analoge wijze kunnen uitvoeren 
uitgaande van een rechthoek i.p.v. een vierkant, maar dan mist men de aardige 
formule y 2 =2px. Daarom wordt hier - bij wijze van intermezzo - de "kwa
dratuur" van de rechthoek gegeven en wel geheel in de trant van de oppervlak
terekening, d.w.z. zonder evenredigheden. 
Men zou immers, als de zijden van de rechthoek a en b genoemd worden, de 
vergelijking x 2 =ab kunnen oplossen door op te merken dat uit de gelijk
vormigheid van de driehoeken BHE en HAE in afbeelding 15 (waarin AE =a, 
EB =b, AM =MB en HEJ... AB) volgt: 

a: HE= HE: b 

en dan is het probleem opgelost, maar met evenredigheden. 

M E 

c D 

Afb. 15 

Het probleem van de evenredigheden willen we echter nog even uitstellen. 
Daarbij merken we op dat het probleem van de parabolische aanpassing voor
komt in boek II van de Elementa en dat de beide andere genoemde aanpas
singsproblemen, waarbij gelijkvormigheid en dus evenredigheid essentieel zijn, 
eerst in boek VI worden behandeld, nadat in boek V de aan Eudoxus toege
schreven "redentheorie" is uiteengezet. 
Het merkwaardige is nu dat we bij de oplossing zonder evenredigheden precies 
dezelfde constructie zullen uitvoeren, maar er een ander verhaal bij vertellen. 
In afbeelding 15 is AEDC de gegeven rechthoek met AE =a en ED =b =EB. 
Volgens de stelling die we noemden en bewezen op blz. 7 en die voorkomt in 
de "Elementa" boek I als propositie 5, geldt dat de oppervlakte van de 
rechthoek AEDC, vermeerderd met de oppervlakte van het vierkant met zijde 
ME gelijk is aan de oppervlakte van het vierkant met zijde MB. Ana
chronistisch, in onze notatie: 

AE.ED + ME 2 = MB 2• (*) 



Volgens Pythagoras geldt in driehoek HEM: 

HE 2 + ME 2 = MH 2 

maar 

MB= MH, 

dus dan volgt uit (*) en (**) 

AE.ED = HE 2. 

19 

(**) 

HE is dus de zijde van het vierkant met dezelfde oppervlakte als de rechthoek 
AEDC. 

Na <lit intermezzo terug naar de vraag naar de bedoelin~ van de parabolische 
aanpassing: 
Iedere veelhoek kan terug gebracht worden tot een vierkant met dezelfde 
oppervlakte en door aanpassing aan een vast lijnstuk met lengte 2p cor
respondeert zo met ieder vierkant een waarde voor de breedte x van de aan
gepaste rechthoek en het is duidelijk dat via deze x-waarden de oppervlakten 
van veelhoeken met elkaar vergeleken kunnen worden. 

B. De hyperbolische aanpassing 
Van de parabolische aanpassing bestaan twee generalisaties, waarvan we 
allereerst zullen bespreken de hyperbolische aanpassing. We gaan daarbij weer 
uit van een vierkant V met zijdelengte y en een lijnstuk AB met lengte 2p. Ver
der is er een gegeven rechthoek R in het spel (zie Afb. 16). De opgave is nu 
een rechthoek AEFH te construeren met dezelfde oppervlakte als V en met een 
hoekpunt in A, waarvan de zijde AE op de drager van AB ligt, zodanig dat 
AE>AB en tevens z6 dat het buiten AB uitstekende deel van deze rechthoek 
(het zogenaamde exces) gelijkvormig is met R. 
Afbeelding 16 geeft de gewenste eindsituatie; hierin is ABCD een rechthoek die 
gelijkvormig is met R. Een zijde daarvan is 2p, de andere wordt gesteld op 2a. 

Het is duidelijk dat het vraagstuk opgelost is als we het punt F bepaald heb
ben. Dit moet natuurlijk liggen op het verlengde van DB omdat BGFE gelijk
vormig is met DABC. Hoe we dat doen, zal straks blijken, maar we bezien nu 
eerst de eindsituatie en vragen naar de breedte x van de gezochte rechthoek, 
bij een gegeven oppervlakte y 2 van het gegeven vierkant. 
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Afb. 16 

P(x,yl 

r 
2p 

J 
E F 

px2 
y2 = 2px + - a 

Stellen we AH =x en BE =t dan geldt op grond van de gelijkheid van de 
oppervlakten 

y 2 =(2p+t)x 

en op grond van gelijkvormigheid 

t:x=2p:2a 

en dus 

nx:2 
y 2 = 2px + =

a 

en <lit is juist de topvergelijking van een hyperbool met parameters p en a en 
top in A. Bij variabele y zal de bovenhelft van de rechtertak daarvan door het 
punt P doorlopen worden. 

Ook hier noemt men 2p " 6p-&Co: " of "latus rectum"; de parameter 2a heet -
zeer sprekend - "7TA.ayt'a" (plagia) of "latus transversum", d.w.z. horizontale 
zijde, welke termen ( evenals bij de para boo I) nog Jang gebruikt werden om de 
(dubbele) parameters van de hyperbool aan te geven. 
Ook hierbij is een taalkundige opmerking te plaatsen. 
"~m:p~aA.11.e:i.v" (hyperballein) is een Grieks werkwoord dat betekent: over
schrijden, overtreffen. Wij kennen ook de term "hyperbolische" uitdrukking, 
d.w.z. overdreven uitdrnkking: "Ik moet nog een hele berg tentamens nakij
ken" of "Na een eeuwigheid kwam hij terug." 
De constructie van het punt F stellen we riog even uit tot na de bespreking van 
de tweede generalisatie van de parabolische aanpassing, t.w. 
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C. De elliptische aanpassing 
Ook nu is weer een vierkant V gegeven met zijdelengte y en een lijnstuk AB 
met lengte 2p, alsmede een recbtboek R. 
Ditmaal zoeken we een recbtboek AEFH met dezelfde oppervlakte als Ven 
met een boekpunt in A, waarvan de zijde AE langs een deel van AB valt, zoda
nig dat AE <AB en wel z6 dat bet "ontbrekende deel" van de recbtboek gelijk
vormig is met R. 
Dit ontbrekende deel noemt men bet defect. 

D 
----2a 

Afb. 17 

Afbeelding 17 geeft de gewenste eindtoestand. De recbtboek HGCD is bepaald 
door de eis dat deze gelijkvormig is met R en als opstaande zijde beeft 2p. De 
borizontale zijde volgt dan daaruit en we stellen die op 2a. Duidelijk is dat dan 
ook bet defect EFGB gelijkvormig is met R. De Jigging van HGCD wordt 
bepaald door de eis dat opp. AHFE=y 2, dus door de ligging van H. 
Ook nu stellen we de constructie even uit en bezien eerst, uitgaande van de 
eindsituatie, de ligging van bet punt P(x,y). 
Indien we stellen AH =x en EB =t, dan geldt op grond van de gelijkbeid van 
oppervlakten 

y 2 = (2p-t)x 

en op grond van gelijkvormigbeid 

t:x=2p:2a 

dus 

- nx 2 _ 
y 2 = 2px =.::..__ 

a 
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Dit is juist de topvergelijking van een ellips met parameters p en a en top A. 
Bij variabele y zal de bovenhelft daarvan doorlopen worden door het punt P. 
Ook nu worden 2p en 2a "latus rectum" en "latus transversum" genoemd. 
Natuurlijk tot slot iets over de etymologie: "(A'Af.i7THV" (elleipein) is het 
Griekse woord voor tekortschieten, ontbreken. Ook kennen we elliptische, 
d.w.z. onvolledige zinnen zoals b.v. "Allemaal een biertje?" i.p.v. "Willen de 
dames en heren elk nog een glas bier?". 

7. DE CONSTRUCTIEVE OPLOSSING VAN DE DRIE AANPASSINGSPROBLEMEN 

Tot slot rest nog de vraag naar de constructieve oplossing van de drie aanpas
singsproblemen. Als inleiding hierop eerst de constructie van een rechthoek die 
gelijkvormig is met een gegeven rechthoek R en een oppervlakte S heeft. 
Zonder beperking van de algemeenheid mogen we aannemen dat S gegeven is 
als oppervlakte van een vierkant V. De Grieken gaven -immers oppervlakten 
altijd als oppervlakten van veelhoeken en we zagen al hoe die teruggebracht 
kunnen worden tot oppervlakten van rechthoeken, die clan weer gekwadrateerd 
kunnen worden (blz. 18). 
De bedoelde constructie verloopt nu als volgt: construeer eerst een rechthoek 
H met oppervlakte S en met een zijde gemeenschappelijk met R. Dit kan via 
de parabolische aanpassing (zie Afb. 18). 

--------. ,'1 , I , I , 
I 

s , 
I , , I , I , 
I , 
I I 

I I 
I I 

I 
I 

I 
I , 

I , 
I 

R 
, 

m H I , , , , , 
I 

I 

k I n ·/ 

Afb. 18 

Stel nu dat R de zijden k en m heeft en H de zijden m en n. Er geldt clan 
mn = S. Als we de zijden van de gezochte rechthoek x en y noemen, clan geldt 

x:y=k:m 

omdat de gezochte rechthoek gelijkvormig is met R en 

xy = mn 

omdat de gezochte rechthoek de oppervlakte S moet hebben. 
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Dit betekent echter, als we y elimineren 

x 2 =kn. 

Op blz. 18 zagen we al hoe we daaruit x kunnen bepalen. Hierna geeft de 
parabolische aanpassing de bijbehorende waarde voor y uit xy = mn. 
Nu zijn we in staat de hyperbolische en de elliptische aanpassing daadwer
kelijk uit te voeren. 
Allereerst het hyperbolische geval. De opgave was daarbij een rechthoek te 
construeren met oppervlakte y 2, liggende "langs" AB (Afb. 16) zodanig dat 
het uitstekende deel (het exces) gelijkvormig is met de rechthoek R. 

A H r------------

M D ,,,.---------1 

G 

c' s' F 

Afb. 19 
Daartoe halveren we AB in afbeelding 19 d.m.v. het punt Men construeren we 
de rechthoek MBCD gelijkvormig met R. Vervolgens construeren we de 
rechthoek DM'FC' gelijkvormig met DMBC (en dus met R) en wel z6 dat de 
oppervlakte daarvan gelijk is aan die van DMBC +y 2• We zagen al hoe dat 
moet. De rand (gnomon) MM'FC'CB heeft dan y 2 als oppervlakte. Op de 
bekende wijze constateren we echter dat opp. CBB'C'=opp. MM'GB. Aan
gezien opp. AHM'M=opp. MM'GB (de ligging van H blijkt duidelijk uit de 
afbeelding), geldt opp. AHFB'=opp. gnomon = y 2• Ook is de uitstekende 
rechthoek gelijkvormig met R, dus AHFB' voldoet aan alle eisen. 

V ervolgens construeren we de oplossing van het elliptische geval. Hierbij gaat 
het erom een rechthoek met oppervlakte y 2 te construeren "langs" AB (Afb. 
17) zodanig dat het ontbrekende deel, bet defect, gelijkvormig is met een gege
ven recbtboek R. 
Daartoe balveren we ook nu weer (zie Afb. 20) AB d.m.v. bet punt M. Op 
MB beschrijven we de recbthoek MBCD gelijkvormig met R. In de 
"linkerbovenhoek" daarvan construeren we vervolgens de recbthoek DM'FC', 
gelijkvormig met DMBC (en dus met R) en met als oppervlakte DMBC 
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verminderd met y 2 . Vereist is dus: y 2 .:;;; opp. DMBC. 

N 
r------.--

1 
I I 

I 

L - - - - -~~~~~~~-
C G B 

Afb. 20 

s' 

De rand (gnomon) M'BCCC'F heeft dan de gegeven oppervlakte y 2 • Ver
volgens verlengen we M'F en C'F tot deze de zijden NA, CB en AB snijden in 
resp. H, Gen B'. Het is dan duidelijk dat opp. M'MB'F=opp. C'FGC, maar 
ook opp.HAMM'=opp. M'MBG, zodat - als we M'MBG "opschuiven" tot 
deze HAMM' bedekt - blijkt dat de oppervlakten van de gnomon 
M'MBCC'F(=y 2) gelijk is aan de oppervlakte van de rechthoek HAB'F. Daar 
ook duidelijk is dat FB' BG gelijkvormig is met R, is de elliptische aanpassing 
voltooid. 

Tenslotte een opmerking over de existentie van deze oplossing. Uit de 
constructie blijkt duidelijk dat de oppervlakte van de gnomon M'MBCC'F, die 
we gelijk aan y 2 hadden gemaakt, niet groter mag zijn dan de rechthoek 
DMBC, d.w.z. y 2 .:;;;pa. Dit is ook duidelijk als we opmerken dat in het ellip
tische geval geldt 

nY 2 
y 2 = 2px - .r..:.:_ 

a 

en dus voor de breedte x van de gezochte rechthoek HAB' F geldt 

px 2 - 2apx + ay2 = 0 (*) 

hetgeen inhoudt dat x dan en slechts dan reeel is als de discriminant 
4a 2p 2 - 4apy 2 niet negatief is, d.w.z. y 2 .:;;; ap. Het extreme geval y 2 = ap bete
kent dat NAMD de gezochte, aan te passen rechthoek is. 
Voorts is het duidelijk dat - indien y 2 < ap - de vergelijking (*) twee verschil
lende positieve wortels heeft en er dus twee oplossingen voor het elliptische 
aanpassingsprobleem bestaan. De tweede oplossing construeren we door de 
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rechthoek DM' FC' om het verlengde van de diagonaal BD te construeren, 
zoals in afbeelding 21 is weergegeven. 

I 
I I 
L - ..L - - - - .___ _____ _,. 8 

G C 

Afb. 21 
Deze afbeelding moge voor zichzelf spreken; ook nu is HAE' F de aangepaste 
rechthoek en FB' BG de met R gelijkvormige rest. Opvallend is dat Euclides 
met geen woord over die tweede mogelijkheid rept. Men heeft daarvoor 
verschillende argumenten aangevoerd, die er allen van uitgaan dat hij deze 
tweede mogelijkheid wel onderkend heeft. Sommigen wijzen erop dat Euclides 
meestal slechts een oplossing van zijn problemen geeft, anderen menen dat hij 
de tweede oplossing als vanzelfsprekend of ongelangrijk aan zijn leerlingen 
overliet. 

Tot slot een opmerking over het "praktische nut" van de elliptische en de 
hyperbolische aanpassing. Zoals deze problemen geformuleerd werden, vallen 
ze eigenlijk "uit de lucht". 
Reeds eerder losten we de volgende vierkantsvergelijkingen constructief op 

x 2 - Ax + B2 = 0 (blz.9) 

en 

x 2 - Ax - B 2 = 0 (blz.10). 

Het gaat hierbij om positieve reele coefficienten en alleen positieve oplossingen 
tellen. Van de vier mogelijkheden 

x 2+Ax+B2 = 0 

valt dus af x 2 +Ax + B 2 = 0. Er rest dus nog x 2 +Ax - B 2 = 0, maar de 
substitutie x = y -A voert deze terug tot het type van blz. 10. De gevallen 
waarin de kopcoefficient niet 1 is, maar een willekeurig positief reeel getal, zeg 
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g, kunnen worden behandeld met behulp van de hyperbolische en de ellip
tische aanpassing. 
Wij zagen al dat deze voerden - bij vaste p en a - tot de volgende betrekkingen 
tussen x eny 

p£ y2 = 2px + 
a 

en 

p£ y2 = 2px - · 
a 

Hierbij was y een gegeven grootheid, de zijde van een gegeven vierkant. De op 
biz. 20 en 21 gegeven constructies betekenen dus in feite de constructieve 
bepaling van de positieve wortels van de volgende vergelijkingen in x 

px 2 + 2apx - ay 2 = 0 

en 

px 2 - 2apx + ay 2 = 0 

d.w.z. juist de typen die van belang zijn, maar nu met kopcoefficient p niet 
noodzakelijk 1. Wij, voorzien van ons algebra1sch formalisme, zouden deze 
gevallen, door te delen door p, tot de vorige gevallen hebben gereduceerd. 
Dit delen door p weerspiegelt zich nu in de keuze van de rechthoek R met zij
den a en p, waarmee het exces, resp. defect, gelijkvormig moet zijn. 
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De aanvankelijk met sterk visuele inslag beoefende Griekse wiskunde kreeg er 
een aantal jaren geleden een component van een wat andere signatuur bij. 
Door de ontwikkeling van de algebra, in het bijzonder het algebra'ische for
mularium, kon de Griekse meetkunde aanzienlijk worden verrijkt met formules 
die verbanden leggen tussen meetkundige grootheden. Deze twee manieren van 
beoefenen van de meetkunde vormden tezamen de grondslag van het 
meetkundeprogramma zoals dat v66r de invoering van de mammoetwet in 
Nederland bij het secundair onderwijs van kracht was. 

Latere verschuivingen in het programma door Analytische Meetkunde en 
Lineaire Algebra gaven het meetkunde-onderwijs een geheel andere inslag. 
Wel heeft een aantal formules de vernieuwing overleefd, maar er zijn allerlei 
andere interessante (en soms ook nog wel nuttige) formules die het loodje 
moesten leggen. Vandaar dat hier een poging wordt gedaan enkele ervan weer 
eens boven water te halen, soms met een verrassend bij-effect. 

I. BELEVENISSEN BIJ DE DRIEHOEK 

Allereerst behandelen wij de s-formule 

(9 = Vs(s -a)(s -b)(s -c) 

voor de oppervlakte (9 van een driehoek met zijdelengten a, b en c en halve 
omtrek s. In de pre-mammoetse meetkunde werd deze afgeleid door gebruik te 
maken van de formule 

(9 - _!_a b sin y - 2 
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en door cos y te verkrijgen uit de cosinusregel. Elirninatie van y uit beide for
mules leidt na een fl.inke rekenpartij tot het gewenste resultaat. Wil men de 
meetkunde geheel vrij van de goniometrie bedrijven dan kan men via de 
projectiestelling eerst de lengte berekenen van de projectie van een zijde op een 
andere om daarna via de stelling van Pythagoras de lengte van een hoogtelijn 
te berekenen (alweer via een flinke rekenpartij), waaruit de begeerde formule 
voor de oppervlakte volgt. 

Uit de Griekse tijd is echter een veel eleganter bewijs bekend. Ten onrechte 
wordt <lit wel toegeschreven aan Hero van Alexandrie; in feite dateert het van 
Archimedes*)_ We geven deze afl.eiding hieronder weer, zij het met gebruik
making van moderne formule(routine)s. 

Uitganspunt is het feit dat de lengten van de twee raaklijnen uit een punt aan 
een cirkel gelijk zijn. Voor de ingeschreven cirkel met middelpunt I en raak
punten A', B' en C' aan de respectieve zijden van een driehoek ABC volgt 
daaruit 

AB' + B'C + C'B = s 

dus 

C'B = s -b en evenzo AC' = s -c. 

Op analoge wijze vindt men voor een aangeschreven cirkel met middelpunt J 
en raakpunten A", B" en C" dat 

AC" = s en BC" = s -c. 

A B c" 
Een en ander leidt tot 

*) Vergelijk B.L. van der Waerden, Ontwakende wetenschap, Noordhoff, Groningen, 1950, p. 252. 



r : r" = (s -a) : s. 

Voorts levert gelijkvormigheid van de driehoeken IC'B en BC"J 

r : (s -b) = (s -c): r". 

Uit deze beide resultaten volgt 

r 2 = (s -a)(s -b)(s -c) : s. 
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Omdat de oppervlakte van driehoek ABC de som is van de oppervlakten van 
de driehoeken BC!, CAI en ABI heeft men 

I I I 
l9 = 2ar + 2br + 2cr = rs 

dus 

l9 = Vs(s -a)(s -b)(s -c) . 

Het zou helaas te ver voeren hier uiteen te zetten voor welke gehele a, b en c 
ook l9 geheel is. Zo'n driehoek wordt wel een Heronische driehoek genoemd. 
Het bekendste voorbeeld is wel de driehoek met zijdelengten 13, 14 en 15. 

En passant vermelden wij nog even de formule voor de straal R van de 
omgeschreven cirkel van driehoek ABC. Men heeft 

R=-a-= abc 
2sina 2bc sin a 

abc =-· 
4l9 

Van deze formule zullen wij in het volgende hoofdstuk een driedimensionale 
generalisatie geven. 

II. HET VIERVLAK 

Beschouw een viervlak met ribbelengten a,b,c,a',b' en c', met inhoud I waar
van de omgeschreven bol het middelpunt M heeft en een straal R. De middel
lijn door T snijdt de bol andermaal in P. Het raakvlak in P aan die bol snijdt 
de ribben TA, TB en TC resp. in A", B" en C". Dan heeft men 

T 

R 

c 

B 
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TC" = TP 2 : TC = 4R 2 c' 

dus 

TC" : TB" = b' : c' 

hetgeen leidt tot de gelijkvormigheid van de driehoeken TB"C" en TCB. 
Hieruit volgt 

B"C" : CB = TC" : TB, 

dus 

4R 2 - 4R 2 
I a" = B"C" =a-- - -'b' , ·aa b'c' a c 

Analoge formules gelden voor b"=C"A" en c"=A"B". Daaruit volgt 

(9" = opp/:::,. A"B"C" = Vs"(s"-a")(s"-b")(s"-c") 

I 
4 

4R 2 
(--)4(aa' +bb' +cc')(-aa' +bb' +cc')(aa'-bb' +cc')(aa' +bb' -cc') a'b'c' 

De stereometrie leert ons vervolgens 

lnh TABC: Inh TA"B"C" = TA TB TC: TA" TB"TC", 

dus 

2 64R 6 
I :-Ropp A"B"C" = a'b'c' : --

3 a'b'c' 

waaruit volgt 

J 
24R 

met als eindresultaat de formule van von Staudt 

R=_!_· 
241 

Men kan zich afvragen wat er gebeurt als de hoogte van het viervlak tot nul 
nadert, d.w.z. als T in het vlak ABC komt te liggen. Daar T tevens op de 
omgeschreven bol van het viervlak TABC moet blijven liggen komt T dus op 
de doorsnijding van die bol met vlak ABC. Globaal gesproken zijn er dan drie 
mogelijkheden voor de ligging van P, namelijk op een der drie bogen AB, BC 
resp. CA. Ons viervlak is dan verworden tot een koordenvierhoek. 
Daar nu geldt I = 0, moet gel den J = 0, dus een van de drie factoren 

-aa'+bb'+cc', aa'-bb'+cc', aa'+bb'-cc' 
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moet gelijk zijn aan nul (zulks in overeenstemming ermee op welk van de drie 
bogen T gelegen is). Dit resultaat staat bekend als de stelling van Ptolemaeus 
voor een koordenvierhoek, van welke stelling natuurlijk ook rechtstreekse 
planimetrische bewijzen te geven zijn. 
In het voetspoor van het bovenstaande zou zo'n bewijs te geven zijn door het 
trekken van een middenlijn van de omgeschreven cirkel door het punt T welke 
die cirkel andermaal snijdt in P en door vervolgens de raaklijn in P aan die 
cirkel te trekken, enz. enz. Een en ander geeft ons tevens een goede introductie 
op het volgende hoofdstuk. 

III. VIERHOEKEN 

In dit hoofdstuk gaan wij uit van een koordenvierhoek met, in een iets andere 
notatie dan in het vorige hoofdstuk, vier opeenvolgende zijden met lengten 
a,b,c end en diagonalen met lengten pen q. Verwisselt men vervolgens de zij
den c en d, dan onstaat een koordenvierhoek met opeenvolgende zijden a,b,d 
en c en diagonalen p en r. 
Terwijl voor de oorspronkelijke koordenvierhoek volgens de stelling van Ptole
maeus geldt 

ac + bd = pq 

geldt voor de nieuw verkregen koordenvierhoek 

ad+ be= pr 

en door een verdere permutatie van de vier zijden is het niet moeilijk in te zien 
dat blijkt te gelden 

ab + cd =qr. 

Uit deze drie relaties volgt door eliminatie van q en r het resultaat 

2 _ (ac +bd)(ad+bc) 
p - ab +cd 

en natuurlijk analoge formules voor q2 en r 2 • 

Wij behandelen thans een minder bekende generalisatie van de stelling van 
Ptolemaeus, de stelling van Casey. Deze zegt dat de formule van Ptolemaeus 
geldig blijft als men de hoekpunten van de koordenvierhoek opblaast tot cir
kels die de omgeschreven Cirkel van de koordenvierhoek (b.v.) gelijksoortig 
raken en de lengten van de zijden en de diagonalen van de koordenvierhoek 
vervangt door de lengten van de (b.v.) gemeenschappelijke uitwendige raak
lijnen aan de bedoelde cirkels twee aan twee. 

V oor het bewijs van de stelling van Casey beschouwen we een cirkel met mid
delpunt M en straal R die (b.v.) inwendig wordt geraakt door twee cirkeltjes 
met middelpunt A', raakpunt A, straal a resp. B', Ben b. Voor de lengte tab 

van de gemeenschappelijke uitwendige raaklijn vindt men 
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t~b = A'B'2 -(a -b)2 

= (R -a)2 + (R-b)2-2(R -a) (R -b) coscp - (a -b)2 

= 2(R -a)(R -b)(l-coscp) =4(R -a)(R -b) sin21cp 

= R-a R-b AB2• 

R R 

Hieruit en uit de analoge formules voor de vijf andere gemeenschappelijke 
raaklijnen volgt de stelling van Casey met gebruikmaking van de stelling van 
Ptolemaeus voor de koordenvierhoek ABCD. 

Van de stelling van Casey kan men gebruik kan men gebruik maken voor het 
bewijs van de volgende stelling. 
Beschouw twee cirkels die een derde cirkel inwendig raken en teken hun vier 
gemeenschappelijke raaklijnen. De inwendige gemeenschappelijke raaklijnen 
snijden die derde cirkel in vier punten, waarvan twee der verbindingslijnen 
evenwijdig lopen met hun uitwendig gemeenschappelijke raaklijnen. 
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s 

Voor het bewijs maken wij gebruik van de stelling van Casey, toegepast op de 
cirkels le en h en (nul)cirkels Q en P. Men heeft dan 

PU·QV + PQ· YZ = PX·QW 

Noemt men de lengten van de zijden van driehoek ABC weer a,b en c stelt 
men PA =x en QA =y, dan laat de Casey-relatie onder gebruikmaking van 
allerlei s-formules (zoals afgeleid in paragraaf I) zich schrijven als 

{x-(s-b)} {y-(s -c)} + PQ (2s-a) = (x +s -c)(Y +s -b), 

dus 

PQ(b +c) = xa+ya, 

ofwel 

PQ : a = (x +y): (b +c). 

Hieruit volgt dat de driehoeken ABC en APQ (of AQP) gelijkvormig zijn waar
uit volgt dat PQ parallel (of antiparallel) is met BC. We slaan hier maar de 
ietwat subtiele redenering over die ons uiteindelijk leert dat geldt PQ I I BC. 

Een zeer vemuftig rechtstreeks bewijs van deze stelling, waarbij geen gebruik 
wordt gemaakt van de stelling van Casey is gevonden door jhr. ir. H.S. van 
Lennep*>. 

*) Een en antler is te vinden in Nieuw Archief voor Wiskunde 3, XVI, 1968, p. 30-31, waar na een 
korte inleiding mijnerzijds het bewuste bewijs wordt gegeven. Zie ook Wiskundige opgaven, 17• 
deel (1942), p. 44-50. · 
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De hier bewezen stelling doet ons begrijpen dat de cirkel die de drie aan
geschreven cirkels van een driehoek uitwendig raakt de zijden van de driehoek 
snijdt in 6 punten, waarvan drie een driehoek vormen waarvan de zijden paral
lel lopen met de zijden van de driehoek en de drie andere een driehoek waar
van de zijden antiparallel lopen met de zijden van de oorspronkelijke driehoek. 
De eerste driehoek heeft als hoekpunten dus de middens van de zijden van de 
oorspronkelijke driehoek, de andere moet de zgn. voetpuntsdriehoek zijn. De 
bedoelde raakcirkel is dus de negenpuntscirkel of de cirkel van Feuerbach. Een 
analoge redenering kan ons ten slotte leren dat deze cirkel ook raakt aan de 
ingeschreven cirkel van de oorspronkelijke driehoek. 

Tot slot geven wij - gedeeltelijk in het voetspoor van Archimedes (Hero) - een 
wat ongewoon bewijs voor de oppervlakteformule 

(9 = V(s -a)(s -b)(s -c)(s -d) 

voor een koordenvierhoek met zijdelengten a,b,c end en halve omtrek s. 
Beschouw zo'n koordenvierhoek PQRS met ingeschreven cirkel I 1 (met straal 
r i) van driehoek PQR en aangeschreven cirkel I 2 (met straal r 2) van driehoek 
PRS. Voor de oppervlakte (9 1 van dPQR heeft men 

1 
t91 = 2'1 (a +b +p) 

en voor de oppervlakte (92 van dP RS heeft men 

1 
t92 = -zrz(p +d-c). 

Omdat in de koordenvierhoek de hoeken Q en PSR supplementair zijn, zijn de 
hoeken Q en RSU (en dus ook hun helften) onderling gelijk, hetgeen voert tot 
de gelijkvormigheid van de driehoeken QI 1 T en SI 2 U. Daaruit volgt dan 

r 1 : r2 = QT: SU = (a +b -p): (p +c -d). 

Hieruit en uit de gevonden oppervlakteformules concludeert men tot 



~ = (a+b+p)(a+b-p) 
02 (p +d -c) (p +c -d) 

Op geheel analoge wijze vindt men 

~ _ (c +d)2-p 2 . 
01 p 2 -(a -b)1 

Uit (I) volgt 

01 (a +b)1-p2 

0 (a +b)2-(c -d)2 

en uit (2) 

01 p2 -(a -b)2 
0 (c +d)2 -(a -b)1 

(a +b)2 -p2 

p 2-(c -d)2 

waaruit na vermenigvuldiging van de laatstgevonden relaties blijkt 

16/(\21 
1:1 (a +b +p) (a +b -p) (p +a -b) (p -a +b) 

1602 (a +b +c -d) (a +b -c +d) (a -b +c +d) (-a +b +c +d) 
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(1) 

(2) 

De s-formule leert voor driehoek PRS dat in de laatste formule de tellers gelijk 
zijn. Dan is dat ook het geval met de noemers waarmee de beloofde formule 
voor de oppervlakte 0 van de koordenvierhoek is bewezen. 





0. INLEIDING 

Meetkunde en Groepen 

J.H.M. Steenbrink 
Katholieke Universiteit Nijmegen 

Faculteit der Wiskunde en lnformatica 
Postbus 9010 6500 GL Nijmegen 

37 

Dit verhaal gaat over tweedimensionale meetkundes. Een meetkunde is hierbij 
een verzameling waarin men afstanden kan meten: een metrische ruimte. Wil
len we echter een mooie theorie opbouwen, dan moet die ruimte een grote 
mate van symmetrie hebben. We willen immers graag, dat de eigenschappen 
van figuren zoveel mogelijk plaats-onafhankelijk zijn: de ruimte moet homo
geen zijn. Deze eigenscbap kan men met bebulp van groepen uitdrukken. 
Gegeven een metriscbe ruimte M, laat G de verzameling zijn van alle bewegin
gen van M, d.w.z. de afstandsbewarende bijecties van M op zichzelf. De 
bomogeniteit van M komt neer op de eis, dat voor ieder tweetal punten van M 
een element van G bestaat dat bet ene punt in bet andere overvoert. Deze 
eigenscbap van M garandeert dat de eigenscbappen van de meetkunde plaats
onafhankelijk zijn. 

Er is nog een andere manier waarop groepen in de meetkunde van belang 
zijn. Hierbij gaat bet om bepaalde ondergroepen van de groep G. Eerst een 
voorbeeld. Laat M het Euclidiscbe vlak zijn, d.w.z. de R2 met de gebruikelijke 
afstandsmaat. Iedere translatie in R2 beboudt de afstand, dus is een beweging. 
Zij nu T zo'n translatie, en laat r de ondergroep van G zijn, bestaande uit alle 
gebele macbten van T. We kunnen nu een ruimte R2 /f maken, het quotient 
van R2 naar r, en wel als volgt. We identificeren in R2 steeds een element P 
met zijn beeldpunt T(P). In de ruimte die zo ontstaat wordt bet ver
bindingslijnstuk tussen P en T(P) een gesloten kromme. De afstand tussen 
twee elementen van R2 /f, gerepresenteerd door twee punten P, Q van R2, 
definieren we als bet minimum van alle afstanden tussen P en de punten 
Tn(Q) waarbij n de gebele getallen doorloopt. Daarmee krijgt R2 /f de struc
tuur van een cylinder. 

Deze constructie is omkeerbaar. Een meetkunde beet enkelvoudig 
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samenhangend als men elke gesloten kromme daarin continu tot een punt kan 
samentrekken. De bol en het Euclidische vlak zijn daarvan voorbeelden, maar 
de cylinder is niet enk~lvoudig same!IBangend. Het blijkt dat elke meetkunde 
M te schrijven is als M If waarbij M een enkelvoudig samenhangende meet
kunde is en r een groep van bewegingen van M. Als we een eenvoudige eis 
aan r opleggen, is deze schrijfwijze uniek. 

We noemen een tweedimensionale meetkunde M lokaal Euclidisch als elk 
punt van M een omgeving bezit die isometrisch is met een cirkelschijf in het 
Euclidische vlak. We zullen een klassificatie van alle mogelijke lokaal
Euclidische tweedimensionale meetkundes beschrijven. Er blijken vijf types te 
bestaan, waarbij de laatste drie types oneindig veel verschillende meetkundes 
bevatten. 

1. WAT IS EEN MEETKUNDE? 

Zoals reeds in de inleiding werd vermeld, is een meetkunde niet een theorie, 
maar een verzameling met een structuur. De definitie van meetkunde in [NS] is 
de volgende. 

We gaan uit van de structuur van metrische ruimten. Een metrische ruimte is 
een verzameling M voorzien van een afstandsfunctie op de verzameling van 
paren M XM. We noteren met labl de afstand tussen de punten a, b van M. 
De afstandsfunctie op een metrische ruimte moet voldoen aan de volgende 
eisen: 

(a) labl ;;,,, 0 en 

labl = Otja = b; 

(b) labl = lbal; 
(c) lacl ~ labl + lbcl (driehoeksongelijkheid) 

voor alle a, b, c EM. Twee metrische ruimten Men M' heten isometrisch indien 
een bijectieve afbeelding f :M~M' bestaat met lf(a)f(b)l=labl voor alle 
a,bEM. 

Er is nog een eis nodig om van een meetkunde te kunnen spreken. Orn die 
te kunnen formuleren voeren we het begrip keten in. Een keten op M van a 
naar b is een rijtje punten p i, ... ,pn met p 1 =a en Pn =b. De schakels van de 
keten zijn de ketens p;p; + 1 en de lengte van de keten is de som van de afstan
den van de schakels, i.e. ~i [p;p; + 11. Merk op dat voor iedere keten geldt: 

IP1Pnl ~ IP1P2I + · · · + IPn-IPnl· 

Merk op dat voor ketens op een lijn het gelijkteken geldt als de keten mono
toon is (de pun ten in de juiste volgorde staan). De laatste eis is nu: 

(d) Gegeven positieve reele getallen a en f3 en punten a, b EM, dan bestaat 
een keten van a naar b waarvan de schakels lengte ~/3 hebben en waarvan de 
totale lengte niet meer dan a van labl verschilt. 

Als voorbeelden van meetkunden in deze zin vallen te noemen de n
dimensionale Euclidische rnimten. Er zijn echter veel meer mogelijkheden, 
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zoals we verderop zullen zien. 
Eis ( d) is no gal sterk. Beschouw de sfeer S met middelpunt 0 en straal r in 

de ruimte. We kunnen hiervan een meetkunde maken door afstanden te meten 
langs krommen op de sfeer zelf. Gegeven a, b ES nemen we een vlak door a, b 
en 0 (het vlak als a=fa+b) en nemen in de doorsnede van dat vlak met S de 
kortste van de twee cirkelbogen. We vinden zo de afstand lab I = r !_ aOb, waar
bij de hoek waarden aanneemt in het interval [0,'IT]. Zouden we de afstand 
meten in de ruimte, dan meten we de lengte van het lijnstuk ab; die metriek op 
S voldoet niet aan eis ( d). 

We noemen een meetkunde M lokaal Euclidisch van dimensie n als er een 
getal r > 0 bestaat zodanig dat voor ieder punt a van M de bol 
B(a,r)={xEMI laxl < r} isometrisch is met de bol met middelpunt 0 en straal r 
in Rn. Het hoofdthema in [NS] is een bespreking van twee- en driedimen
sionale lokaal-Euclidische meetkundes. Deze laatste zijn vooral interessant 
wegens hun verband met kristallografische groepen. 

Opgave. Toon aan dat de meetkunde op de sfeer niet lokaal-Euclidisch is. 
Opgave. Klassificeer alle eendimensionale lokaal-Euclidische meetkundes. 
Opgave. Laat zien dat iedere meetkunde boogsamenhangend is. 

2. TWEEDIMENSIONALE LOKAAL-EUCLIDISCHE MEETKUNDES 

We laten hier eerst een aantal voorbeelden de revue passeren. 
(a) Het Euclidische vlak. Dit voorbeeld behoeft geen betoog. 
(b) De cylinder. Bekijk in R3 de cylinder C, met vergelijking 

x 2 +y 2 =r2(r > 0). Hierop meten we weer de afstand via krommen die geheel 
op C, liggen. We kunnen C, parametriseren door de afbeelding. 

f: R2 ~ C,, f(x, y) = (rcos(x ), rsin(x ), y) 

De afbeelding f wordt 1 - 1 zodra we hem beperken tot een verticale strip van 
breedte minder dan 2'1Tr. Beperken we f tot een strip van breedte hoogstens 'ITr, 
dan is f zelfs afstandsbewarend. Hieruit blijkt dat C, lokaal-Euclidisch is. We 
kunnen ons C, voorstellen als ontstaan uit een (gesloten) verticale strip van 
breedte 2'1Tr, waarvan we de linkerkant op de rechterkant plakken door 
identificatie van de punten (x, y) met (x + 2'1Tr, y ). Rechte lijnen in R2 worden 
door f afgebeeld op een cirkel of op een helixvormige kromme. Zulke krom
men zijn nog wel de korste verbindingen tussen twee van hun punten mits die 
voldoende dicht bij elkaar liggen: het zijn de geodeten van C,. De geodeten van 
eindige lengte hebben allemaal dezelfde lengte: 2'1Tr. 

(c) De getwiste cylinder. Deze ontstaat als we ons vergissen bij het plakken 
in voorbeeld (b) en het punt (x,y) van de linkerkant identificeren met het punt 
(x + 2'1Tr, -y ). Het oppervlak dat zo ontstaat is nog steeds lokaal Euclidisch 
(want je merkt op kleine schaal niets van dat verkeerde plakken) maar is niet 
meer orienteerbaar. Het is een onbegrensde versie van een Mobiusband. Er is 
precies een geodeet met lengte 2'lTr, de overige hebben lengte 4?rr of zijn 



40 

onbegrensd. 
(d) De torus. Hier moeten we oppassen: het gebruikelijke beeld van de torus 

in de ruimte levert wel een meetkunde op, maar deze is niet lokaal-Euclidisch. 
Orn een lokaal-Euclidische meetkunde op de torus te krijgen zijn er twee 
manieren. De eerste is: beschouw de torus als het Cartesisch product van twee 
cirkels en leg hierop de produkt-metriek. Daar de cirkel lokaal-Euclidisch is, 
levert <lit een lokaal-Euclidische metriek op de torus op. Zo'n torus kan men 
inbedden in R4 en parametriseren door de afbeelding 
g:(x,y)1-->(cos(x),sin(x),cos(y),sin(y)). Een andere methode gaat weer via 
plakken. We kunnen een torus maken uit een parallellogram door daarvan de 
paren overstaande zijden te identificeren. Neem bijvoorbeeld het vierkant in R2 

met hoekpunten (+l, +l). Identificeer telkens (-1,y) met (l,y) en (x, -1) 
met (x, 1). Er zijn weer diverse soorten geodeten: die van oneindige lengte 
komen oneindig vaak in de buurt van ieder punt. Zo'n geodeet is het beeld van 
een lijn in R2 die een irrationale richtingscoefficient heeft. Voor een lijn met 
rationale richtingscoefficient hangt de lengte van de geodeet die als beeld 
optreedt af van de noemer van de richtingscoefficient. 

Als we ons weer vergissen met plakken en wel ( - l, y) met ( l ,y ), maar 
(x, - 1) met ( - x, 1) identificeren ontstaat 

(e) De fles van Klein. Dit is weer een niet-orienteerbaar oppervlak. 

We hebben nu vijf typen van lokaal-Euclidische vlakke meetkundes gezien. Het 
is niet moeilijk na te gaan dat een meetkunde tot ten hoogste een van deze 
typen kan behoren. 

We beschrijven nu een algemene constructie van lokaal-Euclidische 
tweedimensionale meetkunden met behulp van groepen. Zij G de groep van 
alle bewegingen van het Euclidische vlak R2. V oorbeelden van zulke bewegin
gen zijn: translaties, draaiingen en spiegelingen. Elk element van G is een
duidig te schrijven als g = TS waar T een translatie is en S (0) = 0. Dan is S of 
een draaiing om 0 of een spiegeling ten opzichte van een lijn door 0. Een stel
ling van Chasles zegt dat elk element van G of een draaiing of een spiegeling 
in een lijn of een glijspiegeling is (een spiegeling in een lijn gevolgd door een 
translatie in de richting van die lijn). 

We noteren de translatie over een vector v met T, en de glijspiegeling t.o.v. 
een lijn I met translatievector x als Sl. 

Zij nu f een ondergroep van G. Men noemt zo'n f uniform discontinu indien 
een positief getal d bestaat zodanig dat, als g een beweging in r is en X een 
punt van het vlak met g(X):;;z!==X dan IXg(X)I ~d. Merk op dat een uniform 
discontinue groep geen spiegelingen of draailngen kan bevatten, want daarvoor 
kan men steeds punten vinden die willekeurig dicht bij hun beeldpunt liggen. 
Derhalve mag zo'n groep alleen uit translaties en glijspiegelingen bestaan. 

Een groep r van bewegingen van R2 definieert een equivalentierelatie op R2 : 

twee punten heten equivalent indien er een beweging in r is die het ene punt 
in het andere overvoert. De verzameling der equivalentieklassen noteren we 
met R2 /f. Voorbeeld: nemen we f=G, dan is er maar een equivalentieklasse, 
en R2 I G bestaat uit slechts een element. N emen we echter voor r de groep 
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bestaande uit de veelvouden van een translatie over een vector v, dan kunnen 
we R2 /f als cylinder opvatten. 

Gegeven een uniform discontinue ondergroep f van G, laat M = R2 /f. 
Hierop leggen we een metriek als volgt. Laat p, q EM. Dan wordt IJ7ql 
gedefinieerd als de minimale waarde van IPQ I waarbij P en Q de klassen p en 
q doorlopen. (Dat <lit minimum wordt aangenomen, volgt uit de definitie van 
uniform discontinu.) 

Stelling 1. Voor iedere uniform discontinue groep f van bewegingen van het 
Euclidische vlak is R2 /f een tweedimensionale lokaal-Euclidische meetkunde. 

Stelling 2. Een uniform discontinue groep van bewegingen van R2 is van een 
van de volgende typen: 
(a) r bestaat alleen uit de identieke afbeelding; 
(b) r bestaat uit translaties over vectoren nv (n E Z) met v een vaste vector 

¥=0; 
(c) r bestaat uit alle gehele machten van een glijspiegeling met translatievec

tor ¥=0; 
(d) r bestaat uit translaties over vectoren nv+ mw (n, m E Z) waar v en w 

lineair onafhankelijke vectoren in R2 zijn; 
(e) laat I een lijn in het vlak zijn, v een richtingsvector van I en w een vector 

¥= 0 loodrecht op I; r bestaat uit de translaties over nv + mw (n, m E Z) 
en uit de glijspiegelingen T xSY12 waar x een vector van dezelfde gedaante 
is. 

Merk op dat deze typen van groepen precies corresponderen met de voor
beelden (a) - ( e)! 

Stelling 3. led ere tweedimensionale lokaal-Euclidische meetkunde behoort tot 
een der typen (a) t/m (e). 

Dit resultaat volgt uit het feit dat iedere tweedimensionale lokaal-Euclidische 
meetkunde M isometrisch is met een meetkunde van de vorm R2 /f met r een 
uniform discontinue groep van bewegingen van R2 • Di t · kan worden bewezen 
door eerst een voldoend kleine schijf in R2, zeg met een straal r, isometrisch 
naar M af te beelden, en dan te laten zien dat deze afbeelding uit te breiden is 
tot een surjectieve afbeelding F van R2 naar M die voldoet aan: 
IF(P)F(Q)I = IPQI voor alle P, Q E R2 met IPQI < r. We krijgen zo een 
equivalentierelatie op R2 :P ~ Q als F(P)=F(Q). Men kan nu aantonen dat 
deze equivalentierelatie afkomt van een uniform discontinue groep r. 
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We beginnen met de twee beroemdste stellingen van de projectieve neetkunde: 
Stelling van Pappos: Neem in het vlak twee willekeurige lijnen L, M en op 
elke lijn drie willekeurige punten: P1 , P2 , P3 E L en Q1 , Q2 , Q3 E M . Dan 
liggen de snijp·unten 

van de kruiselingse verbindingslijnen op een lijn. 
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Stelling van Desargues: Als in het vlak twee driehoeken PiP2P3, QiQ2Q3 
zo gelegen zijn dat de verbindingslijnen Pi Qi , P2Q2 en P3Q3 door een punt 
0 gaan, dan liggen de drie snijpunten 

Ri := P2P3 n Q2Q3 , R2 := P3Pi n Q3Qi en R3 := PiP2 n Qi Q2 

op een lijn. 

De ( talloze) bewijzen van deze beide stellingen vallen. uiteen in twee klas
sen, afhankelijk van onze definitie van vlak. Is onze meetkunde gebaseerd 
op axioma's, clan spreken we van synthetische bewijzen. Gebruiken we 
coordinaten, clan heten de bewijzen analytisch. Het algoritme dat op het 
eind van dit artikel beschreven wordt, genereert ook voor de stellingen van 
Pappas en Desargues "automatische" bewijzen. Deze zijn in essentie van ana
lytische aard. 
Bij nadere bestudering van de bovenstaande afbeeldingen valt ons een merkwaar
dige regelmaat op: bij de figuur van Pappas gaat het om 9 punten en 9 lijnen, 
bij de figuur van Desargues om 10 punten en 10 lijnen. In beide gevallen bevat 
elke lijn precies 3 punten en gaan door elk punt precies 3 lijnen! Dergelijke 
figuren heten configuraties: 

Een ni-configuratie in het vlak is een collectie van n lijnen en n punten zo 
dat elke lijn met precies i punten en elk punt met precies i lijnen incident is. 
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Dus de figuur van Pappas is een 93-configuratie en die van Desargues een 103-

configuratie. 
Aan configuraties zitten zowel combinatorische als meetkundige kanten. 
De n punten en lijnen van een ni-configuratie bezitten een incidentiestructuur 
die van elke meetkundige interpretatie ontdaan kan worden. Orn deze structuur 
te beschrijven kunnen we bijvoorbeeld gebruik maken van grafen: de n punten 
en lijnen corresponderen met de 2n knopen van een bipartiete graaf, waarbij 
elke tak correspondeert met een punt-lijn-incidentie. Als voorbeeld geven we 
hieronder de graaf van de configuratie van Pappos: 

Een andere geschikte manier om de combinatorische structuur van configu
raties vast te leggen gebruikt het begrip matroi"de. We zullen hier later op 
terugkomen. 
De theorie van de combinatorische configuraties houdt zich bezig met boeiende 
vragen als 

Voor welke n en i bestaan er combinatorische ni -configuraties? 

Hoeveel wezenlijk verschillende zijn er bij gegeven n en i? 

Welke symmetrieen vertoont een gegeven combinatorische ni-configuratie? 

De meetkundige is natuurlijk meer gei:nteresseerd in vragen als de volgende: 

Zijn de candidaat-configuraties die de combinatoriek ons levert te realise
ren als meetkundige configuraties in het vlak? Met andere woorden: zijn er 
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werkelijk in het vlak n lijnen en punten te vinden met het voorgeschreven 
incidentiepatroon? 

Aan deze vraag dient echter een fundamentelere vraag vooraf te gaan: 
Wat is eigenlijk een vlak? 

2 HET PROJECTIEVE VLAK 

We beginnen met het vlak V C JR3 te bestuderen dat gegeven is door de ver
gelijking 

X1 + X2 + X3 = l. 

Elk punt ± E V spant een unieke 1-dimensionale deelruimte [±] C IR3 op, rnaar 
op deze manier verkrijgen we niet alle 1-dimensionale deelruimten van IR3 : de 
1-dirnensionale deelruirnten die V niet snijden (parallel zijn aan V) ontbreken. 
Elke lijn in V spant een unieke 2-dirnensionale deelruimte van IR3 op, en op 
een uitzondering na krijgen we zo alle 2-dimensionale deelruirnten. Die ene 
uitzondering is de ruimte x 1 + x2 + x 3 = 0, die immers parallel aan V is. 
Het basisidee van de analytische projectieve meetkunde is dat de ontbrekende 
1- en 2-dimensionale deelruimten ge!nterpreteerd kunnen worden als de punten 
en de lijn "op oneindig" van V . Preciezer: is ± =I- Q een vector parallel aan V , 
dan representeert de 1-dimensionale deelruimte [±] : = {>.±I>. E IR} het punt op 
oneindig van alle lijnen in V die de richtingsvector ± hebben. 
Vullen we V met de punten op oneindig aan tot het z.g. projectieve vlak 
V, dan is er een perfecte correspondentie tussen de punten en de lijnen van V 
enerzijds en de 1- en 2-dimensionale lineaire deelruimten van de vectorruimte 
IR3 anderzijds. 
We doen nu een koene stap: we vergeten V (en V) en noemen de verzameling 
van de 1-dimensionale deelruimten van JR3 het projectieve vlak lP'2 (IR) . 
Elke vector± =I- Q representeert een punt [±] := {>.±I>. E IR} van lP'2 (IR) , en drie 
punten [±] , [y] en [~] liggen op een lijn (zijn collineair) precies als de vectoren 
± , y en ~ lineair afhankelijk zijn. 
Door deze simpele ingreep hebben we de (projectieve) meetkunde teruggebracht 
tot lineaire algebra. De analytische benadering heeft als groot voordeel dat we 
voor het lichaam IR elk lichaam K kunnen substitueren. Zo levert de keuze 
K := C het complexe projectieve vlak lP'2 (C) en K := IFq het eindige projec-
tieve vlak lP'2 (IF q) . · 
Deze keuzevrijheid leidt tot de volgende formulering van ons hoofdprobleem: 

Voor welke lichamen K is een gegeven combinatorische configuratie te reali
seren in het projectieve vlak lP'2 ( K)? 

3 MATRa°iDEN 

We hebben hierboven collineariteit van punten teruggebracht tot afhankelijk
heid van vectoren. Dus de punten van bijvoorbeeld een n3-configuratie cor
responderen met de kolommen van een 3 x n-matrix zo dat drie punten colli
neair zijn precies als de corresponderende kolommen afhankelijk zijn. Op die 
manier representeert de matrix 



[H 0 2 2 0 4 2 1 
1 2 0 2 4 1 2 
1 1 1 1 1 0 0 -n 

de tien punten van een configuratie van Desargues. 
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We willen nu de lineaire algebra overboord zetten en toch begrippen als af

hankelijkheid, basis enz. behouden. Wat overblijft is bet begrip matroYde 

(matrix-acbtige). 
Algemener bekijken we een rn x n-matrix van rang rn , en in het bijzonder 

de n kolomvectoren. We observeren dan dat sommige collecties kolomvecto

ren een basis van Km vormen en andere niet. Dit patroon kan niet totaal 

willekeurig zijn, want in een vectorruimte geldt de uitwisselingsstelling van 

Grassmann-Steinitz: 

Zijn B , B' twee bases van Kn , dan is er bij elke vector !?_ E B een vector 

!?_' E B' zo dat (B\ {!?_}) U {!?_'} oak een basis is van Kn . (We hebben de 

vectoren !?_ en!?_' uitgewisseld.) 

(Uit dit resultaat volgt onder meer dat elk tweetal bases evenveel vectoren 

telt.) 
We nemen nu de stelling van Grassmann-Steinitz als uitgangspunt voor de 

definitie: 

Een matroYde M is een paar ( E, B) bestaande uit een eindige verzameling 

E en een collectie B van deelverzamelingen van E (de z. g. bases) zo dat bij 

elk paar bases B , B' en elk element b E B\B' een element b E B' bestaat zo 

dat (B\{b}) U {b'} ook een basis is. 

Merk op dat evenals in een vectorruimte alle bases van M hetzelfde aantal 

elementen d hebben. Dit aantal beet de rang van M . 

Voorbeeld: De volgende tekening stelt de zeven niet-bases 

{1,2,4}, {2,3,5}, {3,4,6}, {4,5,7}, {5,6,1}, {6,7,2},{7,1,3} 

van een rang-3-matrolde M over de verzameling E := {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} voor. 

Dus de overblijvende G) - 7 = 28 drietallen zijn de bases van M . 

2 5 3 



48 

Allerlei begrippen uit de lineaire algebra hebben hun pendant in de theorie van 
de matro!den. We geven een klein lijstje: 
Zij M := {E, B} een matroi:de van rang d. 

Een deelverzameling A C E heet onafhankelijk als A bevat is in een basis. 
Zoniet, dan heet A afhankelijk. 

De rang p(A) van een deelverzameling A C E is de cardinaliteit van de 
grootste onafhankelijke deelverzameling die bevat is in A . 

Een deelverzameling A c E heet een deelruimte als 

p(A U {x}) > p(A) Vx E E\A. 

Deelruimten van rang l, 2, 3 en d - 1 heten respectievelijk punten, lijnen, 
vlakken en hypervlakken. 

Dankzij deze terminologie is duidelijk wat bedoeld is als we een matroi:de een 
ni-configuratie noemen. Zo is ons voorbeeld hierboven een 7 3-configuratie, met 
als lijnen de zeven niet-bases. 

Voor het toepassen van recursie moeten we van grote matroi:den op kleinere 
kunnen overstappen. Twee manieren komen in aanmerking: 
Zij e E E een willekeurig element. 

De deletie M\ e is de matroi:de over de verzameling E\ { e} met als bases de 
bases van M die e niet bevatten. 
De contractie M / e is de matro"ide over E\ { e} met als bases de verzamelin
gen B zo dat B U {e} een basis is van M. 

Tenslotte waar het ons eigenlijk om te doen is: 

Een realisatie over het lichaam K van een matroi:de lvf van rang d is een 
afbeelding a : M ------> Kd zo dat a(B) een basis is van Kd dan en slechts dan 
als B een basis is van M . Voor een zwakke realisat.ie wordt slechts geeist 
dat a geen enkele niet-basis in een basis overvoert. 

Voor welke K is bijvoorbeeld onze 73-configuratie realiseerbaar? In het vervolg 
zullen we zien dat er een systematische manier bestaat om dit vast te stellen. 

4 EEN ALGORITME VOOR n3-CONFIGURATIES 

Als voorbereiding wat analytische meetkunde: 

i) Drie punten [;i:;_], [I!_], [±] in het projectieve vlak lP'(K) zijn collineair dan 
en slechts dan als de vectoren ;i:;_, y, ± E K 3 afhankelijk zijn, d.w.z. als 
det(;i:;_, y, ±) = 0 . Voor de determinant de volgende "haakjes"-notatie 
gebruikelijk: 
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ii) Het snijpunt van de lijnen [;r1][;r2] en [;r3 ][;r4 ] wordt gerepresenteerd door 
de vector 

Het is immers duidelijk dat 11_ afbankelijk is van ;r3 en ;r4 . Uit 

volgt dat 11_ eveneens afbankelijk is van ;r1 en ;r2 . (Merk op dat [;r1;r2;r3] = 

= [±3±1±2] en [±4±1±2] = -[±2±1±4].) 

iii) De drie lijnen [±1H±2l ' [;r3][;r4] en [±sH.±6] gaan door een punt als het 
snijpunt [11.] van [±1] [;r2] en [;r3] [±4] collineair is met de punten [;r5] en 
[;r6 ], d.w.z. als 

iv) Tenslotte nog een normeringskwestie: 
Zijn ;r1, ;r2, ;r3 , ;r4 E K 3 vier vectoren waarvan elk drietal een basis is, 
clan bestaat er een coordinatentransformatie ± f--7 :f. zo dat voor elke 
permutatie a:= (i1 ,i2 ,i3 ,i4 ) van (1,2,3,4) geldt dat 

(We kunnen er namelijk voor zorgen dat 

Dit is de zogenaamde hoofdstelling van de projectieve meetkunde.) 

We gaan nu onderzoeken voor welk lichaam K onze 7 3-configuratie realiseerbaar 
is, in de hoop dat zo het algemene algoritme vanzelf duidelijk zal worden. Zij 
dus 

een zevental vectoren dat voldoet aan de voorwaarden 

[±1±2±4] = [±2±3±5] = [±3±4±5] = [±4_±5;?;:7] = [±5±5±1] = [±5;?;:7±2] = 

= [±1±1±3] = 0. 

We gaan met behulp van de formules (*) en (**) vectoren elimineren: 
Bij de eliminatie van ;r1 verdwijnen de voorwaarden 

en ontstaat de voorwaarde 
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We zijn van de matroi:de M overgegaan op de matroi:de J\;f\1 

2 

1 
Q 

5 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

Nu elimineren we ~4 door deze te vervangen door 

2 

De voorwaarden 

I 
I 

I 

1 
Q 

I I \ 
I I \ 

I I \ 
I I \ 

I I \ 
I I \ 

,' _J __ \ 
I .,,. ,. I .... ...._ \ 

,_;1 I '\ 

fr( I '\ 

4r---- .... ls 
7 

,'I ', 
I I 

I I 
I ·I 

I \ 
I 

5 

\ 
I\ 
I \ 
I \ 
I \ 
I \ 

' I \ 
), \ 

I ' \ 
/ ........ \ 

.,,." ........ \ -- .. 

3 

3 

verdwijnen en de voorwaarde ( 4.1) verandert wegens [~2~5~5 ] 
m 

( 4.1) 



[~3~6~5] [l:2~7;£5] [l:6l:3b l + [~6~3~7 l [~5;f2l:6] [;£5;£3;£7] = o. 
We mogen door [;£6;£3;£7] delen omdat {6, 3, 7} een basis is. Dit geeft 

[;£3;£6;£5][;£2;£7;£5] + [l:6;f3;£7][;£5;f2l:6] = 0. 

Vervolgens vervangen we ;£2 door 

2 

De voorwaarden 

1 
p 

I I \ 
I I \ 

I I \ 
I I \ 

I I \ 

/ I \ 
I __ J__ \ 

I ,,,..- I ... , \ 
L" I '\ 4i- : ''\ 7 
' I ,,At ' • 6 ,. \ 

,1 ',, I ,...,,."' ~\ 

/: ... ~... :\ 
/ \ .,.,,.'"' I ' ',, 1' \ 

I \ "' ' I \ 
I .,.( '), '\ 

/ ,,,,,,""" ', I ~' ',..., ', 

I "' ' I " ' \ 
o~:-------~~----~~: _______ ~ .... 

5 

verdwijnen en de voorwaarde ( 4.2) verandert in 

3 
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(4.2) 

De beide termen aan de linkerkant zijn gelijk en verschillend van nul, dus we 
vinden uiteindelijk de voorwaarde 2 = 0 . 
Conclusie: onze matro'ide is alleen realiseerbaar over lichamen van karakte
ristiek 2 (en staat dan bekend als de configuratie van Fano). In het reele of 
complexe projectieve vlak bestaat onze 73-configuratie niet! 

In het volgende voorbeeld komt een nieuw element naar voren: het introduce
ren van parameters. Het gaat hier om de 83-configuratie waarvan de inciden
tiestructuur af te lezen is uit de volgende tekening: 
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2 

5 7 

4 3 

Bij een realisering {;r_1, ;r_2, ;r_3, !Li, ;r_5, ;r_6, ;r_7, ;r_8} C K 3 moet dus voldaan zijn 
aan de voorwaarden 

[;r_1;r_2;r_s] = [;r_1;r_4;r_5] = [;r_1;r_6;r_7] = [;r_2;r_5;r_6] = [;r_2;r_3;r_ 1 l = [;r_3;r_4;r_6] = 

= [;r_3;r_5;r_g] = [;r_4;r_7;r_g] = 0. 

De eliminatie van ;r_1 levert de conditie 

1 2 

4 3 



[K5K6K3] [K7~iI6] [iI7;I4;I5] + [K6K5:?f7] [K3iisiI6] [biI4;I5]+ 

+ [K6K5:?f7 Hiis~iI7 HiI6iI4iI5] = 0. 

1 2 
---0-~-------------,-0 

,,."" I ' ,, I 
' I ', ,,." I 

,~ I ', ,,."' I 
I I ' 6 , I 

I I '._~'~~~~-i---~ 
I I ' : : ............ 

I I ', 
I I ', 

\ 5 7 
\ 

' ' 

Na de substitutie ;?;.3 

waarde 

' ............ 

4 3 

[KsK5K6] [iI5iI6K4] [iI1iisiI6] [iI7;I4;I5] + 

+ [KsK5K6] [iI6iI5iI7] [K4iisiI5] [biI4;I5] + 

+ [K5Ks:?f4][;I6;I5;£7 HiisKGiI7 HiI6iI4;I5] = 0. 

1 2 
---0-~-------------:0 

,,."" I ' ,,."" I 
/' I ',, ,,."" I 

,' : ....... 6 ,,," : 
I I '•' I I I , ,-------r----, 

,' : ,," ............ : ' 
I I ,,."' ', I ', 

\ I ,,."" ', I \ \ s• 7 I 
', I ',, \ 

' I ' I 
' I ', I 

' I ' I 

''---~------' I 
I / 
I I 
I ' / 
I ', I ~ 
I ' I .,,."' 

-------------~o---~ 
4 3 
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( 4.4) 

( 4.5) 

\/Vegens [;r4;I7;I8] = 0 kunnen we voor geschikte >., µ, ::J 0 de vector ;?;.4 vervangen 
door door de lineaire combinatie >. · 127 + µ · ;r8 . De voorwaarde ( 4.5) verandert 
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dan in 

>.µ[±s:I.5±5] [±5±5~7] [±1±s±5] [±1~±5] + 

+µ2 [±s:I.5±5] [±5±5~sl [±1±s±5] [±1~s±5]+ 

+>.µ[±s:I.5±5] [±5±5±1 l [~1J:s±5] [±1~s±5]+ 

+ >. 2 [±5±s~1 l [±5±5±7] [±s:I.5±7] [±5~7±5] + 

(4.6) 

Elk drietal van de overgebleven vier vectoren is een basis van K 3 , dus we 
mogen de haakjes op ± 1 normeren. Dit levert de eenvoudige vergelijking 

>,2 + >.µ + Jl2 = 0. (4.7) 

Deze vergelijking heeft geen niet-triviale oplossing in lR , maar wel in C . 
Conlusie: onze 83-configuratie bestaat niet in het reele projectieve vlak, maar 
wel in het complexe projectieve vlak! (Het is de z.g. configuratie van 
Mobius.) 
Vervelende berekeningen als de bovenstaande kunnen bet.er aan een computer 
overgelaten worden. Het volgende algoritme, gecopieerd uit het boek "Compu
tational Synthetic Geometry" van J. Bakowski en B. Sturmfels garandeert dat 
van elke ni-configuratie de realiseerbaarheid efficient vastgesteld kan worden. 

Algorithm 3.3. 
Input: Rank 3 matroid M with 2: 4 points. 
Output: Polynomial p E Z [v1, ... , Vr] such that the weak coordinatiza
tions of M (modulo projective equivalence and with respect to a fixed 
basis) correspond to the points of the hypersurface p = 0 in Kr. 

1. p := o. 
2. If M has only four points e1 , e2 , e3 and e4 , then replace the bracket [eiejek] 

in p by sign(ijk), i.e. by either +1 or -1. print p and STOP. 
3. Pick e E E such that the number n(e) of non-bases of M containing 

e is minimal. Write {e,x;,yi}, i = 1, ... ,n(e) for the non-bases of NI 
containing e. 

4.1. If p = 0 and n(e) :::;: 2, then set M := M \ e and go to 2. 
4.2. If p = 0 and n(e) = 3, then set p := [x1y1x2][y2x3y3] = [Y1X1Y2][x2x3y3], 

set M := M \ e and go to 2. 
4.3. If p =/=- 0 and n(e) = 0, replace each occurrence of e in p by >.ex+ µey+vez, 

{ x, y, z} C E any basis, set M := M \ e and go to 2. 
4.4. Ifp =/=- 0 and n(e) = 1, then replace each occurrence of e inp by µex,:+vey1 , 

set M : = M \ e and go to 2. 
4.5. If p =/=- 0 and n(e) = 2, then replace each occurrei:ice of e in p by [:z: 1y1x 2]. 

Y2 + [y1:r1Y2] · x2, set M := M \ e and go to 2. 
4.6. Otherwise, STOP; the algorithm does not apply to M. 
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Hoe zit het nu met de configuraties van Pappos en Desargues? Bij toepassing 

van het algoritme ontstaat in beide gevallen de vergelijking 0 = O! Dit resultaat 

is een feite een bewijs dat de stellingen van Pappos en Desargues gelden in alle 

projectieve vlakken. Het wachten is nu nog op een programma dat interessante' 

meetkundige stellingen genereert. 
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In het begin van de jaren zeventig van de vorige eeuw publiceerde meester
puzzelaar Sam Loyd de volgende opgave: geef een methode om bij het bekende 
schuifpuzzeltje van 15 blokjes in een 4 x 4-raam vanuit de in figuur 1 afgebeelde 
stand, waarin de blokjes 14 en 15 verwisseld zijn, door schuiven de stand te 
bereiken waarin alle blokjes weer in de goede volgorde staan. 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

13 15 14 

FIGUUR 1. Sam Loyds '15-puzzel'. 

Die puzzel was een van zijn grootste successen: naar verluid hielden hele volks
stammen zich ermee bezig; tal van mensen beweerden de oplossing te hebben 
gevonden, maar als puntje bij paaltje kwam, wilde het toch maar net niet luk
ken. De grap is natuurlijk dat de puzzel onoplosbaar is: het is onmogelijk 
om door schuiven de beginstand te bereiken. Het produceren van een bewijs 
van die onmogelijkheid is zonder wiskundige voorkennis echter niet eenvoudig. 
Wiskundig getinte puzzels zijn al zo oud als de wiskunde zelf, maar misschien 
is Sam Loyds 15-puzzel wel het eerste voorbeeld uit de geschiedenis van een 
situatie waarin een breed publiek geconfronteerd werd met het versehil tussen 
puzzelen als tijdverdrijf en puzzelen als wiskundige uitdaging. Alleen inzicht 
in de structuur van de puzzel kan uitkomst brengen: zelfs door toeval en geluk 
kan niemand geholpen worden. Hoe je ook schuift, nooit krijg je de goede stand 
te zien. Pas als je begrijpt waarom dat zo is, heh je de puzzel echt opgelost. In 
de jaren tachtig zou zich net zo'n soort situatie voordoen met betrekking tot 
Rubiks draaikubus. Ook dat is een puzzel .waarvan je pas kunt zeggen dat je 
hem helemaal hebt opgelost wanneer je een volledig inzicht hebt in de struc
tuur van de puzzel: je moet een oplossingsmethode hebben die gegarandeerd 
werkt vanuit elke wanordelijke stand, en dus moet je ook weten welke standen 
er iiberhaupt mogelijk zijn. 
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Omdat de 15-puzzel in allerlei varianten nog steeds erg populair is, en omdat 
de 'oplossing' ervan (in de bovenvermelde wiskundige zin) ook onder wiskundi
gen toch lang niet zo verbreid is als je misschien wel zou mogen verwachten, wil 
ik beginnen met een analyse van die puzzel. Dat brengt met zich mee dat ik 
het moet hebben over permutaties, en in het bijzonder over het feit dat er daar 
twee soorten van zijn: de even en de oneven permutaties. Dat is de sleutel tot 
de oplossing, en het is tevens een van de sleutels van de oplossing van Rubiks 
kubuspuzzel en allerlei varianten ervan. 

Welke standen zijn door schuiven bereikbaar'? 

Bij elke 'zet' van de 15-puzzel schuif je een blokje naar het lege vakje. Je ZOU het 
ook zo kunnen zeggen: naast de 15 genummerde blokjes is er ook nog een 'leeg' 
blokje, L genaamd, dat bij elke zet van plaats wisselt met een aangrenzend 
blokje. Een opeenvolging van zetten kun je dus volledig vastleggen door het 
traject te beschrijven dat het 'lege blokje' L afiegt. En elke stand van de 
schuifpuzzel kun je opvatten als een permutatie van de 16 blokjes (15 'gewone' 
blokjes, en blokje L ). In principe zijn er dus 16! verschillende standen. Maar 
zijn die ook allemaal door schuiven bereikbaar? Dat is de vraag waar het om 
gaat. 

Dat niet elke stand bereikbaar hoeft te zijn, kun je in eenvoudiger gevallen 
al gemakkelijk inzien. Neem bijvoorbeeld de 2 x 2-variant. Die heeft 3 + 
1 = 4 blokjes, en dus zijn er in principe 4! = 24 mogelijke standen. Maar 
je ontdekt heel snel dat er daar maar 12 van door schuiven bereikbaar zijn. 
Bij de 2 x 3-variant ligt het al wat moeilijker. In principe zijn er 6! = 720 
standen mogelijk. Door systematisch te werk te gaan, kun je heel wat van die 
standen bereiken. Maar hoe weet je of je ze ook echt allemaal hebt'? Om dat 
uit te zoeken, zou je eerst op kunnen merken dat elke stand op een eenduidige 
wijze overgevoerd kan worden in een stand waarin het lege hokje L rechtsonder 
zit, namelijk door eerst L zoveel mogelijk naar beneden te verplaatsen, en 
vervolgens zoveel mogelijk naar rechts. Zo'n stand met L rechtsonder zullen 
we een standaardstand noemen. Bij elke standaardstand van de 2 x 3-puzzel 
horen op die manier precies vijf andere standen met L op een van de andere 
vijf plaatsen. Het aantal mogelijke schuifstanden is dus zes maal zo groot als 
het aantal standaardstanden. Figuur 2 laat zo'n standaardstand zien. 

FrGUUR 2. Een standaardstand bij de 2 x 3-puzzel. 

Bij zo'n standaardstand zit L op z'n oorspronkelijke plaats, en dat geeft 
voor de andere blokjes nog 5! = 120 mogelijkheden. Dater daarvan (minstens) 
zestig bereikbaar zijn, kan elke ervaren puzzelaar controleren: in de twee hokjes 
in de linkerkolom kun je elke combinatie krijgen die je wilt, en door de andere 
drie blokjes daarna rond te schuiven kun je ze nog op drie manieren in het 
overblijvende 2 x 2-hok krijgen met L rechtsonder. Dat geeft dus inderdaad in 
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totaal 5 x 4 x 3 = 60 bereikbare standaardstanden. Maar, nogmaals, zijn de 
andere 60 standaardstanden echt onbereikbaar? Hoe bewijs je dat? 

Zelfs bij zo'n eenvoudige puzzel als de 2 x 3-variant ontkom je er niet aan om 
daarvoor wiskundig gereedschap uit de kast te halen, en dat gereedschap heeft 
te maken met de pariteit van permutaties. 

Permutaties en cykels 

Een permutatie is een rangschikking van een eindig aantal verschillende objec
ten. Bijvoorbeeld n objecten bi, b2, ••• , bn, die op een zekere manier verdeeld 
worden over n verschillende plaatsen pi,p2, ... ,Pn· Deze beschrijving sluit di
rect aan bij de 15-puzzel: Er zijn 16 genummerde vakjes en 15 + 1 genummerde 
blokjes (inclusief het 'lege' blokje) die bij elke stand op een bepaalde manier 
over de vakjes verdeeld zijn. Maar er is ook nog een tweede manier om per
mutaties te beschrijven, en die is meer dynamisch van aard. Een permutatie 
vat je daarbij op als een een-aan-een afbeelding van een verzameling van n ele
menten op zichzelf. In termen van objecten en plaatsen is een permutatie dan 
een (afbeeldings)voorschrift waardoor vastgelegd wordt hoe je overgaat van een 
rangschikking van de objecten naar een andere. Bij elke plaats Pi wordt vast
gelegd naar welke plaats het blokje dat op Pi zit, verhuizen moet. De volledige 
permutatie kun je dus beschrijven door een lijst te maken, waarin onder elke 
'vertrekplaats' de 'bestemmingsplaats' staat. Hier is een voorbeeld; de plaatsen 
zijn door hun nummers aangegeven. 

vertrekplaats 1 2 3 4 5 6 
bestemmingsplaats 3 1 2 5 4 6 

Zijn de blokjes voor de permutatie dus op een bepaalde manier gerangschikt, 
dan beschrijft de tabel hoe ze door die permutatie verplaatst worden. 

De dynamische beschrijving heeft het voordeel dat de permutaties dan vanzelf 
een groep vormen: je kunt twee permutaties samenstellen door ze achter elkaar 
uit te voeren, en bij die samenstelling is aan alle groepsaxioma's voldaan. Bij de 
beschrijving van de permutatiegroep is het handig om met een vereenvoudigde 
notatie te werken: de cykelnotatie. De permutatie van hierboven kan dan als 
volgt genoteerd worden: 

(132)(45) 

In woorden: het blokje van plaats 1 gaat naar plaats 3, dat van 3 gaat naar 
2, dat van 2 gaat naar 1; het blokje van plaats 4 gaat naar plaats 5, en dat 
van 5 gaat naar 4. Als een plaatsnummer niet genoemd wordt (zoals in dit 
geval plaats 6), zit daar volgens afspraak een blokje dat niet verplaatst wordt. 
Een cykel is zo'n rijtje nummers tussen haakjes. De permutatie van hierboven 
bestaat dus uit een 3-cykel en een 2-cykel. Eigenlijk zou je een cykel het 
beste langs de omtrek van een cirkel kunnen noteren·, want de blokjes op de 
aangegeven plaatsen worden in de gegeven volgorde cyclisch verwisseld; om 
typografische redenen zetten we ze echter achter elkaar met haakjes eromheen. 
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Met volledige inductie naar het aantal objecten kun je gemakkelijk bewijzen 
dat elke permutatie te schrijven is als een product van disjuncte cykels. Die 
ontbinding is op de volgorde van de cykels na eenduidig bepaald. 

Je kunt nu permutaties achter elkaar uitvoeren door ze in de cykelnotaties 
achter elkaar te schrijven en het geheel vervolgens te vereenvoudigen tot een 
product van disjuncte cykels. Als je bijvoorbeeld de permutatie van hierboven 
laat volgen door de permutatie (16)(2354) dan krijg je 

(132)(45)(16)(2354) = (1526)(3)(4) = (1526). 

(We lezen de opeenvolging van permutaties hier dus van links naar rechts.) 
In het vervolg zullen 2-cykels, dat wil zeggen de cykels die 2 objecten ver

wisselen, een belangrijke rol spelen. Je kunt, eveneens met volledige inductie, 
gemakkelijk bewijzen dat elke permutatie ontbonden kan worden in een pro
duct van (in het algemeen niet disjuncte!) 2-cykels. Zo is de 4-cykel (1526) 
bijvoorbeeld te schrijven als (1526) = (13)(53)(23)(63)(13). Zo'n ontbinding is 
niet uniek: er zijn tal van manieren om een gegeven permutatie in 2-cykels te 
ontbinden. Maar wat wel uniek is, is de pariteit van het aantal 2-cykels: we 
zullen zien dat het aantal altijd even, of altijd oneven is, welke ontbinding je 
ook kiest. 

De pariteit van een permutatie 

Laat een willekeurige verdeling gegeven zijn van n objecten (bijvoorbeeld blok
jes) b1, b2, ... , bn over n plaatsen P1, P2, ... , Pn. We stellen ons die plaatsen 
voor als de hoekpunten van een graaf, bijvoorbeeld in de vorm van een re
gelmatige n-hoek, en trekken alle verbindingslijnen. Zo ontstaat dus een zg. 
volledige graaf met n hoekpunten. Elke verbindingslijn voorzien we nu van een 
pijl waarvan de richting afhangt van de nummers van de blokjes op de eindpun
ten: de pijl zal lopen van het blokje met het laagste nummer naar het blokje 
met het hoogste nummer. 

Bij een permutatie veranderen de blokjes van plaats, en na afioop zullen 
sommige pijlen dus de andere kant op wijzen. De volgende observatie over 
2-cykels is in <lit verband van belang: 

Bij elke 2-cykel is het aantal pijlomkeringen oneven. 

Het bewijs is erg eenvoudig: als de 2-cykel bijvoorbeeld de blokjes op de 
plaatsen P1 en P2 verwisselt, keert de pijl tussen p 1 en p2 om, terwijl voor elke 
andere plaats p; geldt dat de twee pijlen p;p1 en p;p2 hetzij allebei omkeren, 
hetzij allebei onveranderd blijven. 

Neem nu een willekeurige permutatie, en bekijk het totale aantal pijlomke
ringen dat erdoor teweeggebracht wordt. Je kunt zo'n permutatie altijd tot 
stand brengen door een opeenvolging van 2-cykels, zoals we hierboven al heb
ben opgemerkt. Bij elke 2-cykel is het aantal omkeringen oneven, en dus is 
het totale aantal omkeringen bij de permutatie even of oneven, al naar gelang 
het aantal 2-cykels in de ontbinding ervan even of oneven is. Dat heeft twee 
belangrijke consequenties: 
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1. De pariteit van het aantal 2-cykels in elke ontbinding van een permutatie 
in 2-cykels is altijd dezelfde. 

2. De pariteit van het aantal pijlomkeringen bij zo'n permutatie is onafuan- · 
kelijk van de rangschikking van de blokjes. 

We zullen een permutatie even of oneven noemen al naar gelang het aantal 
2-cykels in een ontbinding ervan even of oneven is. Zojuist hebben we bewezen 
dat dit een zinvolle en consistente definitie is. Een onmiddellijk gevolg van het 
bovenstaande is: 

De opeenvolging van twee permutaties van gelijke pariteit is even; 
de opeenvolging van twee permutaties van verschillende pariteit is 
oneven. 

Hierboven hebben we de 4-cykel (1526) als volgt ontbonden in vijf 2-cykels: 
(1526) = (13)(53)(23)(63)(13). Die 4-cykel is dus een oneven permutatie. In 
het algemeen kun je op precies zo'n zelfde wijze laten zien dat elke 4-cykel een 
oneven permutatie is, of, nog algemener: 

Een n-cykel is een even of oneven permutatie al naar gelang n on
even of even is. 

De pariteit van een permutatie kun je dus gemakkelijk bepalen door die 
permutatie als product te schrijven van disjuncte cykels. 

De oplossing van de 15-puzzel 

Omdat elke zet bij de 15-puzzel bestaat uit een 2-cykel, namelijk de verwisseling 
van het lege blokje L met een van z'n buren, is de permutatie die hoort bij 
een schuifstand even of oneven al naar gelang het aantal zetten dat nodig 
was om die stand te bereiken, even of oneven was. Dat betekent dat elke 
standaardstand ( dus met L rechtsonder) door een even permutatie vanuit de 
beginstand tot stand moet zijn gekomen, want slechts door een even aantal 
zetten kan L weer op zijn oorspronkelijke plaats terugkeren ( denk maar aan een 
schaakbordkleuring; bij elke zet wisselt L van kleur). De stand van figuur 1 
waarin alleen de blokjes 14 en 15 verwisseld zijn, kan dus nooit vanuit de 
beginstand bereikt zijn, en terugschuiven naar de beginstand is daarom evenmin 
mogelijk. 

Hebben we nu ook een totaaloverzicht van alle mogelijke schuifstanden? 
Dat hebben we inderdaad. Orn te beginnen behoort bij elke stand een stan
daardstand met L rechtsonder. Elke schuifstand moet dan corresponderen met 
een even permutatie van de overige 15 blokjes. Zijn al die even permutaties 
ook realiseerbaar? Dat moet je aan de ervaren puzzelaar vragen. Die weet 
dat het niet moeilijk is om vanuit elke willekeurige stand de hele puzzel in 
orde te krijgen op het kleine 2 x 3 hokje rechtsonder na, en zoals we hierboven 
al gezien hebben is elke even permutatie .;an dat deelhokje ook realiseerbaar. 
Alle even standaardstanden zijn dus inderdaad bereikbaar, en omdat er bij 
elke standaardstand nog 15 andere standen horen, brengt dat het totaal aan
tal standen van de schuifpuzzel op ~ x 16! = 10461394944000. En, tenslotte, 
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hoe kun je nu van een willekeurige gegeven stand zien of die door schuiven 
vanuit de beginstand te bereiken is zonder dat je zelf aan het schuiven gaat? 
Ook dat is eenvoudig: ontbind de permutatie die bij die stand hoort in dis
juncte cykels. De stand van figuur 3 hoort bijvoorbeeld bij de cykelontbinding 
(1, 9, 4, 10, 13, L, 8, 12, 15, 3)(2, 5, 7, 11, 14). Dat is het product van een 10-cykel 
(oneven) en een 5-cykel (even), dus een oneven permutatie. Door schuiven is 
die stand niet vanuit de beginstand te realiseren want L bevindt zich op een 
plaats die alleen door een even aantal zetten vanuit de beginpositie rechtsonder 
bereikt kan zijn. 

3 14 15 9 

2 6 5 

1 4 7 8 

10 11 12 13 

FIGUUR 3. Is deze stand door schuiven vanuit de beginstand te bereiken? 

Bij de bovenstaande beschrijving hebben we vanaf het begin aangenomen dat 
alle blokjes van de 15-puzzels echt verschillend zijn: ze dragen verschillende 
nummers. Maar er bestaan ook versies van de puzzel waarbij de blokjes in 
de beginstand een mooi patroon vormen, of bijvoorbeeld een woord van 15 
letters. In dat geval kan het voorkomen dat sommige blokjes niet van elkaar 
zijn te onderscheiden. Dan is ook het aantal verschillende schuifstanden kleiner. 
Zijn er bijvoorbeeld twee blokjes gelijk, dan is het aantal standen slechts half zo 
groot. Je kunt dan een aardige grap uithalen door vanuit de beginstand de twee 
gelijke blokjes te verwisselen. Tegelijkertijd worden er dan nog (op z'n minst) 
twee andere blokjes verwisseld. Zorg ervoor dat die twee andere blokjes een 
eindje bij de twee gelijke blokjes vandaan zitten. Het is aardig om die stand dan 
aan iemand te geven met de opdracht om de zaak weer in orde te brengen; de 
meeste mensen zullen niet op het idee komen om eerst de twee gelijke blokjes, 
die op het oog al goed zitten, te verwisselen. Na hun vruchteloze pogingen kun 
je dan een weddenschap winnen door de puzzel wel schoon te schuiven! 

2 DE KUBUS VAN RUBIK 

Tien jaar geleden was de rage van de draaikubus van Rubik op z'n hoogtepunt. 
Het succes van die puzzel overtrof alles wat de wereld op dit gebied ooit gezien 
had. Alleen al in Nederland moeten er tientallen miljoenen in allerlei formaten 
en varianten verkocht zijn. Iedereen was in. de ban van de kubus: een onop
houdelijke stroom artikelen, interviews en boeken begeleidde de kubusgekte, 
en tal van slimme zakenlieden hebben er een fortuin mee verdiend. Ook de 
uitvinder Erno Rubik is er wel bij gevaren, hoewel men de indruk krijgt dat 
de zegeningen van de toen nog in Hongarije vigerende socialistische heilsstaat 
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hem verhinderd hebben werkelijk alles uit zijn geniale vinding te halen wat er 

in commercieel opzicht inzat. 
De moeilijkheidsgraad van de kubuspuzzel is vele malen grater dan die van 

de 15-puzzel: vergeleken met de kubus is dat puzzeltje maar kinderspel. Want 

ondanks het grate aantal standen is het 'schoonschuiven' van de 15-puzzel niet 

echt moeilijk. Als er geen blokjes verwisseld zijn, is het gewoon een kwestie 

van een paar simpele trucjes. Rubiks kubuspuzzel is echter veel en veel moei

lijker: het vinden van oplossingsstrategieen is lang niet eenvoudig, en zelfs het 

correct uitvoeren van een oplossingsrecept uit een boekje kost veel mensen al 

de grootste moeite. Ook de wiskundige kant van de zaak is veel interessanter: 

wat zijn de mogelijke draaistanden, hoeveel standen zijn er mogelijk, wat is de 

structuur van de verzameling van alle standen? Er is daaraver al veel gepubli

ceerd, ook in wiskundige vaktijdschriften. Ik zal er hier een paar aspecten van 

behandelen. 

Astrnnomische aantallen 

De draaikubus bevat een aantal in elkaar geschakelde blokjes die randgedraaid 

kunnen warden: acht hoekblokjes en twaalf ribbeblokjes. Bij elk zijvlak is er 

ook nog een centraal blokje, maar die zes blokjes zitten vast aa.n een frame, 

en kunnen slechts om hun eigen as draaien; zij komen nooit van hun plaats. 

Bij de 'beginstand' (die we verder start zullen noemen) is elk zijvlak van een 

kleur. Omdat de centrale blokjes nooit van hun plaats komen, vormen zij een 

geschikt 'coi:irdinatensysteem', waardoor in elke door elkaar gedraaide stand 

van de kubus van elk hoek- of ribbeblokje de startpositie en de startorien

tatie vastgesteld kan warden, net zoals je bij de 15-puzzel in elke stand van 

elke blokje de startpositie kunt vaststellen. Het aantal standen dat in principe 

mogelijk is, kun je dus ook gemakkelijk uitrekenen. Er zijn acht hoekblokjes, 

die elk in drie orientaties op elk van de acht posities kunnen zitten, en er zijn 

twaalf ribbeblokjes die elk in twee orientaties op elke positie geplaatst kunnen 

zijn. Dat geeft dus in totaal het astronomische aantal van 8! x 38 x 12! x 212 = 
519024039293878272000 mogelijke standen. Door de kubus te demonteren en 

daarna weer anders in elkaar te zetten, is elk van die standen te realiseren. 

Maar niet alle standen zijn door draaien vanuit start bereikbaar: het aantal 

draaistanden is precies twaalf maal zo klein, zoals we zullen zien. 

Bij het draaien van de kubus kun je het 'frame' van de zes centrale blokjes 

altijd in dezelfde stand houden. Elke draaiing is dan samengesteld uit draaiin

gen van de zijvlakken, telkens over een kwartslag of een halve slag. En vanwege 

de kubussymmetrie is er dus eigenlijk maar een basisbeweging: de draaiing van 

een zijvlak over een kwartslag. Elke draaistand kan door een combinatie van 

zulke kwartslagen tot stand warden gebracht. 

Posities en permutaties 

Kijken we alleen naar de posities van de blokjes en niet naar hun orientatie, dan 

zien we dat elke kwartslag een combinatie is van een 4-cykel op de hoekblokjes 

en een 4-cykel op de ribbeblokjes. We weten dat 4-cykels oneven permutaties 

zijn, en dus zijn de pariteiten van de afzonderlijke permutaties op de hoek

blokjes en de ribbeblokjes altijd gelijk. Dat geeft een beperking aan het aantal 
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draaistanden, en de ervaren Rubik-fan weet dat dit ook de enige beperking is 
die aan de posities van de blokjes is opgelegd. Er zijn namelijk draaiseries be
kend waarmee je een willekeurige 3-cykel op de hoekblokjes of de ribbenblokjes 
tot stand kunt brengen terwijl de rest van de kubus onveranderd blijft. Omdat 
het niet moeilijk is om te bewijzen dat je uit 3-cykels elke even permutatie 
kunt samenstellen, kun je dus door geschikte combinaties te nemen ook elke 
draaistand bereiken waarbij de permutaties op hoeken en ribben beide even 
zijn. Zijn ze beide oneven, dan is een kwartslag voldoende om ze even te ma
ken. Alle paren permutaties van gelijke pariteit zijn dus bereikbaar. 

FIGUUR 4: Een onmogelijke draaipositie van de kubus: een paar ribbeblokjes 
is verwisseld. 

Orientaties 

Maar aan de orientatie van de blokjes hebben we nog geen aandacht besteed. 
Orn daar iets zinnigs over te zeggen, moet je een afspraak maken waardoor 
je in elke draaistand van elk blokje kunt vaststellen of het 'goed georienteerd' 
zit of niet. Markeer daartoe bij elk hoek- of ribbeblokje een zijvlak. Nummer 
bijvoorbeeld de zes kleuren, en markeer telkens het zijvlak met het hoogste 
kleurnummer. Via start ligt daarmee ook een markering van alle hoek- en 
ribbe-posities vast (met betrekking tot het vaste assenkruis waaraan alle cen
trale blokjes bevestigd zijn). Bij een willekeurige draaistand kunnen we nu als 
volgt van elke blokje vaststellen of het 'goed' georienteerd zit of niet: het blokje 
zit 'goed' als zijn gemarkeerde kant op dezelfde plaats zit als de gemarkeerde 
kant van de positie die het op dat moment inneemt. Voor een ribbeblokje zijn 
er maar twee mogelijkheden: het zit of 'goed', of 'fout'. Maar omdat een hoek
blokje drie zijvlakken heeft, kan het op twee manieren 'fout' zitten: linksom 
een derde slag gedraaid, of rechtsom (we bekijken de blokjes 'van buiten'). De 
orientatie van zo'n hoekblokje geven we dan aan met resp. + 1 of -1, en bij de 
'goede' orientatie zetten we een 0. De orientatie van een ribbeblokje geven we 
eenvoudig aan met 0 ('goed') of 1 ('fout'). 

Nu kijken we naar de orientatieveranderingen bij een kwartslag van een zij
vlak. Omdat er dan maar vier ribbeblokjes en vier hoekblokjes in het spel zijn, 
is het niet moeilijk om de volgende observaties te verifieren: 
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1. Het aantal orientatieveranderingen van de ribbeblokjes is altijd even. 

2. De som van orientatiegetallen van de hoekblokjes neemt altijd toe met 0, 

3 of -3. 

Omdat bij start alle blokjes goed georienteerd zitten, betekent dit dat bij 

iedere positie die vanuit start door draaien bereikbaar is, de som van de orienta

tiegetallen van de ribbeblokjes even is, terwijl de som van de orientatiegetallen 

van de hoekblokjes een geheel drievoud moet zijn. Dit zijn dus twee nieuwe 

beperkingen, en de ervaren kubusdraaier weet dat het oak de enige orienta

tiebeperkingen zijn. Er zijn namelijk draaiseries bekend met als enige effect 

dat een paar ribbeblokjes wordt omgeklapt, of dat slechts een paar hoekblokjes 

wordt gedraaid: het ene linksom en het andere rechtsom. 

We hebben nu een totaaloverzicht van alle mogelijke draaiposities. Het zijn 

de posities die voldoen aan de volgende drie eisen: 

1. De permutaties op hoekblokjes en ribbeblokjes hebben dezelfde pariteit. 

2. De som van de orientatiegetallen van de ribbeblokjes is even. 

3. De som van de orientatiegetallen van de hoekblokjes is een geheel veelvoud 

van 3. 

Dit brengt het totale aantal draaiposities van de kubuspuzzel op 112 x 8! x 

38 x 12! x 212 = 43252003274489856000. Nag steeds een astronomisch getal: 

een rij van zo veel kubussen achter elkaar zou een lengte beslaan van meer dan 

60 maal de afstand tot Proxima Centauri, de dichtstbijzijnde ster! 

FIGUUR 5: Onmogelijke draaiposities van de kubus: een omgeklapt ribbeblokje, 

en een gedraaid hoekblokje. 

3 DE GROEP VAN RUBIK 

Bij de draaikubus zijn alle standen onderling gelijkwaardig: je kunt altijd de 

plakkertjes van de blokjes halen, en ze er weer volgens het start-patroon op

plakken; voor sommigen is dat de enige oplossing van de puzzel. Anderen 



66 

laten de plakkertjes intact, maar pakken een schroevedraaier om de kubus te 
demonteren en weer goed in elkaar te zetten. Als je zo'n handeling van het 
uit elkaar halen en weer in elkaar zetten van de kubus 'receptmatig' bekijkt, 
is het weer net zoiets als een permutatie: het is een transformatie ( overgang) 
van de ene stand naar de andere. Zulke transformatierecepten kunnen op elke 
stand worden toegepast, en ze kunnen dus ook achter elkaar geschakeld worden. 
Op die manier vormen die transformaties een groep M, en wel een groep van 
8! x 38 x 12! x 212 = 519024039293878272000 elementen: net zo veel elementen 
als er montagestanden zijn, want elke transformatie uit M kun je identifice
ren met de stand die ontstaat als je haar toepast op start. We hebben al 
gezien dat niet alle montagestanden door draaien vanuit start bereikbaar zijn. 
De transformaties die door draaien gerealiseerd kunnen worden, vormen een 
normaaldeler (invariante ondergroep) R van index 12 in M, de Rubik groep 
van de kubus. Elk element van R hoort dus bij een draaiserie; draaiseries die 
hetzelfde effect hebben, zou je in <lit verband met elkaar kunnen identificeren. 
We zullen de structuur van R aan de hand van de normaaldelers ervan nader 
onderzoeken. 

N ormaaldelers 

Een ondergroep N van een groep G heet een normaaldeler (of invariante on
dergroep) wanneer voor elke n EN en elke g E G geldt dat ook g- 1ng EN. Dit 
brengt met zich mee dat de verzameling van nevenklassen van N vanzelf ook 
een groepsstructuur krijgt; op zo'n manier ontstaat de factorgroep G/N. Zo'n 
factorgroep legt als het ware een bepaald aspect bloot van de structuur van 
de groep G: de elementen ervan worden erdoor op een 'symmetrische' manier 
in klassen verdeeld. Het is daarom interessant om bij een gegeven groep een 
overzicht te krijgen van de verschillende normaaldelers en de wijze waarop ze 
onderling samenhangen. In 1981 heeft Rene Schoof alle normaaldelers bepaald 
van de groep R van Rubiks kubus (zie [2], p. 86). In 1984 hebben we samen 
hierover een artikel [3] gepubliceerd waarin we <lit resultaat hebben gegenerali
seerd tot een methode waarmee je bij een vrije grote klasse van 'draaiobjecten' 
de normaaldelersstructuur van de bijbehorende groep kunt vinden. We zul
len hier Schoofs schema van de normaaldelers van R nog eens presenteren, en 
vertellen wat ze in concreto voor betekenis hebben. Voor een aantal bewijzen 
verwijzen we naar [3]. Daar. vindt de gei:nteresseerde lezer ook meer voorbeel
den. 

Vooraf nog een opmerking die direct samenhangt met de definitie van nor
maaldeler. Heeft men een keten van ondergroepen 

NcHcG 

en is N een normaaldeler in G, dan is Nook een normaaldeler in H. Maar als 
N een normaaldeler is in H, hoeft N nog geen normaaldeler te zijn in G. In het 
schema van normaaldelers van R dat we zullen geven, is elke normaaldeler dus 
tevens normaaldeler in elke 'tussengroep', maar zo'n. tussengroep op zichzelf 
beschouwd kan nog meer normaaldelers hebben dan degene die in het schema 
zijn aangegeven. 
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Permutaties en orientaties 

De beschrijving van de elementen van de montagegroep M is tamelijk gecom
pliceerd vanwege het feit dat die elementen niet simpelweg permutaties zijn. 
Het zijn transformatierecepten waarmee je van de ene stand naar een andere 
stand kunt overgaan door de kubus eerst te demonteren, en daarna op een an
dere manier weer in elkaar te zetten. Een overgang van de ene stand naar de 
andere wordt daarbij niet alleen bepaald door de positieveranderingen van de 
verschillende blokjes, maar ook door de hun orientatieveranderingen. We kun
nen een element van M daarom het beste beschrijven a.ls een geordend viertal 
(p,v,a,w), waarin de permutatie pen het twaalftal v = (v1, ... ,v12) resp. de 
positieverandering en de orientatieverandering aangeven van de ribbeblokjes, 
terwijl de permutatie a en het achttal w = ( w1 , ... , w8 ) resp. de positieveran
dering en de orientatieverandering van de hoekblokjes beschrijven. Orn precies 
te zijn: we nummeren de posities van de ribbeblokjes en de hoekblokjes op een 
zekere (willekeurige) wijze, en markeren van elk positie een zijvlak, bijvoorbeeld 
op de manier waarop we dat hierboven ook al hebben gedaan. Via start hoort 
daar ook een nummering en een markering van de blokjes bij. De permutatie p 
geeft de positieverandering van de ribbeblokjes aan: p( i) is het nummer van de 
plaats waarheen het ribbeblokje verhuist dat op plaats i zit, en Vi = 0 of 1 geeft 
aan of de orientatie ervan al clan niet omklapt. Analoog voor de hoekblokjes. 
Bij de 'getallen' Vi kunnen we in het vervolg de optelling het beste modulo 2 
nemen, en bij de getallen Wj, die de orientatie van de hoekblokjes beschrijven, 
zullen we modulo 3 rekenen. 

Als we de pariteit van een permutatie aangeven met 'sgn', clan kunnen we R 
in termen van de bovenstaande notaties karakteriseren door de drie voorwaar
den: 

1. sgn(p) = sgn(a), 

2. L:v; = 0 mod 2, 

3. I: Wj = 0 mod 3. 

De groepsbewerking in M 

Hoe werkt de groepsbewerking op de viertallen (p, v, a, w) in M? Met andere 
woorden, welk viertal hoort · bij de samenstelling 

(p, v, a, w)(p, v, Cf, w), 

dat wil zeggen eerst (p, v, Cf, w) toegepast, en daarna (p, v, a, w )? Bekijk daartoe 
het effect van deze opeenvolging van transformaties op start. Ribbeblokje i 
gaat eerst over naar positie p( i) met orientatie vp(i), en daarna naar positie pp( i) 
met orientatie Vp(i) +vpp(i)· Noem j = pp(i), dus p(i) = p- 1 (j) en definieer pv 

door (pv)k = Vp-l(k) clan wordt de orientatieverandering van de samengestelde 
transformatie beschreven door pv + v. Analoog voor de hoekblokjes. Het 
resultaat is dus 

(p, v, a, w)(p, v, Cf, w) = (pp, pv + v, aCf, aw + w). 
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Merk op dat het eenheidselement van de groep M gegeven wordt door het 
viertal (1, 0, 1, 0), waarin 1 staat voor de identieke permutatie, en 0 voor het 
rijtje dat alleen uit nullen bestaat. Verder geldt dat 

( ) -1 ( -1 -1 -1 -1 ) p,v,u,w = p ,-p v,u ,-u w. 

De normaaldelers van R 
In de groep R van alle transformaties die door draaien gerealiseerd kunnen 
worden, bekijken we de volgende normaaldelers: 

IIi = {(p,v,1,0) ER} 

II2 = {(1,0,u,w) E R} 

Dat zijn dus alle draaiseries die resp. alle hoekblokjes of alle ribbeblokjes on
aangetast laten. Vanwege de pariteitsbeperking moeten de permutaties p, resp. 
u even zijn (want de identieke permutatie 1 is ook even). We definieren verder 

\T1 = {(1,v,1,0) ER} 

\T2 = {(1,0,1,w) ER}. 

Dit zijn de normaaldelers in R die resp. alleen maar ribbeblokjes omklappen 
of alleen maar hoekblokjes kantelen. Tenslotte definieren we 

Z1 = {(1, v, 1, 0) I V1 = V2 = ... = V12}. 

Z1 bestaat dus uit slechts twee elementen: het eenheidselement en de draaiserie 
die alle ribbeblokjes omklapt. Het is duidelijk dat 

en dat 

en dat <lit ook allemaal normaaldelers zijn in II l • resp. II2, maar het is niet 
triviaal om aan te tonen dat hier ook alle normaaldelers staan van H l • resp. 
II2. Voor een bewijs daarvan verwijzen we naar [3], p. 274. 

Door directe producten te nemen kunnen we uit de bovenstaande normaal
delers in totaal 4 x 3 = 12 normaaldelers in R vormen. In figuur 6 zijn ze 
overzichtelijk gerangschikt: een normaaldeler is bevat in een andere als er tus
sen die twee een omhooglopende verbinding is. Dit schema blijkt alle normaal
delers van R te bevatten. Men kan dat aantonen met behulp van een aantal 
stellingen die we weer zonder bewijs vermelden. De eerste twee luiden: 

1. Als een normaaldeler N van R een element (p, v, u, w) bevat met p =I- 1, 
dan geldt dat II 1 C N. 

2. Als N zo'n element bevat met u =I- 1 dan geldt dat II2 C N. 
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R 

FIGUUR 6. De normaaldelers van Rubiks groep R. 

Een direct gevolg hiervan is, dat elke normaaldeler N van R met N # R 
bevat is in H = H 1 x H2. Immers, als N niet bevat is in H, clan moet er een 
element (p, v, a, w) E N zijn waarvoor pen a beide oneven zijn, dus ongelijk 
aan 1. Op grond van de bovenstaande stellingen is H clan bevat in N, en omdat 
H index 2 heeft in R, betekent dit dat N = R. 

Voor het bewijs van het feit dat figuur 6 alle normaaldelers van R geeft, 
hebben we nu nog drie stellingen nodig: 

3. Als N een element (1,v,a,w) bevat met v # (0, ... ,0) en v # (1, ... , 1), 
dan geldt dat V 1 C N. 

4. Als N een element (p,v,1,w) bevat met w # (O,· ... ,O), dan geldt dat 
V2cN. 

5. Wanneer N een element (1, v, a, w) bevat met v = (1, ... , 1), dan geldt 
Z1 cN. 

De lezer zou zelf eens zijn krachten kunnen beproeven op het bewijs van deze 
vijf stellingen. In geval van nood zal [3], p. 276 uitkomst kunnen bieden; ze 
worden daar in een wat algemenere context geplaatst. Overigens, het voltooien 
van het bewijs van de bewering dat elke normaaldeler N van R in figuur 6 
voorkomt, is met behulp van deze stellingen nog slechts een kwestie van aftellen: 

• Bevat N een oneven permutatie, clan is N = R. 

• Bevat N geen oneven permutaties maar wel niet-triviale even permutaties 
op ribben en hoeken, clan is N = H. 
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• Bevat N alleen maar niet-triviale (even) permutaties op de ribben, en is 
er een element in N dat hoekjes kantelt, clan is N = H1 x V 2· 

• Bevat N alleen maar niet-triviale (even) permutaties op de ribben, en 
blijven de hoekjes altijd onaangetast, clan is N = H1 x {1} = H1. 

• Bevat N alleen maar niet-triviale (even) permutaties op de hoeken, en is 
er een element in N dat een aantal, maar niet alle ribben omklapt, clan 
is N=V1 x H2. 

• ... (enz.). 

Slot 

We hebben in dit verhaal voorbeelden gegeven van de manier waarop wiskun
dige technieken in de recreatieve sfeer gebruikt kunnen worden om puzzels te 
analyseren. Sommige puzzels lenen zich daar beter voor clan andere. Met name 
als zo'n puzzel structuur en symmetrie heeft, is er een goede kans dat je met 
wiskundige middelen een heel eind komt. Maar het mes snijdt aan twee kanten: 
veel mensen worden gefascineerd door raadsels en puzzels, en daar kun je soms 
gebruik van maken in het onderwijs. Je vertelt iets wezenlijks over wiskunde 
wanneer je iemand uitlegt dat wij met ons vak in staat zijn om bepaalde puz
zels tot op de bodem te doorgronden. Bij de schuifpuzzel kun je iedereen de 
'wiskundige' probleemstelling ('wat zijn de bereikbare standen?') uitleggen. 
Of je iemand daarna ook de volledige oplossing kunt verklaren, zal afhangen 
van je eigen didactische gaven, en van de kennis en het doorzettingsvermogen 
van de toehoorder. Soms kunnen puzzels ook gebruikt worden bij meer ge
avanceerd wiskunde-onderwijs; Rubiks kubus is daar een heel mooi voorbeeld 
van. Juist omdat de Rubik groep zo groot en rijk van structuur is, vormt hij 
ideaal illustratiemateriaal bij een cursus in de groepentheorie. Zaken als on
dergroepen, normaaldelers, commutatoren, geconjugeerden, directe producten, 
het centrum van een groep en nog veel meer, kunnen toegelicht worden met 
een kubus in de hand. En de kubus en allerlei varianten ervan bieden ook nog 
voldoende niet-triviale opgeloste en onopgeloste problemen waarmee beginners 
en gevorderden op een aantrekkelijke wijze hun vaardigheid in het vak kunnen 
vergroten. 

Rest me nog van de vele titels op het gebied van de recreatieve wiskunde er 
een van harte in uw aandacht aan te bevelen: het encyclopedische meesterwerk 
Winning Ways van Berlekamp, Conway en Guy. 
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We bedrijven meetkunde op verschillende manieren. Allereerst is er de klas
sieke schoolmeetkunde, zowel in het vlak als in de ruimte. Er wordt in 
geconstrueerd, er wordt in bewezen. Er wordt met hoeken en lengtes gerekend. 
Er is geen expliciet axiomastelsel. We praten zonder meer over de lengte van 
een lijnstuk, we zien dat een rechte lijn drie lijnstukken AB, BC en CA van 
een driehoek niet in drie verschillende punten kan snijden. Maar we zullen dit 
in de schoolmeetkunde niet bewijzen. De stelling van Desargues over 10 pun
ten en 10 lijnen kunnen we in de vlakke schoolmeetkunde niet bewijzen. Voor 
een bewijs moeten we of coordinaten invoeren en dus extra veronderstellingen 
maken of het vlak in een driedimensionale ruimte inbedden. 

Wat nodig is om schoolmeetkunde tot axiomatische meetkunde te maken is 
te vinden in B.L. van der Waerden: De logische grondslagen der Euclidische 
meetkunde en ook in D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 

Vervolgens is er de geaxiomatiseerde projectieve meetkunde. Hiervoor is een 
eenvoudig axiomastelsel, maar de invoering van "lengte" en "hoek" heeft nogal 
wat voeten in de aarde. Vanuit de projectieve meetkunde is vrij eenvoudig tot 
affiene meetkunde te komen, door uitverkiezing van "oneindig verre" elemen
ten. Zonder axioma's te gebruiken werkt "kijkmeetkunde" met perspectief op 
school op deze manier. 

Tenslotte is er coordinaten meetkunde. Punten zijn twee- of drietallen (reele) 
getallen; lengten worden via de stelling van Pythagoras ingevoerd, hoeken via 
het inproduct. Door homogenisering van de coordinaten is ook de projectieve 
meetkunde eenvoudig met coordinaten te beschrijven. 

In de meetkunde zijn natuurlijk nog andere werkmethoden aan de orde, we 
noemen slechts topologie, algebrai:sche meetkunde en aritmetische meetkunde, 
die zich niet goed kunnen herkennen in bovenstaande beschrijvingen. 
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In deze voordracht zullen we ons bezighouden met meetkunde in de vierde 
dimensie. Bestaat deze eigenlijk wel? Met coordinaten werkend is het niet 
moeilijk, we werken gewoon met viertallen getallen. Axiomatische projectieve 
vierdimensionale meetkunde ligt ook voor de hand. Het axiomastelsel voor 
projectieve driedimensionale meetkunde is direct te generaliseren. En hoe gaat 
het met de "schoolmeetkunde". Kunnen we ons meetkundige objecten in de 
vierdimensionale ruimte voorstellen? Door middel van tweedimensionale 
afbeeldingen werken we vlot met driedimensionale meetkundige objecten. Kun
nen we door middel van driedimensionale afbeeldingen, of zelfs door middel 
van tweedimensionale afbeeldingen van driedimensionale afbeeldingen ons van 
vierdimensionale meetkundige objecten een voorstelling maken? Poincare heeft 
gezegd dat iemand die zich zijn hele leven aan de vierdimensionale ruimte 
wijdt, zover kan komen dat hij zich deze kan voorstellen. 

2. ENKELE VOORBEELDEN 

Van de rij: driehoek, viervlak, zien we direct de voortzetting naar een figuur 
met vijf pun ten, Ai, A 2, ... , A 5 , met tien ribben A;A 1, met tien vlakke 
driehoeken A;A1Ak en met vijf viervlakken A;A1AkA1• We noemen deze 
vierdimensionale figuur een simplex, en durven er zelfs een tweedimensionale 
afbeelding van te geven. 

A4 

A1 
A3 

A2 

FIGUUR 1. 

Een aardige opgave is zich af te vragen wat je in zo'n figuur zou moeten stip
pelen. We houden het maar op een draadmodel en trekken alle lijnsttikken. 

We durven snel over het zwaartepunt van zo'n simplex te spreken. De lijnen 
vanuit A 1 naar het zwaartepunt van viervlak A 2A 3A 4A 5 enzovoorts snijden 
elkaar in een punt, dat deze zwaartelijnen verdeeld in stukken, die zich ver
houden als 1 : 4. Zowel met gegeneraliseerde schoolmeetkunde als met 
coordinaten meetkunde is deze stelling direct te bewijzen. Als de hoekpunten 
van het simplex gegeven worden door de vectoren a 1, a 2 , •.. , a 5 is het 

1 
zwaartepunt5(a1 +a2+ · · · +a5). 
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In coordinaten meetkunde is ook de "hyperkubU:s" (soms tessarakt genoemd) 
eenvoudig in te voeren. Een figuur met 16 hoekpunten (t:1>t:2 ,t:3 ,t:4) waarbij 
t:; = 0, 1. Zo'n hyperkubus heeft 32 ribben, 24 zijvlakken, die vierkanten zijn, 
en 8 kubussen als ruimtelijke begrenzingen. 
Ook de vierdimensionale "sfeer", de generalisatie van de cirkel en de bol, de 
verzameling van alle punten in de vierdimensionale ruimte, die een gegeven 
afstand tot een vast (middel)punt hebben, is goed voor te stellen. 

Er zal een "inhoud" van een "lichaam" zijn, evenredig met de vierde macht 
van de lineaire maat. Het ligt voor de hand de inhoud van de boven 
beschreven hyperkubus met zijde 1 gelijk aan 1 te stellen. De inhoud van de 
vierdimensionale sfeer met straal r zal dan y4r4 zijn. Maar hoe groot is y4? We 

4 
weten dat y2 =.,,, y3 = 3"'• en even nadenken voert tot y1 = 2. Raden helpt 

niet, we moeten gewoon met integraalrekening te werk gaan. Het onverwachte 

resultaat is y 4 = -i.,,2 . 

1n 
'TT 

(Mocht u meer willen weten, algemeen geldt Yn = ----
1 

f(2n + 1) 

waarin r de gammafunctie is, een generalisatie van de faculteit. 
Voor gehele positieve waarde van bet argument geldt f(n + l)=n!. 
Voor halftallige waarden van bet argument is de uitkomst een 
rationaal veelvoud van y:;;_ Steeds is Yn dus een rationaal veel
voud van een gehele macht van 'TT.) 

Grote delen van de klassieke vlakke meetkunde en stereometrie kunnen nu 
gegeneraliseerd worden naar de vierde dimensie. We noemen slechts in- en 
om-geschreven sfeer van een simplex, inhoud van een simplex, oppervlakte van 
een sfeer, enzovoorts. 

3. SNUDEN, KRUISEN, HOEKEN 

Een van de opmerkelijke zaken bij de overgang van twee- naar driedimen
sionale meetkunde is bet optreden van kruisende lijnen. Hoe gaat bet met snij
den van vlakke objecten in de vierdimensionale ruimte? . 

We onderscheiden in de vierdimensionale ruimte rechte lijnen, platte vlakken 
en driedimensionale ( deel)ruimten, soms hypervlakken genoemd. We spreken 
verder kortheidshalve over lijnen, vlakken en ruimten. 

We komen hetzij via meetkundig inzicht, hetzij via de axioma's van de 
affiene meetkunde, hetzij via lineaire algebra tot stellingen over snijden. We 
sluiten de gevallen dat de bestudeerde objecten samenvallen, of dat bet ene een 
echt deel van bet andere is, even uit. De bewijzen laten we aan de lezer over. 

1. Twee ruimten zijn evenwijdig of snijden elkaar volgens een vlak. 
2. Twee vlakken zijn heel of half evenwijdig of snijden elkaar volgens een 

lijn of snijden elkaar volgens een punt. 
3. Twee lijnen zijn evenwijdig of snijden elkaar volgens een punt of kruisen 

elkaar. 
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4. Een vlak en een lijn zijn evenwijdig, snijden elkaar in een punt of kruisen 
elkaar. 

De overige gevallen laten we aan de lezer over. We staan even stil bij 2 en 4. 
Door bescbouwingen in de "oneindig verre" driedimensionale ruimte van de 
bescbouwde vierdimensionale ruimte krijgen we eenvoudig enig "inzicbt" in de 
situatie. Twee vlakken bezitten twee oneindig verre lijnen. Als deze lijnen niet 
samenvallen (de vlakken niet evenwijdig zijn) kunnen ze elkaar snijden of krui
sen. In bet eerste geval bebben de vlakken bf geen punt gemeen, ze heten dan 
half-evenwijdig; of ze bebben een recbte lijn gemeen. In het laatste geval heb
ben de vlakken een punt gemeen. 

Omdat twee snijdende lijnen in een vlak liggen is de hoek tussen twee 
(snijdende) lijnen in de vierdimensionale ruimte direct te definieren, en daar
mee is de loodrechte stand van twee lijnen duidelijk. We definieren nu een lijn 
loodrecht op een vlak als hij loodrecht staat op alle lijnen van bet vlak; lood
recht op een ruimte als de lijn loodrecht staat op alle lijnen van de ruimte. 

Hoe definieren we dat een vlak V loodrecht staat op een vlak W ? In de 
driedimensionale ruimte definieren we de loodrechte stand van twee vlakken 
als een lijn uit het ene vlak loodrecht staat op het andere vlak. Of we werken 
met een standboek. We zullen deze situatie nu "half-loodrecht" noemen. In de 
vierdimensionale situatie kunnen twee vlakken echt loodrecht op elkaar staan, 
d.w.z. iedere lijn van V staat loodrecht op iedere lijn uit W. Met coordinaten is 
deze situatie eenvoudig te illustreren. Alle lijnen in het vlak x =O,y =O staan 
loodrecbt op alle lijnen in het vlak z = 0, t = 0. Een lijn door de oorsprong in 
het vlak x =y =O wordt immers gegeven door een vector (0,0,a,b) en een lijn 
in het vlak z =O, t =O door een vector (p,q,0,0). Het inprodukt van deze vec
toren is 0, dus is er loodrechte stand. 

Een moeilijke vraag met een onverwacht antwoord is de vraag naar de hoek 
tussen twee vlakken in het algemene geval dat de twee vlakken een punt 
gemeen hebben. We zouden de verzameling van alle hoeken tussen een lijn in 
V en een lijn in W kunnen bestuderen. Meetkundig is duidelijk dat er een 
kleinste positieve waarde in deze verzameling is. (Oak de grootste waarde is 
niet triviaal.) Als regel zouden we deze twee hoeken samen voor de definitie 
van de "boek" tussen twee, elkaar in een punt snijdende, vlakken in de 
vierdimensionale ruimte kunnen noemen. Analytiscbe berekening van deze 
extremen vraagt nogal wat werk. 

We kunnen natuurlijk oak proberen een "standvlak" van de twee vlakken V 
en W te definieren en in <lit standvlak een standhoek te meten. Het standvlak 
moet dan zowel V als W volgens een lijn snijden, de hoek tussen deze twee lij
nen kunnen we de standboek noemen. Het standvlak moet oak loodrecht op V 
en op W staan. Maar <lit kan alleen als we "loodrecht" interpreteren als half
loodrecbt. 
Aan een vlak Vis toegevoegd een oneindig verre rechte v. Als S het vlak V in 
een lijn snijdt, snijdt de oneindig verre rechte s van S de lijn v. Het vlak S 
staat balf-loodrecht op V als de oneindig verre rechte s een "loodrecht aan v 
toegevoegde" oneindig verre rechte v* snijdt. Een. vlak dat V dus half-
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loodrecht volgens een lijn snijdt, moet een oneindig verre rechte hebben die v 
en v * snijdt. Voor het standvlak S moet gelden dat s dus de vier lijnen v, v *, w 
en w* snijdt. Nu zijn er in de (oneindig verre) driedimensionale ruimte als 
regel twee lijnen die vier gegeven lijnen snijden. Dus zijn er als regel twee 
standvlakken en twee standhoeken! 

Een uitvoerige beschrijving van dit fenomeen is onder andere te lezen in Hk. 
de Vries: De vierde dimensie. 

4 REGELMATIGE LICHAMEN 

Een regelmatige veelhoek in het vlak bestaat met ieder gewenst aantal hoek
punten en zijden. Regelmatige veelvlakken in de ruimte zijn er slechts vijf, de 
bekende Platonische: viervlak, zesvlak (kubus), achtvlak, twaalfvlak en twintig
vlak. Op verschillende manieren is te bewijzen dat er in de ruimte niet meer 
dan deze 5 regelmatige lichamen zijn. 

Een bewijs gebruikt dat de hoeken van een regelmatige n-hoek gelijk aan 

(1 - 2 )7T zijn. Stel dat in een hoekpunt van het veelvlak k veelhoeken samen
n 

2 . komen. Dan moet k(l--)7T<27T gelden. Dus moet (k -2)(n -2)<4; en we 
n 

vinden voor (k,n) alleen de mogelijkheden (3,3), (3,4), (3,5), (4,3), (5,3). 
Een heel ander bewijs gebruikt echter niet de regelmatigheid van de veel

hoeken, maar alleen dat uitsluitend n-hoeken gebruikt worden en dat in ieder 
hoekpunt k van zulke n-hoeken samenkomen. Stellen we het aantal vlakken op 

Z, dan is het aantal ribben -inz en het aantal hoekpunten ! nZ. 
Nu bestaat er een, in wezen topologische, stelling over het verband tussen 

aantal hoekpunten, ribben en zijvlakken van een bol-achtig veelvlak. Deze for
mule van Euler luidt 

H+Z=R+2 

waarin H het aantal hoekpunten, R het aantal ribben en Z het aantal zijvlak
ken aangeeft. 

Passen we deze formule toe dan vinden we 

l I 
knZ+Z=2nz+2. 

Dus Z = 4k 
4-(n -2)(k -2) · 

De voorwaarde dat Z positief moet zijn voert tot (n -2)(k -2)<4. We vinden 
nu direct de aantallen H, R en Z: 
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n k H R z 
3 3 4 6 4 
3 4 6 12 8 
3 5 12 30 20 
4 3 8 12 6 
5 3 20 30 12 

De formule H + Z = R + 2 moeten we eigenlijk anders schrijven. De 
grootheid 

l-H+R-Z+l 

is een topologische invariant van een veelvlak, genaamd het geslacht. Een 
bolachtig veelvlak heeft geslacht 0, een torusachtig veelvlak heeft geslacht 2. 

B 

FIGUUR 2. Schematische voorstelling van de vijf Platonische 
regelmatige lichamen. 
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We onderzoeken nu regelmatige polytopen in de vierdimensionale ruimte. 
V oor de hand liggen een regelmatig simplex en de hyperkubus. Zijn er nog 
meer en zo ja welke? We zullen op de topologische manier te werk gaan. 
Naast de aantallen H, R en Z komt nu het aantal V van driedimensionale 
begrenzende veelvlakken van de polytoop. De definitie van het geslacht van 
een polytoop is 

1-H+R-Z+V-l. 

Voor onze regelmatige polytopen eisen we dat het geslacht 0 is, we vinden dan 

H+Z=R+V. 

Als begrenzende veelvlakken kunnen we kiezen s-vlakken (s =4,6,8, 12,20). We 
eisen dat er p in ieder hoekpunt samen komen. We moeten nog een extra 
parameter invoeren, namelijk het aantal veelvlakken dat door een ribbe gaat, 
we noemen dit aantal q. We geven een tabel. 

s H R z v 
4 

4V 6V 4V v - -
p q 2 

6 
8V 12V 6V v -
p q 2 

8 
6V 12V 8V v - -
p q 2 

12 
20V 30V 12V v -- -- --
p q 2 

20 
12V 30V 20V v -- -- --

/) q 2 

Vullen we dit in de formule H + Z = R + V in, dan vinden we voor s = 4, 6 en 
12 de relatie 

(6-q) (4+p) = 24, 

voor s = 8 de relatie 

(4-q) (2+p) = 8, 

en voor s = 20 de relatie 

(10-3q) (4+3p) = 40. 
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We zien dat de aantallen V,H,R en Z hierui!._nQOi_! te b~alen zijn, alleen hun 

verhoudingen, die we even aangeven met H,R,Z en V. We komen tot de 
volgende tabel: 

- - - -
s p q H R z v 
4 4 3 1 2 2 1 
4 8 4 1 3 4 2 
4 20 5 1 6 10 5 
6 4 3 2 4 3 1 
6 8 4 1 3 3 1 * 
6 20 5 2 12 15 5 * 
8 6 3 1 4 4 1 

12 4 3 5 10 6 1 
12 8 4 5 15 12 2 * 
12 20 5 1 6 6 1 * 
20 12 3 1 10 10 1 * 

Gebruik makend van aan de hoeken op te leggen eisen, dus geen topologi
sche, maar van metrische regelmaat gebruikmakend zien we dat de vijf met een 
ster gemerkte combinaties niet tot een regelmatig polytoop in de vierdimen
sionale ruimte aanleiding geven. Voor het bewijs verwijzen we naar b.v. P.H. 
Schoute: Mehrdimensionale Geometrie II, of naar H.S.M. Coxeter: Regular 
Polytopes. 
In deze werken staan ook expliciete constructies van de zes regelmatige polyto
pen die in de vierdimensionale ruimte bestaan. We geven weer een tabel. 

s p q H R z v 
4 4 3 5 10 10 5 
4 8 4 8 24 32 16 
4 20 5 120 720 1200 600 
6 4 3 16 32 24 8 
8 6 3 24 96 96 24 

12 4 3 600 1200 720 120 
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c 

FIGUUR 3. Het regelmatige polytoop met 24 hoekpunten, 96 ribben, 96 
vlakken en 24. zijruimten. De acht hoekpunten van de kubus 
dienen slechts als hulpfiguur. 
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Voor bet geval s = 6, p = 8, q = 4 kan nog wel een interpretatie gevonden 

worden, bet is de ruimtevulling met kubussen, acbt per boekpunt, vier per 

ribbe. Dit is een soort ontaard polytoop. Analoog gaf in het driedimensionale. 

geval de situatie met (n -2)(k -2)=4 aanleiding tot een "veelvlak met onein

dig veel zijvlakken" wat we intepreteren als een opvulling van bet vlak met 

regelmatige veelhoeken. De gevallen n =3, k =6; n =4, k=4 en n =6, k =3 

beboren bij de vlakvullingen met regelmatige drieboeken, vierkanten en regel

matige zesboeken, respectievelijk. 

Voor de andere, niet realiseerbare "mogelijkheden" zie ik nog geen verkla

ring. Evenmin lukt bet me om uit de struktuur van de wel bestaande polytopen 

bet juiste aantal boekpunt e.d. te bepalen. In de klassieke boeken over dit 

onderwerp wordt dit gedaan via constructie van de polytopen rekening bou

dend met boeken e.d. 
Wellicbt is bet ecbter tocb mogelijk met zuiver combinatoriscbe middelen de 

getallen 120, 600, 1200, 720 af te leiden. Ik zal er tussen bet schrijven van deze 

syllabus en de voordracht nog over nadenken. 

E 

A 

A 

F 

D 

I 

I 

o• ------__ , 

FIGUUR 4. De drie regelmatige lichamen, die zicb tot iedere 

n-dimensionale ruimte laten generaliseren. 

8 
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Het is bekend dat in meer dan vier-dimensionale ruimten slechts drie regel
matige polytopen bestaan. Deze zijn directe generalisaties van het viervlak, de 
kubus en het achtvlak. We verwijzen hiervoor naar de boven genoemde werken 
van P.H. Schoute en H.S.M. Coxeter. · 

c. 

FIGUUR 5. De hyperkubus. 

5. DOORSNEDEN VAN DE HYPERKUBUS 

Wanneer we een (driedimensionale) kubus doorsnijden met vlakken loodrecht 
op een lichaamsdiagonaal is de doorsnede een driehoek of een zeshoek. Schui
ven we zo'n vlak langs de lichaamsdiagonaal dan begint de doorsnede bij het 
hoekpunt als een (klein) gelijkzijdig driehoekje dat aangroeit tot de driehoek 
BDE. Daarna wordt de doorsnede een zeshoek (met drie grote en drie kleine 
zijden). 
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FIGUUR 6. De kubus met een aantal verschillende doorsneden. 

H 

c 

B 

Wanneer we in de middens van de ribben BC, CD, DH, HE, EF en FB zijn 
aangekomen is de doorsnede een regelmatige zeshoek geworden. Het verdere 
verloop is symmetriscb met het beginstuk en eindigt bij bet punt G. 

Gebruik makend van de intu'itieve meetkundige werkwijze kunnen we deze 
opzet naar de vierdimensionale ruimte generaliseren. De doorsnede van de 
hyperkubus loodrecht op de "lichaamsdiagonaal" (in coordinaten de lijn die 
(0,0,0,0) met (I, I, I, I) verbindt) begint bij het hoekpunt als een klein regel
matig viervlak dat groeit tot het doorsneevlak bij de hoekpunten (l,0,0,0,), 
(0, 1,0,0), (0,0, 1,0) en (0,0,0, 1) aangekomen is. Verder gaande snijden we nu 
van bet regelmatig viervlak bij ieder hoekpunt een klein puntje af. Er ontstaat 
een licbaam met 8 zijvlakk~n; 4 gelijkzijdige driehoeken en 4 onregelmatige 
zeshoeken. W anneer bet doorsnedevlak het symmetrie vlak van de hyperkubus, 
door (1, 1,0,0), (1,0, 1,0) enz. is geworden, is de doorsnede een regelmatig acht
vlak geworden. Daama gaat het symmetrisch terug tot de doorsnede in 
(I, 1, I, I) tot een punt is gereduceerd. 
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Het is ook aardig om na te gaan hoe de doorsnijding verloopt met onderling 
evenwijdige vlakken, niet loodrecht op de lichaams diagonaal. 

Bezien we eerst het driedimensionale geval. Het is nu handig om met 
coordinaten te werken. We geven de hoekpunten van de kubus coordinaten 
(£i. £2,£3) met£;= 0, I. We beschouwen met variabele whet stelsel vlakken 

ax+by+cz=w. 

Zonder bezwaar mogen we veronderstellen O~a~b~c. Voor w =a wordt het 
hoekpunt (1,0,0) bereikt en bij verder groeiende waarden van w wordt bij een 
hoekpunt van de doorsnede-driehoek een hoekje afgesneden. Voor w = b wordt 
(0, 1,0) bereikt en een tweede hoekje afgesneden. Nu zijn er twee mogelijk
heden voor het verdere verloop. Als a +b>c wordt bij (0,0, 1) het derde 
hoekje afgesneden. Als a +b<c gebeurt er echter iets anders; bij (1, 1,0) val
len twee hoekpunten van de afsnijdriehoekjes samen en bij grotere waarden 
van w verdwijnt een zijde van de doorsnee-veelhoek. We hebben het volgende 
schema: 

c 6 a+b 

o••---3---411:...._-4 ___ b•~ ~·a-+c--4--~:~+-c~3 ~-a+•8b+c 
a+b 4 c 

FIGUUR 7. 

Bij de punten staan de waarden van de parameter w (met naar rechts stijgende 
waarden), bij de lijnstukjes staat het aantal zijden van de doorsnede-veelhoek. 
Bij w = 0 en w =a + b + c is de doorsnede een punt. 

Voor de waarden w =a, b, c, a + b, a + c, ... , heeft de doorsnede een 
bijzondere eigenschap. Er zijn bijzondere gevallen als b.v. a =b of a +b =c. 

Het is nu duidelijk dat in het vierdimensionale geval met de doorsnijdingen 
van een hyperkubus met een stel onderling evenwijdige ruimten (hypervlakken) 
veel gevallen onderscheiden moeten worden. 
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Voor de coordinaten van de hoekpunten van de hyperkubus kiezen we weer 
(t:1>t:2 ,t:3 ,t:4 ) met t:; = 0, 1. De doorsnijdende hypervlakken hebben met variabele 
w de vergelijking 

ax+by+cz+dt=w. 

We veronderstellen Q.,;;,.a.,;;,.b.,;;,.c.,;;,.d. 
In plaats van twee alternatieven (c<a +b of c>a +b) zijn er nu niet minder 
dan 14 alternatieven. We beginnen weer met een klein viervlak als doorsnede. 
Bij w =a, b, c of d wordt er bij een hoekpunt een puntje afgesneden. Bij 
w =a + b, a+ c, enz. gaan de afsnijviervlakjes elkaar ontmoeten. In het totaal 
zijn zeer veel verschillende veelvlakken als doorsnede mogelijk, alle met maxi
maal 8 vlakken, terwijl de zijvlakken maximaal zeshoeken zijn. 

FIGUUR 8. 
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FIGUUR 9. De hyperkubus met een aantal verschillende doorsneden. 

Op ieder van de trajecten voor w treedt een bepaald veelvlak als doorsnede op, 
dat bij het overschrijden van de kritische parameterwaarde w van structuur 
verandert, waarbij w loopt tussen de waarden 0 en a + b + c +d. 

In filmvorm kan men deze processen zichtbaar maken. In de film "The 
Hypercube" van Thomas F. Banchoff is dit voor symmetrische doorsneden 
gebeurd. We nemen ons voor deze film in de voordracht tijdens de vakan
tiecursus te tonen. 

De beer W.C. de Leeuw (TU Delft) heeft een fraai computer programma 
gemaakt waarin "stills" uit zo'n film voor vrij te kiezen parameterwaarden 
a, b, c, d zichtbaar gemaakt kunnen worden. We hopen dit programma 
eveneens tijdens de vacantiecursus "live" te demonstreren. 

Een andere opgave is het volume van het doorsnedeveelvlak als functie van 
w te beschrijven. Tussen de kritische parameterwaarden is deze functie een 
polynoom van de 3e graad. In de kritische punten treedt in het algemene geval 
een discontinuiteit op in de derde afgeleiden. De functie is overigens overal 
twee maal differentieerbaar. Dr. Kolk (RUU) merkte op dat in de expliciete 
vorm van deze functie de uit de combinatoriek bekende getallen van Euler 
voorkomen. 

In beginsel is het niet moeilijk de resultaten van deze paragraaf ook in 
bijzondere situaties en naar hoger dimensionale ruimten te generaliseren. 
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6. VOOR GEVORDERDE LEZERS 

In deze paragraaf willen we enkele zaken uit de minder algemeen bekende 
klassieke vlakke meetkunde en stereometrie in een vierdimensionale situatie 
onderzoeken. De kemwoorden zijn bier de cirkel van Feuerbach uit de vlakke 
meetkunde en het orthogonale viervlak uit de stereometrie, en oak de rechte 
van Euler uit de planimetrie. 

In § 1 merkten we op dat de figuur van een driehoek met drie zwaartelijnen, 
en die van een viervlak met vier zwaartelijnen zich onmiddellijk laat generalise
ren tot een simplex met vijf zwaartelijnen. 
De existentie van een in- en van een om-geschreven bol van een viervlak, van 
een in- en van een om-geschreven sfeer van een simplex geven generalisaties 
van de vlakke meetkunde stellingen dat de drie hoekdeellijnen en de drie 
middelloodlijnen van een driehoek door een punt gaan. 

Hoe gaat het met generalisaties van de stelling dat de drie hoogtelijnen van 
een driehoek door een punt gaan? Wanneer we in een viervlak de lijn door een 
hoekpunt loodrecht op het overstaande zijvlak een hoogtelijn noemen, zien we 
met klassieke stereometrie dat de vier hoogtelijnen van een viervlak in het 
algemene geval niet door een punt gaan. (Tussenopmerking: toch is er wel iets 
bijzonders met deze hoogtelijnen; wat?) 
We onderzoeken wanneer de vier hoogtelijnen van een viervlak wel door een 
punt gaan. 

A1 

FIGUUR 10. 

Uit het feit dat we eisen dat de hoogtelijn uit 0, de hoogtelijn uit A 1 snijdt 
volgt dat OA 1 in een vlak ligt dat loodrecht op A 2A 3 staat. Dus geldt 
OA1 1- A1A3. Analoogzal OA2 ..L A1A 3 en OA3 ..L A 1A 2. 
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Een viervlak waarin ieder paar overstaande ribben loodrecht op elkaar staat 
noemen we een orthogonaal viervlak. We hebben de stelling: 
In een orthogonaal viervlak snijden de vier hoogtepunten elkaar in een punt H. 
Door H gaan ook de drie loodrechte transversalen van de overstaande, elkaar 
kruisende ribben. 
Het bewijs laten we weer aan de lezer over. We formuleren de situatie ook nog 
in termen van coordinaten meetkunde. We kiezen de oorsprong in 0, de pun
ten A; beschrijven we met vectoren a;. De eis OA 1 J_ A 2A 3 vertaalt zich als 
(a1'a2-a3)=0. Dus (ai,a2)=(a1,a3). 
Een orthogonaal viervlak is er door gekenmerkt dat 

(a 1,a 2)=(a 1,a 3)=(a 2 ,a 3)=p. 

Het hoogtepunt H van een orthogonaal viervlak beschrijven we met de vector 
h. 

Enig rekenen met inprodukten leert ons dat het hoogtepunt H van een 
orthogonaal viervlak bepaald is door 

(h, a;)= p, (i=l,2,3). 

We schrijven als afkorting (a;, a;)=a;. Voor het middelpunt M(m) van de 
omgeschreven bol van een orthogonaal viervlak geldt 

(m,m) = (m -a;,m -a;), 

I 
Dus (m,a;)=-za;, (i = 1,2,3). 

Voor het zwaartepunt Z(z) geldt 

I 
z =4(a1 + a2 + a 3). 

(i=l,2,3). 

1 1 1 1 . 
Dus (z,a;) = 4a; + 2_P· Omdat (z-2m- 2.h, a;)=O voor 1 =1,2,3 zien 

we dat Z,M en H op een rechte lijn liggen en wel zo dat MZ = ZH. 
Dit herinnert ons aan de stelling uit de vlakke meetkunde dat in iedere drie

hoek M, Z en H op een rechte lijn liggen (de rechte van Euler) en wel zo dat 
MZ:ZH=I:2. 

Het bewijs van deze vlakke meetkunde stelling is in coordinaten meetkunde 
geheel analoog aan het boven geschetste bewijs van het driedimensionale geval 
te geven. 

Het ligt voor de hand nu ook het vierdimensionale analogon te bezien. 
We noemen een simplex orthogonaal als ieder tweetal elkaar niet snijdende 
ribben loodrecht op elkaar staat. Voor het simplex OA 1 A 2A 3A 4 komt <lit in 
coordinaten meetkunde er op neer dat 

(a;,a1) = p, (i, j=l,2,3,4, i=faj). 
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Weer geldt voor bet boogtepunt H dat 

(h,a;) = p, (i = 1,2,3,4) 

en voor bet middelpunt M van de omgeschreven sfeer 

1 
(m,a;) = 2a;, (i = 1, 2, 3, 4). 

Nu geldt 

en dus 

1 3 
(z,a;) = 5a; + 5P . 

We vinden dat Z, M en H op een recbte lijn liggen en wel zo dat 
MZ:ZH=3:2. 

Specialisten van de klassieke vlakke meetkunde weten dat op de recbte van 
Euler ook nog bet middelpunt van de cirkel van Feuerbacb ligt. De cirkel van 
Feuerbacb gaat door de middens van de drie zijden van de drieboek. Noemen 
we bet middelpunt van de cirkel van Feuerbacb F dan geldt voor de 
bijbeborende vector f 

1 1 1 1 1 1 1 1 
(j- 2ai. J- 2a1) = (j- 2a2, J- 2a2) = (j- 2a1 - 2a2, J- 2a1 - 2a2). 

Omgerekend 

1 1 
(j,a;) = 4a; + 2P ' i=l,2. 

Dus is F bet midden van MH. 
A 

B 

FIGUUR 11. 
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Is er nu een bol van Feuerbach door de zes middens van de ribben van een 
viervlak? Elementaire stereometrie leert dat de hoekpunten van een midden 
parallelogram, omdat ze op de bol liggen, de hoekpunten van een rechthoek 
moeten zijn. De bol van Feuerbach bestaat dan en slechts dan als bet viervlak 
orthogonaal is. Het middelpunt van de bol van Feuerbach is nu bet zwaar
tepunt van bet viervlak. De reeds meermalen analoog uitgevoerde berekenin
gen leiden tot de voorwaarde 

1 1 
(j,a;) = 4a; + 2P 

zowel in bet drie- als in bet vierdimensionale geval. 
Het punt F ligt dus op de lijn MH en MF=FH. 

De situatie van de rechte van Euler met daarop de punten M,H,F en Z laat 
zich direct naar bet n-dimensionale geval generaliseren. 

In bet tweedimensionale geval gaat de cirkel van Feuerbach nog door 6 
andere bijzondere punten, namelijk de voetpunten van de hoogtelijnen van de 
driehoek en de middens van de verbindingsstukken van bet hoogtepunt met de 
drie hoekpunten. Daarom noemt men de cirkel van Feuerbach ook we! negen
puntscirkel. 

Het is eenvoudig in te zien dat de bol van Feuerbach van een orthogonaal 
viervlak gaat door 24 bijzondere punten (zie b.v. P. Molenbroek: Leerboek der 
Stereometrie, pag. 238). 
De sfeer van Feuerbach in bet vierdimensionale geval gaat, als ik bet goed 
geteld heb, door 50 bijzondere punten en mag dus de vijftigpuntssfeer van 
Feuerbach genoemd worden. 

In een orthogonaal (n -1)-dimensionaal simplex is er een Feuerbach hyper
! 

sfeer door2(n 3 -n 2 ) punten. 
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1. Inleiding. Het hoofdthema van deze voordracht is symmetrie van meetkundige 
figuren en ook van meer abstracte mathematische structuren. Veel problemen en vraagstukken 
in en buiten de wiskunde hebben niet triviale symmetrie ingebouwd. Wat het begrip symmetrie 
in dezen inhoudt komt verderop ter sprake. 

Tot voor kort dachten de wiskundigen en andere wetenschappers dit begrip 'symmetrie' 
adequaat gedefinieerd te hebben: symmetrie betekent dat er een groep is van transformaties 
werkend op een collectie van mathematische structuren; en een object uit die collectie heeft niet 
triviale symmetrie als er niet triviale elementen uit de groep zijn die dat object in zich zelf over 
voeren (invariant laten). Bijvoorbeeld: de groep kan die zijn van de bewegingen van het 
Euclidisch vlak en de mathematische structuren die we bekijken kunnen bijvoorbeeld roosters 
van punten in dat vlak zijn; i.e. een object is het vlak samen met een rooster van punten in dat 
vlak. 

Echter recentelijk is gebleken dat het begrip symmetrie in deze vorm op de helling moet: 
er zijn allerlei regelmatige/symmetrische structuren die niet gevangen kunnen worden binnen 
het kader van een groep van transformaties. Dus: 'symmetrieen zonder groep'. Een klasse van 
voorbeelden hiervan komt later in deze voordracht aan de orde: de Penrose werelden; andere 
voorbeelden zijn de zogenaamde "quantum groepen" (zie bijv.[7]). 

Gegeven het feit dat vele natuurlijke vraagstukken symmetrie hebben, lijkt het dus de 
moeite waard aandacht te besteden aan de vraag in hoeverre en op welke wijze efficient gebruik 
gemaakt kan worden van zulke symmetrie bij het oplossen of bestuderen van zulke vraagstukken. 
De meeste wetenschappers en leraren, speciaal in de structuur- en natuurwetenschappen, weten 
op een wat vage manier dat symmetrie en invariantie principes een niet onbelangrijke rol spelen 
in allerlei situaties. Maar misschien is het toch wel een verrassing te observeren - voor mij 
zelf was dat indertijd zeker het geval - dat in twee van de belangrijkste tijdschriften in de 
theoretische natuurkunde, J. Math. Physics en Lett. Math. Physics, respectievelijk 36% en 
54% van de artikelen in 1983 handelden over aspecten van symmetrie. Er wordt dus inderdaad 
heel wat onderzoek ge'investeerd in het begrijpen en gebruiken van symmetrie. 

In deze voordracht wil ik aandacht besteden aan de volgende aspecten: 
- Hebben symmetrische problemen noodzkelijk symmetrische oplossingen? 
- Geboorte en sterfte van symmetrie. 
- Symmetrie zonder groep. 
- Symmetrie en extremaliteit. 

Met uitzondering van 'sterfte van symmetrie' (beter bekend staande als het 'breken van 
symmetrie'), en 'symmetrie zonder groep' in het geval van quantum groepen, zijn dit aspecten 
van symmetrie die nog relatief weinig aandacht gehad hebben, en die vrij snel tot open problemen 
leiden. 
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2. Symmetrische problemen en hun oplossingen. Er zijn nogal wat functies van 
meer variabelen, symmetrisch in (een gedeelte van) die variabelen, zodanig dat hun minimum 
of maximum precies optreedt wanneer al die variabelen gelijk zijn. Enkele voorbeelden volgen. 

2.1. Van alle rechthoeken met gegeven omtrek heeft het vierkant het grootste oppervlak. 
2.2. Van alle gesloten stuksgewijs gladde krommen van gegeven lengte omvat de cirkel 

het maximale oppervlak. 
(Deze twee 'problemen' hebben veel met elkaar te maken; 2.1 is een eindig dimensionale 
restrictie van het oneindig dimensionale probleem 2.2.) 

2.3. (Xf + xi + ... + x;XYf +Yi+ ... + y;) s (X1Y1 + X2Y2 + ... x,,y,,)2' en gelijkheid 
treedt op precies dan wanneer x1 = A.y1,x2 = A.y2, ··· ,x,, = A.y,, voor een zekere A.. Dit is de 
zogenaamde Cauchy - Schwarz - Bunyakovsky ongelijkheid (Bunyakovskii, 1859; Schwarz, 
1884); en dus ten onrechte zo genoemd. 

2.4. Voor een gegeven gemiddelde waarde x = n-1(x1 + x2 + .. · + x,,) treedt het miitimum 

van x[ + xi + · · · x; op wanneer alle X; gelijk zijn. 

Het lijkt duidelijk dat dit geen toeval kan zijn en dater wellicht een principe achter schuilt. 
Zoiets als het volgende. Laten f(x1,.·-,x,.) en g(x1,.·-,x,.) twee symmetrische functies zijn en 
bekijk het probleem van het maximaliseren of minimaliseren van f (x1,. ·., x,.) onder de restrictie 
g(x1,. . .,x,,) =c. Dan geldt voor de oplossing 
datx1 =x2 = ... =x,.. (0,2) (2,2) 

Het is niet onnatuurlijk te denken dat 
dit principe zonder meer waar is, en zo af en 
toe is er nog wel hier en daar in de literatuur 
een uitspraak te vinden van het type: "By 
symmetry considerations it follows that ... ", 
waarmee dan een al dan niet ware versie van 
dit principe aangeroepen wordt. 

In [10] introduceert Waterhouse de 
naam 'Purkiss principle' voor zu1ke principes 
en hij bewijst daar een correcte versie (en 
een generalisatie). Een correcte versie van 
het Purkiss principe kan als volgt 
geformuleerd worden. 

Purkiss principe. Laten f en g 
symmetrische functies zijn met continue 
tweede afgeleiden in een omgeving van een 
punt P = (r,r, ... ,r). Zij V de verzameling 

Dan heeft de functie f op V een lokaal 
extremum in P behalve in gedegenereerde 
gevallen. 
(Die gedegenereerde gevallen zijn precies beschreven.) 

(0,0) (2,0) 

In zijn algemeenheid is het Purkiss principe zeker niet waar. De hoofd moeilijkheid zit 
hem in het woord 'lokaal'. Een beroemd tegenvoorbeeld is het volgende: gegeven vier steden 
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gelocaliseerd op de vier hoekpunten van een vierkant; wat iS het kortste wegennet dat ze alle 
vier verbindt? 

De oplossing is aangegeven in de twee tekeningen op de vorige bladzijde. Merk op dat 
de oplossing minder symmetrisch is dan het probleem zelf; om dat te compenseren zijn er twee 
oplossingen en "samen hebben ze de complete symmetrie van het oorspronkelijke probleem". 

Een gedetailleerd bewijs dat de aangegeven oplossing inderdaad de optimale is valt buiten 
het kader van deze voordracht. Een begin kan gemaakt worden door alle wegen- netten te 
bekijken van de vorm aangegeven in de figuur hieronder. Een eenvoudige berekening geeft dat 
de totale lengte van dit wegennet gelijk is aan 

4..J1+x2 +(2-2x) 

en het minimum daarvan wordt aangenomen 
voor 

1 
x = 3../3"' 0.577. 

Het eerste tegenvoorbeeld tegen het Purkiss 
principe in de algemene vorm is afkomstig van 
Bunyakovskii (dezelfde van de ongelijkheid). 
Zijn voorbeeld betreft de functie 

f(x,y) = [x2 + (y-1)2 ][(x-1)2 + y2] 

(0,2) (2,2) 

(0,0) (2,0) 

die zijn minimum aanneemt in de punten (1,0) en (0,1) in plaats van in een punt waar x = y. 
Nog een ander voorbeeld wordt gegeven door de familie van functies 

f(x,y) = (x2 + y2 -A. )2 

voor waarden van A. tussen een half en 1. 

Er is overigens een goede reden waarom deze eenvoudigste·voorbeelden minstens van 
graad vier zijn: voor graad drie en lager is het Purkiss principe waar (Bunyakovskii). 

Ik ben bekend met twee redenen waarom symmetrische problemen soms niet even 
symmetrische oplossingen hebben. De eerste is 'bifurcaties', of te wel de geboorte en dood van 
symmetriel!n terwijl een parameter verandert. Die theorie laat uitstekend zien, waarom in het 
laatste voorbeeld het Purkiss principe werkt voor A. kleiner dan een half en daama mis gaat. Dit 
is het onderwerp van de volgende sectie. In die sectie wordt ook duidelijker waarom voor 
polynomiale tegenvoorbeelden graad vier of hoger nodig is: voor het type bifurcatie waarbij een 
maximum (of minimum) verdwijnt zijn minstens drie oplossingen van de stationariteits conditie 
"afgeleide is nul" nodig. 

Een tweede reden waarom symmetrie kan verdwijnen ligt in rand conditie voorwaarden: 
als de rand condities, voor bijv. differentiaal vergelijkingen, niet even symmetrisch zijn als de 
vergelijking zelf, dan is het logisch dat de symmetrie gebroken raakt. Maar het begrip rand 
voorwaarden is algemener dan dat en in sectie 5 hieronder, extremaliteit en symmetrie, hoop ik 
daarop terug te komen. Als voorbereiding daarop is het misschien goed om alvast op te merken 
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dat veel van de voorbeelden boven ook een iets antler principe illustreren: optimale configuraties 

tenderen hoog symmetrish te zijn! Dat is het echt centrale onderwerp van sectie 5. 

3. Geboorte en sterfte van symmetrie. In deze sectie bekijken we water kan 

gebeuren met de symmetrie groep van een structuur of patroon terwijl het (langzaam) verandert 

in athankeliJlleid van een of meer parameters. We beginnen met wat voorbeelden. 

3 .1. Symmetrie van rechthoeken. Bekijk een rechthoek met zijden 1 en A. Als A, 'I= 1 clan 

wordt de symmetrie groep voortgebracht door de twee reflecties over de horizontale en verticale 

as, en de symmetrie groep is de zogenaamde 

"vier-groep van Klein", bestaande uit de 

identiteit, de twee genoemde reflecties, en de 

samenstelling van die twee reflecties als vierde 

element. Echter, op het moment dat A gelijk 

aan 1 wordt, wordt de symmetrie groep groter 

en er verschijnt het symmetrie element van een 

Symmetrie groep 
l./(2) x l./(2) 

D 
Symmetrie 
groep 04 

rotatie over 90 graden. Voor die waarde van A. is de symmetrie groep de groep D4 van acht 

elementen (die de vier-groep van Klein omvat als een deelgroep). 

3.2. Symmetrie van twee vierkanten. Als een tweede voorbeeld bekijk een klein vierkant 

in een groter met parallelle zijden, zoals hieronder afgebeeld. In het geval dat het kleine 

D D 

(a) (b) 

vierkant precies in het midden is van het 

grote hebben we weer een symmetrie groep 

D4. 
Dit is de situatie in het geval (a) 

hierboven. Als het centrum van het kleine 

vierkant niet in het midden maar op een 

van de twee diagonalen van het grate 

vierkant ligt dan is de enige symmetrie 

een reflectie met die diagonaal als 

symmetrie as. Dat is geval (b) hierboven. 

Ligt het centrum van het kleine vierkant 

op de horizontale of vertical symmetrie as 

van het grate (geval (c)), dan is de situatie 

analoog en er is een symmetrie groep 

Z I (2). Tenslotte, als het centrum van het 

kleine vierkant noch op een van de 

D D 
(c) (d) 

{1} 

diagonalen, noch op een van de symmetrie assen van het grate vierkant ligt, is er geen niet 
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triviale symrnetrie. De situatie wordt dus geheel bepaald door de positie van het centum van het 

kleinere vierkant en kan weergegeven worden zoals hierboven. 

Beide deze voorbeelden geven het volgende beeld. Laat de parameter langzamerhand 

veranderen. Dan kan het gebeuren dat de symmetrie groep na enige tijd groter wordt; echter in 

een klein genoege omgeving van een gegeven punt is de symmetrie groep nooit groter dan in 

dat punt, maar het kan wel degelijk gebeuren dat in de onmiddellijke omgeving van een punt de 

symrnetrie groep reduceert tot een kleinere. Dus "plotselinge" verkleining kan, maar plotselinge 

vergroting niet. Dit is precies het beeld van het "breken van symmetrie" dat intuitief juist lijkt en 

dat veel gebruikt wordt in de natuurkunde. Er is ook een mathematische stelling die zegt dat 

onder zekere condities dit het juiste beeld is. Echter voordat ik die tracht te formuleren is het 

goed te preciseren wat bedoeld wordt met de phrase "symmetrie van een mathematisch object". 

3.3. Het begrip "groep van symmetrie". Het intuitieve idee is als volgt. Er is een groep 

van potentiele symmetrieen en de elementen daarvan kunnen toegepast worden voor het 

transformeren van een mathematische structuur. Die elementen van de potentiele groep van 

symrnetrieen die een gegeven structuur invariant laten zijn symrnetrieen van die structuur. In 

het geval van voorbeeld 3.2 hierboven zijn de potentiele symrnetrieen de starre bewegingen van 

het platte vlak, reflecties, en combinaties daarvan; de mathematische structuur bestaat uit een 

paar vierkanten in dat vlak. Laten we een grotere groep van symrnetrieen toe als potentiele 

candidaten dan kan de symrnetrie groep van een object gemakkelijk groter worden. 

Het mathematische plaatje is als volgt. Er is een groep G(de groep van potentiele 

symmetrieen), die werkt op een verzameling M (de verzameling van mathematische objecten 

van de soon die we aan het bekijken zijn; in het geval van voorbeeld 3.2 bestaat M uit alle 

paren vierkanten van gegeven groottes parallel binnen elkaar). De phrase "werkt op" betekent 

dat er een afbeelding G x M ~ M is, die met (g, m) H gm genoteerd wordt, zodanig dat 

lm = m, en g(hm) = (gh)m. De isotropie groep van een element me M is de ondergroep 

Gm= {ge G: gm= m} 

en dat is dus de symmetrie groep van (de 

mathematische structuur) m. 
Voor het formuleren van preciese 

uitspraken later zijn nog een paar extra 

begrippen in deze context nuttig. Een 

verzameling M met een werking van G er 

op zoals boven heet kortweg · een G

verzameling. Twee G-verzamelingen M1 en 

M2 heten isomorph als er een bijectieve 

afbeelding a:M1 ~ M2 is zodat 

a(gm) = ga(m). De baan van een element 

m in een G-verzameling M is de deel 

G-verzameling 

Gm = {gm: g e G} 

N 

Equator 

s 

Een stratum in M, tenslotte, is de vereniging van alle banen van hetzelfde isomorphie type. 

Het een en ander kan goed geillustreerd worden met het volgende voorbeeld, hierboven 

afgebeeld. De verzameling M is de bol en de groep G is de groep van alle rotaties over de 
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Noor<i - Zuid as samen met inversie in bet centrum van de bol. De banen zijn de verenigingen 
van twee parrallel cirkels op respectievelijk gelijke noorder en zuider breedte. Er zijn drie strata. 

Namelijk de vereniging van de noor<ipool en de zuidpool, de equator, en de hele rest. 

3.4. Het breken van symmetrie. Met bet nu opgebouwde begrippen apparaat kan de 
volgende stelling gefonnuleer<i wor<ien. 

Stelling, [9]. Zij Geen compacte Lie group die glad werkt op een compacte gladde 
varieteit M . Dan is er voor alle m e M een open omgeving U van m zodat voor alle m' in U 
de symmetric groep Gm' bevat is in de symmetric groep Gm van m (op geconjugeerdheid na). 

Hierbij zijn twee ondergroepen Ni en N2 van G geconjugeerd als er een element g van G 

is zodat Ni= g-iN2g. 

Dit is dus precies zo'n stelling als verwacht kan wor<ien op basis van de voorbeelden 3.1 
en 3.2 die we tot nog toe bekeken hebben. De stelling in de:re vonn is maar een begin. Er zijn 
erg veel natuurlijke situaties waarin aan 
de voorwaarden niet voldaan is. 
Bijvoorbeeld de verzameling M kan 
singularitieten hebben; de groep G is 
vaak niet compact of :relfs maar eindig 
dimensionaal, .... Het is echter zoiets 
als een 'folk theorem' dat een :relfde 
stelling ook waar is voor de situatie 
van een Euclidische groep van 
bewegingen werkende op mogelijke 
kristal structuren; dat wil :reggen een 
euclische ruimte met daarin een eindige 
of oneindige discrete collectie van 
punten gespecificeer<i die ook nog een 
eindig aantal verschillende kleuren 
kunnen hebben, zoals bet hierboven 
geillustreer<ie "face-centered cubic lattice". Echter een echt hard bewijs van zo'n stelling schijnt 
in de literatuur nog niet voorhanden te zijn. In zijn algemeenheid is het principe: "voldoende 
kleine veranderingen kunnen alleen maar resulteren in minder symmetric" :reker niet waar. In 
[6] beschrijf ik twee tegenvoorbeelden. Het lijkt er op dater in bet algemeen twee soorten 
symmetric zijn die een rol kunnen spelen: 'design symmetry' en 'generic symmetry'. De eerste 
soort is degene waar hierboven aandacht besteed is (en in die situaties is de tweede soort niet 
aanwezig). De tweede soort is van geheel ander type en treedt op in situaties waarbij de meeste 
exemplaren van een mathematische structuur een niet triviale symmetrie hebben die in speciale 
gevallen kan ver<iwijnen. Een voorbeeld hiervan treedt op bij bet bekijken van n-dimensionale 
algebras over de complexe getallen die (als algebra) door ~n element voortgebracht wor<ien. 
Die zijn van de vonn C[X]/ /(X), waarbij /(X) een polynoom is van de graad n. Als nu dit 
polynoom n verschillende wortels heeft dan is de automorphismen groep van de algebra (en dat 
is de symmetric groep in de:re situatie) gelijk aan de groep Sn van alle pennutaties van n letters. 
Echter als twee of meer wortels samen vallen dan zijn niet meer alle wortels van het:relfde type 

en een gedeelte van deze symmetrie groep ver<iwijnt. 



97 

In het geval van d.rie dimensionale algebras (ook algemenere dan de net besprokene) is de 

situatie geheel uitgezocht in [6]. In dat geval treden er twee tegengestelde verschijnselen op: 

onder voldoend kleine deformaties neemt de 'design' symmetrie groep af (of blijft gelijk) en de 

'generic' syrnmetrie groep groeit (of blijft gelijk). 
Of zoiets algemeen waar is is nog volledig open; er is nauwelijks onderzoek naar gedaan. 

3.5. Bifurcaties en symmetrie. Bifurcatie theorie houdt zich bezig met het bestuderen van 

vergelijking die afhangen van een parameter en meer speciaal met de vraag hoe de verzameling 
van oplossingen kan veranderen als de parameter(s) zich wijzigen. Samen met enkele van de 

beschouwingen hierboven levert dit het gereedschap voor het begrijpen van wat er mis kan 

gaan met het Purkiss principe. 
Als illustratie kan weer het 

probleem dienen van het vinden van 
de maxima van de functie 

f(x,y) = (x2 + y2-A.)2 

onder de nevenvoorwaarden 

x + y= l,x ~ O,y ~o . 

Substitueer y = 1- x en neem de 
afgeleide naar x om de stationaire 
punten te vinden. In afhankelijkheid 
van A. resulteerd het plaatje hiemaast. 
Er is altijd een stationair punt voor 
x = 1I2 en voor A. kleiner of gelijk 

x 

aan 1/2 is dit het enige stationaire punt en het is een maximum; zodra A. voorbij een 1/2 gaat 
zijn er drie statinaire pun ten: twee die met maxima corresponderen en een, x = 1/2, die een 

minimum representeerd 

4. Symmetrie zonder groep. Zoals ik al in de inleiding opmerkte is er regelmaat (of 

te wel symmetrie) in een aantal situaties zonder dat ~ 
daar een groep bij hoort. Er zijn verschillende 
manifestaties van dit verschijnsel, zeker niet alien van 
hetzelfde type (voor zover we nu kunnen zien). In · 

deze sectie wil ik aandacht besteden aan een ervan, de 
zogenaamde Penrose universa of te wel Penrose 
betegelingen van het platte vlak, voomamelijk van uit Kite (vlieger) 

het gezichtspunt van hun symmetrie eigenschappen. Voor een 
(recreationele) inleiding tot de Penrose tegels zie [5], en voor de 
algebraYsche theorie ervan zie [1,2]. 

De twee Penrose tegels, althans in hun meest bekende vorm 
-er zijn oneindig veel variaties- zijn de volgende: een vlieger en 

een pijl zoals hiemaast afgebeeld. De vlieger heeft hoeken van 72, 

Dart (pijl) 

72, 72, en 144 graden, en de pijl heeft hoeken van 72, 36, 216, en 36 graden. De vlieger en de 

pijl passen samen tot een ruit met een scherpe hoek van 72 graden. Ze zijn echter van cirkel 
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bogen voorzien (met stralen van r, 1, en 1/r als de lange zijden lengte 1 +r hebben, waarbij r 

gelijk is aan de gouden snede lengte r=.!.(1+-v'S), precies om aan te geven dat deze twee 
2 

tegels bij het maken van een betegeling van het hele vlak juist niet op deze wijze samen 

gevoegd mogen worden. 
De bedoeling is nu met behulp van deze twee tegels een betegeling van het hele platte vlak 

te maken op zo'n manier dat de twee verschillend "gekleurde" bogen op iedere tegel op elkaar 

aansluiten. Hierbij is een betegeling van het vlak door middel van een aantal tegels een volledige 

overdekking van het vlak met die tegels zodat de tegels 

elkaar niet overlappen (behalve hun randen). Drie kleine 

stukjes patroon die telkens weer terug komen zijn hiemaast 

en hieronder afgebeeld. Op de volgende bladzijde is een 

stuk van het zogenaamde 'cartwheel' patroon weergegeven. 

Het is inderdaad mogelijk het hele vlak op deze manier 

te betegelen. Deze Penrose betegelingen hebben de volgende 

eigenschappen. 
(1) Elke betegeling is niet periodisch 

Long Bow Tie 
(Lange strik) 

(2) Er zijn over aftelbaar verschillende betegelingen. 

(3) Neem een eindig gebied in een van deze betegelingen 

van diameter D, en een willekeurige andere (of dezelfde) 

betegeling en een punt daarin. Dan is er binnen een radius 

van W van het gegeven punt in de tweede betegeling een 

exacte copie te vinden van het eerste gekozen gebied. Dat 

betekent dus dat alle Penrose universa lokaal niet van elkaar 

te onderscheiden zijn, hoewel ze globaal verschillend zijn Dit 

Ace (Aas) 

is een symmetrie eigenschap die niet zonder meer te vangen is Cartwheel 
binnen het kader van een groep werkend op een verzameling. 

Het is natuurlijk bekend dat het onmogelijk is het platte vlak te betegelen met regelmatige 

pentagons of uberhaupt met tegels die een orde vijf symmetrie element toelaten. Daaruit is de 

conclusie getrokken dat crystal structuren met een orde vijf symmetrie niet zouden kunnen 

bestaan. Ze bestaan echter wel degelijk ('quasi-crystals'), en de Penrose universa, die een 

sterke neiging hebben tot vijf- en tienvoudige symmetrie, vonnen een mogelijk theoretisch 

model daarvoor. Dat de Penrose universa een sterke neiging tot vijfvoudige bijna symmetrie 

hebben is te zien aan het zon patroon hieronder en speciaal aan het 'cartwheel' patroon op de 

daarop volgende twee bladzijden. Met uitzondering van het centrale cartwheel heeft dat patroon 

een perfecte vijfvoudige rotatie symmetrie. De vijvoudigheid neiging spreekt ook uit de hoeken 
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die optteden (36 en 72 graden) en uit de volgende eigenschap. 

(4) Elk punt ligt binnen een 'cartwheel'. zo bestaat bijvoorbeeld het "zon patroon'', of 

althans het stuk dat hiemaast is afgebeeld uit 

vijf overlappende cartwheels. In de 

afbeeldingen op de volgende bladzijden zijn 

een aantal cartwheels met een wat vettere lijn 

aangegeven 

De sleutel tot deze eigenschappen ligt in 

nog verdere symmetrie eigenschappen van de 

Penrose universa. Dit zijn "schalings 

symmetrie eigenschappen zoals je ook 

voorkomen bij de zogenaamde fractalen. Ze 

heten 'inflatie' en 'deflatie' en werken als 

volgt. 

Voor deflatie van een Penrose patroon 

doet men het volgende. Verleng de korte zijden zon patroon 
van elke pijl op de hiemaast aangegeven wijze 

en verwijder de stukjes van de lange zijden bij de vleugels van de pijl; ook zoals aangegeven. 

Elke vlieger wordt in tweeen gedeeld en twee 

extra lijntjes worden toegevoegd en twee andere <d 
lijnstukjes weggehaald, zoals ook hiemaast 

aangegeven. Op deze manier levert elke pijl een 

kleinere vlieger en twee halve kleinere pijlen en 

elke vlieger levert twee kleinere vliegers en ook 

twee halve pijlen. Het is nu eenvoudig na te gaan dat als vliegers en pijlen tegen elkaar 

aanliggen volgens de betegelings voorschriften van een Penrose universum, dat dan al die 

halve pijlen samen hele pijlen vormen en dat zo een nieuw 

Penrose patroon ontstaat met kleinere vliegers en pijlen. 

De schaal factor is -onvermijdelijkerwijze- natuurlijk 

weer de gouden ratio. V oor de kleine strik is hiemaast te 

zien hoe deflatie werkt. 

Inflatie is de omgekeerde bewerking: verdeel elke 

pijl in twee helften en lijm korte zijden van de vliegers en 

halve pijlen aan elkaar om een nieuwe Penrose betegeling 

te krijgen met gouden ratio grotere tegels. 

S. Symmetrie en extremaliteit. Elke keer dat het Purkiss principe werkt, en hoewel 

dat, zoals we gezien hebben, niet altijd het geval is, is dat toch vaak genoeg om interessant te 

zijn, hebben we een voorbeeld dat een extremale oplossing hoog symmetrisch is. De rand 

voorwaarden, in het geval van sectie 2 dus de nevenconditie g(x1, ••• ,x,.) = c kunnen dat 

bederven als die niet even symmetrisch zijn. Toch zijn in de praktijk de optimale oplossingen 

vaak nog bijna hoog symmetrisch; bijvoorbeeld "symmetrisch in het midden maar naar de rand 

toe moeten wat aanpassingen gedaan worden om aan de rand condities te voldoen. Zoiets tteedt 
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Deel van het 
'cartwheel' 
patroon 
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Het 'cartwheel' patroon 
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bijvoorbeeld op bij optimale groeipaden voor een economie 
('turnpike' stellingen; zie [7] voor wat meer details en 
referenties). Het is ook, weer in de praktijk, niet 
ongebruikelijk om bij het ontwerp van een groot systeem te 
beginnen met sterk symmetrische configuraties. Maar het 
kan ook zijn dat dat gedaan wordt omdat je toch ergens 
moet beginnen en anders de keuze mogelijkheden helemaal 
niet te overzien zijn. Hieronder wil ik proberen drie 
voorbeelden van extremum problemen te beschrijven en 
iets te zeggen over in hoeverre deze het principe "extremaliteit 
impliceert symmetrie" illustreren. Meer details en referenties 
zijn te vinden in [7]. 

5.1. Systemen van deelverzamelingen. Bekijk een 
eindige verzameling X en een collectie van 
deelverzamelingen T, zodat twee elementen uit T of disjunct 

• • 
• 

,. , - . ->-

I 
I 

I 

' ' 
I ' 

zijn ofprecies relementen gemeen hebben (waarbij reen van te voren gegeven getal is). Voor 
voldoend grote verzamelingen X ziet de oplossing er als volgt uit [4]. Schrijf X als een 
disjuncte vereniging X = S1 u S2 u · · · u Si_ n/r j u S0 , waarbij ieder van de verzamelingen 

S; precies r elementen heeft en waar L n I r J het grootste gehele getal is kleiner of geli jk aan 
n I r. Een maximale verzameling van deelverzamelingen T bestaat nu uit alle disjuncte 
verenigingen S; u Sj en de een-elements deelverzamelingen van S0• De symmetrie van de 
situatie kan a1s volgt graphisch ge'illustreerd worden. Teken een regelmatige k-hoeks cylinder, 
waarbij k = L n I r J. De vertical ribben stellen de verzamelingen S; voor; verder zijn er een 
aantal losse punten, in de figuur hierboven zijn die links boven aangegeven. De verzamelingen 
uit .rzijn nu de losse punten en de vertikale diagonale vlakken (in de figuur is er daar een van 
getekend). De randverschijselen die de perfecte 
symmetrie van de oplossing verstoren worden hier 
gerepresenteerd door de losse punten. Deze oplossing 
werkt alleen voor groot genoege verzamelingen X; voor 
kleine verzamelingen treedt nog een antler rand 
verschijnsel op: namelijk nog betere oplossingen met 
nog veel meer symmetrie. 

5.2. Shift registers. We stellen ons het probleem 
een aantal chips zo te verbinden met 'bussen' dat elke 
cyclische permutatie van de inhouden van de chips in 
een schrijf-lees operatie kan geschieden. Het is duidelijk 
dat daar minstens even veel bussen voor nodig zijn als 
chips; modulo die restrictie proberen we het aantal 'pins' 
te minimaliseren (want die zijn duur). Voor zeven chips 
en zeven bussen ziet de optimale oplossing er uit zoals 
getekend in de figuur hiemaast. Mathematisch gesproken 
zit hier een zogenaamde 'verschil verzameling' achier. 
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Die bestaan niet voor alle natuurlijke getallen - voor n :s; 100 alleen voor 
n = 3, 7,13,21,31,57, 73,91-en dat geeft weer aanleiding tot randverschijnselen in de vorm 
van redelijk symmetrische oplossingen met hier en daar wat geknoei. 
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5.3. Optimaal pakken van vierkantjes. Zij gegeven een groot vierkant van zijde a. ~ 
bedoeling is nu in dit vierkant zoveel mogelijk eenheids vierkantjes te pakken. Als a een 

natuurlijk getal is is er geen probleem. Als a geen natuurlijk getal is dan resulteert de voor de 

bandliggende rechthoekige methode in een lineairverlies van 2nr +r2 als a= n+r, re (0,1). 
De vraag is of bet beter kan en dat is (voor grote a) inderdaad bet geval. Het basis idee van 
Enl6s en Graham [3] bestaat er uit bet grote vierkant te verdelen in een kleiner vierkant van 

11 1' 1 , 1 11'1 

-. -
"' 

--

---
,\ \ \ \ \ "\ " . . --- --- -- -----

---- -- -- -- . - . . . . . . . . 
gebele grootte la- aP J en twee ~bthoeken, waarbij p e [0,1). Het kleinere vierkant wordt 
op de natuurlijke wijze volgepakt en de twee recbthoeken boofdzakelijk met iets scbeefstaande 
kolommen vierkantjes. A1s deze true een keer toegepast wordt is de optimale waarde p = 2 I 3 
en in plaats van een lineair verlies in a verkrijgt men zo asymptotiscb een verlies kleiner dan 
1 la213 • Erdos en Graham herhalen essenill!el dezelfde true nog een keer (in een veel moeilijker 
situatie) en bereiken asymptotiscb een verlies kleiner dan Ca 7111 • Of deze oplossing optimaal 
is is onbekend. Interessant, naar mijn smaak, is dat ook bier weer randverschijnselen optreden, 
en dat boewel de rand in absolute zin steeds groter wordt, hij naar verhouding met de grootte 
van bet grote vierkant steeds kleiner wordt. 

5.4. Tot besluit van deze paragraaf nog een positief resultaat uit [9] wat betreft bet 
principe "extremaliteit impliceert symmetric 
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Stelling. Zij Geen compacte Lie group glad werkend op een gladde compacte varieteit 

M; 1aat 1' de verzameling zijn van alle G-invariante functies op M. Als in een baan geisoleerd 

ligt in zijn stratum dan is die baan kritiek voor alle f e T. En omgekeerd als een baan kritiek is 

voor alle invariante functies dan ligt die baan geisoleerd in zijn stratum. 

Ik ken twee systematisch optredende verschijnselen die het principe "extremaliteit impliceert 

symmetrie" kunnen verstoren: bifurcaties en randverschijnselen. Heiden zijn hierboven voor 

gekomen. Of er nog andere systematische storings mechanism zijn weet ik niet; iets van een 

bewijs van het principe is ook nog ver weg. Er is nog heel veel te doen in de wereld van 

symmetrie. 
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